
Contents

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Mobility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2.1 Planar Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2.2 Linkage Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2.3 Spherical Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.4 Spatial Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2.5 Platform Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3 Workspace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.4 Linkage Design . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.4.1 Approximate Straight-Line Mechanisms . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.5 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.6 References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2 Analysis of Planar Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.1 Coordinate Planar Displacements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.1.1 The PR Open Chain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.1.2 The RR Open Chain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.1.3 The RPR and 3R Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 Position Analysis of the RRRP Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2.1 The Output Slide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2.2 The Range of Crank Rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2.3 The Coupler Angle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.2.4 The Extreme Slider Positions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2.5 The RRPR Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3 Position Analysis of the 4R Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.3.1 Output Angle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.3.2 Coupler Angle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.3.3 Transmission Angle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.3.4 Coupler Curves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.4 Range of Movement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

xi



xii Contents

2.4.1 Limits on the Input Crank Angle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.4.2 Limits on the Output Crank Angle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.4.3 The Classification of Planar 4R Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.4.4 Grashof Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.4.5 Folding Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.5 Velocity Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.5.1 Velocity of a Point in a Moving Link . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.5.2 Instant Center . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.6 Velocity Analysis of an RR Chain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.6.1 The Jacobian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.6.2 The Centrode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.7 Velocity Analysis of a Slider-Crank . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.7.1 Mechanical Advantage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.8 Velocity Analysis of a 4R Chain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.8.1 Output Velocity Ratio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.8.2 Coupler Velocity Ratio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.8.3 Kennedy’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.8.4 Mechanical Advantage in a 4R Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.9 Analysis of Multiloop Planar Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.9.1 Complex Loop Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.9.2 The Dixon Determinant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.9.3 Tangent Sorting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.10 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
2.11 References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3 Graphical Synthesis in the Plane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.1 Displacement of a Planar Body . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.1.1 The Pole of a Displacement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.1.2 Determining the Position of a Point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.1.3 An Alternative Construction for the Pole . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.1.4 The Pole Triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.2 The Geometry of an RR Chain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
3.2.1 The Dyad Triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.2.2 The Center-Point Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.3 Finite-Position Synthesis of RR Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.3.1 Two Precision Positions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.3.2 Three Precision Positions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
3.3.3 Four Precision Positions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.3.4 Five Precision Positions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.4 The Geometry of the PR and RP Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.4.1 Finite-Position Synthesis of PR Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.4.2 Finite-Position Synthesis of RP Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.5 The Design of Four-Bar Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
3.6 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
3.7 References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73



Contents xiii

4 Planar Kinematics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
4.1 Isometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4.1.1 Planar Translations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.1.2 Planar Rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.1.3 Planar Displacements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
4.1.4 The Composition of Two Displacements . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
4.1.5 Relative Displacements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
4.1.6 Relative Inverse Displacements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4.2 The Geometry of Displacement Poles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.2.1 The Pole of a Displacement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.2.2 Perpendicular Bisectors and the Pole . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
4.2.3 Pole of a Relative Displacement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
4.2.4 The Pole of a Relative Inverse Displacement . . . . . . . . . . . . . 85

4.3 The Pole Triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.3.1 The Pole of a Composite Displacement . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
4.3.2 The Triangle of Relative Displacement Poles . . . . . . . . . . . . . 88
4.3.3 The Image Pole Triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
4.3.4 The Circumscribing Circle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.4 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
4.5 References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

5 Algebraic Synthesis of Planar Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
5.1 A Single Revolute Joint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
5.2 The Geometry of RR Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

5.2.1 Perpendicular Bisectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
5.2.2 The Dyad Triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
5.2.3 The Center-Point Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

5.3 Finite Position Synthesis of RR Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
5.3.1 The Algebraic Design Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
5.3.2 Parameterized Form of the Design Equations . . . . . . . . . . . . . 99
5.3.3 Two Precision Positions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
5.3.4 Three Precision Positions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
5.3.5 Four Precision Positions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
5.3.6 Five Precision Positions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

5.4 The Design of PR Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
5.4.1 The Design Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
5.4.2 Two Positions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
5.4.3 Three Positions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
5.4.4 Four Positions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

5.5 The Design of RP Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
5.5.1 The Design Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

5.6 Planar Four-Bar Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
5.6.1 Solution Rectification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
5.6.2 Function Generation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

5.7 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121



xiv Contents

5.8 References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

6 Multiloop Planar Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
6.1 Synthesis of Six-Bar Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

6.1.1 Adding RR Constraints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
6.1.2 The RR Synthesis Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
6.1.3 Algebraic Elimination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
6.1.4 The Number of Six-Bar Linkage Designs . . . . . . . . . . . . . . . . 130

6.2 Analysis of a Six-Bar Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
6.2.1 Complex Loop Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
6.2.2 The Dixon Determinant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
6.2.3 Sorting Assemblies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

6.3 Example: A Steering Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
6.4 Synthesis of a Planar Eight-Bar Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

6.4.1 Adding RR Constraints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
6.4.2 The Number of Eight-Bar Linkage Designs . . . . . . . . . . . . . . 141

6.5 Analysis of an Eight-bar Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
6.5.1 Complex Loop Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
6.5.2 The Dixon Determinant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
6.5.3 Sorting Assemblies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

6.6 Example: A Convertible Sofa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
6.7 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
6.8 References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

7 Analysis of Spherical Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
7.1 Coordinate Rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

7.1.1 The Composition of Coordinate Rotations . . . . . . . . . . . . . . . 156
7.1.2 The RR Open Chain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
7.1.3 The 3R Open Chain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

7.2 Position Analysis of a 4R Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
7.2.1 The Coordinates of O, A, B, and C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
7.2.2 The Output Angle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
7.2.3 The Coupler Angle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
7.2.4 Coupler Curves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
7.2.5 The Transmission Angle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

7.3 Range of Movement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
7.3.1 Limits on the Input Crank Angle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
7.3.2 Limits on the Output Crank Angle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
7.3.3 Classification of Spherical 4R Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
7.3.4 Grashof Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
7.3.5 Folding Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

7.4 Angular Velocity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172
7.5 Velocity Analysis of an RR Chain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173
7.6 Velocity Analysis of the 4R Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

7.6.1 The Output Velocity Ratio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174



Contents xv

7.6.2 The Coupler Velocity Ratio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
7.6.3 Instantaneous Rotation Axis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
7.6.4 Mechanical Advantage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

7.7 Analysis of Multiloop Spherical Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178
7.8 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178
7.9 References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

8 Spherical Kinematics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
8.1 Isometry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

8.1.1 Spatial Translations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
8.1.2 Spatial Rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
8.1.3 Spatial Displacements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
8.1.4 Composition of Rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
8.1.5 Relative Rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
8.1.6 Relative Inverse Rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

8.2 The Geometry of Rotation Axes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
8.2.1 The Rotation Axis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
8.2.2 Perpendicular Bisectors and the Rotation Axis . . . . . . . . . . . . 187
8.2.3 The Rotation Angle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
8.2.4 The Rotation Defined by φ and S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
8.2.5 Eigenvalues of a Rotation Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
8.2.6 Rotation Axis of a Relative Rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
8.2.7 Rotation Axis of a Relative Inverse Rotation . . . . . . . . . . . . . 192
8.2.8 Rotational Displacements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

8.3 The Spherical Pole Triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
8.3.1 The Axis of Composite Rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194
8.3.2 The Triangle of Relative Rotation Axes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
8.3.3 The Spherical Image Pole Triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

8.4 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200
8.5 References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

9 Algebraic Synthesis of Spherical Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203
9.1 A Single Revolute Joint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203
9.2 Spherical Displacements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204
9.3 The Geometry of Spherical RR Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

9.3.1 Perpendicular Bisectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
9.3.2 The Spherical Dyad Triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207
9.3.3 The Center-Axis Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

9.4 Finite Position Synthesis of RR Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
9.4.1 The Algebraic Design Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
9.4.2 Parameterized Form of the Design Equations . . . . . . . . . . . . . 213
9.4.3 Two Specified Orientations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
9.4.4 Three Specified Orientations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214
9.4.5 Four Specified Orientations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216
9.4.6 Five Specified Orientations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221



xvi Contents

9.5 Spherical 4R Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
9.5.1 Solution Rectification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225
9.5.2 Function Generation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226

9.6 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227
9.7 References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228

10 Multiloop Spherical Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231
10.1 Synthesis of Spherical Six-bar Linkages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231

10.1.1 The Spherical RR Synthesis Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232
10.1.2 Algebraic Elimination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234
10.1.3 The Number of Spherical Six-Bar Linkage Designs . . . . . . . . 235

10.2 Analysis of a Spherical Six-Bar Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
10.2.1 Watt I Spherical Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236
10.2.2 Stephenson II Spherical Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236
10.2.3 Component Loop Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237
10.2.4 Eigenvalue-Based Elimination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238
10.2.5 Sorting Assemblies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239

10.3 Example: A Spherical Six-Bar Walker . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239
10.4 Synthesis of a Spherical Eight-Bar Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242

10.4.1 The Number of Spherical Eight-Bar Linkage Designs . . . . . . 243
10.5 Analysis of a Spherical Eight-bar Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245
10.6 Example: An Eight-Bar Door Hinge Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246
10.7 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249
10.8 References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250

11 Analysis of Spatial Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253
11.1 The Kinematics Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253

11.1.1 Joint Axes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253
11.1.2 The Common Normal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254
11.1.3 Coordinate Screw Displacements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255
11.1.4 The Denavit–Hartenberg Convention . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 256

11.2 The Analysis of Spatial Open Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257
11.2.1 The 3R Wrist (S-Joint) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257
11.2.2 The RS Chain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259
11.2.3 The TS Chain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260
11.2.4 The TPS and TRS Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261
11.2.5 The CC Chain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262

11.3 Velocity Analysis of Spatial Open Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264
11.3.1 Partial Twists of an Open Chain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
11.3.2 The Jacobian of a Spatial Open Chain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266

11.4 The RSSR Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267
11.4.1 The Output Angle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268

11.5 The RSSP Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270
11.6 The 4C Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272

11.6.1 The Kinematics Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273



Contents xvii

11.6.2 The Spherical Image . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274
11.6.3 The Vector Loop Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275

11.7 The 5TS Spatial Linkage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276
11.8 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278
11.9 References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 279

12 Spatial Kinematics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281
12.1 Spatial Displacements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281

12.1.1 Homogeneous Transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282
12.1.2 Composition of Displacements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282
12.1.3 Relative Displacements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283
12.1.4 Screw Displacements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284
12.1.5 The Screw Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285

12.2 Lines and Screws . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285
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