
Contents

Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1 First-Order Logic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.1 Analysis of Mathematical Proofs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 Construction of Formal Languages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3 Formal Proofs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.4 Completeness of First-Order Logic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.5 First-Order Semantics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
1.6 Axiomatization of Several Mathematical Theories . . . . . . . . . . . . . . . 46
1.7 Exercises for Chapter 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2 Model Constructions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2.1 Term Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
2.2 Morphisms of Structures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
2.3 Substructures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
2.4 Elementary Extensions and Chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
2.5 Saturated Structures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
2.6 Ultraproducts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
2.7 Exercises for Chapter 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

3 Properties of Model Classes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
3.1 Compactness and Separation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
3.2 Categoricity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
3.3 Model Completeness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
3.4 Quantifier Elimination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
3.5 Exercises for Chapter 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

4 Model Theory of Several Algebraic Theories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
4.1 Ordered Abelian Groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
4.2 Ordered Fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
4.3 Valued Fields: Examples and Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

ix



x Contents

4.4 Algebraically Closed Valued Fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
4.5 Real Closed Valued Fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
4.6 Henselian Fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
4.7 Exercises for Chapter 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

Appendix A: Remarks on Decidability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

Appendix B: Remarks on Second-Order Logic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185

Glossary of Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189



http://www.springer.com/978-1-4471-2175-6




