Kapitel 2
Dichteoperatoren zur Beschreibung
offener Systeme

2.1 Erste Einfiihrung von Dichteoperatoren

Alle Systeme, welche in den Naturwissenschaften betrachtet werden, sind offene
Systeme. Wenn wir irgend etwas in der Natur beschreiben wollen, miissen wir die
Welt in zwei Teile separieren: In das System, das wir eigentlich beschreiben moch-
ten, und seine Umgebung, d. h. den Rest der Welt. Die Umgebungseffekte fiihren
unter anderem zu Relaxationseffekten und zu spektroskopischen Linienverbreite-
rungen. Um die Einfiihrung von Dichteoperatoren zu motivieren, untersuchen wir,
wie die Beschreibung aussieht, wenn wir auch die Umgebung des Systems in die
Betrachtung einbeziehen.

Das uns interessierende System sei durch den Hilbertraum 7{; mit dem inneren
Produkt (-|-) charakterisiert. Der Rest der Welt sei durch den Hilbertraum H;
mit dem inneren Produkt (- |-)> beschrieben. Das Gesamtsystem betrachten wir
als abgeschlossen, es ist charakterisiert durch das Tensorprodukt H = H; & Hs.
Dieser Hilbertraum wird erzeugt durch die Gesamtheit aller Linearkombinationen
von Produktfunktionen ¢ ® @ mit ¢ € H; und @ € Hy. Die Funktionen im Hil-
bertraum eines quantenmechanischen Systems nennt man Zustandsvektoren. Fiir
Produktfunktionen ist das innere Produkt (- |- )12 von H ®; H> gegeben durch

WPl @D )12=1(p| @) (D|D).

Beispiel: Ly(R, dx) ® L2(R, dy) = Ly(R?, dx dy)
Wihle als H; den Hilbertraum aller quadratisch integrierbaren komplexwertigen
Funktionen iiber der reellen Achse R mit dem inneren Produkt

(@l = /tp(x)*w’(x)dx.
R

Analog wihlen wir fiir H, den Hilbertraum aller quadratisch integrierbaren Funk-
tionen iiber R mit dem inneren Produkt

(@] @) = / ®()*®'(y) dy.
R

Dann ist H; ® H> gleich dem Hilbertraum aller quadratisch integrierbaren Funktio-
nen iiber der Ebene R? mit dem inneren Produkt

(& 1 Ea :=/E<x,y)*s/<x,y>dxdy.
R
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Eine Funktion & € H| ® H> heisst eine Produktfunktion, wenn sie von der Form
Fx,y) =9x)P(y) mit ¢ € Hi, P € Ha

ist. In diesem Fall schreiben wir & = ¢ ® ¢. Das innere Produkt von Produktvek-
toren ist gegeben durch

(PRP|¢' @D 2= /dx dy (x)*®(y)* ¢’ (x)®'(y)

R2

= /dx P(0)*¢ (x) ~/dy PMNQ' () =gl ¢ (PP
R R

Natiirlich ist nicht jede quadratisch integrierbare Funktion iiber R? eine Produkt-
funktion,

Z € H1 @ Hy impliziert nicht & (x,y) = (x)®(y).

Jedoch kann jede Funktion & € H; ® H, als Linearkombination (von allenfalls
unendlich vielen) Produktfunktionen dargestellt werden.

Allgemein ist der Erwartungswert (A) einer Observablen A gegeben durch
(A) =(E | A&)12,
wobei Z der Zustandsvektor der Welt ist. Natiirlich kennen wir & nicht, aber wir
interessieren uns auch nicht fiir beliebige Observable, sondern nur fiir die Observa-
blen unseres ausgewihlten Systems. Eine solche Systemobservable A ist dadurch
charakterisiert, dass sie nur auf die Vektoren des Hilbertraumes 7; in nichttrivialer

Weise agiert. Um diesen Sachverhalt mathematisch auszudriicken, wihlen wir fiir
den Hilbertraum H; eine beliebige orthonormierte Basis {¢1, ¢2, ...}

(@j | wr)1 =8k,

und ebenso fiir den Hilbertraum H; eine beliebige orthonormierte Basis
{@1, P, ...}

(P | Pi)2 = k-
Damit konnen wir den Weltvektor & entwickeln

g = chm‘ﬂn ® Py

n,m

mit Entwicklungskoeffizienten

Cnm = ((pn R Dy | E>1,2~
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Eine Observable A ist dann genau eine Systemobservable, falls gilt

AE = chm(fiﬁl’n) ® Dy,

n,m

d.h. falls A = A ® 1. Fiir den Erwartungswert (A) einer Systemobservablen A
beziiglich des normierten Weltvektors = gilt damit

(A) = (5 | AB)1
= Z Zc:mcrs (‘pn ® Dy | (AAQOI’) (29 ¢s>1,2

n,m r,s

= ch:mcrs«pn | A¢r>1 APy | Dy)2

n,m r,s
k
=222 ComCrmAur,
n r m
wobei wir die Matrixelemente A, durch

Apr = {on | A‘Pr)]

eingefiihrt haben. Als weitere Abkiirzung fithren wir die Matrixelemente D,,, durch

,_ *
Dy = E CoumCrm
m

ein, welche iiber die Gleichung

Dy = (o7 | b‘/’n)]

auch einen, lediglich auf dem Hilbertraum 7 agierenden Operator D definieren.
Dieser Operator wird der Dichteoperator des Teilsystems mit dem Hilbertraum H
genannt. Damit konnen wir fiir den Erwartungswert einer beliebigen Systemobser-

vablen A schreiben

(A) =) DnAn.
n,r

In Verallgemeinerung der Begriffsbildung der Matrixrechnung definieren wir eine
Spur fiir Operatoren, so dass gilt
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(A) = Sp(AD).

Bemerkung: Zur Definition der Spur eines Operators
Es sei M ein beliebiger linearer Operator eines endlichdimensionalen Hilbertraumes
‘H. Die Spur Sp(M) von M ist definiert durch

Sp(M) =) {gn | M)

wobei {¢,} eine beliebige orthonormale Basis fiir 74 ist. Es ist nicht schwer zu zei-
gen, dass Sp(M) von der gewihlten Basis unabhingig ist, und dass gilt

Sp(AB) = Sp(BA)

Sp(ABC) = Sp(BCA) = Sp(CAB).

Fiir unendlich-dimensionale Hilbertrdume ist die Definition ganz analog, allerdings
sind zusitzlich noch Existenz- und Konvergenzfragen zu diskutieren.

Die eben angestellten Uberlegungen erlauben uns, den Erwartungswert (A) einer

Systemobservablen A beziiglich des Weltvektors =

| AZ) 12

69

(A) = (

durch Grossen auszudriicken, welche die Freiheitsgrade der Umgebung des Systems
nicht mehr enthalten.

(A) = Sp(AD).

Dabei sind sowohl A als auch D Operatoren, welche nur auf die Vektoren des Hil-
bertraumes H; wirken. Die Tatsache, dass wir D aus dem Weltvektor Z berechnen
konnen, ist nicht sonderlich interessant, da wir den Weltvektor = prinzipiell nie
kennen. Jedoch zeigt unsere Herleitung, dass das Erwartungswertspostulat fiir soge-
nannte abgeschlossene Systeme

(A) = (& | AW); mit ¥ eH,
eine sozusagen nie gerechtfertigte Approximation ist. Ein offenes System kann nie
durch einen Zustandsvektor ¥ beschrieben werden, denn es besitzt keinen! Ein Sy-

stem hat dann und nur dann einen Zustandsvektor ¥, wenn der Weltvektor = eine
Produktfunktion der Form

E=¥Q® mit [P =][P2=]1
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ist. In diesem Fall gilt

(E|AE) 2= (Y @D | (AW)® ®)12
= (W | AW) - (@ | D),
= (U | AY),.
Dieses Resultat konnen wir auch in der Form
(A) = Sp(APy)
schreiben, wobei I3q/ der Projektionsoperator auf den Zustand ¥ ist,
Ppp = (W |y ¥  fiiralle p € H,.
Beweis
Waihle eine orthonormale Basis {¢1, ¢2, ...} fiir H, so dass ¢ = ¥. Dann gilt
Pygn = (01 | @)1 = 81.W.

Berechnen wir in dieser Basis die Spur von APy, so folgt:

Sp(APy) = (on | APugu)1 = (91 | Agi)1 = (W | AW),.

n

Die Voraussetzung, dass der Weltvektor = ein simpler Produktvektor ¥ ® @ sein
soll, besagt, dass es keinerlei Korrelationen zwischen dem gewihlten System und
seiner Umgebung gibt — eine reichlich phantastische Annahme! In diesem Idealfall
spielen Umwelteffekte tiberhaupt keine Rolle und der Zustandsvektor ¥ reprisen-
tiert die grosstmogliche Kenntnis tiber den Zustand des Systems. Aus historischen
Griinden spricht man auch von einem reinen Zustand. Offene Systeme sind nie in
reinen Zustdnden, sie konnen daher nicht durch Zustandsvektoren beschrieben wer-
den. Offene Systeme sind mit ihrer Umgebung korreliert und miissen daher mit
Dichteoperatoren beschrieben werden.

2.2 Formale Eigenschaften von Dichteoperatoren

In der heuristischen Einleitung haben wir den Dichteoperator D durch die Entwick-
lungskoeffizienten ¢, = (@p @ @y | &)1 2 des Weltvektors = definiert,

Dyn = {¢r | b(/’n)] = Zcﬁmcrm'
m

Aus dieser Definition folgt sofort, dass fiir jeden Vektor ¢ € H; gilt (¢ | ﬁgo)l > 0.

Beweis
Wir kénnen ¢ € H; nach der orthonormalen Basis {¢;} von H; entwickeln

godej(pj mit d; = (p; | ¢)1 € C.
J
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Damit folgt
(¢ | Do) —ZZd dilg;j | Dga) —ZZZd A jm

20 Q.E.D.

Aus der Normierung des Weltvektors 1 = || Z|? = donm |cm|? folgt > u D=1,
d.h. Sp(D) = 1. Im folgenden werden wir nicht weiter von dem hypothetischen
Weltvektor & sprechen, iibernehmen aber von der heuristischen Herleitung von
D aus 5 die formalen Eigenschaften der Positivitit und der Normierung. Da
wir nun nicht mehr ausdriicklich von der Umgebung eines offenen Systems spre-
chen, bezeichnen wir den Systemhilbertraum ; der Einfachheit halber kurz mit
‘H. Damit erhalten wir folgende, vom Weltvektor & unabhéngige Definition eines
Dichteoperators:

Definition — Dichteoperator

Ein Dichteoperator eines quantenmechanischen Systems (mit dem assoziier-
ten Hilbertraum ) ist ein nichtnegativ-definiter Operator mit der Spur 1.
Das heisst, D ist ein Dichteoperator, falls

1) @ ein linearer Operator auf H ist,
(i) D >0,
(iii) Sp(D) = 1.

Mathematische Erlduterungen

Ein Operator D auf einem Hilbertraum " heisst positiv definit, falls (g | ﬁw) > 0,
und nichtnegativ definit, falls (¢ | D(p) > 0 fiir alle ¢ € H. Dafiir schreibt man
auch D=0 resp. D > 0. Man zeige als Ubungsaufgabe, dass D=>0 impliziert
D = D*. Das heisst: Dichteoperatoren sind selbstadjungiert.

Falls der Hilbertraum 7 unendlichdimensional ist, braucht die Spur eines Operators
nicht zu existieren. Die Klasse der Operatoren aus B(H), welche eine wohldefinierte
Spur haben, heisst die Spurklasse. Ein nichtnegativ definiter Operator D aus B(H),
der Menge der beschrinkten Operatoren iiber H, gehort zur Spurklasse, wenn die
Reihe ), (¢, | Dgy) fiir mindestens eine orthonormierte Basis {¢, } von H konver-
giert.

Die heuristischen Diskussionen der vorangegangenen Abschnitte motivieren fol-
gendes Postulat:
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Postulat — Zustinde von offenen Quantensystemen

Ein Zustand eines offenen quantenmechanischen Systems mit dem Hil-
bertraum H wird durch einen Dichteoperator D auf H dargestellt,

DeB(H), D=0, SpD) =1.
Der Erwartungswert einer Observablen A € B(H) ist gegeben durch

(A) = Sp(DA).

Mathematische Bemerkung

Das Produkt eines Operators aus der Spurklasse mit einem beschrinkten Operator
gehort gleichfalls zur Spurklasse. Somit ist fiir jede beschriinkte Observable A e
B(H) der Erwartungswert Sp(lA)A) wohldefiniert und endlich.

Aus der Operatortheorie ist bekannt, dass Operatoren der Spurklasse ein rein
diskretes Spektrum haben. Somit kdnnen wir das Eigenwertproblem eines Dichte-
operators D schreiben als

é"I/rz =dyW¥n, Yu€H,
wobei wir die Eigenvektoren ¥, von D orthonormiert wihlen diirfen

Die Eigenwerte d,, von D sind gegeben durch (¥, | DW,), und da D nichtnegativ
definit ist, gilt

d, > 0.
Aus der Relation Sp(ﬁ) => (¥ | bw,) =1 folgt ), d, = 1, und damit
0<d, <1.
Oftmals ist es bequem, durch die Definition
Pop = (¥, | o)W, fir alle p € H
einen Projektionsoperator P, einzufiihren. In der Diracschen Notation schreibt man
P | @) = W) (W | ) fiir alle € H

oder A
Pn = |l1/n)(lpn|
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Aus dieser Definition folgt leicht, dass P, ein selbstadjungierter und idempotenter
Operator ist:

A A

5 .
P, =P, P, =P

Mit der Orthonormalitidt der Eigenvektoren von D folgt weiter fiir jeden Vektor
peH

A

P Pog

Pou{(¥ | )W) = (W | @) (W | W)W
= Omn (lpn | <P>‘1’n = 6mnﬁn(p,

so dass folgende Operatorengleichung gilt
Py Py = 8mnﬁn-

Die Eigenvektoren von D bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem, d. h. jeder
Vektor ¢ € H kann nach den Eigenvektoren entwickelt werden

o= (¥ | o)W,

n

was wir auch schreiben konnen als
Y = E Py,
n
oder in Operatorenform

=Y 4.

n

Weiter gilt fiir jeden Vektor ¢ € 'H
590 = ﬁZ(IJ/n | o), = Zdn(wn | @)W = Zdnﬁlﬂp
n n n
oder in Operatorform
b=3d,
n

Diese Darstellung von D ist zum Eigenwertproblem von D dquivalent und heisst
die Spektraldarstellung des Dichteoperators.
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Resultat — Spektraldarstellung eines Dichteoperators

Jeder Dichteoperator D erlaubt die Darstellung
b=Yd.,
n
wobei d,, die Eigenwerte von D

0<dy <1, Y dy=1,
n

und P, die Projektionsoperatoren auf die Eigenvektoren ¥, von D sind
13,,g0 = (¥, | )W, fiir jedes ¢ € H.

Dabei gilt

Mit der Spektraldarstellung des Dichteoperators kann man bequem Funktionen
des Dichteoperators definieren. Es sei x +— f(x) eine reellwertige oder komplex-
wertige Funktion der reellen Variablen x € R. Dann definiert man die Funktion
(D) durch

f(D) =" f(dn)Py.

Wegen Sp(P,) = 1 gilt
SpLA(D)) =) f(dn).

Aufgabe
Es sei f ein Polynom N-ten Grades,

f@) =co+ecrx +eax®+ - eyx?.

Man zeige, dass die Definition von f(f)) mit der Spektralzerlegung von D das
Resultat

f(D) = C()i + Clﬁ + Czﬁz + -+ CNﬁN
liefert.
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2.3 Zur Interpretation von Dichteoperatoren

Wir betrachten ein quantenmechanisches System mit dem zugehorigen Hilbertraum
‘H. Es seien D1 und D, zwei Dichteoperatoren dieses Systems, d. h.

Di e B(H), D >0, Sp(D)=1, i=1,2.
Dann ist jede konvexe Linearkombination
D:=pDi+(1—pDy 0=p=],
wieder ein Dichteoperator des betrachteten Systems, d. h. es gilt
DeBMH), D=0, SpD) =1.

Etwas allgemeiner gilt: Jede konvexe Linearkombination von Dichteoperatoren
Dy, D», ... mit den Gewichten pi, pa, ... ist wieder ein Dichteoperator D

ﬁ=ZPibi, 0<p =1, Zpi=1-
i i

Das heisst: Dichteoperatoren kann man mischen. Oder in der Sprechweise der Ma-
thematiker: Die Gesamtheit aller Dichteoperatoren eines Quantensystems bildet ei-
ne konvexe Menge.

Lisst sich ein Dichteoperator als nichttriviale konvexe Linearkombination von
verschiedenen Dichteoperatoren schreiben, so sagt man, dass dieser Dichteoperator
einen gemischten Zustand reprisentiere. Ist eine solche Zerlegung nicht moglich, so
spricht man von einem reinen Zustand. Die prizise Formulierung lautet

Definition — Gemischte und reine Zustinde

(1) Ein Dichteoperator DenB (H) reprisentiert genau dann einen gemisch-
ten Zpstand, wenn es miAndestens zwei verschiedene Dichteoperatoren
Dy, Dy € B(H), D1 # D, und eine Zahl p mit 0 < p < 1 gibt, derart
dass

D =pDy+(1-p)D.
(i) Ein Dichteoperator D e B(H) reprﬁsen}iert genau dann einen rei-

nen Zustand, wenn eine Zerlegung von D in zwei Dichteoperatoren
Dy, D € B(H) notwendigerweise trivial ist, d. h. wenn die Gleichung
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ﬁ:pﬁ1+(1—p)f)2 mit 0<p<1

impliziert ﬁl = ﬁz =D.

Man kann reine Zusténde direkt durch den Dichteoperator allein charakterisieren,
denn es gilt der folgende Satz:

Satz — Charakterisierung reiner Zustinde

Ein Zustand ist genau dann rein, wenn der zugehorige Dichteoperator D ein
Projektor ist

D = D2

Aquivalent dazu ist die Aussage: Ein Zustand ist genau dann rein, wenn der
zugehorige Dichteoperator D die folgende Beziehung erfiillt:

Sp(D) = Sp(D?)

Beweis
Wir formulieren zunichst einen niitzlichen Hilfssatz: Es seien D; und D, zwei
beliebige Dichteoperatoren. Dann gilt

Sp(D1 D) < 1,

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn

el

1=ﬁ2 und ﬁ]:f)%, f)z:ﬁ%.

Beweis des Hilfssatzes
(a) (A | B) := Sp(A*B) erfiillt alle Postulate eines inneren Produkts, also gilt die
Schwarzsche Ungleichung

(A B)? < (A|A)B|B)

mit dem Gleichheitszeichen genau dann, wenn Azu B proportional ist. Damit folgt
sofort der erste Teil des Hilfssatzes.

(b) Wenn 1 > d; > dp > --- > 0 die Eigenwerte eines Dichteoperators D sind,
dann gilt Sp(D?) = >on d?. Mit >, dn = 1 impliziert ), d? = 1,dass d; = 1 und
d, =0 fiirn > 1. Also gilt D? = D, Q.E.D.

Beweis des Satzes

(a) Jeder Dichteoperator hat eine Spektralzerlegung

D=>)"dP, 1zd>dy>-->0
n

mit den Eigenwerten d,, und den Projektoren P,. Also gilt die konvexe Zerlegung
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é = p]bl +p2b2 mit
pi=d, Di=P

und

A 1 N o
p2=-d), D= ﬁ{dsz +d3P3+...}.
—d]

Falls D einen reinen Zustand représentiert, muss diese Zerlegung trivial sein, d. h.
dy=dy=---=0undd; =1, also ist D= ﬁ] ein Projektor, Q. E. D.

(b) Falls D ein Projektor ist, D = D2, dann gilt Sp(f)z) = 1. Existiert eine konvexe
Zerlegung von D

b:pﬁl—l-(l—p)bz mit 0<p<l,
dann folgt aus Sp(ﬁz) =1

p2Sp(D}) + (1 — p)* Sp(D3) + 2p(1 — p) Sp(D1 D2)
<pPP+U-pP+2pd-p) =1

wobei das Gleichheitszeichen gemiss dem Hilfssatz dann und nur dann gilt, wenn
Dy = D», sodass jede konvexe Zerlegung von D trivial ist, Q. E. D.

Die Terminologie ,,gemischter Zustand* ist aus der Alltagserfahrung und der
Denkweise der klassischen Physik entnommen, ist aber fiir quantenmechanische
Situationen denkbar unangemessen. Zwar ist es richtig, dass gemischte quanten-
mechanische Zustinde durch Mischen aus reinen Zustinden erzeugt werden kon-
nen. Im Gegensatz zu klassischen Mischungen kénnen aber quantenmechanische
Mischungen auf unendlich viele Arten in grundverschiedene reine Komponenten
zerlegt werden. Wihrend man in einer klassischen Situation durch Analyse der Mi-
schung die reinen Komponenten bestimmen kann, ist dies in der Quantenmechanik
prinzipiell unmoglich.

Beispiel
Wiihle dim(H) = 2 und definiere folgende Dichteoperatoren

(3 V3 (3 -3
Dl'_1<«/§\1[)’ D Z(—ﬁ 0
10 00

D3::(0 o)’ D‘“:(o 1)

mit D; = D% = D2 und Sp(D;) = 1, (j = 1,2, 3, 4). Es gilt

30
D::%(O 1)=lD1+%Dz=§D3+%D4.

Das heisst: Die Kenntnis eines gemischten Zustandes legt die reinen Zustinde, aus
denen der Dichteoperator zusammen gesetzt werden kann, nicht eindeutig fest.
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2.4 Ganzheitliche quantenmechanische Korrelationen®*

Die Dialektik von Ganzem und Teil ist in der Quantenmechanik viel komplizierter
als in den klassischen physikalischen Theorien. Vor allen Dingen kann die Existenz
isolierter Objekte nicht vorausgesetzt werden. In einer fiir die Naturerkenntnis fun-
damentalen Arbeit haben im Jahre 1935 FEinstein, Podolsky und Rosen! auf die
Tatsache hingewiesen, dass es in der Quantenmechanik ganzheitliche Korrelationen
gibt, welche nicht auf irgendwelche Wechselwirkungen zuriickgefiihrt werden kon-
nen. Quantensysteme, die in der Vergangenheit einmal in Wechselwirkung standen,
sind fiir alle Zukunft in ganzheitlicher Weise korreliert. Will man Widerspriiche
vermeiden, so darf man sich solche Systeme nicht mehr als aus wirklich existie-
renden Teilsystemen zusammengesetzt denken, selbst wenn diese aus klassischer
Sicht rdumlich voneinander getrennt wiren. Nach Schrédinger ist dieses Phiinomen
das Charakteristikum der Quantenmechanik, ,,welches sie zur volligen Abwendung
von der klassischen Denkweise zwingt*.? Mit Schrédinger nennen wir wechselwir-
kungsfreie Systeme in Korrelationszustinden verschrdnkte Systeme, die nicht durch
direkte Wechselwirkungen verursachten Korrelationen in verschrinkten Systemen
Einstein—Podolsky—Rosen—Korrelationen, oder kurz EPR-Korrelationen.

Diese sogenannten Einstein—Podolsky—Rosen-Korrelationen reflektieren ganz-
heitliche Effekte, welche in den klassischen physikalischen Theorien unbekannt
sind und uns daher auch heute noch sehr merkwiirdig vorkommen. Die Tatsache,
dass es in der Quantenmechanik neuartige ganzheitliche Korrelationen gibt, steht in
engstem Zusammenhang mit der Tatsache, dass im Gegensatz zu allen klassischen
Theorien in der Quantenmechanik die Menge der Zustdnde, d. h. der Dichteopera-
toren kein Simplex ist. Damit ist folgendes gemeint.

Es seien xo, x1, ..., X, unabhingige Punkte des euklidischen Raumes R". Die
Menge aller Punkte der Form

14 14
x=Y dxi mit Y A;=1, ;>0
i=0 i=0

heisst ein p-dimensionales Simplex mit den Ecken xo, x1, ..., x,. Fiir p = 0 ist das
Simplex ein Punkt, fiir p = 1 eine Strecke, fiir p = 2 ein Dreieck, fiir p = 3 ein
Tetraeder, etc.

Ein nichtreiner Zustand p kann dann und nur dann eindeutig in reine Zustinde
P1, P2, - .. zerlegt werden,

p=pip1+po2+... mit 0<p; <1, pi+pr+---=1,

# Anmerkung der Hg.: Dieses Kapitel sollte bei einem ersten Studium unbedingt iiberschlagen
werden, da sehr vieles nicht erkldrt und erst beim Studium weiterer Literatur verstandlich wird.

I'A. Einstein, B. Podolsky, N. Rosen: Can quantum-mechanical description of physical reality be
considered complete? Physical Review. 47, 777-780 (1935).

2E. Schrodinger, Die gegenwirtige Situation in der Quantenmechanik. Naturwiss. 23, 807-812,
823-828, 844-849 (1935).



70 2 Dichteoperatoren zur Beschreibung offener Systeme

wenn die Menge aller Zustinde ein Simplex ist. In diesem Falle konnen die Gewichte
P1, P2, ... konsistent als Wahrscheinlichkeiten interpretiert werden: der Zustand p
reprisentiert ein statistisches Gemisch und p; ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich
das System tatsdchlich im Zustand p; befindet. Nun gilt der Satz, dass die Men-
ge aller Zustiinde einer Observablenalgebra genau dann ein Simplex ist, wenn die
Algebra kommutativ ist. Das heisst: nur in klassischen Theorien konnen nichtreine
Zustinde eindeutig in reine Zustinde zerlegt werden und als statistische Gemenge
interpretiert werden. In Quantensystemen konnen nichtreine Zustinde immer auf
unendlich viele Arten in reine Zustinde zerlegt werden. Im Gegensatz zur klassi-
schen Mechanik konnen somit in der Quantenmechanik nichtreine Zustinde nicht
konsistent als Gemische von reinen Zustinden interpretiert werden. Daher ist die
eingebiirgerte Bezeichnung ,,gemischte Zustéinde® fiir nichtreine Quantenzustidnde
dusserst irrefithrend.

Leider wird in dem heute géngigen Jargon der Begriff ,,Zustand* in mehreren
begrifflich grundsitzlich verschiedenen Varianten benutzt, was Anlass zu vielen
Missverstidndnissen und unfruchtbaren Kontroversen gibt. Wir unterscheiden da-
her zwischen ontischen Zustinden (welche sich auf die Eigenschaften individu-
eller Systeme beziehen), epistemischen Zustdinden (welche sich auf Resultate von
Messungen an Systemen beziehen) und systemtheoretischen Zustinden (welche die
Vergangenheit von Systemen beschreiben). Da in der Quantenmechanik epistemi-
sche Zustinde durch lineare Erwartungswertfunktionale ausgedriickt werden, hat es
sich in der mathematischen Physik leider eingebiirgert, das Wort ,,Zustand* auch
als Synonym fiir den rein mathematischen Begriff ,,normiertes positives lineares
Funktional® zu beniitzen.

In einer ontischen Interpretation einer physikalischen Theorie beziehen sich die
zeitlichen Aussagen auf die Eigenschaften der Systeme wie sie ,,an sich* sind, d. h.
ohne Beriicksichtigung der Kenntnisnahme durch einen Beobachter. In einer epi-
stemischen Interpretation beziehen sich die zeitlichen Aussagen der Theorie auf die
Resultate von Messungen oder auf unser Wissen. Da eine ontische Interpretation der
Quantenmechanik auf tiefliegende erkenntnistheoretische und mathematische Pro-
bleme fiihrt, und da fiir viele Anwendungen eine epistemische Interpretation hinrei-
chend ist, sind die traditionellen Interpretationen der Quantenmechanik epistemisch.
Als epistemischen Zustandsbegriff verwenden die Experimentatoren fast ausnahms-
los den statistischen Zustand, charakterisiert als Zusammenfassung der statistischen
Eigenschaften einer grossen Zahl nach einem bestimmten Verfahren hergestellter
physikalischer Systeme. Die Frage, ob es in der Quantenmechanik moglich ist, on-
tische Zustédnde einzufiihren, wurde seit einem halben Jahrhundert oft und engagiert
diskutiert, leider meist ohne die notwendige Sorgfalt. Der eigentliche Durchbruch
kam durch die Entwicklung der Quantenlogik und durch die Einsicht, dass die Logik
der Objekteigenschaften keineswegs die Regeln der klassischen Booleschen Logik
befolgen muss.

Eigenschaften heissen kontingent, wenn sie den Objekten nur zeitweilig
zukommen. Bei der Diskussion von Quantensystemen hat man sorgfiltig zu
unterscheiden zwischen den potentiell moglichen kontingenten Eigenschaften und
den zu einem bestimmten Zeitpunkt akrualisierten kontingenten Eigenschaften. Die
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potentiell moglichen kontingenten Eigenschaften aller von der klassischen Physik
beschriebenen Systeme sind alle jederzeit aktualisiert. Nichtklassische Systeme wie
Quantensysteme sind dagegen dadurch charakterisiert, dass die Menge aller poten-
tiell moglichen kontingenten Eigenschaften des Systems grosser ist als die Men-
ge der in einem bestimmten Zeitpunkt aktualisierten kontingenten Eigenschaften.
Kontingente Eigenschaften, welche nicht gleichzeitig aktualisiert werden konnen,
heissen inkompatibel. Berithmte Beispiele fiir inkompatible Eigenschaften sind et-
wa Ort und Impuls eines Elektrons, oder (mathematisch dquivalent) Frequenz und
Zeitdauer eines elektrischen Signals.

Die Zusammenfassung aller in einem bestimmten Zeitpunkt ¢ aktualisierten Ei-
genschaften eines individuellen Objekts heissen sein ontischer Zustand. Wie man
empirisch feststellt, welche Eigenschaften aktualisiert sind und welche nicht, soll
uns im Moment nicht kiimmern.

Wegen der Unmoglichkeit, gemischte Quantenzustinde eindeutig in ontische
zu zerlegen, fiihrt der allgemeine Formalismus der Komposition von Systemen in
der Quantenmechanik zu vollig anderen und zunéchst iiberraschenden Resultaten.
Im Hilbertraumformalismus der traditionellen Quantenmechanik werden die Ob-
servablenalgebren Ay, Ap durch die Algebren B(H ), B(Hp) der beschrinkten
Operatoren iiber den Hilbertrdumen H 4 resp. H p realisiert. Das W*-Tensorprodukt
A ® Ap ist dann gleich der Algebra der beschriinkten Operatoren iiber dem Hil-
bertraum H4 ® Hp,

B(Ha ® Hp) = B(Ha) ® B(Hp).

Der wichtige Punkt ist, dass das direkte Produkt H 4 x Hp zwar im Tensorprodukt
‘Ha ® Hp enthalten ist (und dieses sogar erzeugt), dass aber H 4 ® Hp viel grosser
istals H4 x Hp. Im Gegensatz zum klassischen Fall sind in der Quantenmechanik
die meisten ontischen Zustande des Systems A & B nicht einfach Produkte von
ontischen Zustinden der Teilsysteme A und B. Dieser mathematisch so einfache
Sachverhalt hat bedeutsame erkenntnistheoretische Konsequenzen.

Beispiel
Im Hilbertraumformalismus der traditionellen Quantenmechanik kénnen reine Zu-
stinde p durch einen Zustandsvektor ¥ € H dargestellt werden,

p(A) = (¥ | Aw),

wobei (-|-) das innere Produkt des Hilbertraumes H und A eine Observable ist.
Es seien ¢, ¢ resp. x1, x2 zwei orthogonale Zustandsvektoren des Teilsystems A
resp. B. Dann reprisentiert der Zustandsvektor

V=g @1 +dr®x2, i+l =1,

einen reinen (und damit ontischen) Zustand des Gesamtsystems A & B, welcher
fir ¢y # 0 und ¢ # O nicht von Produktform ist. Das heisst, die Teilsyste-
me A und B haben beide keinen Zustandsvektor, d. h. sie haben keinen ontischen
Zustand.
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Die Teilsysteme A und B eines Quantensystems A & B sind dann und nur
dann in reinen Zustdnden, wenn das Gesamtsystem A & B in einem reinen nor-
malen Produktzustand ist. Da reine Zustinde die maximal mogliche Information
reprasentieren, es aber reine Zustidnde gibt, welche nicht von Produktform sind,
folgt, dass in der Quantenmechanik Teilsysteme im allgemeinen keinen ontischen
Zustand haben. Zusammengesetzte Systeme A & B, in welchen die Teilsysteme A
und B keine ontische Beschreibung zulassen, nennen wir verschrdnkt. Da ontische
Zustinde beschreiben ,,wie die Dinge wirklich sind®, konnen wir in verschrinkten
Systemen den Teilsystemen keine unabhingige Existenz zuschreiben. Die einzigen
reinen Zustinde, welche frei von EPR-Korrelationen sind, sind die reinen Produkt-
zustiande. Etwas allgemeiner nennen wir einen beliebigen epistemischen Zustand p
EPR-korrelationsfrei, wenn er sich als ein Gemisch von epistemischen Produktzu-
stinden o, ® B, darstellen lisst, d. h. falls

PZZPnan®ﬂn mit 0<p, <1, anzl-
n

n

In klassischen Theorien sind alle epistemischen Zustdnde von dieser Form, in der
Quantenmechanik jedoch nicht. Daher gibt es in klassischen Theorien keine ver-
schrdankten Systeme und keine EPR-Korrelationen.

Nichtreine EPR-korrelationsfreie epistemische Zustinde sind korreliert, jedoch
sind die Korrelationen vom klassischen Typus und prinzipiell durch feinere Mes-
sungen reduzierbar. Wesentlich fiir das Verstindnis von Quantensystemen ist
die Tatsache, dass Quantenzustinde im allgemeinen EPR-korreliert sind. EPR-
korrelationsfreie Quantenzustinde sind eine extreme Ausnahme. Falls ein Quanten-
system in einem EPR-korrelationsfreien Anfangszustand prépariert wird, geniigt die
kleinste Wechselwirkung zwischen den Teilsystemen, um im Laufe der Zeit EPR-
Korrelationen zu erzeugen.

Wir nennen ein Teilsystem A eines Gesamtsystems A & B aktualisiert, wenn
es sich in einem ontischen Zustand befindet. Da es in klassischen Systemen keine
EPR-Korrelationen gibt, so sind beliebige Teilsysteme von klassischen Systemen
immer aktualisiert. Vereint man dagegen zwei Quantensysteme A und B zu einem
Quantensystem A & B, so sind im allgemeinen weder A noch B in einem ontischen
Zustand. In diesem Fall nennen wir A und B potentiell mogliche Teilsysteme. Solan-
ge das Gesamtsystem A & B verschrinkt ist, d. h. solange die EPR-Korrelationen
zwischen A und B nicht zerstort sind, so lange sind die potentiell moglichen Teil-
systeme A und B nicht aktualisiert.

Die Tatsache, dass es in der Quantenmechanik potentiell mogliche, aber nicht
aktualisierte Teilsysteme geben soll, hat einige Philosophen in Rage gebracht.
Die merkwiirdigen, vom klassisch-naturwissenschaftlichen Standpunkt aus absurd
scheinenden Aussagen der Quantenmechanik beziiglich der Lokalisierbarkeit und
der Trennbarkeit von Quantensystemen wurden aber experimentell iiberpriift und
haben schliissig ergeben, dass — genau entsprechend den Voraussagen der Quanten-
mechanik — elementare Objekte selbst bei rdumlichen Abstinden von makroskopi-
scher Grossenordnung sich nicht in jedem Fall voneinander unabhéngig verhalten.
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Damit sind diese von Einstein, Podolsky und Rosen im Jahre 1935 vorausgesag-
ten quantenmechanischen ganzheitlichen Korrelationen in nichtwechselwirkenden
Systemen heute experimentell verifiziert. Einige der interessantesten Experimente
dieser Art wurden von der Pariser Forschungsgruppe um Alain Aspect durchgefiihrt.

Das Experiment von Aspect

In einer fiir die Naturerkenntnis fundamentalen Arbeit haben im Jahre 1935 Ein-
stein, Podolsky und Rosen auf die Tatsache hingewiesen, dass es in der Quanten-
mechanik ganzheitliche Korrelationen gibt, die nicht auf irgendwelche Wechsel-
wirkungen zuriickgefiihrt werden konnen. Will man Widerspriiche vermeiden, so
darf man sich solche Systeme nicht als aus wirklich existierenden Teilsystemen
zusammengesetzt denken, selbst dann nicht, wenn diese — klassisch betrachtet —
rdumlich weit voneinander getrennt wiren. Nach Schrodinger ist dieses Phinomen
das Charakteristikum der Quantenmechanik, »welches sie zur volligen Abwendung
von der klassischen Denkweise zwingt«. Der Weg zu einer von der Quantentheorie
unabhingigen empirischen Uberpriifung des ganzheitlichen Charakters der materi-
ellen Welt wurde durch eine Idee von John Bell aus dem Jahre 1964 moglich.

Ein genial konzipiertes Experiment von Alain Aspect und Mitarbeitern* hat diese
ganzheitlichen Quantenkorrelationen in rdumlich separierten Systemen iiber jeden
verniinftigen Zweifel experimentell nachgewiesen. Ein *°Ca-Atom wird durch Ab-
sorption von Laserlicht in einen Zustand mit dem Gesamtdrehimpuls J = 0 an-
geregt. Dieser Zustand zerfillt in einer Doppelkaskade (/ = 0) — (J = 1) —
(J = 0) unter Emission von zwei Photonen der Wellenldngen 1| = 422,7nm
und X, = 551,3nm. Die Erhaltungssitze fiir Impuls und Drehimpuls bringen es
mit sich, dass — in der unzuldssigen klassischen Sprechweise — die beiden Photo-
nen in entgegengesetzten Richtungen davonfliegen und beide gleichartig zirkulér
polarisiert sind (das heisst, entweder sind beide rechts- oder beide links-drehend).
Liasst man ein zirkulér polarisiertes Photon durch einen linearen Polarisator gehen,
so erhdlt man unabhingig von der Richtung des Polarisators eine 50-%-Chance
fiir die Transmission und eine 50-%-Chance fiir die Absorption des Photons. Nun
placiert man in beliebigem Abstand von der *°Ca-Quelle fiir jedes der beiden in
entgegengesetzten Richtungen emittierten Photonen einen linearen Polarisator mit
einer Transmissionswahrscheinlichkeit von 50%, wobei die Polarisationsrichtung
beliebig, aber fiir beide Polarisatoren gleich sei. Fiihrt man das Experiment aus,
so findet man im Widerspruch zum ,,gesunden Menschenverstand®, aber in voller
Ubereinstimmung mit den Voraussagen der Quantenmechanik, dass die beiden Pho-
tonen fiir jede Richtung der Polarisatoren immer perfekt korreliert sind. Das heisst
folgendes: Wenn ein Photon von dem einen Polarisator durchgelassen wird, dann
geht immer auch das andere Photon durch den anderen Polarisator. Wird hingegen
ein Photon in einem Polarisator absorbiert, dann wird immer auch das andere Photon
in dem anderen Polarisator absorbiert. Das Unerwartete ist dabei, dass dieses Re-
sultat fiir jede gewdhlte Einstellung der Richtung der Polarisatoren zutrifft, und dass
die Polarisatoren einen Abstand von mehreren Metern haben konnen. Doch Illusio-
nen sterben nur langsam. Obwohl dieses Experiment die ganzheitliche Struktur der

3 1. S. Bell: On the Einstein Podolsky Rosen paradox, Physics (Long Island City, New York) 1
195-200 (1964).

4 A. Aspect, J. Dalibard, G. Roger: Experimental test of Bell’s inequalities using time-varying
analyzers, Physical Review Letters 49, 1804-1807 (1982); A. Aspect, P. Grangier, G. Roger: Ex-

perimental realization of Einstein-Podolsky-Rosen-Bohm Gedankenexperiment. A new violation
of Bell’s inequalities, Physical Review Letters 49, 91-94 (1982).
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Materie beweist, haben Skeptiker immer noch argumentiert, dass das erste Photon,
das bei einem Polarisator ankommt, dem zweiten Photon auf irgendeine geheimnis-
volle Weise mitteilt, welche Polarisation es anzunehmen gedenke. Um solche Spe-
kulationen ad absurdum zu fiihren, montierten Aspect und Mitarbeiter die beiden
Polarisatoren je 6 Meter entfernt von der 40Ca—Quelle, so dass ein Photon etwa 20
Nanosekunden Zeit braucht, um von der Quelle zum Polarisator zu kommen. Um
irgendwelche Signaliibermittlung zu verhindern, schalteten die Experimentatoren
die Polarisatoren alle 10 Nanosekunden in eine andere Richtung. Resultat dieser
Experimente: So wie es die Quantenmechanik voraussagt. Das heisst, heute muss
man die aus klassischer naturwissenschaftlicher Sicht vollig unverstindlichen ganz-
heitlichen quantenmechanischen Korrelationen als gesicherte empirische Tatsache
akzeptieren.

Man kann die Sache drehen wie man will, sobald man in der Diskussion dieses
Experiments von zwei Teilchen spricht, verwickelt man sich in logische Widersprii-
che. Das System, das aus klassischer Sicht aus zwei Teilchen zu bestehen scheint,
ist in Tat und Wahrheit ein ungeteiltes Ganzes. Das Experiment von Aspect be-
weist unabhingig von der Annahme der Richtigkeit der Quantenmechanik, dass die
materielle Welt nicht immer in rdaumlich separierbare Elemente der Realitéit zerlegt
werden kann.

Einige Wissenschaftsjournalisten haben iiber diese erkenntnistheoretisch wichti-
gen Experimente unter Schlagzeilen wie ,,Im Mikrokosmos gibt es keine objektive
Realitdt™ berichtet. Natiirlich sind derartige Aussagen Unfug, obwohl es durchaus
zutrifft, dass der intuitive Realitédtsbegriff des Alltagslebens im Mikrokosmos nicht
anwendbar ist. Die klassischen Naturwissenschaften beniitzen wesentlich philoso-
phisches Gedankengut von René Descartes (1596—1650). Danach zerlegt das Sub-
jekt die Welt in einfache Sachverhalte und betrachtet die objektive Welt einfach als
Summe dieser elementaren Sachverhalte. Dagegen steht in der Quantenmechanik so
etwas wie ein ,,Ding an sich* nicht mehr zur Diskussion. Die Cartesische Epoche der
Naturbeschreibung ist zu Ende, mit der Quantenmechanik hat eine neue Epoche der
Naturphilosophie begonnen. Auch im Mikrokosmos gibt es eine objektive Realitit,
lediglich der Realitétsbegriff der klassischen Physik ist nicht mehr anwendbar.
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2.5 Die Shannonentropie von Quantenzustinden

Denken wir uns ein Gemisch einer grossen Anzahl N von gleichartigen Quantensy-
stemen, von welchen Np; in dem durch den Dichteoperator D; charakterisierten Zu-
stand sind, dann représentiert D= > pi D; den Dichteoperator dieses statistischen
Ensembles. Die informationstheoretische Mischungsentropie fiir diesen Mischpro-
zess 1st

H(Pl,P2,~--)=—kZpilnp,~.

Da der Dichteoperator eines gemischten Zustandes keine eindeutige Zerlegung in
reine Zustdnde hat, ist die eben definierte Mischungsentropie nur eine Eigenschaft
des betrachteten Mischungsprozesses, nicht aber des resultierenden gemischten Zu-
standes.

Beispiel
In Abschn 2.3 haben wir v1er chhteoperatoren D1, Dz, Dg, D4 angegeben, fiir die
gilt D = 1Dy + 1Dy = 3 D3 + } Dy Es gilt

=1In2=0,693.

H(pi, p2) = nj
In}= 1n4—%1n3:0,562...,

H(p3, ps) =
so dass
H(ps, ps) < H(p1, p2).

Man beachte, dass H(p1, p2) = In2 die maximale Entropie ist, welche bei einer
Mischung von zwei reinen Komponenten erreichbar ist (Gleichverteilung!).

Die Mischungsentropie ist aber dennoch geeignet, um eine intrinsische Entro-
pie eines Quantenzustandes zu definieren. Dazu eliminieren wir die Abhéngigkeit
von den Mischungsverfahren, indem wir alle denkbaren Mischverfahren betrachten,
welche zu dem gewiinschten Zustand fiihren, und dem Zustand die kleinste mogli-
che Mischungsentropie zuschreiben. Das heisst, wir akzeptieren folgende Definition
(dabei ist k eine passende positive Zahl, z. B. die Boltzmannkonstante):

Definition — Shannonentropie eines Quantenzustands

Die Entropie H (ﬁ) eines Quantenzustandes mit dem Dichteoperator D ist
definiert als

H(D) = int] & Y- pitn i | D= 3 pib. Dy = B2
i i
O<pi=1 sz:l}
i
wobei das Infimum iiber alle moglichen Zerlegungen von D in reine Zustinde
zu erstrecken ist.
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Da reine Zusténde nicht zerlegbar sind, folgt sofort, dass die Entropie reiner Zu-

stande verschwindet. Andererseits ist bei einer echten Mischung die Mischungsen-
tropie nie Null. Somit folgt:

Satz — Shannonentropie reiner Zustiinde

Ein Zustand mit dem Dichteoperator D ist dann und nur dann rein, wenn seine
Entropie H (D) verschwindet,

H(D) = 0.

Unsere Definition der Entropie eines Quantenzustandes ist begrifflich in bester
Ordnung, aber rechnerisch unbequem: Wir konnen nicht alle denkbaren Zerlegun-
gen eines vorgegebenen Dichteoperators in Mischungen durchprobieren! Folgender
Satz erledigt dieses Problem:

Satz — Expliziter Ausdruck fiir die Shannonentropie

Die Entropie H (ﬁ) eines Quantenzustandes mit dem Dichteoperator D ist
gegeben durch

H(D) = —kSp(D1n D).

Falls die Spur nicht existiert, setzt man H (ﬁ) = +00.

Beweis_
Es sei D ein Dichteoperator mit der beliebigen Zerlegung

D= piDi. 0<pi<l Y pi=1I
i i
in Dichteoperatoren ﬁ,-. Dann gilt folgende Ungleichung

—Sp(DInD) < =) pilogp; + ) pi Sp(DiIn Dy).
i i

welche wir hier aber nicht beweisen (Fiir einen Beweis vgl. z. B. A. Wehrl, Rev.
Mod. Phys. 50, 221-260 (1978), Eq. (2.3). Mit der Spektralzerlegung

D=YdP, 0<di<1l Y d=I
i

i

PPy =5iP, Sp(P)=1
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erhalten wir DIn D = ", Pid; Ind; und damit Sp(DIn D) = ¥, d; Ind;. Somit
gilt

—Y dilndi <= " pilnpi+ Y piSp(DilnD) <= pilnp.
i i i i

Damit folgt, dass das Infimum von — ), p; In p; genau fiir die Spektralzerlegung
(d. h. fiir p; =d; und ﬁi = 13,~) angenommen wird.

Wichtige Eigenschaften der Entropie von Quantenzustinden

(i) Sind di,d>, ... die I*;igenwerte des Dichteoperators 131, so ist die
Shannonentropie von D gegeben durch

H(D) = —kSp(DInD) = —k Zdn Ind,.
n

(ii) Es gilt .
0<H(D) <klnN,

wobei N die Dimension des zugrundeliegenden Hilbertraumes 7 ist,
N =dim(H) =2,3,...,

(iii) Reine Zustdnde haben die Entropie Null.

(iv) Maximal chaotische Zustdinde
Falls dim(H) := N < oo, dann ist die Entropie maximal fiir den
chaotischen Zustand mit dem Dichteoperator D = %i, und ist gleich
Hpax = kIn(N). Fiir einen unendlich-dimensionalen Hilbertraum exi-
stiert kein maximal chaotischer Zustand.

(v) Die Entropte ist eine unitdre Invariante
Es sei U ein beliebiger unitdrer Operator und D,, =0 DU * der mit U
transformierte Dichteoperator D. Dann gilt H (D) H (D ).

(vi) Mischungssatz: Die Entropie ist strikte konkav
Es seien Dy, D, ... beliebige Dichteoperatoren und p;, p» beliebige
Zahlen mit 0 < p; < 1und ) ; p; = 1. Dann ist die Entropie des
Gemisches nie kleiner als die gewogene Summe der Einzelentropien:

H (Zpiﬁi) > ZPiH(ﬁi)~

Dabei gilt das Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn D = ﬁ
fiir alle i und j mit p; # 0, p; # 0.
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(vii) Kleinsche AUngleichAung (O. Klein, Z. Phys. 72, 767, 1931)
Es seien D; und D, zwei beliebige Dichteoperatoren iiber demselben
Hilbertraum. Dann gilt

H (D)) < —kSp(D; In Dy)

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn ﬁl = 132.

Die Beweise der Aussagen (i) bis (v) sind ganz leicht und seien dem Leser als
Ubungsaufgaben iiberlassen.

Beweis des Mischungssatzes
Der Beweis beruht auf der elementaren Tatsache, dass die Funktion x — f(x) :=
—xInx fiir 0 < x < oo konkav ist, d. h. dass gilt

fApx+ A =py}=pfx)+A—-p)f(y), 0<p=<L

Denn f'(x) = —In(x) — 1, f”(x) = —1/x < O fiirx € R".
Es sei nun {¢,} eine orthonormale Basis fiir den Hilbertraum 7, welche den Dich-
teoperator . R A
D=pDi+({1—-p)Dy, 0=<p=I,
diagonalisiert. Somit gilt fiir jede Funktion f
Sp(f (D)} =) flgn | Den)).

n

Mit der konkaven Funktion x — f(x) := —x Inx und der Beziehung

(@n | D@y) = plgn | Dign) + (1 = p)@n | Dagn)

folgt
SHen | Don)} = pf{ien | Dign) + (1 — p){en | Dagn)}
Da f konkav ist, gilt weiter fiir jeden Dichteoperator b= > dn B,

flle | Do) = f {(w | ;dnﬁn@} = {andn<<o | ﬁnw)}

> fdn)ie | o)

= (¢ | fF(D)p),
also
Sp{A(D)} = D {plen | F(D)@) + (1= p)lga | £(D)gn))
= pSp{f(D1)} + (1 = p)Sp{f (D).
Das heisst

H{pD\ + (1 — p)Ds} = pH(Dy) + (1 — p)H(D>)
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Beweis der Kleinschen Ungleichung
Aus der Taylorentwicklung der Exponentialfunktion folgt sofort

e* > 1+x firalle x €R,

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn x = 0. Mitx = b —a
folgt,

e’ > e+ (b—a)e” firalle a,beR,

wobei das Gleichheitszeichen genau fiir a = b gilt. Mita = In«@ und b = In 8 folgt
B>a+alnB—alna, o>0 B>0.
Somit gilt
fla,B) :=alna—alnp—a+p>0 firale o, >0,

wobei das Gleichheitszeichen genau fiir o = g gilt.
Es seien nun A und B zwei positive Operatoren der Spurklasse mit den Spektralzer-
legungen

AAZZOlnAn, é:ZﬁmBm7
n m

An Atn = dum Ans BBy = dum Bm
Sp(An} =1, Sp(Bu) = 1.

Wir definieren einen Operator f (A, B) durch

f(AAs é) = ZZ f(ailv ﬂm)AAném
Es gilt

Sp{f(A, é)} = Z Z S (o, ,Bm)SP(AnEm) >0,

n m

da Sp(AAném) > O und f(an, ,Bm) > 0.
Beachten wir, dass

ZA;z =1, ZO{”A” = A, Z(an Inoy)A, = AlnA,
n n

Zl}n=19 Zﬁnél’l:év Z(]l’lﬂn)l}nzml},
n n
so konnen wir den Operator f (A, B) explizit berechnen:

FAB) =) fanIna, —ayIn By — ay + Bu}An B

n m

= Z(an Ina, — an)AAn : Z ém - ZanAn . Z(ln /Sm)ém + ZAAH :
n m n m n

:AlnA—Alné—A—i—l}.

79



80 2 Dichteoperatoren zur Beschreibung offener Systeme

Also haben wir folgende Ungleichung bewiesen
Sp{fAlnA—AlnB—A+B}>o0.
Wihlen wir fiir A und B Dichteoperatoren ﬁl und Dz, so gilt Sp(ﬁl) =
Sp(Dy) = 1, also . . A A
—Sp{D11InD,} > —Sp{D{In D1}
wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn f)l = ﬁg.
Diese auf Oskar Klein (Z. Phys. 72, 767, 1931) zuriickgehende Ungleichung besagt,

cLass die Entropie H (D) nie grosser ist als der Ausdruck —k Sp{f)l In f)z}, wobei
D, ein vollig beliebiger Dichteoperator ist.

2.6 Der Dichteoperator des kanonischen Ensembles

Um die Diskussion mathematischer Existenzfragen zu vermeiden, betrachten wir
zundchst nur Quantensysteme mit einem endlich-dimensionalen Hilbertraum (z. B.
Spinsysteme).

Der Erwartungswert U der Energie eines Quantensystems in einem durch den
Dichteoperator D charakterisierten Zustand ist gegeben durch

U = Sp(DH),

wobei H der Hamiltonoperator des Systems ist. Die Shannonentropie H eines sol-
chen Systems ist gegeben durch

H=—kSp(DInD), k> 0.

Gemass den Prinzipien der Informationsthermostatik (vgl. Abschn. 1.10) ist das ka-
nonische Ensemble charakterisiert durch einen Zustand maximaler Shannonentropie
bei vorgegebenem Wert U des Erwartungswertes der Energie. Damit ergibt sich
folgende Charakterisierung des kanonischen Ensembles in der Quantenmechanik:

Definition — Quantenmechanisches kanonisches Ensemble

Ein Dichteoperator D eines Quantensystems mit dem Hamiltonoperator H
heisst kanonisch, falls

(i) der Erwartungswert Sp(ﬁI:I ) der Energie gleich einer vorgegebenen
Grosse U ist,

(i) die Shannonentropie —k Sp(ﬁ In D) unter der Nebenbedingung U =
Sp(ﬁﬁ) maximal ist (k > 0).

In Analogie zu den Resultaten in Abschn. 1.10 mag man vermuten, dzlss
die Losung dieses Extremalproblems durch den folgenden Dichteoperator Dg
gegeben ist
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bﬁ = Z,f;leiﬁﬂv Zg = Sp(efﬁﬁ) = Ze*ﬂE’,

1

wobei sich die Summe in der Zustandssumme Zg iiber alle Eigenwerte E; des Ha-
miltonoperators H erstreckt, und B der Lagrangeparameter der Nebenbedingung

U = Sp(lA)I-AI ) ist. Diese Vermutung ist richtig, aber direkt nicht ganz einfach zu
bgweisen, da wir von vorneherein nicht wissen, ob die beiden Operatoren D und
H miteinander vertauschen. Ein strenger Beweis gelingt aber leicht mit Hilfe der
Kleinschen Ungleichung. A

Fiir zwei beliebige Dichteoperatoren D; und D; lautet die Kleinsche Unglei-
chung

—Sp(DyIn Dy) < —Sp(Dy In Dy).
Wir wihlen Dy = D und Dy = 15,3, so dass mit In 13;; = —BH —1In Zg folgt:
H(D) := —kSp(DIn D) < kB Sp(DH) + kn Zg.

Die Zustandssumme Zg konnen wir eliminieren durch die Einfiihrung der Shannon-
entropie von Dg, welche wir mit S bezeichnen:

S:= H(Dg) = —kSp(DgIn Dg) = kB Sp(DgH) + kn Zg.
Damit erhalten wir
H(D) < kB Sp(DH) — kB Sp(DgH) + S.
Falls die beiden Dichteoperatoren D und bﬂ denselben Energiemittelwert U liefern,
U = Sp(DH) = Sp(DgH),
so gilt
S > H(D).
Das heisst, unter allen Dichteoperatoren D mit dem Energieerwartungswert U hat

der Dichteoperator D/g die grosste Shannonentropie. Q. E. D.

Resultat — Kanonischer Dichteoperator

Der kanonische Dichteoperator ﬁﬁ eines Quantensystems mit Hamiltonope-
rator H und rein diskretem Spektrum (Eq, E3, ... ) ist gegeben durch
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& —1_.—BH
Dg=2zz'e””?
Die zugehorige Zustandssumme ist

Zg = Sp{e_ﬂﬁ} = Ze_ﬁE".
n

Die Shannonentropie H (ﬁﬁ) des kanonischen Dichteoperators heisst die ka-
nonische Entropie S

S := H(Dg) = —k Sp(Dg In Dg) = kBU + kn Zg.

Dabei ist U die innere Energie und —8~! In Z4 die Helmholtzsche freie Ener-
gie F,

U = Sp(DgH),
F=-p""InZz.
Es gilt also die aus der Thermostatik bekannte Relation
F=U-TS,

wobei die absolute Temperatur 7 = (k8)~! durch den Lagrangeparameter 8
gegeben ist, B € R und mithin

BF=—InZ
Z = exp(—pF)
D = exp{—B(H — F)}

Bemerkenswerterweise kann man allein aus der Kenntnis der Zustandssum-
me in Funktion der Temperatur alle thermodynamischen Funktionen berechnen.
Es gilt:

0 4 - .
Zz=5p {ﬁeﬂH} ——Sp |He*ﬂ”} — —ZSp{HD} = —ZU,

107 0lnZ ,0InZ
=——— =kT

Zop 0B aT
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Weiter gilt

dlnZ dlnZ
+kInZ =kT
9B

3
S=kB(U — F) = —kB +kInZ =k (T Z).

0lnZ (T'InZ
200 S:kg,

U=kT ,
oT oT

F=—-kTInZ

Die Zustandssumme Sp(e H ) kann man in der Eigenbasis von H
Hyy = Ex¥y

berechnen:

Z =Y W e Py = e Fhn,
n

n

Somit geniigt zur Berechnung samtlicher thermodynamischer Funktionen die Kennt-
nis der Energieeigenwerte.

Falls der Hilbertraum endlich-dimensional ist, existiert Sp{exp(—8 H )} fiir alle
reellen Zahlen B, so dass kein Grund fiir eine Einschrinkung der Temperatur 7
auf positive Zahlen besteht. In der Tat spielen negative Temperaturen fiir die Dis-
kussion gewisser Experimente an Spinsystemen eine wichtige Rolle. Sobald jedoch
die Lage- und Impulseigenschaften von Elektronen oder Atomkernen relevant wer-
den, ist der Hilbertraum unendlich dimensional, und die Frage, ob die Spur von
exp(—p H) iiberhaupt existiert, muss sorgfiltig gepriift werden. Fiir alle uns inter-
essierenden Systeme mit unendlich-dimensionalen Hilbertrdumen ist der Hamilton-
operator H nach unten beschrinkt, aber nach oben unbeschrinkt. In diesen Fillen
existiert Sp{exp(—p H)} fiir negatives B nicht, so dass negative Temperaturen nicht
auftreten konnen.

Resultat — Positive und negative Temperaturen

Fiir Quantensysteme mit einem endlich-dimensionalen Hilbertraum existiert
der kanonische Dichteoperator sowohl fiir positive als auch fiir negative Tem-
peraturen.

Fiir Quantensysteme mit einem unendlich-dimensionalen Hilbertraum exi-
stiert der kanonische Dichteoperator fiir negative Temperaturen nie.

Systeme mit negativer Temperatur konnen nicht im thermischen Gleichge-
wicht mit Quantensystemen mit nach oben unbeschrinkten Hamiltonoperato-
ren existieren.
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Anhang: Ein Variationsprinzip fiir die freie Energie

Im Beweis des Satzes iiber die Darstellung des kanonischen Dichteoperators hatten
wir aus der Kleinschen Ungleichung die Ungleichung

—Sp(DInD) < BSp(DH) +1nZg

hergeleitet, wobei D ein beliebiger Dichteoperator war. Mit BF = —In Zg konnen
wir dafiir auch schreiben

a o 1 a a
F < Sp(DH) + @ Sp(D1n D)

Diese Ungleichung fiir die freie Energie gilt fiir beliebige Versuchsdichteopera-
toren D, wobei das Gleichheitszeichen genau fiir D= D,g angenommen wird.

Um mit dieser Ungleichung praktisch etwas anfangen zu konnen, miissen wir
einen Dichteoperator suchen, fiir den wir In D berechnen kénnen. N.N. Bogoljubov
hat vorgeschlagen, als Versuchsdichteoperator ein anderes kanonisches Ensemble
mit dem Dichteoperator Dy := Zy ! exp(—p Ho) zu wiihlen, wobei H ein beliebi ger
selbstadjungierter Operator ist, und

Zy = Sp(e_ﬁﬁ"), Fy = —ﬂ_l In Zy.
Mit D = Dyund In Dy = — B Hy + B Fy folgt damit die Bogoljubovsche Unglei-
chung

F < (H — Ho)o + Fo

wobei ( - )o der Erwartungswert beziiglich des Dichteoperators Dy ist:

(A)o = Sp(DoA) = 75" Sp(e P A).

Aufgabe: Das Variationsprinzip fiir die Energie des Grundzustandes

Wir nehmen an, dass der Eigenwert E| des Grundzustandes von A nicht entartet
ist. Man zeige, dass fir 7 — + 0 sich die Bogoljubovsche Ungleichung auf das
Variationsprinzip der Quantenmechanik

Ei <(¢|H¢)

reduziert, wobei ¢ die normierte Eigenfunktion des Grundzustandes von I:IO ist.

Aufgabe: Die Peierlssche Ungleichung
Man beweise die Peierlssche Ungleichung (R. E. Peierls, Phys. Rev. 54, 918, 1938):
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1
F < ~3 In Z e Fean
n

wobei €, das n-te Diagonalelement von H beziiglich eines beliebigen vollstindigen
oder upvollstﬁndigen Orthonormalsystems {@,}, (¢n | @m) = Spm ist, d.h. €, =
(@n | Hen).

2.7 Erstes Beispiel: Das kanonische Ensemble
fiir ein Spin-%-System

Wir betrachten ein Spin-%-System in einem zeitlich konstanten externen Magnetfeld
B. Damit ist der Hamiltonoperator H des Systems gegeben durch

ﬁ:—yB-S,

wobei y das gyromagnetische Verhéltnis und S = (81, 85, 83) der Spinoperator ist.
Wir legen die Richtung des Magnetfeldes in die z-Richtung, B = (0, 0, B), so dass

H= —)/B.§3 .
Der Operator S5 kann als diagonale (2 x 2)-Matrix dargestellt werden
R 1. (1 0
=3

so dass

ﬁ—le -0 mit & := hyB
=2°\ 0 +1 1t &=nys.

Somit hat das Eigenwertproblem HY, = E, ¥, die Losungen

1
V) =a:= (O) E :—%8.

0
W =p = (1> Ep = +1e.

Aquivalent dazu ist die Spektralzerlegung von H:
S . a 1 0 - 00
H=>E,P, mit P1=<0 0), P2=(0 1).

Im folgenden werden wir bei allen Auswertungen annehmen ¢ > 0. (Im Falle
& < 0 ersetze man 8 durch —p.)
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Die kanonische Zustandssumme Z ist gegeben durch

2

Z =sple™#) = Y e = ey e Pe,
n=1
Pro memoria
cosh(x) := %{ex +e™Y)
sinh(x) = %{ex — e}
sinh(x) ef —e ¥ e2¥ _ |

tanh(x) := = — =3
cosh(x) er +e ¥ er + 1

und damit folgt
Z = 2cosh(Be/2)

Der kanonische Dichteoperator D:=z"! exp(—p H) ergibt sich zu

[) 1 eﬂs/Z 0
~ 2cosh(Be/2 ( 0 e_ﬁ8/2)>'

A 2 A~
Die Spektralzerlegung D = Y p, P, ist gegeben durch die Wahrscheinlichkei-

ten p1, p2 n=l
efe/2 1

~ 2cosh(Be/2) 1+ exp(—Be)’

P1

o—Pe/2 |
P2 = S cosh(Be/2) ~ 1+ exp(4Be)

s

Offensichtlich gilt lim p;=1, lim p,=0
B——+o00 B——+00

lim p; =0, lim p,=1

——00 B——00

B
lim py =21, lim pp=1
ﬂ~>:l:0pl 2 ;Hiopz 2

sodass (B = 1/kT):

lim D= P = lo) (| Grundzustand

T—+0

Jim D= P, =|B)(B]  Maximalzustand (,ceiling state*)
—~
lim D = %i chaotischerZustand
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—

Rt

Beachte: T= 0 ist

nicht erreichbar! P! .,-"/ Pe
i i 1 T ? 1 1 > KT/
-3 -2 -1 0 1 2 3
Die innere Energie U ist gegeben durch U = Sp(ﬁﬁ ) oder
2
Be/2 _ o—Be/2
e e
U= Eupn=—depi—p=—te S5~ — _Loanh(ge/2
Y; nPn 28(171 p2) 7& 2 cosh(Be/2) 5¢€lan (Be/2)
€
U = ) tanh(Be/2).
U
Len
T T T T T R ,BE
-3 -2 -1 \ 2 3
-£/2
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U

L

! » kTl
-10 -5

T=0 ist nicht erreichbar!

—€/2

Die Entropie S ist gegeben durch

2
S:=—k Sp{bln b} = —kan In p,
n=1

scosh(Be/2) T P2 T coshige )

= k(p1 + p2) In{2cosh(Be/2)} — k%(m — p2).

pe/2 —pe/2
= —k { piln— ¢ }

Mit p; + p» = 1 und 2 cosh(Be/2) = ePe/2 4 e=Fe/2 = ePe/2(] + e F?) folgt:

_ Be Be
S =kIn{l +e P} +k(p1 +P2)7 —k(p1 — P2)7
1
_ —Be -
=kIn{l +¢ }+k,381+e+ﬂ8

_ —Be Be  _ +pe —Be
S/k=n(1+e7) + = = In(1l 4" +

Man beachte, dass die Entropie nur vom Absolutbetrag, nicht aber vom Vorzeichen
der Temperatur abhiingt!




2.7 Erstes Beispiel: Das kanonische Ensemble fiir ein Spin-%-System 89

Es ist von Interesse, die Entropie als Funktion der inneren Energie zu betrachten.
Dazu beniitzen wir die Beziehung

S/k=—piInp; — p21nps,

und driicken pi, p, durch die innere Energie U aus

€ &
U=piE1+ prEr = —5171 + 5172-

Mit p; + p2 = 1 folgt

&
U=-02py—1),
2(1?2 )

so dass

pp=3+U/e, pi=35-Ule

Damit folgt

Die freie Energie F = —B~!In Z ist in unserem Beispiel gegeben durch

F = —% In{2 cosh(Be/2)}.

Fiir Be/2 > 0 gilt 2cosh(Be/2) ~ ePe/2, F~ —g/2
Fiir Be/2 < 0 gilt 2cosh(Be/2) ~ e P2 F ~ 4¢/2
Fir g =0  gilt 2cosh(Be/2) = 2, ~ —B 2.
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A S/k
oberer Rand:
Zustande mit maximaler Entropie S
bei gegebener innerer Energie U
. . 9 o
gestrichelte Flache: ou
entspricht Gesamtheit 0,5
aller méglichen Zustéande
oS
Enl >0
U
T >
—€/2 0 €/2
Grundzustand maximal ceiling state
chaotischer
Zustand
positive Temperaturen negative Temperaturen

(Beachte, dass 35/0U=T"")

Fiir die Grenzfille T — +0, T — 400, T — —0 ergibt sich

T U F S Zustand

+0 —¢/2 —&/2 0  Grundzustand
+o0 0 —kT In(2) kIn2 max. chaotischer Zustand

-0 +4e/2 +e/2 0 ceiling state

Natiirlich gilt immer F = U — TS.
Die spezifische Wiirme C := 0U/dT hingt direkt mit den Energiefluktuationen
or zusammen (vgl. Abschn. 1.10)

92InZ aU
a}; - kTZﬁ — kT2C.

0'1% = an(En - U)2 =

n

Mit U = —% tanh(Be/2) und dtanh(x)/dx = {cosh(x)}~? findet man:

U 1 aU 1 (e/2)?

C=—=—_—__ "~ — .
aT kT? 9B 2kT? coshz(ﬁg/Z)
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1 /e\2 1
= 112 )
kT= \2/ cosh=(¢/2kT)
2 (€)? 1
or=\5) —=
2/ cosh*(g/2kT)

Man beachte, dass C und o nicht vom Vorzeichen der Temperatur abhédngen: die
spezifische Wiirme ist fiir alle Temperaturen nicht negativ.

A Clk
0,5
0,4 -
0,3
Hochtemperaturverhalten
0,24 2
G- k()
0,1
0 T T T > +kTe
4

0 1 2 3
Tieftemperaturverhalten

- kol )

Fiir die Energiefluktuationen gilt:

lim o =0
T—=+0

lim OfF = 8/2
T—+o0

Man beachte, dass lim =e¢/2und lim =0 gilt.
T—=+0 T—+o0

2.8 Zweites Beispiel: Das kanonische Ensemble
fiir einen harmonischen Oszillator

Wir betrachten einen eindimensionalen harmonischen Oszillator mit dem Konfigu-
rationsraum R. Fiir die quantenmechanische Beschreibung wihlen wir die Schro-
dingerdarstellung. Das heisst, wir arbeiten im Hilbertraum H = L, (R, dx) der
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komplexwertigen, quadratisch integrablen Funktion tiber dem Konfigurationsraum

R. Wie iiblich definieren wir den Ortsoperator O und den Impulsoperator P als
Schrodingerpaar

[QW}(x) = xW (x)
(PU}(x) = }jfdd/(x)/dx

fiir alle ,,gutmiitigen® Funktionen ¥ € H.
Der Hamiltonoperator eines harmonischen Oszillators mit der Masse m und
Kraftkonstante f ist dann gegeben durch

2m 2

was wir bequemlichkeitshalber schreiben als
A~ £ ~ A
hH = E{A’ZPZ + 2207,

wobei & 1= fi/f/m, A :=m!/4 f1/4, R
Die Losungen der Schrodingergleichung HY,, = E, ¥, sind wohlbekannt

Ev=e(n+i). n=012..,
W, (x) = AV2h Ve, (uh~ 1%y, xeR, n=0,1,2,....

Dabei sind ¢, die Hermiteschen Orthonormalfunktionen,

on = (VT2 e 2 H, (),

wobei die Hermiteschen Polynome H, durch die folgende erzeugende Funktion
definiert sind

o0

Sl’l
exp(—s2 + 2xs) = Z ;Hn (x).
n=0

d.h.

H,(x)={0 exp(—s2 + 2x5)/08}s=0
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Fiir die Zustandssumme Zg folgt, falls 8 > 0

o0 o0
Zp=tr {e—ﬂH} _ Ze—ﬂEn — o Be/2 Ze—ﬁen
n=0 n=0
1 1

= e*ﬂ&/z =
1 —eBe  eBe/2 —e—Be/2

Lot
F =1 "ePe ~ Zsinh(Be/2)

93

Somit gehort e PA qur Spurklasse, so dass der kanonische Dichteoperator 13;;

gegeben ist durch:

Dg = 2sinh(Be/2) exp{—BH)

Mit den in Abschn. 2.6 hergeleiteten Relationen

S := —ktr(Dgn Dg),
U :=t(DgH),
1

F=U—-—S§,
kB

und den daraus sich ergebenden Beziehungen

BF =—-InZ,
oF
S=——=kB(U - F), = 1/kT
op SkBU ). p=1/
dlnZ oF dlnZ
U=k 22 S - 56
d oT ap
und der Abkiirzung
1
efe — 1

folgt damit
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_¢ _ 1
U = coth(Be/2) = e (v n 2)

i
F=§+Eln(1—e—ﬂf)
S )
=———1In v
2 B

= —% In{v(v + 1)}
S/k=(14+v)In(l +v)—vin(v)

= In(1 + v) + vepB.

Da der Grundzustand des quantenmechanischen harmonischen Oszillators nicht
entartet ist, approximiert der kanonische Zustand bei tiefen Temperaturen den
Grundzustand. ,,Tiefe Temperatur* heisst hier, dass die thermische Energie kT viel
kleiner ist als die Oszillatorenergie ¢ = hw, kT < ¢. In der Tat gilt

lim U = lim F = }e,

T—0 T—0

lim S =0,

T—0

ﬁlim Dg =Py mit Pop = (W | ¢)¥y fiir alle g € H.
— 00

Fiir sehr hohe Temperaturen, d. h. fiir k7 > ¢, wird B¢ < 1 und v~ (/38)_1 > 1.
Damit folgt

= kT fir kT > ¢,

1 K
Fr——in(—)=kTin(22) firkT > e,
8"\ Be KT

1 ekT .
S/k=In|—)+1=In|—) fir kT > ¢.
Be hw

U ~

Die Aussage U = kT entspricht dem Aquipartitionstheorem der klassischen statisti-
schen Mechanik. Dieses Resultat ist kein Zufall. Das Korrespondenzrezept erlaubt
in der statistischen Thermostatik eine recht prizise Fassung: Wenn formal ein physi-
kalisches System sowohl klassisch als auch quantenmechanisch beschrieben werden
kann, dann darf man erwarten, dass die quantenmechanische kanonische Beschrei-
bung fiir geniigend hohe Temperaturen in die klassische kanonische Beschreibung
libergeht.

Im Falle des harmonischen Oszillators kann man diese Behauptung leicht in allen
Details analysieren. In der klassischen statistischen Mechanik ist die kanonische
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Wahrscheinlichkeitsdichte w : £2 — R eine normierte positive Funktion iiber
dem Phasenraum §2 des betrachteten Systems

1
w(p, q) = Za exp{—BH(p, )},

d
w(p,q) =0, /w(p q)M = 1.
2

Dabei ist (p, q) — H(p, q) die klassische Hamiltonfunktion, Zy; das klassische
Zustandsintegral

d
Zi = / exp(—BH (p. q)}M
2

und / eine im Rahmen der rein klassischen Physik unbestimmte positive Konstante
der Dimension von pq, d. h. einer Wirkung. Fiir den harmonischen Oszillator ist die
Hamiltonfunktion gegeben durch

1
H(p,q) = —p + fq, r.q €R,

wobei die Kreisfrequenz @ durch w = / f/m gegeben ist. Der Phasenraum £2 des
harmonischen Oszillators ist gleich R x R = R2, so dass die klassische Zustands-
summe gegeben ist durch

dpdg B Bf
Zy = Texp{_%Pz_qu )
RZ

Mit dem Integral
o
/ e 1200 4y = 527
—00
folgt sofort

271

V4
kl = h,B

Damit ist die kanonische Wahrscheinlichkeitsdichte eines klassischen harmoni-
schen Oszillators
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. hpw B o Bf »
w(p,q) =5 —exp1—5 P — 74

_ h 2 2 2 2

= gapaq exp{—p /20, —q /204}

eine bivariate Gausssche Wahrscheinlichkeitsdichte mit den Mittelwerten Null und
den Varianzen 2 und aqz,

P
dpd
/—p (p. )=/%qw(p,q>=o,
]RZ

/Mﬁw(p q) =0, %
dpd 1
/ phq *w(p.q) =0, = 5

RZ

Die mittlere Energie Uy eines klassischen harmonischen Oszillators beziiglich eines
kanonischen Zustandes der Temperatur 1/kp ergibt sich zu

dpdg 1 fo, 1
/TH(p Qw(p,q) = —ma + 5% _Esz

]RZ

und entspricht dem Wert des quantenmechanischen harmonischen Oszillators bei
hoher Temperatur, k7 > ¢. Die klassische Entropie Sy ist gegeben durch

S = —k f —w(p ) In{w(p. )}

2 2
= —k/ —w(p q) {—ln(Zkz) - 2p—2 - q—z}
o, 20'q
kin (25 ) 4k
= n _—
hBw ’

oder

S/k = In <;2,;e> In <ﬂiw> +1n (%”) :
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Vergleicht man dieses Resultat mit der quantenmechanischen Entropie bei hoher
Temperatur, kT > e,

S/k~n <L> —In (i> +1n (1> :
hBw Bw h

so findet man Ubereinstimmung bis auf eine additive Konstante. Wiinscht man vol-
le Ubereinstimmung, so muss man das im Rahmen rein klassischer Uberlegungen
nicht bestimmbare elementare Phasenvolumen / gleich der Planck’schen Konstante
h = 2mh setzen. In der Thermostatik wird die an sich willkiirliche additive Kon-
stante der Entropie unter Beniitzung des dritten Hauptsatzes normiert:

lim S = 0.

T—0
Ein solches Vorgehen ist in der klassischen statistischen Mechanik nicht moglich,
denn in der klassischen statistischen Mechanik ist der dritte Hauptsatz nicht giiltig,
denn es ist

lim Sy = —oo0.
T—0

Die klassische statistische Mechanik ergibt fiir sehr hohe Temperaturen dieselben
Resultate wie die quantenstatistische Mechanik, aber fiir tiefe Temperaturen gibt
die klassische statistische Mechanik grundsdtzlich falsche Resultate.

2.9 Anhang: Einige Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis®

Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion vergleiche man M. Reed, B. Simon, Methods of
Modern Mathematical Physics, Vol. 1, Academic Press, New York, NY, 1972.

Banachrdume

Ein Vektorraum V iiber den komplexen Zahlen C heisst ein normierter Raum, falls
es eine Funktion (|- ) : YV — R gibt mit den Eigenschaften:

(1) |lell = O fiir alle ¢ € V, wobei ||¢|| = 0 genau dann, wenn ¢ = 0,
(i) |lcell = |c] - |l¢]l firalle p € V, c € C,
(i) flo + x|l < llell + x|l fir alle , x € V.

Die Funktion (-|- ) heisst eine Norm.

Wenn jede Cauchyfolge in einem normierten Raum V konvergiert d. h. wenn V
vollstdndig ist, dann heisst V ein Banachraum. Dabei heisst eine Folge ¢1, ¢2, ...
in V eine Cauchyfolge, falls es fiir jedes ¢ > 0 eine ganze Zahl N gibt, derart dass

lon — omll < e firalle n,m> N.
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Eine Folge ¢1, ¢2, ... in V konvergiert gegen ein Element ¢ € V), falls

lim [lg — @al = 0.
n—00

Hilbertrdume

Ein Vektorraum iiber den komplexen Zahlen C heisst Prihilbertraum, falls es eine
Funktion (-|-) : V x V — C gibt, mit den Eigenschaften:

(1) (¢ | ¢) = O fiir alle ¢ € V, wobei (¢ | ¢) = 0 genau dann, wenn ¢ = 0.
(i) (@ [ cixi+ecaxa) = cilp | x1)+calp | x2) firalle ¢, x1, x2 € V,c1,c2 € C.
(i) (@ | x) = (x| )™

Die Funktion (- | -) heisst ein inneres Produkt. Jedes innere Produkt induziert eine
Norm || - || durch

el := (¢ | 9).

Ein Prihilbertraum, der beziiglich der durch das innere Produkt induzierten Norm
vollstindig ist, heisst Hilbertraum.

Orthonormale Basen eines Hilbertraumes

Ein Satz {¢;} von Elementen ¢; eines Hilbertraumes H heisst orthonormiert, falls
(9j | k) = 8. Ein maximaler orthonormaler Satz von Elementen heisst eine
orthonormale Basis. Alle orthonormalen Basen eines Hilbertraums haben dieselbe
Michtigkeit, sie heisst die Dimension des Hilbertraums. Hilbertriume mit abzihl-
baren Basen heissen separable Hilbertrdume. Hilbertriume derselben Méchtigkeit
sind isomorph.

Es sei {¢;} eine orthonormale Basis fiir 7{. Dann kann jedes Element x € H in
eine Fourierreihe

X = o | X)o,

J

entwickelt werden, wobei die Parsevalsche Gleichung gilt:

I = "1 Lol
J
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Die Algebra B('H) aller beschriinkten Operatoren eines
Hilbertraumes H

Eine lineare Transformation A : H — H von einem Hilbertraum # in H mit der
Eigenschaft

A
p M <oo, ¢ #0.
oer ol

heisst ein beschrinkter linearer Operator der Norm || A||, wobei

. I Agl|
IA]l := sup ———, @ #0
oett NIl

Die Menge aller beschrinkten linearen Operatoren eines Hilbertraums H bezeich-
nen wir mit B(H), sie ist eine Algebra unter der iiblichen Operatorenmultiplikation
und gleichzeitig ein Banachraum mit der Operatorennorm || - ||, also eine Banach-
algebra (Fiir die Gelehrten: sogar eine C*-Algebra, eine W*-Algebra sowie ein Fak-
tor vom Typ I).

Der Banachraum B1(H) aller nuklearen Operatoren
eines Hilbertraumes H

Es sei A ein selbstadjungierter linearer beschrinkter Operator mit rein diskretem
Spektrum. Es seien {a,} die Eigenwerte von A mit den Multiplizititen {g, }. Falls die
Reihe ), gnla,| konvergiert, dann sagt man, A gehore zur Spurklasse und definiert
die Spur (englisch: trace) von A durch

tr(A) := ) guay, A = A* € B(H),

wobei voraussetzungsgemass
E gnlan| < o0,
n

so dass tr(A) < co. Diese Definition kann leicht auf nichtselbstadjungierte Opera-
toren verallgemeinert weArden, dgnn jeder Operator A € B(H) kann in zwei selbst-
adjungierte Operatoren A’ und A” zerlegt werden:

A~

A=A +iA" mit A =LA+ A%, A" = L(A* - A).
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Falls sowohl A’ als auch A” zur Spurklasse gehoren, dann definiert man die Spur
von A als

tr(A) = tr(A) +itr(A").

Die sogenannte Spurnorm || - ||; ist definiert als

1Al = tr{\/A*A ]

Die Menge aller Operatoren aus 3(H) mit endlicher Spurnorm heisst die Spurklasse
Bi(H)

Bi(H) :={A € B(H) | | All; < oo}.

Die Elemente aus B (H) heissen nukleare Operatoren. Der Vektorraum B (H) mit
der Spurnorm || - ||; ist ein Banachraum. Da Produkte, Linearkombinationen und
Adjungierte von nuklearen Operatoren wiederum nuklear sind, ist B (H) sogar eine
Banach-*-Algebra.’

Fiir jeden Operator aus der Spurklasse existiert die Spur und sie kann analog
zur Spur endlicher Matrizen in einer beliebigen orthonormierten Basis {¢,} fiir H
berechnet werden als

[e9]

Sp(A) =) (g | Agn), A € Bi(H).

n=1

Man beachte, dass eine basisunabhdiingige Spur nur fiir Operatoren aus der Spur-
klasse B (H) definiert werden kann.

Das Produkt eines beschriankten Operators mit einem nuklearen Operator ist nu-
klear, d. h.

falls Ac B(H) wund N € B, (H)
dann gilt AN € Bi(H) und NA € Bi(H),

somit ist B (H) ein zweiseitiges Ideal von B(H).0

5 Anmerkung der Hg.: Eine Algebra heisst eine *-Algebra A (sprich: Stern-Algebra), falls es eine
Involution * : A — A, d.h. eine Abbildung mit (A*)* = A gibt, so dass fiir beliebige Elemente
A, B € A und eine beliebige komplexe Zahl X gilt (A + B)* = A* + B*, (AA)* = A*A™ und
(AB)* = B*A*.

6 Anmerkung der Hg.: Ein Ideal in einer Algebra A ist eine Unteralgebra Z C A mit den Eigen-
schaften ZA C Zund AZ C 7.
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Tensorprodukte

Die Zusammensetzung zweier Quantensysteme mit zugehorigen Hilbertraumen
‘Ha, Hp fiihrt zu einem Gesamtsystem mit dem Hilbertraum 7, wobei H durch
das sogenannte Tensorprodukt von H 4 mit Hp gegeben ist, H = H4s ® Hp.

Zunichst rekapitulieren wir kurz den Formalismus der Tensorproduktbildung.
Gegeben seien zwei separable Hilbertrdume H 4 und Hp, mit den inneren Produk-
ten (-|-)4 und (-|-)p. Es sei {ay, a2, ...} eine orthonormale Basis fiir 4 und
{B1, B2, ...} eine orthonormale Basis fiir H 3.

Definition des Tensorprodukts H 4 ® H p zweier Hilbertriume H 4, Hp: Wir
betrachten die Paare («, i) als orthonormierte Basisvektoren eines neuen Hilber-
traumes H := H4 ® Hp und schreiben

@), Br) = o; ® P

Der Hilbertraum H besteht aus allen Vektoren ¥ der Form

Y = ZCjkOlj ®PBr, cixeC mitZ|cjk|2 < 0.
.k Jj-k

In ‘H wird das innere Produkt zweier Vektoren

‘1’=ZCjkOéj®ﬂk, ®=Zdjkaj®ﬂk

Jjk Jj-k
definiert durch

(W @)= citdix. 1WI*P =) lejl.
.k J-k

Satz (hier ohne Beweis): Der oben definierte Hilbertraum H 4 ® Hp mit dem in-
neren Produkt ist unabhiingig von den gewihlten Basen {«;} und {B}.

Definition des Tensorprodukts ¢ ® x von zwei Vektoren ¢, x: Es sei ¢ € Hy4,
X € H4 mit

o= cjaj, x=) difr.
j k
Dann ist ¢ ® x definiert durch

PR X =) Y cida;® p
i K
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und es gilt

w@x e @x)=(01¢Yalx|x)s.

Warnung: Nicht alle Elemente von H4 ® Hp sind demnach von der Form ¢ ® .
Diese sehr speziellen Elemente ¢ ® x von H4 ® Hp heissen Produktvektoren.

Definition des Tensorproduktes A ® B zweier Operatoren A und B: Es sei-
en A € B(HA) B e B(Hp) beschrinkte Operatoren. Dann deﬁmeren wir einen
Operator A ® BeB (H4 ® Hp), das ,,Tensorprodukt von A mit B* durch

(A B =) cjt(Aa)) @ (Bpr)
Jj-k

wobei

Y= chkaj ® Bk
ok
Warnung: Nicht alle Operatoren in 5(H 4 ® Hp) haben die Form A® B!
Rechenregeln: o L .
(A+B)®(C+D) : ®C+ +A®D+B®C+B®D

(A® B)(C® D)= AC®BD A
tr(A ® B) = trA(A) trg(B), Ac Bi(Ha), B € By(Hp).

MATLAB-Ubungen

Die Menge aller (2 x 2)-Dichteoperatoren ldsst sich im dreidimensionalen Raum
R3 darstellen, so dass jeder Dichteoperator genau einem Vektor b = (b1, by, b3)

entspricht, wobei die Norm des Vektors b die Bedingung ./ b% + b% + b% < 1 erfiillt.
Diese Darstellung wird mittels der Definition

D= %(1 + bio1 + b0 + b303)

implementiert, wobei die folgenden Matrizen beniitzt werden:
(0 1 (1 0

=\ o =0 -1

(0 —i | — 10

2=\ o “lo 1

Fiir einen vorgegebenen Dichteoperator D lassen sich die Komponenten von b be-
stimmen mittels
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bj=Sp(o;D), j=123.

Aufgabe 2.1: Man erstelle MATLAB-mfiles, die diese Korrespondenz durch-
fiihren, d.h. einem Vektor b einen Dichteoperator zuordnen und umgekehrt.
Man stelle dann den entsprechenden Vektor graphisch als Element einer drei-
dimensionalen Kugel mit Radius 1 dar. Hinweis: Die Koordinaten einer Kugel
werden mit dem MATLAB-Befehl sphere.m generiert, dessen Output-Variablen
dann mittels surf.m geplottet werden konnen. Versieht man die geplottete Ku-
gel mit einer Handle d (d=surf(X,Y,Z)), so ldsst sich die Kugel mit dem
Befehl set(d, ’FaceAlpha’,0.6) transparent machen. Ein weiterer niitzlicher
MATLAB- Befehl ist cart2sph.m, der kartesische Koordinaten in Kugelkoor-
dinaten umrechnet. Umgekehrt werden Kugelkoordinaten mittels des MATLAB-
Befehls sph2cart.m in kartesische Koordinaten umgerechnet. Der MATLAB-
Befehl trace.m berechnet die Spur einer Matrix.

Aufgabe 2.2: Man erstelle ein MATLAB-mfile, das fiir einen gegebenen Dichteope-
rator D die Spektralzerlegung durchfiihrt und die Spektralprojektoren berechnet.
Man bestimme fiir D die entsprechenden Spektralprojektoren P; und P, sowie
die zugehorigen Vektoren b, by und by im dreidimensionalen Raum. Man zeige
sodann, dass die Spektralzerlegung auf eine Gerade fiihrt, die die Punkte b und den
Nullvektor 0 durchlduft. Die Vektoren b und b, entsprechen denjenigen Punkten,
bei denen diese Gerade auf die Kugeloberfliche trifft.

Aufgabe 2.3: Man erstelle ein MATLAB-mlfile, das andere Zerlegungen als die Spek-
tralzerlegung vorschlédgt, und plotte die entsprechenden Zerlegungen im dreidimen-
sionalen Raum.

Aufgabe 2.4: Man zeige, dass jede Gerade durch den einem Dichteoperator entspre-
chenden Vektor b eine Zerlegung

D=pu1 01+ u0>

dieses Dichteoperators erzeugt. Die Projektoren Q1 und Q» entsprechen dabei ge-
nau jenen Vektoren b und b,, bei denen die Gerade auf die Kugeloberflache trifft.
Man illustriere solche Situationen mittels eines MATLAB-mfiles.

Aufgabe 2.5: Man erstelle ein mfile, das die Entropie der Dichteoperatoren aus den
entsprechenden Kugelkoordinaten ¢, ¢ und r berechnet. Man zeige, dass die Entro-
pie eines Dichteoperators nur von der radialen Koordinate » abhéngt, und plotte die
r-Abhéngigkeit der Entropie.
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