Kapitel 2
Einfache Stichprobenverfahren

2.1 Grundbegriffe

Bei der Durchfiihrung einer statistischen Erhebung besteht die Absicht, Informatio-
nen tiiber eine (iiblicherweise groBe) Menge von Individuen zu erhalten. So kann
ein Unternehmen Interesse daran haben, sich einen Uberblick iiber die Kundenzu-
friedenheit zu verschaffen oder ein Meinungsforschungsinstitut mochte im Auftrag
einer Fernsehanstalt Informationen iiber die politische Stimmung in einem Land er-
halten. Bei der Durchfiihrung der Erhebung muss zuerst die Menge der Individuen,
iiber die eine Aussage getroffen werden soll, bestimmt und abgegrenzt werden. Die-
se Menge besteht bei Umfragen in der empirischen Sozialforschung typischerweise
aus der Bevolkerung eines Landes oder einer Untergruppe daraus, wie z.B. aus den
wahlberechtigten Biirgern. Daher wird in der Stichprobentheorie und nachfolgend
in diesem Buch der Begriff Population fiir diese abgegrenzte Menge von Individu-
en verwendet. Im deutschsprachigen Raum wird diese auch als Grundgesamtheit
bezeichnet.

e Die Population oder Grundgesamtheit ist die Menge aller Individuen oder Ob-
jekte, tiber die eine Aussage getroffen werden soll.

Die Grundgesamtheit muss nicht zwingend aus Personen bestehen. Bei einer
okologischen Fragestellung kann sie z.B. aus Planquadraten einer Fldche oder aus
Seen eines Landes bestehen. Wir definieren daher allgemein die Elemente der Po-
pulation wie folgt.

e Merkmalstriger oder statistische Einheiten sind die Einheiten oder Objekte, an
denen Untersuchungen, Messungen oder Beobachtungen vorgenommen werden.
Gelegentlich werden die Merkmalstrager auch Individuen genannt.

Der Bezug zur inhaltlichen Fragestellung wird durch den Begriff des Merkmals
hergestellt.

* Merkmale sind die Eigenschaften der statistischen Einheiten, die untersucht, be-

obachtet oder gemessen werden sollen.
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Merkmale sind dabei zum Beispiel Einkommen, Wahlverhalten oder Meinungen
zu bestimmten Themen, die in einem Interview erfragt werden konnen. Merkmale
konnen auch konkrete Messungen oder Beobachtungen sein. Beispielsweise kann
eine statistische Erhebung Aufschluss iiber die Schidigung des deutschen Waldes
geben. In diesem Fall ist das Merkmal der konkrete Schiidigungsgrad eines einzel-
nen Baumes oder Waldabschnittes.

Der Ausgangspunkt einer empirischen Untersuchung ist damit die Definiti-
on von Grundgesamtheit, statistischen Einheiten und zu erhebenden Merkmalen.
Das bedeutet im Grunde genommen nichts anderes als die folgenden Fragen zu
beantworten:

e Worauf bezieht sich die Untersuchung?
* Welche Inhalte sollen betrachtet werden?

In den meisten Anwendungen ist die Grundgesamtheit relativ grof3, so dass man
sich darauf beschriinkt, anstelle der gesamten Population eine (kleine) Teilmenge zu
untersuchen oder zu befragen. Diese Teilmenge nennen wir Stichprobe.

» Eine Stichprobe ist die Teilmenge der Population, an der die Merkmale erhoben
werden.

Wenn man sich dafiir entscheidet, die gesamte Population zu untersuchen, spricht
man von einer Vollerhebung (oder auch Zensus genannt). In diesem Fall sind Stich-
probe und Population identisch. Ansonsten spricht man von einer Teilerhebung.
Typische Beispiele fiir Vollerhebungen sind Volkszidhlungen und Wahlen. Bevor
wir uns im Folgenden ausschlieBlich mit Teilerhebungen beschiftigen, wollen wir
kurz die Vor- und Nachteile von Teilerhebungen im Vergleich zu einer Vollerhebung
diskutieren. In vielen Fillen ist eine Vollerhebung weder praktikabel noch finanzier-
bar. Dies gilt insbesondere fiir Untersuchungen, die sich auf die Gesamtbevolkerung
eines Landes beziehen. In anderen Fillen ist eine Vollerhebung rein technisch nicht
ratsam, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.1:  Bei der Lieferung einer Charge von Apfeln soll der Schadstoffge-
halt bestimmt werden. Hier besteht die Population also aus allen Apfeln der Char-
ge, die Merkmalstriger sind die einzelnen Apfel und das interessierende Merkmal
ist z.B. der Schadstoffgehalt bezogen auf das Gewicht. Um diesen zu bestim-
men, muss der Apfel chemisch untersucht werden und kann anschliefend weder
verzehrt noch verkauft werden. Daher hitte man nach einer Vollerhebung zwar
genaue Angaben zur Schadstoffbelastung, aber keine Apfel mehr. Somit ist es
hier sinnlos, eine Vollerhebung durchzufiihren. «

Des Weiteren haben Vollerhebungen den Nachteil, dass bedingt durch den ho-
hen Aufwand héufig Mess- und Erhebungsfehler in stirkerem Malle auftreten. Zu-
satzlich kann es zu einer hoheren Ausfallrate als bei einer Teilerhebung kommen.
Das heift, Individuen gelangen in die Stichprobe, ihre Antwort oder Messung
bleibt jedoch aus, weil sie beispielsweise die Antwort verweigern. Unter Beriick-
sichtigung derartiger Probleme bietet sich eine Stichprobe in Form einer Teilerhe-
bung an. Entschlieft man sich somit, eine Teilerhebung anstelle einer Vollerhebung
durchzufiihren, so stellen sich in der Anwendung drei konkrete Fragen:
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1. Welche Merkmalstriager der Population sollen beobachtet oder gemessen wer-
den?

2. Wie viele Merkmalstriger sollen erhoben werden, das heifit, wie grof} soll die
Stichprobe sein?

3. Wie groB ist der Informationsverlust im Vergleich zu einer Vollerhebung?

Wir werden diesen Fragen in den folgenden Kapiteln nachgehen. Dabei wird sich
zeigen, dass eine Teilerhebung in vielen Fillen vollig ausreicht, um eine geforderte
Genauigkeit einer Erhebung zu garantieren.

Beispiel 2.2:  Eine offentliche Verwaltung mochte den Einsatz der Arbeitszeit
ihres Personals genauer erfassen. Sie interessiert sich dafiir, wie lange ein Arbeit-
nehmer mit Vorgingen wie ,,Bearbeitung von externen Anfragen®, ,,Bearbeitung
von internen Anfragen®, ,,Kundenverkehr®, ,,Schriftverkehr®, etc. beschéftigt ist.
Die Verwaltungsleitung zieht zwei mogliche Methoden in Betracht, die Daten zu
sammeln. Einerseits durch eine Vollerhebung, bei der jeder Arbeitnehmer detail-
liert die aufgewendete Arbeitszeit in den einzelnen Bereichen auflistet. Anderer-
seits kann eine Teilerhebung durchgefiihrt werden, bei der ausgewihlte Arbeit-
nehmer die entsprechende Information liefern.

Bei einer Vollerhebung ist sicher mit Problemen zu rechnen. Arbeitnehmer
mogen sich kontrolliert fiihlen und/oder ungenaue Angaben machen. Bei einer
Teilerhebung konnen sich die ausgewihlten Arbeitnehmer hingegen benachtei-
ligt fithlen und ihre Mitarbeit verweigern. Da es sich jedoch dabei im Gegensatz
zur Vollerhebung um eine kleinere Gruppe von Arbeitnehmern handelt, kann von
Seiten der Verwaltungsleitung Motivation zur Mitarbeit gegeben werden. Somit
kann durch eine Teilerhebung durchaus ein genaueres Ergebnis als durch eine
Vollerhebung erzielt werden. <

2.2 Nicht-zufillige Auswahlverfahren

Generell unterscheidet man zwei Arten von Stichproben, zufillige und nicht-
zufillige Verfahren. In diesem Buch werden wir uns fast ausschlieBlich mit zufil-
ligen Verfahren beschiftigen. Bei den nicht-zufilligen Stichprobenverfahren ist der
Prozess der Auswahl weder kontrollierbar noch kann er mit statistischen Modellen
beschrieben werden. Daher gibt es auch keine theoretische Grundlage fiir diese Ver-
fahren. Wir diskutieren die Problematik kurz anhand der wichtigsten in der Praxis
verwendeten nicht-zufélligen Stichprobenverfahren.

2.2.1 ,,Auswahl auf’s Geratewohl*

Hierbei wird der ,,Mann auf der Strale* befragt. Diese einfache Methode kann
durchaus zu interessanten Ergebnissen fiihren, l4sst aber in der Regel keine Schliisse
auf die Population zu. Insbesondere kann nicht kontrolliert werden, welche Indivi-
duen keine Moglichkeit haben, in die Stichprobe zu gelangen. Ein Beispiel soll die
Problematik offenlegen.
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Beispiel 2.3:  Ein Supermarkt mochte Informationen iiber die Kundenzufrieden-
heit sammeln und entschlief3t sich zu einer Umfrage. Dabei wird eine Auswahl
auf’s Geratewohl getroffen, indem an einem Vormittag 100 Kunden nach Be-
zahlen an der Kasse nach ihrer Zufriedenheit mit Service und Sortiment befragt
werden. Die so erhaltenen Ergebnisse mogen fiir das Unternehmen von Interes-
se sein, sofern die Population, iiber die eine Aussage getroffen werden soll, die
derzeitigen Kunden des Supermarktes sind, die zu der entsprechenden Zeit, in
der die Befragung durchgefiihrt wird, liblicherweise einkaufen. Kunden, die zu
anderen Zeiten einkaufen oder enttduschte Ex-Kunden, die den Supermarkt in-
zwischen meiden, erreicht man mit so einer Auswahl auf’s Geratewohl nicht. Der
Informationsgewinn der Stichprobe ist somit recht gering und fragwiirdig. Bei
einer Auswahl aufs Geratewohl ist somit weder garantiert, dass alle Individuen
der Population eine positive Wahrscheinlichkeit haben in die Stichprobe gezogen
zu werden, noch ist in irgendeiner Form bewertbar, wie grofl die Wahrscheinlich-
keit fiir ein Individuum ist gezogen zu werden. Kurzum, die Auswabhl ist nicht
zufillig. <

Beispiel 2.4:  Sogenannte TED-Umfragen, bei denen Fernsehzuschauer um eine
Meinung per Telefon gebeten werden, gehdren ebenfalls zur Auswahl auf’s Gera-
tewohl. Hier ist davon auszugehen, dass die Entscheidung, seine Meinung abzu-
geben, von der Meinung selbst stark abhéngt. Die Gruppe der nicht interessierten
Zuschauer wird in der Regel keine Meinung abgeben oder gar ein anderes Pro-
gramm schauen. <

2.2.2 Typische Stichprobe

Hierbei befragt man eine ,.typische” Person oder wihlt ein typisches Element
der Population. Dieses Verfahren ist so gut wie die Experten, die festlegen, was
»typisch® ist. Ein Nachteil des Verfahrens besteht darin, dass eine Genauigkeits-
schitzung praktisch nicht moglich ist. Dennoch findet das Verfahren Anwendung
wie Beispiele 2.5 und 2.6 zeigen.

Beispiel 2.5: Zur Ermittlung der Inflationsrate wird zur Erstellung einer Preissta-
tistik ein bestimmter Warenkorb ausgewihlt und die Preise in typischen Geschif-
ten festgestellt. Aufgrund der Vielzahl der Waren und Verkaufseinheiten ist eine
Ziehung mittels einer Zufallsstichprobe nicht moglich. Aufgrund der Erhebung
gleicher Produkte in gleichen Verkaufseinheiten zu verschiedenen Zeitpunkten
lasst sich damit die Preisentwicklung durchaus zuverlédssig erheben. <

Beispiel 2.6: Die Stadt HaBlloch in Rheinland-Pfalz dient der Gesellschaft fiir
Konsumforschung (GfK) als Testmarkt fiir neue Produkte. Hier gelangen Inno-
vationen in die Regale von Geschiften und Supermérkten, bevor sie im Bun-
desgebiet auf den Markt kommen. Ist das Produkt in HaBloch erfolgreich, so
lohnt die bundesweite Einfiihrung, ansonsten wird das Produkt nicht auf den
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Markt kommen. Die Konsumenten in Hallloch dienen somit als typische Stich-
probe fiir die bundesdeutsche Bevolkerung im Hinblick auf den Konsum von
Lebensmitteln. |

2.2.3 Quotenstichprobe

Dieses Verfahren wird hauptséchlich bei Umfragen verwendet. Die Idee besteht dar-
in, ein moglichst gutes Abbild der Population (Bevdlkerung) in der Stichprobe zu
bekommen. Dies wird dadurch erreicht, dass zunichst gewisse Quotenmerkmale
(z.B. Geschlecht, Altersgruppe, Berufstitigkeit) festgelegt werden, deren Verteilun-
gen in der Population bekannt sind. AnschlieBend wird die Stichprobe so gezogen,
dass die Anteile dieser Merkmale in der Stichprobe genau denen in der Population
entsprechen. Eine Befragung von 1000 Personen ist dann zum Beispiel so zu or-
ganisieren, dass 500 Personen weiblich sind, dass 200 Personen zwischen 21 und
30 Jahren alt sind usw. In der Praxis wird das so erreicht, dass jeder beteiligte
Interviewer genaue Vorgaben erhilt, sich Personen mit bestimmten Eigenschaften
beziiglich der Quotenmerkmale zu suchen.

Die Diskussion iiber Vor- und Nachteile einer Quotenauswahl war fiir die Ent-
wicklung der Statistik sehr niitzlich, siehe dazu z.B. Noelle-Neumann (2000) und
Quatember (1996). Wesentliches Argument fiir die Quotenstichprobe ist die Kon-
trolle relevanter StorgroBen. Hier gibt es Ahnlichkeiten zur Strategie der geschich-
teten Stichprobe, siehe dazu Abschn. 5.1. Allerdings handelt es sich bei der Auswahl
innerhalb der Quoten wieder um eine Auswahl auf’s Geratewohl. Daher ist auch fiir
eine Quotenstichprobe eine zuverlidssige Abschidtzung der Genauigkeit problema-
tisch. Verfahren zur Genauigkeitsabschétzung basieren in der Regel auf der Annah-
me, dass eine Quotenstichprobe dhnliche Eigenschaften wie eine Zufallsstichprobe
aufweist.

2.3 Reprisentativitit und Verzerrung

In der empirischen Forschung wird der Begriff ,,repriasentative Stichprobe® in un-
terschiedlichen Bedeutungen verwendet. In der Marktforschung und in der em-
pirischen Sozialforschung wird manchmal eine repridsentative Stichprobe als ein
verkleinertes Abbild der Grundgesamtheit definiert. Typischerweise wird verlangt,
dass personenbezogene Merkmale wie z.B. Alter, Geschlecht, Bildung und Berufs-
titigkeit in der Stichprobe eine moglichst dhnliche Verteilung haben wie in der
Grundgesamtheit. Diese Forderung hat den Vorteil, dass sie in der Praxis einfach zu
iberpriifen ist, wenn die entsprechenden Anteile in der Grundgesamtheit bekannt
sind. Allerdings ist dadurch noch nicht gesichert, dass beziiglich der interessieren-
den Variablen die Ergebnisse der Stichprobe auf die Grundgesamtheit iibertragbar
sind.

Beispiel 2.7:  Parteipriferenz bei der Kommunalwahl
Ein Landkreis besteht aus 10 Gemeinden, von welchen angenommen wird,
dass diese beziiglich der Bevolkerungsmerkmale eine sehr dhnliche Struktur
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aufweisen. Nach obiger Definition wiren die Biirger der Gemeinde A also eine
reprisentative Stichprobe fiir den gesamten Landkreis. Befragt man diese nach
ihren Konsumgewohnheiten, ist das Ergebnis von Gemeinde A vermutlich auf
den Landkreis iibertragbar.

Das Ergebnis der Frage nach der Parteipriferenz fiir die Partei S bei der nich-
sten Kommunalwahl konnte sich aber in der Gemeinde A von dem Ergebnis im
Landkreis deutlich unterscheiden, wenn die Gemeinde A beispielsweise einen
besonders beliebten Biirgermeister aus der Partei S hat. Insofern sind Schliisse
auf die Grundgesamtheit beziiglich des Konsumverhaltens moglich, aber nicht
beziiglich der Parteipriferenz. <

Das Beispiel zeigt die Problematik des Begriffs der reprisentativen Stichprobe.
Die grundsitzliche Frage ist, ob Schliisse von der Stichprobe auf die Grundgesamt-
heit zuldssig sind. Das lédsst sich bei nicht-zufilligen Stichproben kaum allgemein
beantworten. Wir ziehen daher vor, den Begriff der Reprisentativitiit eher als die
Zulassigkeit von Schliissen auf die Grundgesamtheit zu definieren. Dabei gehort
zu dem Begriff der Bezug zu den Merkmalen. Im obigen Beispiel ist die Gemein-
de A eine reprisentative Stichprobe beziiglich des Konsumverhaltens, aber nicht
beziiglich der Parteipriferenz. Man spricht im letzteren Fall von einer verzerrten
Stichprobe oder von einer Stichprobe mit systematischem Fehler, auch Bias ge-
nannt. Dieser Begriff wird spéter exakt definiert und diskutiert. Wir wollen hier noch
analysieren, wie es zu einer Verzerrung kommt.

2.3.1 Griinde fiir Verzerrung

Bei nicht-zufilligen Auswahlverfahren kommt es besonders dann zu einer Verzer-
rung, wenn das Verfahren der Auswahl mit dem Zielmerkmal in Zusammenhang
steht. Im obigen Beispiel wird als Auswahlkriterium der Wohnort gewihlt (alle Be-
wohner der Gemeinde A). Wenn nun — dank des Biirgermeisters — der Wohnort mit
der Parteipriferenz in Zusammenhang steht, kommt es zu einer Verzerrung.

Ebenso ergibt sich eine Verzerrung, wenn man versucht, die Verteilung der Be-
rufe in einer Stadt durch eine Befragung mittags vor einem Kaufhaus zu erheben,
da bestimmte Berufsgruppen zu diesem Zeitpunkt nicht die Gelegenheit haben, ein-
zukaufen. Hier ist also durch die Auswahlstrategie die Unbrauchbarkeit der Ergeb-
nisse vorprogrammiert. Da nutzt es auch nichts zu versuchen, die Reprisentativitit
dadurch herzustellen, dass die Anteile der Geschlechter und die Altersverteilung
der der Gesamtbevolkerung entsprechen. Man beachte auch, dass die Befragung
von vielen Personen die Verzerrung nicht beseitigt.

Ein wesentlicher Vorteil einer Zufallsstichprobe liegt in der Vermeidung solcher
Verzerrungen. Der Mechanismus des Ziehens ist dabei unabhéingig von dem zu be-
trachtenden Merkmal. Zusammenhiinge sind somit zuféllig und nicht systematisch.
Die gerade angesprochenen Probleme treten aber bei Zufallsstichproben durch Ant-
wortverweigerung bzw. durch nicht erreichbare Individuen auf und werden daher in
Kap. 7 diskutiert.
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2.4 Design einer Zufallsstichprobe

Bei den nicht-zufilligen Auswahlverfahren ist der Auswahlmechanismus immer
von dem Verhalten der Personen, die die Auswahl durchfiihren, abhidngig. Sie ist
im Extremfall der Auswahl auf’s Geratewohl vollig der Stimmung der Interview-
er oder der Beteiligten tiberlassen. Das Ergebnis wird zwar umgangssprachlich als
wzufillig* bezeichnet, aber es ist genau genommen vom subjektiven, nicht kontrol-
lierbaren Verhalten beeinflusst. Im Gegensatz dazu wird bei Zufallsstichproben der
Prozess der Ziehung genau definiert. Die Zufilligkeit einer Ziehung setzt damit
einen echten Zufallsprozess voraus, was in der Praxis meist durch einen Zufalls-
zahlengenerator realisiert wird. Salopp gesprochen unterscheidet sich eine zufilli-
ge Stichprobe von einer nicht zufilligen dadurch, dass wir quantifizierbare Wahr-
scheinlichkeiten dafiir angeben konnen, dass ein Merkmalstrager in die Stichprobe
gezogen wird. Diese Wahrscheinlichkeiten miissen nicht fiir alle Merkmalstriger
gleich sein, sie miissen aber vor der Stichprobenziehung bekannt sein. Die explizite
Angabe von derartigen Wahrscheinlichkeiten und entsprechenden Wahrscheinlich-
keitsverteilungen in den Stichproben bezeichnen wir im Folgenden auch als Design
oder Stichprobendesign.

Beispiel 2.8:  Gegeben sei eine Population von 5 Merkmalstrigern (A,B,C,D,E).
Es sollen 2 Einheiten in Form einer Stichprobe gezogen werden. Als Ergebnis der
Stichprobe ergeben sich damit die folgenden Moglichkeiten:

S1=(A,B), $2=(A,0), S53=(A,D), S4= (A, E),
Ss=(B,C), S¢=(B,D), 7= (B,E), S3=(C, D),
S9 =(C,E), Si10=(D,E).

Eine naheliegende Moglichkeit ist es, allen 10 Stichproben die gleiche Wahr-
scheinlichkeit zuzuordnen. Jede Stichprobe hat somit die Wahrscheinlichkeit
1/10. Dieses Design wird als einfache Zufallsstichprobe bezeichnet. Es konnen
aber auch andere Strategien verfolgt werden. Beispielsweise konnten wir verlan-
gen, dass in der Stichprobe ein Konsonant und ein Vokal vorkommen, womit nur
die folgenden Stichproben

S1=(A,B), $=(A,0), S3=(A, D),
S7=(B,E), Sg=(C,E), Sip=(D, E)

zuldssig wiren. Diesen ordnet man dann jeweils die Wahrscheinlichkeit 1/6 zu.
Ein derartiges Design werden wir als geschichtete Stichprobe kennen lernen. Wei-
ter nehmen wir an, dass das Element A besonders wichtig sei und man deswegen
eine Stichprobe ziehen mochte, in der A ein hoheres Gewicht bekommt, d.h. dass
alle Stichproben, die A enthalten, eine gro3ere Wahrscheinlichkeit erhalten. Die
Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Stichproben konnten wie folgt gesetzt
werden:
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P(S)=...=P(S) = %, P(Ss)=...=P(S10) = 1—14

Auch solche Designs werden wir in diesem Buch betrachten. Wir werden

sie als Ziehen proportional zur Grofe (oder englisch ,,probabilities proportional

to size®, kurz PPS) bezeichnen. Wir fassen die angesprochenen Designs in

Tabelle 2.1 zusammen. Diese gibt die Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen
Stichproben wieder:

Tabelle 2.1 Wahrscheinlichkeiten bei verschiedenen Designs
Wahrscheinlichkeit bei

Stichprobe Design 1 Design 2 Design 3
(A,B) 1710 1/6 1/7
(A0) 1/10 1/6 1/7
(A,D) 1/10 1/6 177
(AE) 1/10 0 1/7
(B,C) 1/10 0 1/14
(B,D) 1/10 0 1/14
(B.E) 1/10 1/6 1/14
(C,D) 1/10 0 1/14
(C.E) 1/10 1/6 1/14
(D.E) 1/10 1/6 1/14

<

Der wesentliche Vorteil von Zufallsstichproben besteht darin, dass mit Hilfe
der Wahrscheinlichkeitsrechnung unter Beriicksichtigung des Designs statistische
Schliisse auf die Population gezogen werden konnen. Insbesondere ist es moglich,
neben Schitzungen fiir die interessierenden Groflen der Grundgesamtheit, Angaben
zur Genauigkeit der Schitzung zu machen. Die Genauigkeit hidngt dabei von dem
gewihlten Design, vom Stichprobenumfang und von den Verhéltnissen in der Popu-
lation ab. Wir beginnen in diesem Kapitel mit dem einfachsten und am hiufigsten
verwendeten Design der einfachen Zufallsstichprobe. In den nachfolgenden Kapi-
teln diskutieren wir dann komplexere Designs.

2.5 Einfache Zufallsstichprobe

Das Design der einfachen Zufallsstichprobe zeichnet sich dadurch aus, dass jede
Stichprobe vom Umfang n mit gleicher Wahrscheinlichkeit gezogen wird. Betrach-
ten wir eine Population vom Umfang N, aus der wir eine Stichprobe vom Umfang
n < N ziehen. Wir ziehen dabei ohne Zuriicklegen, das heiflt alle n gezogenen
Individuen in der Stichprobe sind unterschiedlich. Mit Regeln der Kombinatorik
erhalten wir
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(N)_ N!
n ) nl(N —=n)

mogliche Stichproben vom Umfang n, wobein! =n-(n—1)-...-listund 0! = 1
per Definition. Wenn n = N ist, so ergibt sich exakt eine mogliche Stichprobe, was
einer Vollerhebung entspricht. Wenn n = 1 ist, so erhilt man N mogliche Stichpro-
ben. Eine einfache Zufallsstichprobe liegt nun vor, wenn jede mogliche Stichprobe
mit gleicher Wahrscheinlichkeit gezogen wird.

Das Design der einfachen Zufallsstichprobe

Gegeben sei eine Population G von N Elementen. Wir ziehen n
verschiedene Elemente und erhalten die Stichprobe s. Dabei haben
alle moglichen Stichproben vom Umfang n die gleiche Wahrscheinlichkeit,
gezogen zu werden. Es gilt:

P(s) = o
(+)

fiir alle Stichproben (Teilmengen von G) vom Umfang 7.

Da bei der Ziehung kein Element der Population bevorzugt wird, hat jedes Ele-
ment der Grundgesamtheit die gleiche Wahrscheinlichkeit, in die Stichprobe gezo-
gen zu werden. Diese Wahrscheinlichkeit betrdgt 7 = n/N und wird als Auswahl-
wahrscheinlichkeit bezeichnet. Intuitiv 1dsst es sich damit begriinden, dass wir n
Elemente aus N verfiigbaren Elementen ziehen. Greifen wir dazu das Beispiel 2.8
mit Design 1 nochmals auf. In Tabelle 2.1 sind die Wahrscheinlichkeiten fiir je-
de mogliche Zufallsstichprobe vom Umfang n = 2 aus der Grundgesamtheit vom
Umfang N = 5 gegeben. Wir betrachten Design 1. Es ist ersichtlich, dass z.B. der
Buchstabe A in 4 Stichproben vorkommt. Also ist die Auswahlwahrscheinlichkeit
fiir A gerade 4/10 = 2/5.

Herleitung:  Allgemein ldsst sich die Auswahlwahrscheinlichkeit 7 fiir einfache Zufallsstich-
proben wie folgt herleiten. Bei der einfachen Zufallsstichprobe tritt jede Stichprobe vom Um-
fang n mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 1/ ([’:’ ) auf. Um nun die Auswahlwahrscheinlichkeit
7 fiir ein Individuum zu berechnen, miissen wir die Anzahl der Stichproben bestimmen, die
jenes Element enthalten. Da das entsprechende Element in der Stichprobe sein muss, konnen
wir nur noch n — 1 Elemente aus den verbleibenden N — 1 Elementen ziehen, um die Stichprobe
aufzufiillen. Wir erhalten also (’Z :1]) Stichproben, die das entsprechende Element enthalten. Die
Wabhrscheinlichkeit i, dass wir das entsprechende Element ziehen, ergibt sich daher zu
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Die Anzahl der ,.giinstigen* Stichproben geteilt durch die Anzahl aller moglichen Stich-
proben, liefert die Wahrscheinlichkeit fiir ein Individuum, in die Stichprobe vom Umfang n zu
gelangen. |

Wir wollen uns an dieser Stelle Gedanken dariiber machen, wie eine einfache
Zufallsstichprobe praktisch vollzogen werden kann. Um die Zufallsauswahl durch-
zufiihren, konnten aus einer Urne mit N Losen n Lose gezogen werden, wie dies
z.B. bei der Ziehung der Lottozahlen durchgefiihrt wird. In der Praxis werden dazu
heutzutage Computerprogramme benutzt. Man bezeichnet sie als Zufallsgenerato-
ren. Auf technische Aspekte und die Realisierung in Programmpaketen gehen wir in
Abschn. 2.12 ein. An dieser Stelle wollen wir ein anderes Problem bei der Umset-
zung von Stichproben ansprechen. Die Frage ist, wie eine numerische Zufallszahl
mit den Individuen der Population in Verbindung zu bringen ist. Dazu nehmen wir
an, dass die Elemente der Grundgesamtheit durchnummeriert sind. Wir haben also
eine Liste der Zahlen 1 bis N vorliegen, von denen jeder Eintrag exakt einem Merk-
malstriager der Grundgesamtheit zugeordnet wird. Exemplarisch ist dies in Abb. 2.1
dargestellt. Wir bezeichnen die Liste im Folgenden auch als Populationsliste. Fiir
eine einfache Zufallsstichprobe ziehen wir nun n Zufallszahlen aus der Populations-
liste. Da jede Zahl in der Liste exakt einem Merkmalstridger in der Grundgesamtheit
entspricht, haben wir somit eine einfache Zufallsstichprobe gezogen.

Auch wenn sich das Verfahren im Prinzip einfach anhort, so sind mit der Rea-
lisation durchaus grofle Schwierigkeiten verbunden. Wie kann man zum Beispiel

Population Populationsliste

QN[N B (N |—

Abb. 2.1 Population und Populationsliste
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auf einfache Weise eine derartige numerische Populationsliste erstellen oder wie
kann man auf vorhandene Listen zuriickgreifen? Betrachten wir dazu das folgende
Beispiel.

Beispiel 2.9:  Fiir eine Meinungsumfrage sollen 1000 Haushalte in Deutsch-
land kontaktiert werden. Diese Haushalte sollen nach dem Design der einfachen
Zufallsstichprobe ausgewihlt werden. Um diese Stichprobe zu ziehen, konnten
z.B. zufillig Telefonnummern gewihlt werden. Hierzu werden iiblicherweise per
Computer Telefonnummern zufillig gewihlt. Der Interviewer, der die Befragung
durchfiihrt, wird dann mit dem ausgewéhlten Telefonanschluss verbunden. Mog-
liche Probleme bei diesem Verfahren sind unter anderem, dass Haushalte ohne
Telefon eine Wahrscheinlichkeit von 0 haben, in die Stichprobe gezogen zu wer-
den. Somit kann als Population nicht die Menge der Haushalte in Deutschland
dienen, sondern nur die Menge der Haushalte mit Telefonanschluss. Diese Ein-
schrinkung kann zu einer systematischen Verzerrung fithren, was wir im spéteren
Verlauf nochmals aufgreifen und weiter thematisieren wollen. <

Das Beispiel zeigt, dass in vielen Fillen, in denen eine einfache Zufallsstich-
probe gezogen werden soll, Elemente in der Population existieren konnen, die eine
Wahrscheinlichkeit von 0 besitzen, in die Stichprobe gezogen zu werden. Wir un-
terscheiden daher zwischen Population und Studienpopulation. Graphisch ist dies in
Abb. 2.2 dargestellt.

Liste der
Population Studienpopulation

BN [o N AU, | M (U | NS o

Abb. 2.2 Population, Studienpopulation und Liste der Studienpopulation
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* Die Studienpopulation ist die Teilmenge der Population, die eine echt positive
Wahrscheinlichkeit hat, in die Stichprobe gezogen zu werden. Allgemein gilt,
dass wir generell nur eine Aussage iiber die Studienpopulation treffen konnen.
Bestehen also zwischen Population und Studienpopulation relevante Unter-
schiede beziiglich des oder der interessierenden Merkmale, so ist die Stich-
probenziehung basierend auf der gewihlten Studienpopulation als kritisch zu
betrachten.

Beispiel 2.10:  Ein Internetversandhaus mochte eine Untersuchung zum Zah-
lungsverhalten der Kunden durchfiihren, bei der die Zeit zwischen Versand und
Bezahlung als interessierende Variable erhoben werden soll. Als Population,
sprich Menge der interessierenden Objekte, definiert man daher die Bestellungen
beim Versandhaus. Nun will das Unternehmen natiirlich nicht nur riickblickend,
sondern auch vorausschauend die Ergebnisse der Untersuchung nutzen. Das be-
deutet inhaltlich, dass die Population aus bisherigen und zukiinftigen Bestellun-
gen bestehen soll. Die Stichprobenziehung kann sich aber nur auf abgeschlossene
Bestellungen beziehen. Das heifit, die Studienpopulation (bestehend aus den ab-
geschlossenen Bestellungen) ist nur eine Teilmenge der Bestellungen bei dem
Unternehmen, {iber die eine Aussage getroffen werden soll. <

2.6 Statistische Inferenz

2.6.1 Notation

Wir wollen nun den Informationsgehalt einer einfachen Zufallsstichprobe mit sta-
tistischem Instrumentarium bewerten. Hierzu fiihren wir im Folgenden eine Nota-
tionskonvention ein, um die Population zu beschreiben. Wir gehen zunéchst von
einem Merkmal Y aus. Die Groflen Y7, ..., Yy sind die Merkmalsauspriagungen in
der Grundgesamtheit, das hei3t ¥; ist beispielsweise das Alter oder das monatliche
Einkommen der i-ten Person in der Population. Wir interessieren uns in der Regel
fiir die Werte, die aus den Y; abgeleitet werden, wie z.B. den Mittelwert oder die
Varianz in der Population, also das mittlere Alter oder das mittlere Einkommen
als Beispiele fiir Mittelwerte. Solche abgeleiteten Grofien bezeichnen wir als Para-
meter. Ziel einer statistischen Erhebung ist es, diese Parameter zu schitzen. Dazu
nutzen wir die Merkmalsausprigungen in der Stichprobe. Diese bezeichnen wir mit
kleinen Buchstaben, also mit yy, ..., y,, und nennen siec Beobachtungen. Damit ist
vk beispielsweise das Alter oder das Monatseinkommen der k-ten befragten und in
die Stichprobe aufgenommenen Person. Aus der Stichprobe leiten wir sogenannte
Statistiken oder Schiitzer her, wie zum Beispiel den Mittelwert oder die Varianz
in der Stichprobe. Somit beziehen sich grofle Buchstaben auf die Population, kleine
Buchstaben sind GroBen der Stichprobe. Schematisch ist dies in Abb. 2.3 dargestellt.
Schitzer von Parametern einer Population notieren wir nachfolgend auch mit einem
Dach ™.
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Population

Stichprobe

Y

Abb. 2.3 Schematische Darstellung einer Stichprobenziehung

Fiir unsere weiteren Betrachtungen werden wir die folgende Notation verwen-
den. Auf die jeweiligen GroBen wird in den nachfolgenden Abschnitten niher ein-
gegangen.

Grofie Bedeutung

In der Population:

Yi,i=1,...,N Variable oder Merkmal des i-ten Merkmalstrigers
in der Population

N Populationsumfang

Y = % ZZNZ 1 Y Mittelwert des Merkmals in der Population

§2 = % ZLN=1 (Y; — Y)?  Varianz des Merkmals in der Population

In der Stichprobe:

i, k=1,...,n Variable oder Merkmal des k-ten Merkmalstrigers
in der Stichprobe

n Stichprobenumfang

y= }l Y i Yk Mittelwert des Merkmals in der Stichprobe
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@

2= LS (x—»?*  Varianz des Merkmals in der Stichprobe

~)

Schitzer fiir den Mittelwert in der Population

Wir verwenden im Folgenden in der Regel die Indizes i und j fiir GroBen, die
sich auf die Population beziehen und k und / als Indizes fiir die Variablen der
Stichprobe.

2.6.2 Mittelwertschdtzung

Um mit den eingefiihrten Begriffen vertraut zu werden und um verschiedene Eigen-
schaften zu veranschaulichen, betrachten wir zunichst ein kleines Beispiel.

Beispiel 2.11: Wir stellen uns eine kleine Population vom Umfang N = 5 vor.
Das interessierende Merkmal hat die Auspriagungen

Y1=9 Y,=10, Y3=11, Ys=18, Y5=22

Der interessierende Parameter ist der Mittelwert der Y-Werte. Hier ist ¥ = 14.
Um diesen Wert zu schitzen, ziehen wir eine einfache Zufallsstichprobe vom
Umfang n = 3 ohne Zuriicklegen. Die Definition der einfachen Zufallsstichprobe
besagt, dass jede mogliche Stichprobe mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftritt.
Es ergeben sich (V) = (g) = 5!/(2! 3!) = 10 mogliche Stichproben, von denen
jede mit gleicher Wahrscheinlichkeit, ndmlich 1/10 auftritt. Damit erhalten wir
folgende Schitzer und die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Mittelwert y
der Stichprobe.

Gezogene Individuen Mittelwert der Stichprobe y Wahrscheinlichkeit
1 2 3 10,00 1/10
1 2 4 12,33 1/10
1 2 5 13,67 1/10
1 3 4 12,67 1/10
1 3 5 14,00 1/10
1 4 5 16,33 1/10
2 3 4 13,00 1/10
2 3 5 14,33 1/10
2 4 5 16,67 1/10
3 4 5 17,00 1/10

Wir konnen nun den Erwartungswert, d.h. den mittleren Wert iiber alle mogli-
chen Stichproben, und die Streuung des Schitzers in Form der Varianz berechnen.
Es ergibt sich als Erwartungswert

1 1 1
E(y)=—1 — 12 ...+ — 17,00 = 14,
) 0 0, 00 + 10 334+ ...+ 0 00 00
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und als Varianz, d.h. als mittlere quadratische Abweichung vom Mittelwert

1 1
Var(§) = 75 (10,00 - 14, 00)? + 70 123314, 00)> + ...

1
+1 (17,00 — 14, 00)?
=4,33.

Beide Groflen werden nachfolgend noch genauer definiert. Die Standardab-
weichung (sie entspricht der Quadratwurzel aus der Varianz) kann als ein Maf}
fiir die mittlere Abweichung vom Erwartungswert interpretiert werden. Sie hat
hier den Wert +/4, 33 = 2, 08. <

Allgemein nehmen wir zunéchst an, dass das interessierende Merkmal Y me-
trisch ist, also beispielsweise das Alter oder das Einkommen einer Person. Wie in
obigem Beispiel ist man hierbei am Mittelwert der Merkmale Y;,i = 1,..., N
interessiert. Wir unterscheiden dabei GroB3en der Population und Groflen der Stich-
probe. Den Mittelwert der Population erhalten wir durch

Y=%Zn,

i=1

wohingegen die einfache Zufallsstichprobe den Mittelwert
-~ 1 <&
Y =y = —
ES y n kE_] Yk

liefert. Dabei ist die Grofie Y der gesuchte und unbekannte Mittelwert in der Popu-

lation, der durch Y g als Stichprobenmittelwert geschiitzt werden kann. Der Index
ES steht fiir Einfgghe Stichprobe. Man beachte, dass Y ein (unbekannter) fester
Wert ist, wihrend Y g eine ZufallsgroBe ist, da diese von der Stichprobe abhéngt.

Wir stellen uns nun die Frage welche Eigenschaften der Schitzer Y g hat. Ganz
allgemein bewertet man einen Schitzer nach dem Schitzfehler. Dabei unterschei-
det man zwischen dem systematischen und dem zufilligen Schitzfehler. Den sy-
stematischen Schitzfehler bezeichnen wir im Folgenden als Bias, den zufilligen
Fehler messen wir in Form der Varianz. Diese Glitekriterien werden im Folgenden
definiert.

Betrachten wir zuerst die Definition des Bias. Hierzu berechnen wir den Er-
wartungswert des Schitzers. Wir notieren den Erwartungswert mit E(-). Fiir die
einfache Zufallsstichprobe gilt (Herleitung folgt spéter)

E <§ES) =7,
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und somit Bias (17 ES) = 0. Also liefert im Mittel das arithmetische Mittel der

Stichprobe den gesuchten Parameter ¥ der Population. Wir haben diesen Sachver-
halt schon in dem kleinen Beispiel oben iiberpriift. Salopp gesprochen kénnen wir
sagen, dass wir im Mittel mit unserer Stichprobe richtig liegen.

Allerdings kann der Wert von Y g von dem wahren Wert ¥ je nach gezoge-
ner Stichprobe abweichen. Diese zufillige Abweichung wird durch die Varianz des
Schitzers quantifiziert. Sie hiangt von der Varianz der Variablen in der Population
und dem Stichprobenumfang ab. Die Varianz in der Population ist ein MaB fiir die
Streuung der einzelnen Y;-Werte, i € {1, ..., N}, und ist definiert durch

2 1 o V2
S :NZ(Yi—Y).
i=1

Analog ist die Varianz in der Stichprobe definiert durch

1 n
2 o2
s _”_11;—1(yk y)©

Die GroBe S? ist die Varianz von Y in der Population, die wir gelegentlich auch
mit S )2, notieren. Diese ist, genau wie Y, unbekannt. Basierend auf einer Stichprobe
kann s als Schitzer fiir S> herangezogen werden. Wie in den Herleitungen spiter
gezeigt wird, fiihrt die Division durch n — 1 (statt n) zu einem annéhernd unverzerr-
ten Schitzer. Man achte an dieser Stelle auch auf die gewéhlte Notationskonvention,
bei der Groen der Population mit grolen Buchstaben notiert werden, wohingegen
kleine Buchstaben fiir Groflen der Stichprobe stehen.

Sofern der Stichprobenumfang kleiner ist als die Populationsgroie (n < N), das
heiflt, sofern keine Vollerhebung (Zensus) durchgefiihrt wird, liefert eine Stichprobe
nicht das exakte Ergebnis. Wir berechnen daher die Varianz des Schitzers als Mall
fiir die Genauigkeit. Wie die weiter unten folgende Herleitung zeigt, gilt

v ('; ) $2 N—n
ar = — .
ES n N-—1
Damit ist die Standardabweichung
STD (¥ s) = S [Non
B)= mVN=T

Nun ist S2 nicht bekannt, kann aber durch s2 geschitzt werden, was zur geschitz-
ten Varianz fiihrt:
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Giitekriterien fiir die Mittelwertschitzung

Gegeben sei ein Schitzer Y fiir den Mittelwert Y.
Der Bias ist der systematische Fehler des Schitzers

Bias (?) =F (I?) —Y.
Ein Schitzer mit Bias (?) = 0 heif3t unverzerrt oder erwartungstreu.
Der zufillige Fehler des Schitzers ist die Varianz

Var(?) —E [?— E (?)]2.

Anschaulicher ist die Standardabweichung
STD (V) = [Var (7).

Insgesamt wird die Schitzung durch den mittleren quadratischen Fehler
(engl. ,,mean square error) bewertet
~ ~ \2
MSE (Y) —E (Y - Y)
Als intuitives Mal} verwendet man die Wurzel des MSE
(engl. ,,root mean square error*)

RMSE := vMSE.

Es gilt allgemein:

MSE (¥ ) = Var (¥) + [Bias (?)]2 .

Insbesondere sind also Var (f’) und MSE ()_’) fiir unverzerrte

Schitzer identisch.
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Aus den Formeln ist ersichtlich, dass die Standardabweichung des Schitzers
direkt proportional zur Standardabweichung des Merkmals in der Grundgesamt-
heit ist. Weiterhin ist bei der Standardabweichung die Abhéngigkeit vom Stichpro-
benumfang im Wesentlichen durch den Faktor 1/./n gegeben. Im Gegensatz zur
konventionellen Statistik taucht in den Formeln ein zusitzlicher Faktor der Form
(N —n)/N =1 — (n/N) auf. Dieser Faktor wird auch als Korrekturfaktor fiir
endliche Populationen bezeichnet und n/N nennt man auch Auswahlsatz. Insbe-
sondere bewirkt der Korrekturfaktor, dass fiir n = N die Varianz des Schitzers 0
ist. Das macht Sinn, bedeutet doch n = N, dass alle Elemente der Population in die
Stichprobe aufgenommen werden, was inhaltlich einer Vollerhebung gleichkommt.

Somit folgt fiirn = N, dass y = Y ist, also weist Y gs eine Varianz von 0 auf. Ganz
allgemein wird die Varianz des Mittelwertschitzers mit steigendem Auswahlsatz
n/N kleiner. Der Korrekturfaktor ist notwendig, da jeder Merkmalstrager hochstens
einmal in die Stichprobe gezogen wird, was wir als Ziehen ohne Zuriicklegen be-
zeichnen. Wir greifen diesen Punkt in Abschn. 2.7 nochmal auf.

Es ist an dieser Stelle wichtig zu bemerken, dass gebrauchliche Softwarepakete
den Korrekturfaktor vernachlédssigen. Dies ist gerechtfertigt, wenn der Stichproben-
umfang im Vergleich zum Populationsumfang klein ist, das heiflit, wennn << N.In
diesem Fall ist (N — n)/N = 1. Moglichkeiten, diese Korrektur softwaretechnisch
einzubauen, werden in Abschn. 2.12 aufgezeigt.

Mittelwertschitzung bei einer einfachen Zufallsstichprobe
(arithmetisches Mittel)

Gegeben sei eine Stichprobe yi, ..., y, vom Umfang n, gezogen als
einfache Zufallsstichprobe (ohne Zuriicklegen) aus einer Population
vom Umfang N.

Ein unverzerrter Schitzer fiir den Mittelwert Y ist

~)

ES = Yk

=i
I
S |—
M=

k

Die Varianz von Y g kann erwartungstreu geschitzt werden durch

= N 1 n -~ 2
Var (YES> = 5 TEY) > (yk - YES) .
k=1

Herleitung:  Nachfolgend leiten wir den Erwartungswert und die Varianz des Schitzers einer
einfachen Zufallsstichprobe her. Um die folgenden Berechnungen sinnvoll durchfiihren zu kon-
nen, gehen wir zu einer nach der Reihenfolge der Ziehung geordneten Stichprobe (yi, ..., yn)
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iiber. Diese entspricht genau der Vorstellung vom Ziehen ohne Zuriicklegen. Da die Reihenfolge
berticksichtigt wird, hat jede geordnete Stichprobe die Wahrscheinlichkeit
1 1

NN—1..(N—n+1 (N)n,'
)

Wir beginnen mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung der ersten gezogenen Einheit y;. Da
alle Einheiten der Population die Wahrscheinlichkeit 1/N haben, im ersten Zug gezogen zu
werden, gilt

1
Py =y) = ﬁﬁ{”Yi =yh

Dabei bedeutet das Zeichen f die Anzahl der Elemente der entsprechenden Menge. Die
Wabhrscheinlichkeit fiir y ist also die relative Haufigkeit von y in der Grundgesamtheit. Damit
entspricht die Wahrscheinlichkeitsverteilung von y; der festen, im Allgemeinen unbekannten
empirischen Verteilung des Merkmals Y in der Population. Dieser einfache Zusammenhang
bildet die Basis fiir die statistische Analyse der einfachen Zufallsstichprobe. Als erste Folgerung
ergibt sich

N
1 -
E()/I)ZN E Yi=Y.
i=1

Im zweiten Schritt zeigen wir, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung von yy fiir alle &
identisch ist. Das heilit insbesondere, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung des k-ten Zuges
gleich der Wahrscheinlichkeitsverteilung des ersten Zuges ist. Man beachte, dass es sich da-
bei um die Verteilung von y; ohne Betrachtung der vorherigen Ziehungen handelt. Wenn die
Ziehungen vor k bekannt sind, ist die obige Aussage nicht mehr giiltig. Intuitiv ldsst sich die
Aussage damit begriinden, dass das Ziehen ohne Zuriicklegen im Prinzip auch in einem Schritt
erfolgen kann. Damit ist die Nummerierung der gezogenen Elemente eigentlich unerheblich
und hat daher keinen Einfluss auf die Verteilung. Dieses Argument kann wie folgt formalisiert
werden:

#lGr o, i)y = vk, ire{l, ... NY i # iy fic k # 1}
()n! '

Die Wahrscheinlichkeit entspricht also der Zahl aller Stichproben, bei denen an der k-ten
Stelle ein Element mit der Auspriagung y gezogen wird, geteilt durch die Gesamtzahl aller
Stichproben. Die Anzahl im Zihler ist offensichtlich nicht vom Index k abhingig. Daher gilt
P(yr=y)=PO1=y).

Damit entsprechen auch die Verteilungen der anderen Ziige der empirischen Verteilung des
Merkmals in der Population. Somit konnen wir auf einfache Weise den Erwartungswert des
Stichprobenmittels berechnen:

P(yr=y) =

£(Ves) = E(i ];yk> = > B = LnEG)=T.

Die Varianz von Y g ergibt sich wie folgt:
~ 1 n 1 n n 1 n
Var <YES) = Var - Zyk =3 > > Coviyk, vi) + 3 ZVar(yk).
k=1 k=li=1 k=1
k#l
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Fiir die Einzelvarianzen Var(yy) gilt:
XN
— _ 2 2 _ 2_p2_ @2
Var(u) = Var(n) = E(3) = (EG)* = 5 Do¥P -1 =
i=

Zur Berechnung der Kovarianzen Cov(y, y;) benutzen wir wie oben die Symmetrieeigen-
schaft des Ziehens ohne Zurticklegen. Es gilt fiir k # [:

@ — g{Gr, ..., iy =y, v =y, i, irefl, . .., N}, ik # iy fiick #1)

()t

1)

POr=y".y=y

Auch hier ist diese Wahrscheinlichkeit nicht von den Indizes k und / abhiingig. Damit ist die
gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung von yj und y; identisch mit der von y; und y, und
es gilt

Cov(yk, y1) = Cov(y1, y2).

Es bleibt somit die Kovarianz Cov(yj, y2) zu berechnen. Fiir diese gilt

N N
1
E = — ;Y
(y1y2) NN-D) ;; i
oy

N N 1 N 5
:N(N—l ZI:X; N(N—I)EY’

_ N2 1 N
=72 - v?
N(N—1) N(N—1)§'

Cov(y1, y2) = E(y1y2) — E(y1) E(y2)

o1
:Yzﬁ —INZYZ
1
=55
Var(?Es) =i2~n(n—l)~<—;S2)+inS2
n N -1 n?
_iz 1— n—l)
n N —1
S2 N—n
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R _
E(s?) =E [n_l ;@k - y)z}

el

n(¥2) = n [ EG) + Var3) |

nN-—1

-39

{n(Yz)—nY2—n luS2}

N -1
Aus E(s2) = S2 N —7 folgt nun unmittelbar

E [Va@s)} = Var (Y s).

2.6.3 Konfidenzintervalle

Il
©,

Die Varianz (bzw. die Standardabweichung) ist nur ein mégliches Maf}, um die Un-
sicherheit des Schitzers anzugeben. Eine anschauliche und in der Praxis verbrei-
tete Alternative dazu ist die Angabe eines Bereiches (eines Intervalls), in dem der
wahre Wert liegen soll. Man spricht im Allgemeinen von ,,Intervallschitzung® und
verlangt, dass dieser Bereich den wahren Wert mit einer vorgegebenen Wahrschein-
lichkeit von 95 bzw. 99% (auch andere Werte sind moglich) enthilt. Um ein solches
Intervall zu erhalten, benétigt man die Verteilung des Schitzers. Hierzu benutzt man
das Konzept des Zentralen Grenzwertsatzes.

In seiner einfachsten Form besagt der Zentrale Grenzwertsatz, dass die Summe
von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsgrofien fiir wachsenden Stichpro-
benumfang approximativ normalverteilt ist. Diese Aussage lédsst sich auf den Fall
einer Stichprobe aus einer endlichen Grundgesamtheit iibertragen. Hier haben wir
jedoch mit der zusitzlichen Hiirde zu kidmpfen, dass der Ziehungsprozess ohne Zu-
riicklegen erfolgt und somit die gezogenen Elemente (und damit die Zufallsgréen
vk ) nicht unabhéngig sind. Allerdings ldsst sich unter weiteren technischen Voraus-
setzungen eine asymptotische Theorie fiir Stichprobenszenarien entwickeln, aus der
auch die approximative Normalverteilung des Stichprobenmittels fiir grofe Stich-
proben und grofe Grundgesamtheiten folgt, siche dazu etwa Thompson (2002).
Weiter wurde in verschiedenen Simulationsstudien gezeigt, dass die asymptotische
Normalverteilung in vielen praktischen Fillen angemessen erscheint, siehe dazu et-
wa Cochran (1977). Wir veranschaulichen die asymptotische Normalitéit an einem
kleinen Simulationsbeispiel.

Beispiel 2.12: Nehmen wir an, unsere Population bestehe aus den 100
Elementen
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leﬁ, Y2=\/§, ey Ygg:\/99, Y]O():/\/IO.

Wir ziehen nun eine einfache Zufallsstichprobe vom Umfang n, wobei wir ex-
emplarisch n = 5, 10 bzw. 20 setzen, was einem Auswahlsatz von 5, 10 bzw. 20%
entspricht. In Abb. 2.4 zeigen wir die Verteilung von ¥; in der Population und von
Y g, basierend _auf 20000 simulierten Stichproben. Es ist ersichtlich, dass die
Verteilung von Y gg schon bei kleinem Stichprobenumfang einer Normalvertei-
lung folgt, welche in den Graphiken als klassische Glockenkurve eingezeichnet
1st.

Wir erweitern die Simulation auf den Fall einer kleineren Population und da-
mit auf einen verdnderten Auswahlsatz. Hierzu reduzieren wir N auf 25 mit den
Werten

Y1=\/T, Y2=\/§, R Y24:~/ﬂ, Y25=\/%.

Wieder ziehen wir n = 5, 10 bzw. 20 Individuen durch eine einfache Zufalls-
stichprobe. Abbildung 2.5 zeigt die Verteilung von Y g, wieder basierend auf
20000 Simulationen. Ist der Auswahlsatz grof} (hier jetzt 20, 40 bzw. 80%), so ist
gsichtlich, dass die Glockenkurve, also die Normalverteilung, die Verteilung von
Y g5 ebenfalls gut approximiert. AuBerdem ist die Varianz des Schitzers kleiner.
In Abb. 2.5 ist ndmlich zu beachten, dass die x-Achse jetzt nur noch bis 5 anstatt
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Abb. 2.4 Population und Verteilung von Y g fiir verschiedene Stichprobenumfinge (N = 100)
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Abb. 2.5 Population und Verteilung von ?E s fiir verschiedene Stichprobenumfinge (N = 25)

Wir notieren die approximative Normalverteilung durch
Y AN (?, Var (?)) .

Mit dieser Verteilungsannahme berechnen wir nun ein Intervall, das den ge-
suchten Parameter mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit enthilt. Dieses sogenannte
Konfidenzintervall ist bestimmt durch

[?— 1,96 /Var(?), Y +1,9 /Var(?) ]

Der Faktor 1,96 wird aus der Normalverteilungsannahme und der geforderten
Uberdeckungswahrscheinlichkeit abgeleitet, die konventionell auf 95% gesetzt ist.
Somit konnen wir sagen, dass

p <17e Y + 1,96, | Var (?) ) ~0,95.

Das Konfidenzintervall beinhaltet also mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% den
unbekannten Parameter der Population. Allgemein wird das (1 — §)-Quantil z; _«
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der Standardnormalverteilung fiir ein Konfidenzintervall mit der Uberdeckungs-
wahrscheinlichkeit 1 — o verwendet, welches fiir « = 0, 05 den Wert 1,96 liefert

und fiir « = 0, 01 den Wert 2,58. Da Var (?) nicht bekannt ist, schitzt man diese

durch Var (?)

Konfidenzintervall

Unter der Annahme, dass ein Schitzer Y approximativ normalverteilt ist,
ergibt sich ein 95% Konfidenzintervall durch

[?— 1,96,/V;(\?), Y+ 1,96,/V;(\?) } .

Ein (1 — «)-Konfidenzintervall hat die Form

o)

wobei Z-g das (l - %)-Quantil der Standardnormalverteilung ist.

Generelle und allgemeingiiltige Faustregeln, ab welchem Stichprobenumfang
die approximative Normalitit greift, konnen nicht gegeben werden. Die Faustregel
n > 30, die an verschiedenen Stellen der statistischen Literatur geliefert wird, ist im
Stichprobenfall sicher nur dann sinnvoll anzuwenden, wenn N hinreichend grof ist.
Asymptotische Aussagen beruhen auf der Annahme, dass n, N und N —n ansteigen,
was aus praktischen Gesichtspunkten fraglich ist, da N der feste, gegebene Popula-
tionsumfang ist. Die Interpretation, dass mit 95% Uberdeckungswahrscheinlichkeit
das Intervall (den unbekannten Parameter) Y iiberdeckt, kann daher fragwiirdig sein,
falls n klein oder n/N grof} ist. Dies gilt insbesondere dann, wenn in der Grundge-
samtheit extreme Werte vorliegen.

In der Literatur wird manchmal vorgeschlagen, statt des Quantils z 1-¢ der Stan-
dardnormalverteilung das entsprechende Quantil der ¢-Verteilung zu verwenden
(siehe z.B. Cochran 1977; An & Watts 2000), da die Unsicherheit bei der Schétzung
der Varianz damit beriicksichtigt wird. Da aber die Verwendung der 7-Verteilung
aus der Normalverteilungsannahme fiir die Verteilung des Merkmals in der Grund-
gesamtheit hergeleitet wird und diese in unserem Fall meist verletzt ist, ist auch
dieses Vorgehen problematisch. AuBerdem sind die Unterschiede fiir Stichproben
vom Umfang n > 30 praktisch vernachléssigbar.
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2.6.4 Schdtzung von Anteilen

In vielen Fragestellungen ist man an der Bestimmung eines Anteils interessiert. Bei-
spielsweise soll durch eine Umfrage der Anteil der Studierenden bestimmt werden,
die gegen die Einfiihrung von Studiengebiihren prinzipiell keine Einwinde haben.
In volliger Analogie zu den obigen Formeln definieren wir nun Y; als die Antwort
der Person i. Wir kodieren mit ¥; = 1 die Personen, die auf die gestellte Frage mit
,ja* antworten und mit ¥; = 0 die negativen Antworten. Fiir die in die Stichprobe
gezogenen Merkmalstriger beobachten wir y; mit y; = 1 oder y; = 0. Interessiert
sind wir an dem Anteilswert

der dem arithmetischen Mittel der Y; entspricht. Die GréBe P ist somit der (un-
bekannte) Anteil der Studierenden, die keine Einwinde gegen die Einfiihrung von
Studiengebiihren haben.

In der Grundgesamtheit sind also N - P Personen mit ¥; = lund N - (1 — P)
Personen mit ¥; = 0. Da wir bisher keine Voraussetzungen an die moglichen Werte
Y gestellt haben, konnen die bisherigen Uberlegungen auch auf diesen Fall ange-
wendet werden. Durch die besonders einfache Struktur ergeben sich zusitzliche
Moglichkeiten der Inferenz. Fiir die Varianz in der Grundgesamtheit gilt:

2 lN V2
S :NZ(Y,.—Y) =

i=1

1

> 21— pey
N[NP(I—P) +N(1 = P)0—P) ]_P(l P).

Basierend auf einer Stichprobe schitzen wir P durch
l n
Pps=p=— E .
ES =D n Yk

Als Varianz von p ergibt sich

v (; ) Var(p) $2 N—-n P(1—=P) N-—n
ar = var = — . = . .
ES Pr="r N T " N_1

Insbesondere hingt die Varianz von p vom unbekannten Anteil P ab. Dieser
kann wiederum geschitzt werden und man erhélt die geschitzte Varianz

= l—p) N—
Var(YES) — Var(p) = % - " 2.1)

Das Vorgehen bei der Anteilsschidtzung entspricht dem Vorgehen bei der Mittel-
wertschitzung eines mit den Werten O und 1 kodierten Merkmals. Die Varianzschiit-
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zung entspricht ebenso dem Vorgehen bei der Mittelwertschitzung. Entsprechend
kann man das 95%-Konfidenzintervall durch |:p — 1,964/ VEG); p+ 1,964/ VEG) }

bestimmen.

Anteilsschidtzung bei einer einfachen Zufallsstichprobe

Gegeben sei die Stichprobe y1, ..., y, vom Umfang n,
gezogen mit dem Design der einfachen Zufallsstichprobe aus einer
Population vom Umfang N. Dabei ist y; € {0, 1}.

Ein unverzerrter Schitzer fiir den Anteil P = Y in der Grundgesamtheit ist
Pps=p=y > Yk
k=1

Die Varianz von ﬁES kann geschitzt werden durch

—

Var (ﬁES) = p(nl_—lp) N];n.

In den meisten Fillen weist das so konstruierte Konfidenzintervall zufrieden-
stellende Eigenschaften auf. Dies ist jedoch nicht der Fall fiir hohe oder niedrige
Anteilswerte, das heif3t fiir P in der Néhe von O oder 1. Dann empfiehlt es sich,
sogenannte exakte Konfidenzintervalle zu berechnen. Dazu benutzen wir die spe-
zielle Struktur der Stichprobe. Wir bezeichnen die Anzahl der Personen mit ¥; = 1
mit M, das heilit M = ZlNzl Y; = N-P.Die Anzahl der Beobachtungen mit y; = 1
in der Stichprobe notieren wir der Konvention folgend mitm = ) _;_, yx. Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung von m kann nun durch die sogenannte hypergeometrische
Verteilung charakterisiert werden. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion lautet

M) (N—M)

n—m

Im Zihler steht genau die Anzahl der Stichproben, die zum Wert Y ;_, vk = m
fiihrt. Fiir Erwartungswert und Varianz der hypergeometrischen Verteilung gilt

n
E(Zyk>=nP,
k=1
n
N —n
Vi =nP(1l—-P)——.
ar(Zm) nP (= P) o

k=1
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Nach Division durch n erhélt man die entsprechenden Werte fiir die Anteilsschiit-
zung. Um ein (1 — o)-Konfidenzintervall zu erhalten, setzen wir ) y_; yx = m und
wihlen nun als untere beziehungsweise obere Grenze fiir das unbekannte M die
GroBlen U und O, so dass gilt

i (?) (1:;]1:?) =, (2.2)
o G) 2.3)
&) (=)

o]+ oy < o.

r

=

= ). (2.4)

r

Damit ist [U; O] ein (1 — «)-Konfidenzintervall fiir den Parameter M. Entspre-
chend ist [U/N; O/N]ein (1 — «)-Konfidenzintervall fiir den Anteil P.

Konfidenzintervall fiir Anteile

Gegeben sei die Stichprobe y1, ..., y, vom Umfang n,
gezogen mit dem Design der einfachen Zufallsstichprobe aus einer
Population vom Umfang N. Dabei ist y; € {0, 1}.

Ein unverzerrter Schitzer fiir den Anteil P = Y in der Grundgesamtheit ist
Pps=p=: > Y
k=1
Fiir grole Stichprobenumfinge und mittlere Anteile

p (wobein-p-(1—p)>10)
hat das (1 — «)-Konfidenzintervall die Form

1— -(1— N—
[P—Zl—g' p( p) N ,p+z1_, pl(%]p), Nnjl’

wobei Sy das (1 — %)—Quantil der Standardnormalverteilung ist.

Ein exaktes (1 — o)-Konfidenzintervall ist gegeben durch [ £; £ 1. falls gilt

N-O
—)

& >(<,, e
r=0




32 2 Einfache Stichprobenverfahren

Auch wenn das Konzept der Bestimmung des exakten Konfidenzintervalls relativ
einfach ist (siehe dazu auch Thompson 2002), ist die konkrete Umsetzung nur in
einfachen Beispielen ohne den Einsatz eines Computers realisierbar. Zur numeri-
schen Umsetzung siehe Abschn. 2.12.3. Weitere Probleme liegen in der Wahl von
o1 und op. Zundchst wire die Wahl von o = oy = «/2 eine sinnvolle Wahl.
Allerdings lassen sich auf Grund der Beschrinkung auf ganze Zahlen U und O nicht
so bestimmen, dass die beiden obigen Gleichungen exakt erfiillt sind. Also wird in
den meisten Fillen a1 + o < o gewihlt, was letztendlich zu einem Konfidenzin-
tervall fiihrt, dass ein hoheres Konfidenzniveau hat. Wir illustrieren dies an einem
Beispiel.

Beispiel 2.13:  In einem Betrieb mit N = 300 Mitarbeitern mochte die Fir-
menleitung von ihren Angestellten wissen, welche Maflnahmen diese zur Ver-
besserung des Betriebsklimas fiir geeignet halten. Dabei wurden unter anderem
die folgenden zwei Fragen gestellt, welche mit ja oder nein beantwortet werden
konnten: ,,Wiinschen Sie sich flexiblere Arbeitszeiten?‘ und ,,Wiinschen Sie sich
einen Betriebskindergarten?*. Es wurden n = 100 Personen befragt. Die Firmen-
leitung interessiert sich fiir die Anteilswerte P; und P, der zwei Fragen. Frage
1 wurde von m; = 45 Personen und Frage 2 von my = 2 Personen mit ,,Ja*
beantwortet. Die Anteilsschitzungen sind nun

B =0,45
Pl—loo— >

_ 2 =0,02
Pz—loo— , U2

Die entsprechenden Konfidenzintervalle nach der approximativen Methode
werden wie folgt berechnet

—— 0,45 (1 —0,45) 300 — 100
Var(p;) = % 00 = 0- 00167
——0,02(1—0,02) 300 — 100
Var(p) = % o = 000013

und es ergibt sich das 95%-Konfidenzintervall fiir p; zu
[0, 45— 1,96 /0, 00167: 0,45 + 1,96 \/W] — [0, 370; 0, 530],
wohingegen das 95%-Konfidenzintervall fiir p, die Werte
[0, 02 — 1,96 /0, 000132; 0, 02 + 1, 96 \/(m] — [0, 003; 0, 043]

annimmt. Das zweite Konfidenzintervall hat eine negative untere Grenze, was
klarerweise wenig informativ ist. Eine Korrektur dieser Grenze auf 0 ist insofern
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auch nicht sehr hilfreich, da in der Stichprobe bereits 2 Personen sind, die die
Frage 2 mit ,,JJa* beantworten. Daher ist der gesuchte Anteil p, in der Population
mindestens 2/300, also groBer als 0.

Die Berechnung des exakten Konfidenzintervalls liefert (siche dazu numeri-
sche Umsetzung in 2.12) das exakte 95%-Konfidenzintervall fiir p; zu

[0, 366; 0, 537],
wohingegen das exakte 95%-Konfidenzintervall fiir p> nun lautet
[0, 006; 0, 064].

Die Grenzen der beiden exakten Konfidenzintervalle entsprechen den Anzah-
len [110; 161] bzw. [2; 19] in der Grundgesamtheit. Fiir p; sind exaktes und
approximatives Konfidenzintervall praktisch identisch. Fiir p> hingegen ergeben
sich Unterschiede und das exakte Konfidenzintervall ist klar zu bevorzugen. <«

Wie das Beispiel zeigt, ist es sinnvoll, insbesondere fiir kleine Anteile exakte
Konfidenzintervalle zu berechnen. Ist der Umfang der Grundgesamtheit im Ver-
gleich zur Stichprobe grof3, so kann man auch Konfidenzintervalle fiir das Ziehen
mit Zuriicklegen verwenden, welche im folgenden Abschnitt behandelt werden.
Manchmal kann es bei kleinen Wahrscheinlichkeiten auch von Interesse sein, nur
eine obere Grenze anzugeben. Das fiihrt zu sogenannten einseitigen Konfidenzin-
tervallen mit Untergrenze 0. Dies kann bei den exakten Konfidenzintervallen durch
Wahl von o1 < 0, 05 und oy = O realisiert werden.

Beispiel 2.14: Bei einem Tierbestand von N = 10000 Tieren soll eine obere
Grenze fiir den Anteil der mit einer seltenen Krankheit infizierten Tiere angege-
ben werden. Dazu wurde eine einfache Zufallsstichprobe vom Umfang n = 500
gezogen. Dabei war ein Tier infiziert, was einem Anteil von 0, 2% entspricht.
Das einseitige Konfidenzintervall ergibt sich zu [0; 0, 0093]. Die obere (95%-
Konfidenz-) Grenze liegt also bei 0, 93%.

Bei der Benutzung der approximativen Normalverteilung (siche Kasten S. 28)
erhilt man einseitige Konfidenzintervalle (obere bzw. untere Grenze) durch An-
wendung des (1 — «)-Quantils statt des ( 1— %)—Quantils der Normalverteilung.
Es lautet dann

|:0; Pes + z1—a - VGV/(?ES) }

bzw.

|: Pps — 21— -\ Var (Pes): 1 } .



34 2 Einfache Stichprobenverfahren
2.7 Ziehen mit Zuriicklegen

Wir wollen nun die Stichprobenziehung leicht veridndern und erlauben, dass ein
Individuum auch mehrmals in die Stichprobe gezogen werden kann. Dies wird im
statistischen Jargon ,,Ziehen mit Zuriicklegen®“ genannt. Dieses Vorgehen fiihrt da-
zu, dass die einzelnen Ziehungen voneinander unabhéngig sind. Jedes Individuum
hat unabhingig von den vorherigen Ziigen die Wahrscheinlichkeit 1/N, im k-ten
Zug gezogen zu werden. Wir befinden uns also im klassischen Fall der Statistik,
der sogenannten unabhiingig und identisch verteilten Stichprobe (engl.: i.i.d.
fiir independent and identically distributed). Wir wollen die Konsequenzen dieses
Ansatzes anhand des Beispiels in Abschn. 2.6.2 betrachten.

Beispiel 2.15:  Aus der Population mit
Y1=9, Y,=10, Yz3=11, Y4=18, Y5=22

ziehen wir nun mit Zuriicklegen, d.h. ist ein Individuum gezogen, so wird der
Wert von Y notiert und das Individuum wird in die Population ,,zuriickgelegt®.
Im nédchsten Zug kann es somit noch einmal gezogen werden. Im Falle von Zie-
hen mit Zuriicklegen ergeben sich damit die folgenden Stichproben, wobei die
Reihenfolge der Ziehung beriicksichtigt wird:

Gezogene Individuen Mittelwert Wahrscheinlichkeit
1 1 1 9,00 1/125
1 1 2 9,33 1/125
1 1 3 9,67 1/125
1 1 4 12,00 1/125
1 1 5 13,33 1/125
5 5 1 17,67 1/125
5 5 2 18,00 1/125
5 5 3 18,33 1/125
5 5 4 20,67 1/125
5 5 5 22,00 1/125

Wir bezeichnen den entsprechenden Mittelwertschitzer als Y pz, wobei der
Index als Abkiirzung fiir Mit Zuriicklegen steht. Die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung des Schitzers ist in Abb. 2.6 dargestellt. Zum Vergleich ist die Wahrschein-

lichkeitsverteilung von Y gg dargestellt, wie sie in Abschn. 2.6 hergeleitet wurde,
also die Verteilung bei einem Ziehungsprozess ohne Zuriicklegen. Es ist deutlich
zu erkennen, dass die Varianz beim Ziehen mit Zuriicklegen grofer ist als beim
Ziehen ohne Zuriicklegen, die Wahrscheinlichkeitsverteilung weist also eine ho-
here Streuung auf. <
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Ziehen ohne Zuruecklegen
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Abb. 2.6 Verteilung von /}_; beim Ziehen ohne und mit Zuriicklegen

Berechnet man nun Erwartungswert und Varianz des Schitzers, so ergibt sich als
Erwartungswert E (f’ M Z) = 14 und als Varianz Var (1? M Z) = 8, 67. Allgemein ist

-~

Yyz erwartungstreu und hat die Varianz

o~ S2
Var (YM2> = —.
n

Diese kann geschitzt werden durch

Mittelwertschidtzung bei einer einfachen Zufallsstichprobe
mit Zuriicklegen

Gegeben sei eine Stichprobe yi, ..., y, vom Umfang n mit Zuriicklegen.
Ein unverzerrter Schitzer fiir den Mittelwert der Population ist

Yyuz=7= % > k=1 Vk-

Die Varianz von Y 37 kann geschitzt werden durch

= -~ 2
Var (YMZ) = m Y kel (yk — YMZ)
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— n

Var (i_;MZ) = ﬁ Z (yk - §MZ>2 .

k=1

Herleitung:  Daalle yx, k = 1, ..., n, die gleiche Verteilung haben und unabhingig sind,
ergeben sich die obigen Formeln aus den elementaren Rechenregeln fiir Mittelwert und Varianz
und aus der Verteilung von y; bei der Stichprobe ohne Zuriicklegen. |

Ein Vergleich der Varianzen mit und ohne Zuriicklegen zeigt, dass die Varianz
beim ,,Ziehen mit Zuriicklegen* grofB3er ist. Allgemein ist sie um den Faktor (N —1)/
(N — n) groBer, der sich aus den zugrunde liegenden Verteilungsmodellen ergibt.
Im Fall der Schitzung eines Anteils erhilt man eine Binomialverteilung.

Ziehen mit Zuriicklegen fiir bindre Merkmale
(Binomialverteilung)

Aus einer Grundgesamtheit von N Elementen werden
n Elemente mit Zuriicklegen gezogen.

Wir betrachten ein binidres Merkmal mit Werten O oder 1.
In der Grundgesamtheit sind M Einsen vorhanden.
Der Anteil der Einsen in der Grundgesamtheit betrdgt folglich P = M/N.

Die Wahrscheinlichkeit, dass m von den n gezogenen Elementen
den Wert 1 haben ist

P(y =m|P,n) = ( )Pm(l — pyn—m,

n
m

n
Die Anzahl der Einsen y = Y y; in der Stichprobe
i=1
ist binomialverteilt mit den Parametern

E(y) =nP,
Var(y) =nP(1 — P).

Ein unverzerrter Schitzer fiir den Anteil P ist

M=

5 1
Pyz = Vk-

k=1

Als Varianzschitzung ergibt sich

o —

Var (ﬁMz) = %FMZ(I — Puz).
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Die Konfidenzintervalle ergeben sich analog zu dem Fall ohne Zuriicklegen als

|:ﬁMZ —z1g -y Var (Puz) ; Puz+21-9 ‘Vvar(ﬁMZ):| :

Als Beispiel wollen wir ein Ergebnis der Sonntagsfrage aus dem Jahr 2009 ana-
lysieren.

Beispiel 2.16:  Zur Sonntagsfrage vom 3.7.2009 wurden n = 1206 wahlberech-
tigte Personen gefragt, welche Partei sie wihlen wiirden, wenn am kommenden
Sonntag Bundestagswahl wire. Dabei gaben m = 302 Personen an, dass sie die
SPD wihlen wiirden. Damit ergibt sich ein exaktes Konfidenzintervall fiir den
Anteil von [0,2262; 0,2759], d.h. das fiir die SPD ein Anteil zwischen 22 und
28% zu erwarten ist. <

Es werden in der Literatur auch andere Verfahren zur Bestimmung von Konfi-
denzintervallen diskutiert, siche dazu z.B. Held (2008). Fiir kleine Anteile und/oder
kleine Stichproben konnen auch die exakten Konfidenzintervalle nach Clopper-
Pearson genutzt werden, siche dazu z.B. Fleiss, Levin und Paile (2003). Eine gute
Alternative ist das Konfidenzintervall nach Wilson, das auf dem Score-Test basiert
und auch fiir kleine Anteile gut geeignet ist, siche dazu auch Agresti und Coull
(1998). In der Praxis wird das Ziehen mit Zuriicklegen kaum angewendet. Aller-
dings sind bei groBen Grundgesamtheiten Ziehen mit und ohne Zuriicklegen prak-
tisch identisch. Da insbesondere bei modellbasierten Schitzmethoden, wie wir sie
spater im Buch behandeln, die Berechnung der Varianz im Falle des Ziehens mit
Zuriicklegen wesentlich einfacher ist, wird diese bei entsprechend grofSen Popula-
tionen auch der Einfachheit halber angewendet. Man beachte, dass bei der Parame-
terschitzung der Umfang N der Grundgesamtheit nicht eingeht.

2.8 Bestimmung des Stichprobenumfangs

Betrachtet man die Varianz des Schitzers Y Es, so stellt man fest, dass diese mit
wachsendem Stichprobenumfang abnimmt. Dies bedeutet insbesondere, dass Konfi-
denzintervalle mit wachsendem Stichprobenumfang kleiner werden. Inhaltlich l&sst
sich dies folgendermallen interpretieren: Das Ergebnis der Stichprobe wird mit
wachsendem Stichprobenumfang genauer. Wir konnen nun anders herum fragen,
wie grof} eine Stichprobe mindestens sein muss, um eine gewisse Genauigkeit zu
erfiillen. Wir wollen also nun eine gewiinschte Genauigkeit vorgeben und damit den
erforderlichen Stichprobenumfang berechnen. Es soll somit der Stichprobenumfang
n so gewiahlt werden, dass der Schitzwert mit einer vorgegebenen Wahrscheinlich-
keit 1 — « einen Abstand kleiner als e vom wahren Wert hat. Dabei ist e eine
vorgegebene Genauigkeit und 1 — « das Sicherheitsniveau bzw. « die Fehlerwahr-
scheinlichkeit. Als Formel geschrieben heif3t das
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P(‘YES—IP‘ <e> >1—a,

anders ausgedriickt, die Wahrscheinlic}}keit, dass der Schiitzer Y gs um mehr als
e vom unbekannten Populationsmittel ¥ abweicht, soll hochstens « betragen. Die
obige Formel ldsst sich umformen zu

’?ES_?‘ e

Joe(Fes) o (7

Daraus ergibt sich mit Hilfe der Normalverteilungsannahme fiir ¥ £ g

>1—a.

e

T T -
Var (Y_'Es)

’

o
2

wobei 71-¢ das (1 — %)—Quantil der Standardnormalverteilung ist. Fiir die vorge-
gebene Fehlerwahrscheinlichkeit @ = 0, 05 erhalten wir z19,05/2 = 20,975 = 1, 96.
Einsetzen der Formel fiir Var (? ES) und quadrieren liefert unter Verwendung von
N—-—n N-—n

N -1 N

62
> 4. 2.5)
S2N-—-n ~ -

n N

Losen wir (2.5) nach n auf, so erhalten wir

S2
n>———- (2.6)
ez/zf_% + S2/N

Ist die Population im Vergleich zur Stichprobe grof3, so konnen wir den Korrek-
turfaktor & ~— fiir endliche Populationen ignorieren und erhalten die Néherungslo-

sung

S2
e S (2.7)

n=>z
- %62

Die iibliche Wahl & = 0, 05 ergibt mit z;_42 = 1,96 ~ 2 die Faustregel

nz=4. (g)2 Man bendtigt also bei grofSen Populationen nur das Verhiltnis S/e,
um den Stichprobenumfang nidherungsweise zu bestimmen.

Ein anderer Ansatz zur Bestimmung des notwendigen Stichprobenumfangs ist
es, die erwartete Lange des Konfidenzintervalls vorzugeben. Aus der Form
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|:YES - 21,%VVar (YES>, YES +Z1,%‘/Var (YES> :|

des Konfidenzintervalls ergibt sich dessen Linge durch

e s2N —n
2Z1,% Var (YES) = 2Z1,% TN

Da die GroBe s2 aus der Stichprobe berechnet wird, ist die Linge des Konfi-
denzintervalls zuféllig und nicht im Vorfeld bestimmbar. Daher kann man sinnvol-
lerweise auch nur die erwartete Liange / des Konfidenzintervalls vorgeben. Unter

Beriicksichtigung von E (s?222) = §2 =2 erhilt man

Damit berechnen wir bei vorgegebener maximaler erwarteter Liange / den not-
wendigen Stichprobenumfang mit der Formel

S2
"z ——— , (2.8)
CREET

wobei wir wiederum die Approximation %:’f ~ N ~— verwenden. Ein Vergleich

mit der obigen Strategie zeigt, dass wir fiir / = 2e identische Stichprobenumfinge
erhalten.

Zur konkreten Bestimmung des Stichprobenumfangs mit Formel (2.6) bzw. (2.8)
ist die Kenntnis der Standardabweichung S des Merkmals in der Population no-
tig. Vor der Stichprobenziehung ist S jedoch iiblicherweise unbekannt. Auch die
Schitzung von S ist hier unmoglich, denn es soll mit (2.6) bzw. (2.8) ja gerade der
Stichprobenumfang geplant werden, d.h. die Stichprobe ist noch nicht gezogen und
somit konnen keine Groflen geschitzt werden. Als Ausweg aus diesem Dilemma
bieten sich zwei Moglichkeiten an:

1. Man ersetzt S in (2.6) bzw. (2.8) durch einen geschitzten Wert aus vorherigen
Erhebungen. In einigen Anwendungen ist das Merkmal in vorherigen Stichpro-
ben schon einmal erhoben worden. In diesem Fall kann man auf solches Wissen
zuriickgreifen, um eine GroBenvorstellung von S zu bekommen.

2. Man zieht eine sogenannte Pilotstichprobe von kleinerem Umfang n’, wobein’ <
n angenommen ist. Aus dieser berechnet man einen Schitzer fiir S und plant
damit den benétigten Stichprobenumfang.

Beide Methoden sind nicht notwendigerweise immer praktikabel. Oftmals lésst
sich jedoch fiir § eine obere Schranke festlegen, dass heifit ein ,,worst case‘
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Szenario. Dieses kann wiederum genutzt werden, um eine Obergrenze des Stich-
probenumfangs festzulegen. Aus der Formel (2.7) ist ersichtlich, dass der Stichpro-
benumfang umgekehrt proportional zum Quadrat der geforderten Genauigkeit e ist.
Das bedeutet, dass man eine Halbierung der Linge des Konfidenzintervalls mit einer
Vervierfachung des Stichprobenumfangs ,,bezahlen* muss.

Bestimmung des Stichprobenumfangs bei einer einfachen Zufallsstichprobe

Gegeben sei die Genauigkeit e (erwartete halbe Linge [ des
Konfidenzintervalls), das Konfidenzniveau 1 — « und die
Standardabweichung S in der Grundgesamtheit.

Fiir den nétigen Stichprobenumfang gilt dann:

n > S—2
e L
2

Beim Ziehen mit Zuriicklegen und bei groen Grundgesamtheiten
benutzt man:

2
> S
n= Zl—% er”

Zur Bestimmung von S sind in der Regel eine Pilotstichprobe oder
andere externe Zusatzinformationen erforderlich.

Ist die interessierende Grofle ein Anteilswert,
so ergibt sich der Stichprobenumfang durch:

" P(1-P)
= ez/zf_%+P(1—P)/N’

bzw.

P(1—P
n = Z%,g %
2 e

Fiir P verwendet man bei fehlendem Vorwissen den worst case 0,5.
Ist hingegen bekannt, dass P einen Wert Ppriori < 0, 5 unterschreitet
bzw. einen Wert Ppriori > 0, 5 iiberschreitet,
so kann man diesen Wert als a priori bekannte Grenze in die Formel einsetzen.

Ist die interessierende Grofe ein Anteilswert P, so ergibt sich der Stichprobe-
numfang ebenfalls aus Formel (2.6). In diesem Falle ersetzt man jedoch $2 durch
P(1 — P), so dass sich ergibt
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P(1—P)
n=> ,
€2/z2 4 + P(1—P)/N

2

(2.9)

und fiir N hinreichend grol n > 2 . P — P)/ez. Wir wollen Formel (2.9)

genauer betrachten. Dazu nehmen wir exemplarisch an, dass wir eine Genauigkeit
von e = 0, 1 fordern. In Tabelle 2.2 sind die Stichprobenumfznge, wie sie sich durch
Formel (2.9) ergeben, fiir verschiedene Werte von P und N bestimmt. Weiterhin
geben wir in Tabelle 2.3 die benétigten Stichprobenumfinge fiir grofe Grundge-
samtheiten (N = 10000) fiir verschiedene Genauigkeiten e an. Hier unterscheiden
wir die Félle P = 0, 5und P = 0, 1. Bemerkenswert ist, dass fiir eine Genauigkeit
von einem Prozentpunkt (¢ = 0,01) bei Anteilswerten mit P = 0,5 der hohe
Stichprobenumfang von fast 10000 Personen erforderlich ist. Bei der Befragung
von 1000 Personen ergibt sich eine Genauigkeit von etwa drei Prozentpunkten.
Das bedeutet z.B. fiir Befragungen zur Wahlabsicht, dass Stichprobenumfinge von
unter 2000 ohne weitere methodische Verbesserungen nur ungenaue Ergebnisse
liefern.

In Abb. 2.7 ist der geforderte Stichprobenumfang gemif Formel (2.9) fiir ver-
schiedene Populationsgroflen aufgetragen. Es zeigt sich, dass der geforderte Stich-
probenumfang fiir grole Populationen nicht vom Populationsumfang abhéngt. Das
bedeutet inhaltlich, fordert man in einer Stichprobe eine gewisse Genauigkeit, so
wird diese mit einer Stichprobe mit Mindeststichprobenumfang wie in Formel (2.9)
bestimmt erreicht, egal wie grof3 die Population ist. In der Praxis bedeutet dies zum
Beispiel, dass es bei Uberlegungen zur Stichprobengrofe und der damit verbunde-
nen Schitzgenauigkeit unerheblich ist, ob die zugehdrige Population die Miinchner
Bevolkerung oder die Bevolkerung Deutschlands ist. Die hidufig verwendete Strate-

Tabelle 2.2 Notwendiger Stichprobenumfang bei einer geforderten Genauigkeit von e = 0, 1 fiir
den Anteilswert

P N =10 N =100 N =1000 N =10000
0,2 9 39 58 62
0,3 9 45 75 81
0,4 10 48 85 92
0,5 10 49 88 96

Tabelle 2.3 Notwendiger Stichprobenumfang fiir groBe Grundgesamtheiten (N 2= 10000), aus-
gehend von einem Sicherheitsniveau von 1 — o = 95%

e P=0,5 P=0,1
0,1 97 *

0,05 385 139
0,03 1068 385
0,02 2401 865
0,01 9604 3458

* P =0, 1 bedeutet, dass a priori bekannt ist, dass der wahre Anteil kleiner als 0,1 ist. Daher ist
e = 0, 1 offensichtlich keine sinnvolle Vorgabe.
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Einfluss von P (e=0.1)

i=
o 8
3
£ 8
]
o o — P=05
S Y P=0.4
S o ---- P=0.25
= o ——- P=0.1
@
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Populationsumfang N
Einfluss von e (P=0.5)

[=
58
E =
2
o
58
S
g 2
H «

o

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Populationsumfang N

Abb. 2.7 Stichprobenumfang in Abhingigkeit von der Populationsgrofe fiir verschiedene Werte
von P und e

gie, den Auswabhlsatz n/N ohne Beriicksichtigung der Populationsgrof3e festzulegen
(z.B. ,,3%-Stichprobe*) ist damit in vielen Fillen unsinnig.

Wie bei einer Stichprobe zu einem metrischen Merkmal besteht auch fiir den
Anteilswert P bei Stichprobenplanung das Problem, dass der explizite Wert von P
unbekannt ist. Wie aus Tabelle 2.2 ersichtlich, ist der benéotigte Stichprobenumfang
fir P = 0, 5 am groBten, was daran liegt, dass die Funktion P-(1— P) ihr Maximum
bei P = 0,5 hat. Daher ist die Wahl von P = 0, 5 das ,,Worst Case* Szenario,
womit man immer auf der sicheren Seite ist. Falls aber P = 0, 5 unrealistisch ist,
ist es sinnvoll, zur Stichprobenplanung eine obere Schranke von P zur Grundlage
der Planung zu machen. Ansonsten wird der Stichprobenumfang unnétig gro3, was
aus Kostengriinden zu vermeiden ist.

Wenn man bei einer ausfiihrlichen Befragung mit vielen Merkmalen vor der Fra-
ge steht, wie groB der Stichprobenumfang gewihlt werden sollte, sind die Uberle-
gungen fiir Anteilsschitzungen oft hilfreich. Man kann sich iiberlegen, mit welcher
Genauigkeit man Anteile von Antwortkategorien auf die Fragen schitzen will. Bei
groBer Grundgesamtheit ergibt sich aus Tabelle 2.3 fiir n = 97 eine Genauigkeit
von e = 0, 1 (10 Prozentpunkte) im ,,Worst Case* von P = 0, 5. Diese ist dann fiir
alle Fragen giiltig. Bei einer Anforderung von e = 0, 05 (5§ Prozentpunkte) ist ein
Stichprobenumfang von n = 385 nétig.

2.9 Systematische Stichprobe

Bei der einfachen Zufallsstichprobe wird fiir jeden Zug eine neue Zufallsvariable
gezogen. Dies kann aufwendig sein und ebenso zu zufilligen, vielleicht aber uner-
wiinschten Gruppierungen fiihren. Es zeigt sich, dass eine systematische Stichprobe
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insbesondere dann von Vorteil ist, wenn die Population mit einer Ordnung oder Ab-
hingigkeitsstruktur versehen ist. Wir ziehen in diesem Falle nicht mehr n Elemente
zufdllig aus der Population, sondern wenden eine Systematik an, indem wir jedes
p-te Individuum der Population in die Stichprobe aufnehmen. Zur Ziehung einer
systematischen Stichprobe muss damit eine Zufallszahl aus den Zahlen 1 bis p mit
p = N/n gezogen werden, wobei der Einfachheit halber angenommen wird, dass
N /n ganzzahlig ist. Diese Zufallszahl gibt das erste zu ziehende Element an und
entsprechend ist die zu ziehende Stichprobe vollstindig bestimmt. Wir wollen dazu
ein einfaches Beispiel betrachten.

Beispiel 2.17: Nehmen wir an, eine Population bestehe aus den Werten
Y1=10, Y»,=30, Y3=80, Y4=20, Y5=70, Y¢=090

und wir ziehen eine systematische Stichprobe vom Umfang n = 2. Wir wihlen
dabei p = 3 und ziehen eine Zufallszahl j aus den Werten 1 bis p mit einer
Gleichverteilung. Die Stichprobe ergibt sich dann geméB Y, Y1, (im Allgemei-
nen gemdB Y;, Yy, ..., Yjrm—1)p). Wir erhalten somit die folgenden mogli-
chen Stichproben

Gezogene Individuen y Wahrscheinlichkeit
1 4 15 173
2 5 50 1/3
3 6 85 1/3

<

Eine wichtige Eigenschaft bei systematischen Stichproben ist, dass die Anzahl
der moglichen Stichproben klein ist, nimlich genau p. Als Schitzer fiir den Mittel-
wert ergibt sich bei der systematischen Stichprobe in allgemeiner Form

-~ 1 n
Yiyst = p Z Yivi—1)ps
k=1

wobei wir, wie schon gesagt, der Einfachheit halber annehmen, dass N /n eine ganze
Zahl ist, so dass n = N/p gilt. Zur Bestimmung der Varianz von Y syst gchen wir
weiter davon aus, dass die Ordnung der Elemente zufillig ist. In diesem Fall konnen
wir die Varianz schitzen durch

V/(;/:\> s2 N—n
ar ( Yoy ) = — ,
syst n N

was der Varianz einer einfachen Zufallsstichprobe entspricht. Die Voraussetzung,
dass die Elemente der Population zufillig geordnet sind, ist dabei essentiell. Ist diese
Voraussetzung verletzt, hingt es entscheidend von der tatsdchlichen Ordnung ab, ob
die oben gegebene Varianz eine Uber- oder Unterschiitzung liefert. Da wir aber im
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Allgemeinen keine Information iiber die Ordnung haben, ist die obige Varianzbe-
rechnung durchaus gerechtfertigt. Im Prinzip kann eine systematische Stichprobe
auch als eine Cluster-Stichprobe aufgefasst werden, wie sie in Abschn. 5.2 vorge-
stellt wird. Wir werden diesen Punkt dort noch einmal aufgreifen.

Systematische Stichprobe

Die Population bestehe aus N Elementen, von denen n zuféllig ausgewéhlt
werden. Es sei p = N/n ganzzahlig und j eine Zufallszahl aus {1, 2, ..., p}.

Ein unverzerrter Schitzer fiir den Mittelwert Y ist

-~

n

v 1

Yiyst = 5 kZ Yjtk=1)p-
=1

Die Varianz kann geschitzt werden durch

— = n -~ 2
Var (Ysyst) =Nt o o (Yj+(k71>p - Ysyst) :
k=1

Beispiel 2.18:  Ein Wirtschaftspriifer mochte die Rechnungen eines Unterneh-
mens priifen. Dabei entscheidet er sich fiir eine systematische Stichprobe mit
folgendem Vorgehen: Von den in Frage kommenden Rechnungen wird jede p-te
in die Stichprobe gezogen und einer genauen Priifung unterzogen. Die erste zu
ziehende Rechnung wird jedoch zufillig ausgewihlt, indem eine Zufallsvariable
zwischen 1 und p gezogen wird, welche die erste Rechnung, die in die Stichprobe
aufgenommen wird, bestimmt. |

Beispiel 2.19:  Ein grofles Gewisser soll beziiglich seines Schadstoffgehalts un-
tersucht werden. Dazu wird das Gewdésser in Planquadrate eingeteilt, die von 1 bis
N durchnummeriert werden. Der Einfachheit halber betrachten wir nur die Plan-
quadrate, die vollstindig iiber dem See verteilt liegen. Aus diesen Planquadra-
ten werden n zufillig ausgewéhlt und anschlieBend per Wasserprobe untersucht.
Schematisch lésst sich dies wie in der linken Graphik in Abb. 2.8 darstellen. Die
zufillig gewéhlten Planquadrate sind dabei schraffiert dargestellt. Die Wahl der
Planquadrate ist zufillig, und ebenso zufillig kann es zu einer Gruppierung von
benachbarten Planquadraten kommen. Die gezogene Stichprobe erscheint unvor-
teilhaft, insbesondere da davon auszugehen ist, dass die Wasserqualitit in einem
Planquadrat dhnlich ist zu denen der Nachbarplanquadrate, das heiflit zwischen
den Messungen in benachbarten Planquadraten kann eine Abhingigkeit bestehen.
Um diesen Punkt zu beriicksichtigen, wollen wir eine systematische Stichprobe
ziehen. Hierbei wihlt man die Planquadrate in einer systematischen Form aus.
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Die Zufilligkeit besteht nun darin, das erste Planquadrat auszuwéhlen, die ver-
bleibenden Planquadrate sind damit durch das systematische Muster bestimmt.
Schematisch ist dies in der rechten Skizze von Abb. 2.8 gezeigt, wobei wir hier
jedes 4-te Planquadrat in die Stichprobe aufnehmen. Je nachdem welches Plan-
quadrat der ersten vier Planquadrate gezogen wird (1, 2, 3 oder 4) ist der Rest der
Stichprobe systematisch bestimmt. Die Zufilligkeit besteht also in der Auswahl

des ersten Quadrats. |
1 11 ] o1 [1] ]
/| Y E /123 5
[l6]7 [\ /67 910 \
11(12{13|14|15 11 13(14|15
17(18{19(20 17(18(19
\ /\ /
\\ N-1| N / \ N-2 N //
A\ \\L_/

Abb. 2.8 Einfache Zufallsstichprobe (/inks) und systematische (zuféllige) Stichprobe (rechts), ge-
zogene Planquadrate sind jeweils schraffiert.

2.10 Beispiel

Wir besprechen nun ein Beispiel aus der Praxis, um die Methoden des Kapitels
zu veranschaulichen. Das Beispiel bezieht sich auf eine gro3e Population und wir
werten es nach dem Prinzip einer Ziehung mit Zuriicklegen aus.

Beispiel 2.20:  Im Rahmen der Diskussion um die Finanzierung der baye-
rischen Hochschulen kam es 2004 nach den Kiirzungsbeschliissen der Baye-
rischen Staatsregierung zu Demonstrationen und anderen Formen des Protests
von Studierenden in Bayern. Um die Wirkung der Proteste und die Meinung der
Miinchener Bevolkerung zu einigen damit verbundenen Themen in Erfahrung zu
bringen, wurde von der Fachschaft Statistik der Ludwig-Maximilians-Universitéit
Miinchen eine telefonische Befragung durchgefiihrt. Die Auswahl wurde mit zu-
filliger Wahl von Telefonnummern realisiert. Insgesamt wurden 251 Personen
befragt.

Damit lassen sich zu den einzelnen Fragen die entsprechenden Anteile in
der Miinchener Bevolkerung hochrechnen. In der folgenden Tabelle sind die Er-
gebnisse fiir die einzelnen Fragen zusammengestellt. Dabei wurden jeweils die
Konfidenzintervalle mit der Normalverteilungsapproximation verwendet. Da die
zugrunde liegende Population grof3 genug ist, kann auf die Korrektur fiir endliche
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Populationen verzichtet werden. Konkret handelt es sich hier ungefihr um den

Faktor 1061_% = 0,999749, wenn man beriicksichtigt, dass die Bevolkerung von
Miinchen etwa eine Million Personen umfasst.

In diesem Beispiel werden die ersten drei Fragen der telefonischen Befragung
betrachtet. Diese lauten

Frage 1: Haben Sie schon von den Studentenprotesten in Bayern gehort?

Frage 2: Halten Sie die Proteste der Studenten fiir gerechtfertigt?

Frage 3: Von welchen Protestaktionen haben Sie gehort? (Mehrfachnennun-

gen moglich)

Dabei wurde Frage 2 lediglich den Personen gestellt, welche Frage 1 mit ,ja*
beantwortet haben, sprich bereits von den Studentenprotesten gehort haben. Die
Antwortméglichkeiten fiir Frage 3 sind in die Kategorien Gro3demonstrationen,
Lichterkette, Trauermarsch, 24 h Vorlesung und 6ffentliche Vorlesungen unter-
teilt. Bei dieser Frage wurde wieder die gesamte Stichprobe beriicksichtigt, wobei
die Individuen, die Frage 1 mit ,,nein“ beantwortet haben, auch hier tiberall mit
,hein* bewertet wurden. Die Ergebnisse sind in Tabelle 2.4 dargestellt.

Tabelle 2.4 Auswertung der Telefonumfrage zu den Studentenprotesten in Bayern

LJa“

Frage Anteil in Stichprobe 95%-Konfidenzintervall
Frage 1 0,849 [0,7982; 0,8906]

Frage 2 0,756 [0,6925; 0,8120]

Frage 3

GroBdemonstrationen 0,7251 [0,6654; 0,7794]
Lichterkette 0,2590 [0,2059; 0,3178]
Trauermarsch 0,2550 [0,2023; 0,3136]

24 h Vorlesung 0,2669 [0,2133; 0,3262]
Offentliche Vorlesungen 0,2829 [0,2280; 0,3429]

<

Die einfache Zufallsstichprobe ist das sicherlich am hdufigsten verwendete Stich-
probendesign. Bei Anwendung und Dokumentation ist immer darauf zu achten,
dass Konfidenzintervalle anzugeben sind, wenn ein Anspruch auf Ubertragung des
Ergebnisses auf die Grundgesamtheit besteht. Weiter ist die Umsetzung der zufélli-
gen Ziehung in vielen Fillen nur ansatzweise oder durch Ersatzverfahren moglich.
Daher gehort die Angabe der konkreten Ziehungsstrategie auch immer zu der Do-
kumentation der Ergebnisse.

2.11 Literatur

Eine Einfiihrung in die notigen Kenntnisse der Statistik findet man in Fahrmeir,
Kiinstler, Pigeot, und Tutz (2009) oder Mosler und Schmid (2004). Eine umfang-
reiche Einfiihrung in Stichprobenverfahren liefert Cochran (1977), der generell als
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Standardwerk herangezogen werden kann. (Man beachte, dass das Buch in deut-
scher Ubersetzung als Cochran (1972) vorliegt). Ebenfalls als deutschsprachige Li-
teratur verweisen wir auf Kreienbrock (2004) oder Schwarz (1975). Empfehlens-
wert ist auBerdem Scheaffer, Mendenhall und Ott (1995) und Leiner (1989). Dort
wird eine elementare Einfiihrung in die wichtigen Kapitel der Stichprobenverfahren
gegeben. Umfassendes Material wird auBerdem bereitgestellt in Thompson (2002)
oder Levy und Lemeshow (1999), wobei Levy und Lemeshow praktische Aspekte
deutlicher in den Vordergrund stellen.

2.12 Numerische Umsetzung

Die numerische Umsetzung von einfachen Zufallsstichproben ist mit vielen Soft-
warepaketen zu bewerkstelligen. Unsere Hinweise beziehen sich jedoch ausschlief3-
lich auf das Programmpaket R. Eine kurze Einfiihrung und weitere Informationen
zu diesem Programm sind in Anhang A zu finden. Das zu diesem Buch erstellte
R-Paket samplingbook ist von der Homepage des R-Projekts (www.r-project.org)
herunterladbar. Nach dem Herunterladen und Installieren kann es mit

> library(samplingbook)

geladen und auf diese Weise die darin enthaltenen Funktionen und Datensitze ver-
fligbar gemacht werden.

In den folgenden Abschnitten werden das Ziehen einer einfachen Zufallsstich-
probe, sowohl aus einem Vektor als auch aus einem Datensatz, die Mittelwert- und
Anteilsschitzung fiir einfache Zufallsstichproben und die Bestimmung des Stich-
probenumfangs zur Mittelwert- bzw. Anteilsschitzung dargestellt.

2.12.1 Ziehen einer einfachen Zufallsstichprobe

Bei der konkreten Durchfiihrung einer einfachen Zufallsstichprobe muss aus der
Populationsliste eine Stichprobe vom Umfang n ohne Zuriicklegen gezogen wer-
den. Dies ist in R mit der Funktion sample () realisierbar, welche ohne vorheriges
Laden eines Pakets direkt zur Verfiigung steht.

> sample(x, size, replace = FALSE, prob = NULL)

# x Either a (numeric, complex, character or logical)
# vector of more than one element from which to

# choose, or a positive integer.

# size non-negative integer giving the number of items to
# choose.

# replace Should sampling be with replacement?
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# prob A vector of probability weights for obtaining the
# elements of the vector being sampled.

Die Funktion sample(-) zieht eine Stichprobe festgelegter Groe size aus den
Elementen des Vektors x, je nach Bedarf mit oder ohne Zuriicklegen. Die Funk-
tion zieht standardmiBig ohne Zuriicklegen (replace=FALSE). Mit der Option
replace=TRUE kann aber auch eine Stichprobe mit Zuriicklegen gezogen werden.
Mit prob konnen den einzelnen Elementen unterschiedliche Ziehungwahrschein-
lichkeiten zugewiesen werden. Dies ist bei dieser Prozedur nur fiir das Ziehen mit
Zuriicklegen sinnvoll. Fiir das Ziehen ohne Zuriicklegen liefert diese Option keine
sinnvollen Ergebnisse, siche dazu Kap. 4.

Da wir eine einfache Zufallsstichprobe ziehen wollen, ist fiir uns die Standard-
einstellung des Ziehens ohne Zuriicklegen bereits richtig voreingestellt. Aulerdem
sollen alle Elemente der Grundgesamtheit die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen,
in die Stichprobe zu gelangen, weshalb wir auch die Option prob=NULL unveridndert
iibernehmen konnen. Diese beiden Optionen kdnnen somit in der Syntax weggelas-
sen werden.

Folglich miissen wir nur den Vektor x, aus dem die Zufallsstichprobe gezogen
werden soll, und die Stichprobengréfe size spezifizieren. Wollen wir beispielswei-
se eine Stichprobe vom Umfang n = 100 aus einer Grundgesamtheit vom Umfang
N = 2000 ziehen, kann dies mit folgender Syntax realisiert werden:

N <- 2000

n <- 100

populationlist <- 1:N
set.seed(67399)

sample (x=populationlist, size=n)

vV V. Vv Vv Vv

[1] 1093 538 932 110 796 322 187 1947 1981 740 1045 30
[13] 494 1846 1883 1446 1667 1322 1219 1712 1576 1874 261 904
[25] 1291 1033 1150 323 125 1135 687 1844 659 1145 936 1163
[37] 398 914 1544 1614 1248 850 861 1752 680 973 463 1198
[49] 1526 1905 848 1196 600 1513 146 862 1102 1162 392 531
[61] 817 769 708 841 665 1201 1413 337 1281 646 1984 1206
[73] 1414 1270 240 858 550 1059 652 778 795 1994 1224 27
[85] 1359 199 719 1493 1719 982 430 955 438 1042 382 672
[97] 662 728 855 1754

Wir nehmen dabei an, dass die Populationsliste von 1 bis N lduft und die gezoge-
nen Werte den Identifikationsnummern der gezogenen Individuen entsprechen. Um
das Ergebnis reproduzierbar zu machen, setzen wir unter Verwendung der Funkti-
on set.seed(-) einen Startwert fiir den Algorithmus. Das Ergebnis kann in einen
neuen Vektor, beispielsweise mit Namen samplel gespeichert werden. Aullerdem
konnen die gezogenen Zahlen mit sort(-) sortiert werden. Durch Eingabe von
samplel kann das Ergebnis am Bildschirm ausgegeben werden.
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> samplel <- sort(sample(x=populationlist, size=n))
> samplel

[1] 31 32 96 121 152 165 205 211 215 261 262 265
[13] 281 282 285 292 308 310 338 388 394 410 418 419
[25] 431 443 456 485 487 513 534 543 558 559 565 622
[37] 645 666 717 719 750 761 766 776 791 809 824 839
[49] 867 875 879 894 924 946 986 993 1020 1027 1030 1031
[61] 1077 1095 1104 1122 1141 1197 1233 1240 1242 1258 1270 1273
[73] 1328 1361 1364 1383 1402 1409 1433 1460 1478 1538 1568 1578
[85] 1591 1592 1603 1631 1679 1701 1715 1718 1742 1768 1813 1861
[97] 1863 1932 1942 1948

Der Aufruf von sample(-) liefert jedoch bei jedem Durchlauf ein anderes, zu-
filliges Ergebnis. Um die Ziehung reproduzierbar zu machen, empfiehlt es sich, mit
einem sogenannten ,;seed”, einem Startwert fiir den Algorithmus (in diesem Fall
zum Ziehen von Zufallszahlen), zu arbeiten. Dadurch wird sichergestellt, dass bei
einem erneuten Ausfiihren die gleiche Stichprobe gezogen wird. Dieser Startwert
kann festgelegt werden, indem man eine beliebig gewihlte Zahl als Startwert defi-
niert.

> start <- 13072008
> set.seed(start)

Im Anschluss daran liefert eine Funktion, die einen Zufallszahlengenerator ent-
hilt, wie z.B. sample(-), immer dasselbe Ergebnis. Weitere Informationen zum
Setzen eines Startwertes sind in Anhang A.8 zu finden.

Manchmal will man jedoch nicht eine Zufallsstichprobe aus einer geordneten
Liste, sondern aus einem vorhandenen Datensatz ziehen. Zur Illustration verwen-
den wir als Datenbasis eine imaginidre Liste, welche vom Paket samplingbook
bereitgestellt wird. Uber die folgenden Befehle wird der Datensatz geladen und am
Bildschirm ausgegeben. Der Datensatz ist nun im Objekt pop gespeichert.

> data(pop)
> print (pop)

id X Y
11 9
11 10
11 11
21 18
21 22

g W N
O W N



50 2 Einfache Stichprobenverfahren

Die Populationsliste ist bestimmt durch die Spalte id, denn jede ID ist exakt
einer Person zugeordnet und umgekehrt. Nun gilt es, eine Stichprobe vom Umfang
n zu ziehen, das heiflit es sollen n ID-Nummern gewihlt werden, um die zugehori-
gen Personen beispielsweise in eine Umfrage einzuschlieBen. Die entsprechenden
zufillig gezogenen ID-Nummern erhélt man mit

>n <- 3
> set.seed(93456)
> idsample <- sample(x=pop$id, size=n)

wobei die Stichprobengrof3e hier exemplarisch auf 3 festgelegt ist. Die ausgewidhlten
ID-Nummern werden mit

> idsample

[1] 124

ausgegeben. Die Elemente der Stichprobe sind damit gezogen und konnen somit
befragt werden. Auch hier kann man unter Verwendung eines Startwertes fiir den
Algorithmus die Stichprobenziehung reproduzierbar gestalten.

Einen Datensatz mit den bereits vorhandenen Informationen zu den Personen
in der Stichprobe erhilt man beispielsweise mit folgender Syntax, welche sehr aus-
fiihrlich gehalten ist, um die einzelnen, dazu notwendigen Schritte zu verdeutlichen.
Man definiert zuerst eine Matrix, in die die Daten der Stichprobe geschrieben wer-
den sollen, und initialisiert diese zundchst mit NA, d.h. mit fehlenden Werten. Unter
Verwendung einer Zihlvariable j fiillen wir diese Matrix Zeile fiir Zeile mit den Da-
ten der Stichprobe. Eine Schleife durchlduft die gezogenen ID-Nummern. In jedem
Durchlauf werden die Daten des nédchsten Stichprobenelements in die j-te Zeile der
vordefinierten Matrix geschrieben und j um 1 erhoht.

> samplel <- as.data.frame(matrix(data=NA, nrow=n,
+ ncol=ncol(pop)))

> j <1
> for(i in idsample)

+ o

+ samplel[j,] <- poplpop$id==i,]
+ Jj <- j+1

+ }

Alternativ kann die bereits in R zur Verfiigung gestellte Funktion subset (-) ver-
wendet werden, welche aus einem gegebenen Datensatz eine Teilmenge von Zeilen
auswiébhlt.

> sample2 <- subset(x=pop, subset=(pop$id 7inj, idsample))
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Weiterhin ist es moglich, direkt eine Stichprobe aus den Zeilen zu ziehen. In diesem
Fall wird die bisher vorangegangene, separate Stichprobenziehung direkt integriert.

> sample3 <- popl[sample(1:nrow(pop), size=n),]

2.12.2 Mittelwertschiitzung

In dem zu dem Buch gehorigen R-Paket samplingbook sind die Formeln zur
Mittelwertschitzung und zur Bestimmung der Konfidenzintervalle umgesetzt. Die
Funktion Smean (-) erlaubt diese Berechnungen bei Bedarf inklusive der Korrektur
fiir endliche Populationen.

> Smean(y, N = Inf, level = 0.95)

#y vector of sample data

# N positive integer specifying population size.

# Default is N=Inf, which means that

# calculations are carried out

# without finite population correction.

# level coverage probability for confidence intervals.
# Default is level=0.95.

Der Datenvektor y muss iibergeben werden, die anderen beiden Angaben sind
optional. Mit N kann der Populationsumfang iibergeben werden, mit level die
Uberdeckungswahrscheinlichkeit des Konfidenzintervalls. Wird der Funktion kein
Populationsumfang tibergeben, wird N=Inf gesetzt und somit bei der Berechnung
auf den Korrekturfaktor fiir endliche Populationen verzichtet. Dies ist sinnvoll, falls
der Umfang der Grundgesamtheit sehr grof3 ist. Bei kleinen Grundgesamtheiten soll-
te der Populationsumfang iibergeben werden. In letzterem Fall wird die Korrektur
mit dem Faktor (N —n)/N bei der Berechnung der Varianz durchgefiihrt. Die Uber-
deckungswahrscheinlichkeit fiir das Konfidenzintervall ist mit 95% voreingestellt,
kann aber bei Bedarf gedndert werden.

Zur Illustration verwenden wir die Daten aus Beispiel 2.11:
Y1=9, Y,=10, Y;3=11, Y4=18, Y5=22.

Daraus wurde eine einfache Zufallsstichprobe vom Umfang n = 3 gezogen. An-
schlieBend konnen der geschiitzte Mittelwert Y g, die geschiitzte Standardabwei-

chung von Y gg, d.h. |/ Var ()? ES) und das zugehorige Konfidenzintervall berech-

net werden. Die dazu bendtigte Variable Y ist im Datensatz pop enthalten. Dieser
wird zuerst geladen und anschlieBend wird die relevante Information im Vektor Y
gespeichert. Nach Festlegen eines Startwerts wird eine einfache Zufallsstichprobe
vom Umfang n = 3 gezogen und im Vektor y gespeichert. Zuletzt wird der Popu-



52 2 Einfache Stichprobenverfahren

lationsmittelwert unter Berticksichtigung der Korrektur fiir endliche Populationen
geschitzt.

> data(pop)
> Y <- pop$Y
>Y

[1] 9 10 11 18 22

> set.seed(93456)
> y <- sample(x=Y, size=3)
>y

[1] 9 10 18

> est <- Smean(y=y, N=length(Y))
> est

Smean object: Sample mean estimate
With finite population correction: N=5

Mean estimate: 12.3333

Standard error: 1.8012
95% confidence interval: [8.803,15.8637]

2.12.3 Anteilsschétzung
Die Funktion Sprop(-), ebenfalls aus dem Paket samplingbook, gibt die entspre-

chenden Werte bei der Anteilsschitzung zuriick. Hierbei werden unter anderem die
in Abschn. 2.6.4 dargestellten Prozeduren realisiert.

> Sprop(y, m, n = length(y), N = Inf, level = 0.95)

y vector of sample data containing values O and 1

m an optional non-negative integer for number of
positive events

n an optional positive integer for sample size.

Default is n = length(y).

positive integer for population size. Default

is N=Inf, which means calculations are carried out
without finite population correction.

level coverage probability for confidence intervals.
Default is level=0.95.

HOHH HHHEHHEHH
=
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Mit y kann der Datenvektor iibergeben werden. Dieser muss dazu dummykodiert
sein, d.h. er darf nur Nullen und Einsen enthalten, wobei die ,,ja“-Antworten typi-
scherweise mit ,,1*“ kodiert sind. Alternativ konnen m, die Anzahl an ,,ja*-Antworten
bzw. ,,positiven Ereignissen®, und der Stichprobenumfang n iibergeben werden.
Werden m und y gleichzeitig angegeben, so muss m der Anzahl an Einsen im Da-
tenvektor y entsprechen. Mit N kann wiederum die GroBe der Grundgesamtheit
angeben werden. Die Angabe der Uberdeckungswahrscheinlichkeit des Konfidenz-
intervalls ist mit 95% vorbelegt.

Die Ausgabe hingt von der Vorgabe fiir N ab. Bei einer endlichen Grundgesamt-
heit werden neben der Schitzung zwei Konfidenzintervalle ausgegeben. DgE\rste

basiert auf der approximativen Normalverteilung und benutzt die Varianz Var (FE g)
aus Formel (2.1). Weiter wird das exakte Konfidenzintervall aus den Formeln (2.2)
und (2.4) berechnet. Im Fall von grolen Grundgesamtheiten (ab N > 100000)
wird N = Inf gesetzt, da eine exakte Berechnung sehr aufwendig wire. Fiir diese
Einstellung werden die in Abschn. 2.7 diskutierten Konfidenzintervalle berechnet.
Das erste Intervall wird basierend auf der Normalverteilungsannahme berechnet,
das zweite Intervall basiert ebenfalls auf der Normalverteilungsannahme, benutzt
aber eine von Agresti und Coull (1998) vorgeschlagene Korrektur. Das Konfidenz-
intervall nach Clopper-Pearson stellt das exakte Konfidenzintervall dar.

Zur Ilustration verwenden wir die Daten aus Beispiel 2.13. Dort wurden n = 100
von N = 300 Beschiftigten eines Betriebes zwei Fragen gestellt, wobei die erste
Frage von m; = 45 Personen und die zweite Frage von m, = 2 Personen mit
,Ja‘ beantwortet wurde. Mit diesen Angaben konnen die geschitzten Anteile und
die zugehorigen asymptotischen und exakten Konfidenzintervalle berechnet werden.
Fiir die erste Frage ergibt sich:

> Sprop(m=45, n=100, N=300)

Sprop object: Sample proportion estimate
With finite population correction: N= 300

Proportion estimate: 0.45
Standard error: 0.0408

95% approximate hypergeometric confidence interval:
proportion: [0.37,0.53]

number in population: [111,159]

95% exact hypergeometric confidence interval:
proportion: [0.3667,0.5367]

number in population: [110,161]

Fiir die zweite Frage ergibt sich:

> Sprop(m=2, n=100, N=300)
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Sprop object: Sample proportion estimate
With finite population correction: N= 300

Proportion estimate: 0.02

Standard error: 0.0115

957, approximate hypergeometric confidence interval:
proportion: [-0.0025,0.0425]

number in population: [0,12]

957, exact hypergeometric confidence interval:
proportion: [0.0067,0.0633]

number in population: [2,19]

Um die Vorgehensweise an realen Daten zu demonstrieren, verwenden wir die
Ergebnisse zur Sonntagsfrage vom 3.7.2009 aus Beispiel 2.16. Dabei wurden n =
1206 wahlberechtigte Personen gefragt, welche Partei sie wihlen wiirden, wenn am
kommenden Sonntag Bundestagswahl wire. Es gaben m = 302 Personen an, dass
sie die SPD wihlen wiirden. Weiterhin gaben m = 133 Personen an, dass sie die
Griinen wihlen wiirden. Die geschitzten Anteile und die zugehorigen Konfidenzin-
tervalle werden wie folgt berechnet, wobei N=Inf gesetzt wurde. Die Berechnung
mit der exakten Anzahl an wahlberechtigten Personen von ca. 61 Mio liefert die
gleichen Ergebnisse. Fiir die SPD ergibt sich:

> Sprop(m=302, n=1206, N=Inf)

Sprop object: Sample proportion estimate
Without finite population correction: N= Inf

Proportion estimate: 0.2504
Standard error: 0.0125

95% asymptotic confidence interval:

proportion: [0.226,0.2749]

957 asymptotic confidence interval with correction by Wilson:
proportion: [0.2268,0.2756]

95% exact confidence interval by Clopper-Pearson:

proportion: [0.2262,0.2759]

Fiir die Griinen ergibt sich:
> Sprop(m=133, n=1206, N=Inf)

Sprop object: Sample proportion estimate
Without finite population correction: N= Inf

Proportion estimate: 0.1103
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Standard error: 0.009

95% asymptotic confidence interval:

proportion: [0.0926,0.128]

957 asymptotic confidence interval with correction by Wilson:
proportion: [0.0938,0.1292]

957 exact confidence interval by Clopper-Pearson:

proportion: [0.0932,0.1293]

Somit liegt der erwartete Stimmenanteil nach der Methode von Wilson fiir die
SPD zwischen 22, 6 und 27, 6% und fiir die Griinen zwischen 9, 3 und 13, 0%.

In Beispiel 2.14 wollten wir ein einseitiges Konfidenzintervall zur Abschitzung
der maximalen Anzahl an Tieren, die an einer seltenen Krankheit leiden, erhalten.
Dazu kann man bei Verwendung von Sprop(-) die Uberdeckungswahrscheinlich-
keit dementsprechend anpassen. Um also z.B. eine obere Grenze fiir ein einseitiges
95%-Konfidenzintervall zu erhalten, kann man die Funktion mit 1evel=0.9 aufru-
fen und aus dem Output die obere Grenze ablesen.

> Sprop(m = 1, n = 500, N=10000, level = 0.9)

Sprop object: Sample proportion estimate
With finite population correction: N= 10000

Proportion estimate: 0.002
Standard error: 0.0019

90% approximate hypergeometric confidence interval:
proportion: [-0.0012,0.0052]

number in population: [-12,52]

90% exact hypergeometric confidence interval:
proportion: [le-04,0.0093]

number in population: [1,93]

Als obere Grenze des einseitigen exakten 95%-Konfidenzintervalls ergibt sich
somit 0.0093 fiir den Anteil bzw. 93 fiir die Anzahl. Die ausgegebene untere Grenze
wird nicht weiter beriicksichtigt. Man beachte, dass das approximative Konfidenz-
intervall hier nicht sinnvoll ist.

2.12.4 Bestimmung des Stichprobenumfangs
bei Mittelwertschditzung

Die Funktion sample.size.mean(-) im Paket samplingbook berechnet den not-
wendigen Stichprobenumfang, um einen Mittelwert mit vorgegebener Genauigkeit
e (halbe Liange des Konfidenzintervalls, siehe S. 40) zu schitzen.
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> sample.size.mean(e, S, N = Inf, level = 0.95)

e positive number specifying the precision which is half
width of confidence interval

S standard deviation in population

N positive integer for population size. Default is N=Inf,

which means that calculations are carried out
without finite population correction.

level coverage probability for confidence intervals.
Default is level=0.95.

HOoH H HH B HH

Die Genauigkeit e und die Standardabweichung S miissen der Funktion iiberge-
ben werden. Die Angaben zum Populationsumfang N und zur Uberdeckungswahr-
scheinlichkeit des Konfidenzintervalls sind optional.

Als Beispiel betrachten wir den Fall, dass bei einer endlichen Grundgesamtheit
von N = 300 und einer Standardabweichung von S = 10 eine Genauigkeit von

e = 4 (bzw. e = 1) erreicht werden soll. Das Konfidenzniveau soll jeweils 95%
betragen. Fiir eine Genauigkeit von e = 4 ergibt sich:

> sample.size.mean(e=4, S=10, N=300)

sample.size.mean object: Sample size for mean estimate
With finite population correction: N=300, precision e=4
and standard deviation S=10

Sample size needed: 23
Fiir eine Genauigkeit von e = 1 ergibt sich:
> sample.size.mean(e=1, S=10, N=300)

sample.size.mean object: Sample size for mean estimate
With finite population correction: N=300, precision e=1
and standard deviation S=10

Sample size needed: 169

Der benétigte Stichprobenumfang betrigt bei einer Genauigkeit von e = 4 somit
23 Personen und bei einer Genauigkeit von e = 1 sogar 169 Personen.
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2.12.5 Bestimmung des Stichprobenumfangs bei Anteilsschditzung
Die Funktion sample.size.prop(-) aus dem Paket samplingbook ist das
Analogon zur Funktion sample.size.mean(-) und berechnet den notwendi-
gen Stichprobenumfang, um einen Anteil mit vorgegebener Genauigkeit e zu

schitzen.

> sample.size.prop(e, P = 0.5, N = Inf, level = 0.95)

e positive number specifying the precision which is
half width of confidence interval
P expected proportion of events with domain between

values O and 1. Default is P=0.5.

positive integer for population size. Default

is N=Inf, which means that calculations are carried
out without finite population correction.

level coverage probability for confidence intervals.
Default is level=0.95.

H OH H HH O HHH
=

Die Genauigkeit e muss der Funktion iibergeben werden, die Angaben zum An-
teil an ,,Ja“-Antworten bzw. positiven Ereignissen P, zum Populationsumfang N und
zur Uberdeckungswahrscheinlichkeit des Konfidenzintervalls sind optional. Fiir den
Anteil an ,,Ja*-Antworten bzw. positiven Ereignissen ist das ,,Worst Case** Szenario
von P=0.5 voreingestellt. Alternativ kann man fiir P eine obere Abschitzung fiir
Anteile kleiner 0.5 bzw. eine untere Abschitzung fiir Anteile groBBer 0.5 angeben.

Zunichst wollen wir uns mit der benétigten Stichprobengrofle fiir Wahlprogno-
sen wie in Beispiel 2.16 beschiftigen. Kurz vor der Bundestagswahl 2005 ist eine
groBere Genauigkeit der Prognosen fiir die einzelnen Parteien dulerst wichtig. Des-
halb mochte ein Meinungsforschungsinstitut eine Stichprobe ziehen, mit der die
Anteile der einzelnen Parteien mit einer Genauigkeit von e = 0.01 geschitzt wer-
den konnen. Will man die Anteile fiir alle Parteien mit dieser Genauigkeit schitzen,
sollte man wieder P = 0.5 wihlen.

> sample.size.prop(e=0.01, P=0.5, N=Inf)

sample.size.prop object: Sample size for proportion estimate
Without finite population correction: N=Inf, precision e=0.01
and expected proportion P=0.5

Sample size needed: 9604

Will man nur den Anteil einer bestimmten Partei abschitzen, kann man Vorwis-
sen aus fritheren Wahlergebnissen nutzen. Die Tendenzen fiir die SPD lassen bei-
spielsweise erkennen, dass die Partei das Wahlergebnis bei der letzten Wahl 2002,
namlich 39%, nicht liberschreiten wird. Man erhilt somit
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> sample.size.prop(e=0.01, P=0.39, N=Inf)

sample.size.prop object: Sample size for proportion estimate
Without finite population correction: N=Inf, precision e=0.01
and expected proportion P=0.39

Sample size needed: 9139

Weiterhin betrachten wir nochmal das Beispiel 2.13 auf S. 32 zur Umfrage zur
Verbesserung des Betriebsklimas in einem Betrieb mit N = 300 Mitarbeitern. Die
flexibleren Arbeitszeiten wurden erfolgreich umgesetzt. Nach einem Jahr sollen die-
se mit der Frage ,,Sind Sie mit der neuen Arbeitszeitregelung zufrieden?*

(Ja/Nein) evaluiert werden.

Die Umfrage soll dabei moglichst effizient sein, weshalb man den Stichproben-
umfang diesmal im Vorhinein berechnen will. Deshalb werden die zwei Genauig-
keiten e = 0.05 und e = 0.1 zur Auswahl gestellt, wobei als Wahrscheinlichkeit
P = 0.5 gewihlt wurde, da zu der aktuellen Einschitzung noch kein Vorwissen
vorhanden ist. Fiir eine Genauigkeit von e = 0.05 ergibt sich:
> sample.size.prop(e=0.05, P=0.5, N=300)
sample.size.prop object: Sample size for proportion estimate
With finite population correction: N=300, precision e=0.05
and expected proportion P=0.5
Sample size needed: 169
Fiir eine Genauigkeit von e = 0.1 ergibt sich:
> sample.size.prop(e=0.1, P=0.5, N=300)
sample.size.prop object: Sample size for proportion estimate
With finite population correction: N=300, precision e=0.1
and expected proportion P=0.5
Sample size needed: 73
Entsprechend lassen sich die Werte aus den Tabellen 2.2 und 2.3 mit der Funkti-
on sample.size.prop(-) erzeugen. Die erste Spalte von Tabelle 2.2 ergibt sich
durch:

> sample.size.prop(e=0.1, P=0.2, N=10)

sample.size.prop object: Sample size for proportion estimate
With finite population correction: N=10, precision e=0.1
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and expected proportion P=0.2

Sample size needed: 9

> sample.size.prop(e=0.1, P=0.3, N=10)

sample.size.prop object: Sample size for proportion estimate
With finite population correction: N=10, precision e=0.1

and expected proportion P=0.3

Sample size needed: 9

> sample.size.prop(e=0.1, P=0.4, N=10)

sample.size.prop object: Sample size for proportion estimate
With finite population correction: N=10, precision e=0.1

and expected proportion P=0.4

Sample size needed: 10

> sample.size.prop(e=0.1, P=0.5, N=10)

sample.size.prop object: Sample size for proportion estimate
With finite population correction: N=10, precision e=0.1

and expected proportion P=0.5

Sample size needed: 10

Die Werte in den weiteren Spalten und in Tabelle 2.3 erhilt man analog.
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