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Einfiihrung in die Analysis des
Unendlichen

. unsere Mathematik-Studenten wiirden sehr viel mehr davon profi-
tieren, Eulers Introductio in Analysin Infinitorum zu studieren anstelle der
verfiigbaren modernen Lehrbiicher.

(André Weil 1979, zitiert nach J.D. Blanton 1988, S. xii)

... da der Lehrer einsichtig genug war den ungewohnlichen Schiiler (Ja-
cobi) gewihren zu lassen und es zu gestatten, dal dieser sich mit Eulers
Introductio beschiftigte, wihrend die iibrigen Schiiler mithsam . . . .

(Dirichlet 1852, Gedichtnisrede auf Jacobi, in Jacobis Werke, Band 1, S.4)

Dieses Kapitel erldutert den Ursprung der grundlegenden Funktionen und den Ein-
fluss von Descartes’ Géométrie auf ihre Berechnung. Das Interpolationspolynom
fiihrt zu Newtons binomischem Lehrsatz und zu den Reihenentwicklungen der
Exponential- und Logarithmusfunktion und der trigonometrischen Funktionen.

Das Kapitel endet mit einer Diskussion der komplexen Zahlen, unendlichen
Produkten und Kettenbriichen. Die Darstellung der Themen folgt ihrer historischen
Entwicklung und der mathematischen Strenge der damaligen Zeit. Die Begriin-
dung zweifelhafter Schlussfolgerungen wird eine weitere Motivation liefern fiir
die strenge Behandlung des Konvergenzbegriffs in Kapitel III.

Eulers Introductio in Analysin Infinitorum (1748) ist die Inspiration fiir grof3e
Teile dieses Kapitels wie auch seines Titels.

E. Hairer, G. Wanner, Analysis in historischer Entwicklung, Springer-Lehrbuch,
DOI 10.1007/978-3-642-13767-9 1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011



2 I Einfiihrung in die Analysis des Unendlichen
I.1 Kartesische Koordinaten und Polynome

Als Algebra und Geometrie noch voneinander getrennt wurden, war ihr
jeweiliger Fortschritt langsam und ihr Nutzen gering; aber in dem Moment,
in dem diese Wissenschaften vereint wurden, unterstiitzten sie sich gegen-
seitig und strebten schnell und gemeinsam zur Perfektion. Wir verdanken
Descartes die Anwendung der Algebra auf die Geometrie; dies wurde der
Schliissel zur grofiten Entdeckung auf dem Gebiet der Mathematik.
(Lagrange 1795, Oeuvres, Band 7, S.271)
Die griechische Zivilisation brachte die erste groe Bliite mathematischen Fort-
schritts hervor. Beginnend mit Euklids Ara (~300 v. Chr.) entwickelte sich
Alexandria zum weltweiten Zentrum der Wissenschaft. Alexandria wurde dreimal
verwiistet (47 v. Chr. von den Romern, 392 von den Christen, und schlieflich 640
von den Moslems), was zum Untergang dieser Zivilisation fiihrte. Im Anschluss
an die (fiir den Koran notwendigen) Verbesserungen am arabischen Schriftsystem
iibersetzten arabische Gelehrte eifrig diejenigen Fragmente, die von den griechi-
schen Werken verblieben waren (Euklid, Aristoteles, Platon, Archimedes, Apol-
lonius, Ptolemius), sowie Werke indischer Arithmetiker, und vertieften das math-
ematische Wissen. Wihrend den Kreuzziigen (1100-1300) entdeckten die Eu-
ropéer schlieBlich diese Kultur; Gerhard von Cremona (1114-1187), Robert von
Chester (12tes Jhd.), Leonardo da Pisa (,,Fibonacci“, um 1200) und Regiomon-
tanus (1436—-1476) waren die Hauptiibersetzer und ersten Wissenschaftler West-
europas. Zu dieser Zeit gliederte sich die Mathematik in zwei klar abgegrenzte
Gebiete: zum einen Algebra, zum anderen Geometrie.

Algebra

Diophant kann als der Erfinder der Algebra betrachtet werden; . . .
(Lagrange 1795, Oeuvres, Band 7, S.219)
Die Algebraist ein Erbe der griechischen und orientalischen Vorzeit. Das beriihmte
Buch Al-jabr w’al mugdbala von Mohammed ben Musa Al-Khowarizmi® (830n.
Chr.) beginnt mit Losungsverfahren fiir quadratische Gleichungen. Das élteste
bekannte Manuskript datiert auf 1342 und beginnt wie folgt:?
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Die Worter ,,Algorithmus® und ,,Algebra“ stammen jeweils von Al-Khowéarizmis Namen
und dem Kurztitel ,,Al-jabr* seines Buchs ab.

% Dieses Bild sowie die Abb. 1.1 and 1.2 sind abgedruckt mit der Erlaubnis der Bodleian
Library, Universitdt von Oxford, Ms. Huntington 214, Folios 1R, 4R und 4V. Englische
Ubersetzung: F.Rosen (1831).
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I.1 Kartesische Koordinaten und Polynome 3

Al-Khowarizmis Beispiele. Betrachten Sie die quadratische Gleichung
(1.1) z? 4+ 10z = 39.

Eine solche Gleichung beschreibt die unbekannte Losung x, die von den Arabern
dshidr (Wurzel) genannt wurde, ein Wort, das urspriinglich fiir die Seite eines
Quadrats von vorgegebener Fliche stand (,,A root is any quantity which is to be
multiplied by itself*, F. Rosen 1831, S. 6).

25 Sx

Manuskript von 1342 Moderne Darstellung
ABB. 1.1. Losung von z° + 10z = 39

Losung. Al-Khowarizmi = skizziert ein Quadrat der Seitenlinge z, um 22 zu

représentieren, sowie zwei Rechtecke der Seitenldngen 5 und z fiir die Terme 10z
(sieche Abb. 1.1). Gleichung (1.1) zeigt, dass das schattierte Gebiet von Abb. 1.1
die Flache 39 besitzt; folglich ist die Fliache des gesamten Quadrats 39 + 25 =
64=8-8,also5+x =8und x = 3.

2 B
d
A
10
(I
Manuskript von 1342 Moderne Darstellung

ABB. 1.2. Losung von z* + 21 = 10z

Ein zweites Beispiel (von Al-Khowarizmf),
(1.2) 22 421 =10z

(oder, falls Sie die lateinische Version von Robert von Chester vorziehen: ,,Sub-
stancia vero et 21 dragmata 10 rebus equiparantur), demonstriert, wie ver-
schiedene Vorzeichen zu verschiedenen Figuren fithren. Um seine Losung zu er-
rechnen, skizzieren wir ein Quadrat fiir 2% und fiigen ein Rechteck der Breite 2
und unbekannter Linge fiir die 21 hinzu (Abb. 1.2). Aufgrund von (1.2) hat die



4 I Einfithrung in die Analysis des Unendlichen

vollstindige Figur die Liange 10. Sie wird mittig zerteilt, und das kleine Rechteck
(A) zwischen 22 und der Halbierenden wird auf (B) platziert. Die resultierende
Figur hat die Hohe 5. Das graue Gebiet betrdgt 21 und das gesamte Quadrat (grau
und schwarz) hat die GroBe 5-5 = 25. Folglich muss das kleine schwarze Quadrat
25 —21 = 4 = 2-2 groB} sein, und wir erhalten x = 3. Mit einer dhnlichen Zeich-
nung (versuchen Sie es), fand Al-Khowarizmi auch die zweite Losung z = 7.

Mohammed ben Musa Al-Khowarizmi beschreibt seine Losung wie folgt
(Rosen 1831, S.11):

... for instance, ,,a square and twenty-one in numbers are equal to ten roots of the same
square.” That is to say, what must be the amount of a square, which, when twenty-one
dirhems are added to it, becomes equal to the equivalent of ten roots of that square? Solu-
tion: Halve the number of the roots; the moiety is five. Multiply this by itself; the product
is twenty-five. Subtract from this the twenty-one which are connected with the square; the
remainder is four. Extract its root; it is two. Subtract this from the moiety of the roots,
which is five; the remainder is three. This is the root of the square which you required, and
the square is nine. Or you may add the root to the moiety of the roots; the sum is seven;
this is the root of the square which you sought for, and the square itself is forty-nine.

Als Anwendung 16st Al-Khowérizmi das folgende Ritsel: ,,Ich habe 10 in
zwei Teile zerlegt, und multipliziert man einen mit dem anderen, so ist das Resul-
tat 21°“. Setzen wir fiir einen der Teile z ein und fiir den anderen 10 — x, so ist ihr

Produkt
(1.3) z-(10—x)=21

was (1.2) entspricht. Entsprechend ist die Losung gegeben durch die zwei Wurzeln
von GI. (1.2), also 3 und 7 oder umgekehrt.

Die Losung von Gleichungen dritten Grades.

Tartaglia présentierte seine Losung in schlechter italienischer Lyrik . . .
(Lagrange 1795, Oeuvres, Band 7, S. 22)

... Ich habe die allgemeine Regel entdeckt, aber fiir den Moment mochte
ich sie aus verschiedenen Griinden geheim halten.
(Tartaglia 1530, siche M. Cantor 1891, Band I, S. 485)

Lassen Sie uns als Beispiel versuchen, die Gleichung
(1.4) z3 + 6z = 20,

zu losen, oder, in ,,schlechter” italienischer Lyrik, ,,Quando che’l cubo con le cose
appresso, Se agguaglia a qualche numero discreto . ..“ (siehe M. Cantor 1891,
Band1Il, S.488). Nicolo Tartaglia (1499-1557) und Scipione dal Ferro (1465—
1526) fanden unabhingig voneinander die Losungsmethode fiir dieses Problem,
hielten sie aber geheim, um mit ihr Wettbewerbe zu gewinnen. Erst unter Druck
und gelockt von falschen Versprechungen verriet Tartaglia sie an Gerolamo Car-
dano (1501-1576), lyrisch verschleiert und ohne Beweis (,,suppressa demonstra-
tione™). Cardano rekonstruierte unter groer Miihe ihre Herleitung (,,quod diffi-
cillimum fuit“) und veroffentlichte sie 1545 in seiner ,Ars Magna“ (siehe auch
di Pasquale 1957, und Struik 1969, S. 63-67).
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ABB. 1.3a. Kubische GI. (1.4) ABB. 1.3b. Rechtfertigung von (1.6)

rdzltimatio.Exemplum.cubus & € pofi«

) . cuby? p:6reb’¢qlis 20
dones,quantur 20, ducito 2,tertiam pars ; 1
mé,ad cubum, fit §.duc 1o dimidiumnu 8 —— 10

meriin fe,fit 100,iunge 100 & 8,fit108,acd 168
peradicem qug eft Rz 108,& eam gemmina

R 1o(tp:to
bis, alteri addes 10, dimidium numeri,ab ::xo 8 n‘:.w
dterominues tantundem, habebis Binos e V.82 108 11O

mumRe 108 p:10,& ApotomenRz 108 m:

: ) ¢ M:RV:CU.RIO08 m:t
10horum accipe B** cub* & minue illam | °

ABB. 1.3c. Ausschnitt aus Cardanos Ars Magna von 1545, ed. Basilea 1570°

Herleitung. Wir reprisentieren 2> durch einen Wiirfel der Kantenlinge x (wie
auch sonst? Grauer Teil in Abb. 1.3a). Der Term 6x wird in Form je dreier Pris-
men mit quadratischer Grundfiiche und Volumen z?v und zv? angehingt (weil
in Abb. 1.3a). Wir erhalten einen Korper mit Volumen 20 (geméB (1.4)), der die
Differenz der Kuben 2 und »2 ist (siche Abb. 1.3a), also

u® — v3 = 20,
wobei

(1.5) u=2x-+.

Arrangieren wir die sechs neuen Prismen wie in Abb. 1.3b, so sehen wir, dass ihr
Volumen (wie gefordert) 6x gleicht, falls

(1.6) 3uvr = 6x oder uw =2

gilt. Nun kennen wir Summe (= 20) und Produkt (= —8) von v und —v3, und
konnen daraus die urspriinglichen Zahlen wie in Al-Khowéarizmis Rétsel (1.3)
rekonstruieren, namlich
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u® =10 4+ V108, —v3 =10 — V108.

Wenden wir die Kubikwurzel und x = w — v an, erhalten wir (siehe auch die
Nachbildung in Abb. 1.3c)

(1.7) x= i/\/108+ 10 — i/\/ms — 10.

Einige Jahre spiter wurde eine Losungsstrategie fiir Gleichungen vierten
Grades entdeckt (Ludovico Ferrari, siehe Struik 1969, S. 69f, und Ubungen 1.1
und 1.2); die Gleichungen vom Grad 5 blieben dagegen fiir Jahrhunderte ein
Riitsel, bis Abel 1826 bewies, dass sich ihre Losungen im allgemeinen nicht durch
Radikale schreiben lassen.*

LAlgebra Nova“

Die Numerische Logistik ist diejenige, die mit Zahlen dargestellt und be-
handelt wird; die Spezifische wird durch Arten oder Erscheinungsformen
von Dingen beschrieben: so wie die Buchstaben des Alphabets.

(Viete 1600, Algebra nova, franzésische Ausgabe 1630)

ALGEBRA ist eine allgemeine Berechnungsmethode mittels bestimmter

Zeichen und Symbole, die zu diesem Zweck ersonnen und als niitzlich

erkannt wurden. (Maclaurin 1748, A Treatise of Algebra, S. 1)
Die antiken Werke behandelten ausschlielich konkrete Beispiele, und ihre Au-
toren fiihrten ,,arithmetische™ Betrachtungen nur mit Zahlen aus. Francois Viete
(= Franciscus Vieta 1540-1603, 1591 In artem analyticam isagoge, 1600 Alge-
bra nova) entwickelte das grundlegende Konzept, Buchstaben A, B,C, X, ... fiir
die bekannten und unbekannten Groflen eines (oftmals geometrischen) Problems
zu schreiben, um dann mit ihnen algebraisch zu rechnen (sieche Abb. 1.4a). Da sich
keines der Probleme der griechischen Epoche der Methode

Buchstaben einsetzen rechnen
geometrisches ! algebraisches ! Lésun
Problem Problem £

widersetzen konnte, schrieb Vi.éte in Grof3buchstaben: ,NVLLVM NON PRO-
BLEMA SOLVERE® (d.h. ,LOSVNG EINES JEDEN PROBLEMS®). Dieses
Konzept fand seine Vollendung in Descartes’ ,La Géométrie*.

3 Abbildung mit Erlaubnis der Bibl. Publ. Univ. Gengve.

* Anm. d. Ubers.: Natiirlich blieben Polynome fiinften Grades nicht giinzlich unbeachtet,
und es gab lange vor Abels Durchbruch eine ganze Reihe groBartiger Ergebnisse: Ehren-
fried Walther von Tschirnhaus nutzte Transformationen der Art von (1.11), um zu
zeigen, dass jedes Polynom fiinften Grades auf die Form 2 +ax +b = 0 gebracht werden
kann; Gianfrancesco Malfatti fand eine Methode, alle {iberhaupt in Radikale auflosbaren
Waurzeln auch als solche darzustellen; und Paolo Ruffini schuf 1799 mit einem (fehler-
haften) Beweis, dass nicht alle Wurzeln fiinften Grades auflosbar sind, eine der Grund-
lagen fiir Abels spiteren Erfolg.

5> Abgebildet mit Erlaubnis der Bibl. Publ. Univ. Genéve.
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Exemple.

Qu'il faille adjoufter A+ D,aucc B+ 2 D, la
fomme fera A + B + 3 D, obfcruant ¢c qui a cfté
dit.

B +2D.
A + D.

A+ B +3D.

ABB. 1.4a. Nachbildung aus der franzosischen Auflage (1630) von Viete (1600)°

Beispiel. (Dreiteilung eines Winkels). Das beriihmte
klassische Problem ,Datum angulum in tres partes
@quales secare” wird unter Zuhilfenahme von

/

(1.3) sin(3a) = 3sina cos® a — sin® o B

(siehe (4.14) unten) und einigen einfachen Rechnun-
gen zur algebraischen Gleichung

(1.9) —4X%*+3X =08
(siehe Viete 1593, Opera, S.290). Ihre Losung erhalten wir aus (1.14) unten.

Formel fiir Gleichungen vom Grad 2. Mit Viete’s Notation wird der schwer
verstidndliche Text von Al-Khowérizmi (siehe S.4) zur ,,Formel*

(1.10) P 4ar+b=0 = zi,15=—a/2++/a2/4—b.

Formel fiir Gleichungen vom Grad 3.

+a/3=
yta/3=z

(1.11) v Aay: +by+c=0 3+ pr+q=0.

Wir setzen x = u + v (dies entspricht (1.5), wenn ,,—v* durch ,,v* ersetzt wird),
so wird aus GI. (1.11)

(1.12) ud +v* + (Buv + p)(u+v) +q=0.
Einsetzen von uv = —p/3 (entspricht (1.6)) liefert
(1.13) Wt =—q  wPvP=—pP/2r.

Nach Al-Khowarizmi s Rétsel (1.3) und den Formeln (1.10) erhalten wir (verglei-
che die Nachbildung in Abb. 1.4b),

(1.14) r= V—q/2+ V@@ /A4 p3)27 + V—q/2— V@24 + p3/27.
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Sr A quad. +Bzin A,zquetur Zplano. A —+ B efto E. Igicur E quad.
xquabitur Z plano —+ B quad.

Confe&arium.
Ttaque, /7 zpani = Bquid. — B fit A, de qua primum quarebatur.

Iraque fi A cubus— B plano 5 in A, zquetur Z folido 2.

/' C.Z tolidi . —— - i
1/ C. Zlolidi —l-uz,- lido-folidi — B plano-plano-pl T ‘/C.Zfolldl—u 2 1ohdo-folidi ~—B plano-plano-plano. Eﬁ:
de qua quzritur.

ABB. 1.4b. Auszug aus Viete (159121)6 (Opera S.129 und 150); Lésung von A*+2BA=Z
und A* —3BA =27

Descartes’ Geometrie

An dieser Stelle mochte ich Sie bitten, nebenbei zu beobachten, wie die
Skrupel, die die antiken Autoren davon abhielten, arithmetische Begriffe in
der Geometrie einzusetzen, und die nur eine Folge ihrer Unféhigkeit sein
konnten, die Beziehung zwischen diesen zwei Gebieten klar zu erkennen,
fiir viel Unklarheit und Verwirrung in ihren Erkldrungen sorgten.
(Descartes 1637)
Die Uberlieferung der Geometrie, dem gewaltigen Erbe der griechischen Antike,
verdankt Europa arabischen Ubersetzern.

So besteht Euklids Elemente (etwa 300 v. Chr.) aus 13 ,Biichern®, die ,,Defi-
nitionen®, ,Postulate’ und alles in allem 465 ,,Propositionen* enthalten, die streng
bewiesen werden. Die Kegelschnitte des Apollonius (200 v. Chr.) sind von gleicher
Wichtigkeit.

Nichtsdestotrotz entzogen sich einige ungeldste Probleme den Anstrengun-
gen dieser Wissenschaftler: die Dreiteilung des Winkels, die Quadratur des Kreises
und ein Problem, das Pappus im Jahr 350 erwéhnte, und das Descartes’ Forschung
motivieren sollte.

Problem von Pappus. (,,Die Frage, deren Losung von Euklid begonnen und
von Apollonius fortgefiihrt, aber von keinem beendet werden konnte, lautet wie
folgt*): Seien a, b, ¢ drei Geraden und «, 3,y drei gegebene Winkel. Fiir einen
beliebig gewihlten Punkt C seien B, D, F diejenigen Punkte auf a, b, ¢, so dass
CB, CD, CF mit a, b, ¢ nacheinander die Winkel «, 8,y bilden (siche Abb. 1.5a
und 1.5b). Wir suchen den Ort des Punktes C, fiir den gilt:

(1.15) CB - CD = (CF)2.

Descartes 10ste dieses Problem unter Verwendung von Vigtes ,,neuer und ange-
sehender Algebra; der Punkt C wird festgelegt durch die Abstinde AB und BC.

Abgebildet mit Erlaubnis der Bibl. Publ. Univ. Genéve. Die unbekannte Variable ist hier
A. Erst seit Descartes wihlt man x, y, z fiir Unbekannte.
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ABB. 1.5a. Problem von Pappus, Skizze von Descartes’

Diese zwei ,unbekannten Werte* notierte er mit ,,z* und , .35/ (,,Que le segment de
la ligne AB, qui est entre les points A & B, soit nommé x. & que BC soit nommé
y*.)

Wir betrachten fiir den Moment nur zwei der Geraden (Abb. 1.5¢) (,,& pour
me demesler de la cdfusion de toutes ces lignes . . .““). Wir zeichnen eine Parallele
von EF durch C. Da alle Winkel festgelegt sind, sehen wir, dass es Konstanten /;
und K5 gibt mit

u = K - CF, v=Ksy-y.

Da AE =z + u 4+ v = K3, erhalten wir

(1.16) CF =d+ lx + ky, d, ¢, k Konstanten.
Ahnlich finden wir
(1.17) CD = mz + ny, m, n Konstanten.

(,,Und so sieht man, dass . .. die Linge einer jeden solchen Gerade . . . stets durch
drei Terme ausgedriickt werden kann, von denen einer aus der Unbekannten y,
multipliziert mit oder dividiert durch eine bekannte Grofie, besteht; einem wei-
teren Term, bestehend aus der Unbekannten x, multipliziert mit oder dividiert
durch eine andere bekannte Grof3e; und einem dritten Term, der nur aus einer be-
kannten GroBe besteht. Eine Ausnahme stellt der Fall paralleler Geraden dar . . .,
Descartes 1637, S. 312). Folglich wird aus der Bedingung (1.15)

y- (ma +ny) = (d + le + ky)*,
welche eine Gleichung der Form
(1.18) Az? + Bry+Cy> + Dz +Ey+ F =0

ist. Fiir jedes beliebige, feste y ist (1.18) eine quadratische Gleichung, die durch
Algebra (siehe (1.10)) gelost werden kann. Koordinatentransformation zeigt dann,
dass (1.18) stets einen Kegelschnitt reprisentiert.
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ABB. 1.5b. Problem von Pappus ABB. 1.5¢c. Gleichung einer Geraden

Polynomiale Funktionen

Algebra kann nicht nur der Geometrie helfen, sondern Geometrie hilft auch der
Algebra, da kartesische Koordinaten die Algebra in ein neues Licht tauchen. Wenn
wir beispielsweise anstelle von (1.1) und (1.4) die Gleichungen

(1.19) y =22 + 10z — 39, y =+ 6z —20

betrachten, und beliebige Werte fiir x einsetzen, dann konnen wir fiir jedes x
einen Wert fiir y ausrechnen und die auf diese Weise erhaltenen Kurven studieren
(Abb. 1.6). Die Wurzeln von (1.1) und (1.4) erscheinen als Schnittpunkte dieser
Kurven mit der (horizontalen) xz-Achse. So stellen wir fest, dass die Losung von
(1.4) schlicht z = 2 lautet (etwas schoner als GI. (1.7)).

(1.1) Definition. Ein Polynom ist ein Ausdruck der Form
Y= anz" + an_12" 1 4+ ... +ao,
wobei agy, a1, . . ., a, beliebige Konstanten sind. Ist a,, # 0, dann ist das Polynom

vom Grad n.

Interpolationsproblem. Fiir n+ 1 gegebene Punkte x;, y; (siche Abb. 1.7) suchen
wir ein Polynom vom Grad n, das durch all diese Punkte verlauft. Wir interessie-
ren uns hauptséchlich fiir den Fall, in dem die x; dquidistant sind, insbesondere

7 Abb. 1.5a mit Erlaubnis der Bibl. Publ. Univ. Genéve.



I.1 Kartesische Koordinaten und Polynome 11

100

50

|
~
|
)
D
\
[\ )
~

ABB. 1.6. Die Polynome z” + 10z — 39 und z* + 62 — 20

Die Losung dieses Problems, die sich als sehr praktisch in der Berechnung von
Logarithmen und in der Nautik erwies, erschien erstmals im frithen 17ten Jahrhun-
dert in den Arbeiten von Briggs und Sir Thomas Harriot (siehe Goldstine 1977,
S.23f). Newton (1676) ging das Problem an im Sinne von Vietes Algebra nova
(siehe Abb. 1.8): Wir schreiben Buchstaben fiir die unbekannten Koeffizienten des
Polynoms, z.B.

(1.20) y = A+ Bz + C2?* + Da?.

Mit den vorgegebenen Werten g, y1, Y2, 3 transformieren wir das ,,Problem* in
»algebraische Gleichungen‘

Abszisse Ordinate

r=0 A = Yo
r=1 A+B+C+D =y
x =2 A+2B+4+4C+8D =1ys
x=3 A+3B+9C+27D =y;

Wir stellen nun fest, dass der Wert A verschwindet, wenn wir die Gleichungen
voneinander abziehen, die erste von der zweiten, die zweite von der dritten, die
dritte von der vierten:

B+C+ D=y —yo=:Ayo

(1.21) B+4+3C+7D =yy—y; =: Ayy
B+5C+ 19D = y3 — yo =: Ays.

B verschwindet, wenn wir ein weiteres Mal subtrahieren:
20 + 6D = Ayl — Ay() = A2y()

(1.22)
2C + 12D = Ays — Ayy =: Ay,

7 Abbildung mit Erlaubnis der Bibl. Publ. Univ. Gen&ve.
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ABB. 1.8.

1

2 3 4\/5

ABB. 1.7. Interpolationspolynom
Abici{fx Ordinarz
A+p At bptcptdpteprt=a
A+q At bg+cqgrtdp+eqgr=g
A+r A+brdortdriteat=,
A+s A+ bs fesr Hdsd tess =9
A+t A4 bt ot - dts + att =4
Divifor. Diff. Ord. Quoti per divifionem prodeuntes. -
p—g) e=—8 |b+cxp+g+dxpp+pgt+ gt exp’+piq+pgt + g2 =1
g—7) b=y [btexgtr+dxggd gt texgtgrtoritriz=,
r—3) y—& b+c)<;.-_i-_t A dxXrr 4 s+ ss 4 exrd 4 15 v 4 53 = §
s—=t) d—s |ptcxsFEHdXIst st ftt+exsd + St st2 + 3= »
p—n) {=n |c+dxptgtrtexpptpi+atprtgtr=a
g—s) »—8 lc-tdxgtrystexqtog+r+gtrts=yu
r—t) 8—x letdxr+s+ttexrrtrs tsstrttsttt=y
p=—s) a—p |dtexptgtr+s=§
g—t) p—rv |dtexgtrtst+t=ma
p—t) t—= |e=uo.

und ebenso C":

(1.23)

6D

Interpolationsproblem von Newton (1676, Methodus Differentialis)®

= A%y — A%y =: A%y,.

Dies gibt uns D. Durch die erste Gleichung von (1.22) erhalten wir C, durch die
erste von (1.21) den Wert von B. Wir erhalten als Losung

(1.24)

A2
y=1yo+ Ay -z + yo'(:EQ*JS)Jr

A3 Yo

6 (2% — 327 + 22),

2

was auch geschrieben werden kann als

(1.24")

T z(x—1 T
y:y()JrlAyOJr ( )AQyoJr (

1-2 1-2-3
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Wir werden im nédchsten Abschnitt unter Verwendung des Pascalschen Dreiecks

sehen, dass dies ein Spezialfall einer allgemeineren Formel fiir Polynome beliebi-
gen Grades ist.

(1.2) Satz. Das Polynom vom Grad n, das die Werte

yo (firx =0), y1 (firx=1),..., yn (firx =n)
annimmt, ist gegeben durch die Formel

z(zx—1)...(x —n+1)

x(x—1)
2 1-2-...-n

L Ayo+ ...+

J; n
y=yo+1Ayo+ A"yo.

(1.3) Bemerkung. Seit Newton (siehe Abb. 1.9) ist es iiblich, die Differenzen in
folgendem Schema anzuordnen:

Yo A mit
Yo 9
h Ay A%yo A3y Ay = Yir1 — Yi
1 0 5
(1.25) w2 A A%y A3 Atyo A%y = Ayiv1 — Ay;
Y2 A2 Y1 Ny — A2y — A2y,
Ys Ay Y2 Yi Yi+1 Yi s
3
Ya etc.
A
AB — A2B2 — A2B2 — A3B3y __ b
Et faC AA2 b A2A3 b2, c Az
— AaB4 AgBg — ASBg __ d bz
MRttt = b3, MHA=T = b, ; ¢ a As
— ASBE __ A6RG-A7B7 _. b
ﬂiﬁg—’ = b;, —herr . b6> 9 G A
8B% h fa d3 b4
—M‘:\;A_aA = by. _qzﬁa;d4c4 b5A5
b-b2 ba-b3 _ b3—by AS
=c =c2 =3, &Cc. ¢4 ¢
Deinde 755 > 2h4 ) A3A 35 “ b
c-c2 _ c2—c3
Tunc S5 =4, 552 =d2, T2 =d3, &c. 6 B,< 5
d—-dx __ dy —d3y ___ d3—dy __ by
Et Taas ) A2A6 €2, A3A7 T e3, &e. As
Sic pergendum eft ad uitimam differentiam.

ABB. 1.9. Newtons Differenzenschema (Newton 1676, Methodus Differentialis)’

°  Abbildung mit Erlaubnis der Bibl. Publ. Univ. Gen&ve.
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Beispiel. Fiir die Werte in unserem Problem (Abb. 1.7) erhalten wir

4

1 1 4

_ =4 - : —1)+...

5 5 4 w0 Y 1T, z(x—1)+
2 —22 613 473 23

3 —12 43 = =4 — 3542
5 - 21 * 30 T gy
9 -3 3 9 _9364 43.1'5.
) 0 2 120

Weitere Beispiele. a) Wir betrachten das Polynom y = 23, fiir das wir die Losung

bereits kennen. Das Differenzenschema lautet:

_q. -1
z=0: 0 y=0+1.z+6. @1
=11 5 @ D-2)
= x(xr — xr —
r=2: 8 " 12 +6- 6
r=3: 27 =z +32%2 -3z + 2% — 322 + 22 = 5.

b) Die Werte fiir z = n sind hier die Summen 13 + 23 + ... + n?,

z=0: 0
1
r=1: 13 7
23 12
x=2: 13 + 23 19
33 18
r=3: 13 4+ 23 + 33 37 0,
43 24
x=4: 13423433443 61

und wir erhalten die Formel

y=x+7z(x;1)+12$(z*1)(x*2)+6$($*1)(x2;2)(z
R B
= + 9 +4.
Auf dhnliche Weise leiten wir her:
n? n
1+2+... =
+2+...+n 2+2
3 2
124224 4p2=" 4" 4"
+2°+...+n 3+2+6
4 3 2
1.26 131934 3_"M n n 0
(1.26) +2°+...+n 4+2+4+
5 4 3
14+t 4+ .. 4:” n n 0_”
+2°+...+n 5+2+3+ 20
6 5 57’l4 n2
P+254  +n5=" 4" _
A=y T T0T

—3)
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Jakob Bernoulli (1705) fand die allgemeine Formel

q+1 nd

q(¢—1)(q¢—2)

q -1 ) -3
194294 ... +nf= An Bnf
+294 ... +n q+1+2+2n + 5.5.4 ni™ +
q(¢—1)(g-2)(q-3)(a—4) , , 5
+ 9.3.4.5.6 Cn?°+ ...,
wobei
1 1 1 1 1
(12 A= ,B=—-_,C= _, D=— ,E=5,F=—69
6 30 42 30 66 2730

die sogenannten Bernoulli-Zahlen sind. Fiir eine elegante Erkldrung verweisen
wir auf AbschnittI1.10.

Ubungen
1.1 Das folgende Problem in Vietes Notation

r+y+2=20
TiY=y:2
Ty =8

wurde Tartaglia am 15. Dezember 1536 von Zuanne de Tonini da Coi (Colla)
gestellt. Tartaglia konnte es nicht 16sen (siehe Notari 1924). Eliminieren Sie
die Variablen x und z, um zu verstehen, wieso. Cardano gab das Problem
spiter an Ferrari weiter, der eine Losung fand (siehe niichste Ubung). Es ist
nicht erstaunlich, dass Ferrari und Tartaglia spéter bose Briefe mit hitzigen
Wortwechseln iiber mathematische Fragestellungen austauschten.

1.2 Rekonstruieren Sie Ferraris Losung der biquadratischen Gleichung
(1.28) 2 +ar? =br+e.

Hinweis. a) Addieren Sie auf beiden Seiten a?/4 und Sie erhalten

2
9 a)2 0 a

(Jc + 9 T+ ¢+ 4

b) Fiigen Sie einen Parameter y ein und addieren Sie y? + ay + 222y auf
beiden Seiten, mit dem Ergebnis

2 @ 2 2 2 a?
(az +2+y) =2r*y+br+y +ay+c+ 4

c¢) Der Ausdruck auf der rechten Seite, geschrieben als Ax? 4+ Bz + C, ist
von der Form (ax + 3)? falls B?> = 4AC. Dies fiihrt zu einer Gleichung
dritten Grades fiir y.
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1.3

1.4

1.5

I. Einfiihrung in die Analysis des Unendlichen

d) Cardanos Formel (1.14) liefert eine Losung fiir y, setzen Sie diese ein in
die folgende Gleichung mit zwei Wurzeln:

(Jc2 + ; —l—y) = +(ax + 3).

Bemerkung. Jedes Polynom z* + az® + b2% + cz + d = 0 kann auf die Form
(1.28) zuriickgefiihrt werden, wenn man « = z + a/4 substituiert.

(Euler 1749, Opera Omnia, Band VI, S.78-147). Losen Sie die Gleichung
vierten Grades

2+ B2 +Cx+D=0

durch Koeffizientenvergleich mit
z* + Ba® + Cx + D = (2 + uzx + a) (2 — uz + )

und finden Sie eine Gleichung dritten Grades fiir u2. Losen Sie diese Glei-
chung und berechnen Sie die Losungen der zwei quadratischen Gleichungen.

(L. Euler 1770, Vollst. Anleitung zur Algebra, St. Petersburg, Opera Omnia,
BandI). Betrachten Sie eine Gleichung vom Grad 4 mit symmetrischen Ko-
effizienten, z.B.

(1.29) 2t +52% + 822 + 52 +1=0.

Zerlegen Sie das Polynom in (22 + rx + 1)(2% + sx + 1) und finden Sie die
vier Losungen von (1.29).

Bemerkung. Fiir eine weitere Moglichkeit, (1.29) zu 16sen, teilen Sie die Glei-
chung durch x2 und benutzen Sie die neue Variable u = x + x~1.

Problem vorgestellt von Armenien/Australien fiir die 35te Internationale
Mathematik-Olympiade (stattgefunden in Hong Kong, 12. bis 19. Juli 1994).
Sei ABC ein gleichschenkliges Dreieck mit AB = AC. Nehmen Sie an,
dass (i) M ein Mittelpunkt von BC ist, und dass O derjenige Punkt auf der
Geraden AM ist, bei dem OB senkrecht auf AB steht; (ii) (Q ein beliebiger
Punkt auf dem Segment BC ist, verschieden von B und C; und (iii) F auf
der Geraden AB liegt und F' auf der Geraden AC liegt, so dass E, Q) und F
verschieden und kollinear sind. Beweisen Sie mit Viete’s Methode, dass OQ
genau dann auf E'F' senkrecht steht, wenn QF = QF'.
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A3 .
Aen Cartestees

R. Descartes 1596-1650° 1. Newton 1642-1727°

Summa Poteffatum.

fr 0 inn+%n,
fon 20 in3 4Znn 4 §n.
S 0 int +im 4 gnn,
+znt + j”’ X—35 »,
el aRsT ol SES ST R
+30° 4 205 ke w3k 440,
+i~ﬂ7 + '1'72”6 *—5721'_”4 * -+ -fli” 5,

+30 + ;‘"7 *—T;F”‘ X+ 3# Xk—shn.
/o wT‘°"m+%”9 + 28 k=756 k4 Lnt k—ihnne
o0 N FEn Ot o0 k— 147 k18 k—in Kbz
Quin imd qui legem progreflionis inibi attentius infpexerit , eundem
etiam continuare poterit abfq; his ratiociniorum ambagibus : Sumti
enim ¢ pro poteflatis cujuslibet exponente, fit fumma omnium »< feu

ﬁ;c 20 c__;__lnc “+1 4 Inc4 EA”¢—1+t.c—|.c—z B"c—3+

E
® g O -

1710 {20 Jmt 2 O er e frens
T
o

2.3 .4
CoC=1.Cm2.C=3.C~—4 Cilc—5 . Cog==[.¢—2.Comm3 C—4g.cm5.C—6
2.3.4.5.6 ! 2 .3.4.5.6.7.8

Dne—=z2,...&

Jak. Bernoulli, Ars conj. 17050

910 Abbildungen mit Erlaubnis der Bibl. Publ. Univ. Genéve.
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.2 Exponentialfunktion und binomischer Lehrsatz

-2

Hier ist es angemessen, zu bemerken, dass ich 27 272 273 27t &e.

. 1 3 5 1 2 .
rord x'4,&c.schrelbe,x2,x2,x2,x3 ,xﬁ,&c.fur\/x,\/x3,

x° xZ £ GCS )
3 3 - -2z 1 W 1 1
Vs, Jx, 22, &c.undz 2,273, 27 4 &c. fiir Vit Y <1/gg,&c. Und
dies gemil einem Analogieschluss, den man aus geometrischen Folgen wie
. . 5 3 1 _1 _
dieser hier ersehen kann; 2°, z2, 2%, z2, z, x2, 2°, dh. 1) x" 2, x !

2 , 272, &e. (Newton 1671, Fluxiones, Engl. Veroffentl. 1736, S. 3)

fiir

Fiir eine gegebene Zahl a schreiben wir
2.1 a-a=dad? a-a-a=a, a-a-a-a=a

Diese Schreibweise hatte sich nur langsam durchgesetzt, hauptsidchlich dank den
Arbeiten von Bombelli im Jahr 1572, Simon Stevin in 1585, Descartes und New-
ton (siehe Zitat). Wenn wir multiplizieren, beispielsweise

a>-a®*=(a-a)-(a-a-a)=a-a-a-a-a=a,
erkennen wir die Regel
(2 2) an . a'rn — an-{-'rn

In der geometrischen Folge (2.1) ist jeder Term das a-fache seines Vorgidngers.
Wir konnen diese Folge auch nach links hin fortsetzen, indem wir die Zahlen
durch a teilen. Dies fiihrt zu

-2 1 —171 0 __ _ _
a = , a =, a=1, a =a, a"=a-a, ...,
a-a a

wobei wir Nutzen ziehen aus der Notation
2.3) a "=

Auf diese Weise gilt Formel (2.2) auch fiir negative Exponenten. Wenn wir nun
mehrfach y/a an 1 multiplizieren, wobei a eine positive Zahl sein muss, erhalten
wir die geometrische Folge

1, Va, Va-va=a, va-va-va=vVad, Vat=d>, ...,

was uns zur Notation
Q2.4) o™ = Yam.

veranlasst. Hiermit bleibt Formel (2.2) auch fiir rationale Exponenten giiltig. Wir
ziehen dabei nur die positiven Wurzeln, so dass a®/2 zwischen a? und a® liegt. Der
letzte Schritt (fiir die Menschheit) liegt in irrationalen Exponenten, die, wie Euler
uns versichert, ,,schwerer zu verstehen sind. Aber ,,Sic aV'7 erit valor determi-
natus intra limites a2 et a3 comprehensus* bedeutet, dass aV7 als Wert zwischen
a? und a® liegt, zwischen a2/19 und a?7/1°, zwischen 264/190 ynd ¢265/100,
zwischen q2645/1000 yp(g 2646/1000 4 g0 weiter.
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Der binomische Lehrsatz

Obwohl diese Behauptung eine unendliche Zahl an Fillen umfasst, werde
ich einen ziemlich kurzen Beweis angeben, allein durch die Annahme
zweier Lemmata.
Das erste, das selbstverstindlich ist, sagt aus, dass dieses Verhiltnis fiir die
zweite Zeile eintritt; denn es ist ziemlich offensichtlich, dass sich ¢ zu o
verhilt wie 1 zu 1.
Das zweite besagt, dass, wenn dieses Verhiltnis in irgendeiner Zeile auftritt,
es auch in der néchsten Zeile notwendigerweise auftreten muss.

(Pascal 1654, einer der ersten Induktionsbeweise)

Wir wollen den Ausdruck (a+b)™ ausmultiplizieren. Indem wir nacheinander mit
(a + b) multiplizieren, erhalten wir jeweils

(a+0)° =1
(a+b)=a+b
(2.5) (a+b)* =a* +2ab +b*
(a+b)* = a® + 3a®b + 3ab® + V*
(a+b)* = a* + 4a3b + 6a%b* + 4ab® + b*,

und so weiter. Es erscheint ein interessantes Dreieck von ,,Binomialkoeffizienten*
(Omar Alkhaijama im Jahr 1080, Tshu shi Kih in 1303, M. Stifel 1544, Cardano
1545, Pascal 1654, siche Abb.2.1)

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
(2.6) 1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

in dem jede Zahl die Summe ihrer zwei ,,Ubergestellten” ist. Wir wollen eine
allgemeine Regel fiir diese Koeffizienten finden. Es ist nicht schwer zu sehen,
dass die erste Diagonale nur aus Einsen besteht, und die zweite (1,2,3,...) aus

,»n‘. Fiir die dritte Diagonale (1, 3,6, 10, . ..) erraten wir ,, "(?;1) «, gefolgt von
. ”("7112)(; =2« und so weiter. Dies lisst uns folgenden Satz vermuten.

(2.1) Satz (Pascal 1654). Fiirn = 0,1,2,... finden wir

(n—1) a2 + n(n —1)(n —2)

n—313
1.9 1.2.3 a" "+

(a_"_b)n — an-i-?an_lb-i-n

Diese Summe ist endlich und endet nach n + 1 Termen.

Beweis. Wir berechnen das Verhdiltnis einer jeden Zahl aus (2.6) zu ihrem linken
Nachbarn (Pascal 1654, S.7, ,,Consequence douziesme™).
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ABB. 2.1. Erstpublikation des Pascalschen Dreiecks, Pascal (1654)!

2 1
1 2
3 2 1
4 ! 3 2 2 3 1
(27) 5 ! 4 2 3 3 2 4 1
6 ! 5 2 4 3 3 4 2 5 1
1 2 4
7 6 5 3 4 3 5 2 6 1
1 2 3 5 6 7

Nun ist es nicht mehr schwer, eine allgemeingiiltige Regel zu erraten. Wir bewei-
sen diese Regel durch , Induktion nach der Zeilennummer* (siehe Zitat). Nehmen
wir an, dass

(2.8) A B ¢ D=A+B, E=B+C
D E
ein Teil des Pascalschen Dreiecks ist, in dem die ,,Induktionsannahme’
Bk C k-1
A (-1 B 12

gilt. Dann gilt auch

E _B+C 144 1481 Al g
DiA_’_Big_’_lié;l#»lié—}cﬂ'kig’

(2.9)

' Abb. 2.1 mit Genehmigung der Bibl. Publ. Univ. Genéve.
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was bedeutet, dass wir in der nichsten Zeile dieselbe Struktur vorfinden.

Die Tatsache, dass die Verhiltnisse in der n-ten Zeile von (2.7) gegeben sind
durchn/1, (n—1)/2, (n—2)/3, ...impliziert, dass die Koeffizienten von (2.6) ein
Produkt dieser Verhiltnisse sind; beispielsweise ist die ,,20° in der siebten Zeile
das Produkt

20_20 15 6 (2;7) 4 5 6 6-5-4
156 1 3 21 3.2.1
und wir sehen ein, dass Satz 2.1 allgemeingiiltig ist. O

Diese Koeffizienten
nn—1...n—j+1) nn-1)...n—74+1)(n—yj)...1

1-2-...-7 1-2-...-9-1-2-...-(n—3j
(2.10) J J (n—17)
B nl B (n)
JHn—34)! J
werden Binomialkoeffizienten genannt, und n! = 12 - ... - n heiBt die Fakultit
von n.

Anwendung auf das Interpolationspolynom. Wir entwickeln die Ausdriicke im
Differenzenschema (1.25):

Yo
Y1 — Yo
Y1 Yo — 2y1 + Yo
Y2 — Y1 Y3 — 3y2+3y1 — Yo -
Y2 Y3 — 2y2 + 11
Ys — Y2
Ys

Das Auftauchen des Pascalschen Dreiecks ist kein Zufall, da jeder Term die Dif-
ferenz der zwei links von ihm stehenden Terme ist.

Desweiteren ist jeder Term des Schemas (1.25) die Summe des Terms iiber
ihm und des Terms rechts von ihm. Damit kann das Schema auch wie folgt
geschrieben werden:

Yo
Ayo
Yo + Ayo APy
Ay + A%y Adyq
Yo + 24y0 + A%yo A?yy + A3y

Ayo + 242y + A’y
Yo + 3Ayo + 3A%yo + Ay
Auch in dieser Richtung erscheint wieder das Pascalsche Dreieck. Formel (2.10)
ergibt damit

nin—1)(n—2)

31 Mdyg + ...,

n nn—1
Yn = Yo + 1Ay0+ ( 91 )AQ?JO+

womit Satz 1.2 bewiesen ist.
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Negative Exponenten. Wir beginnen mit

1

1
(a+8)"" = a+b’

Wenn wir annehmen, dass |b] < |a|, so ist eine erste Anniherung an dieses
Verhiltnis schlicht 1/a. Wir versuchen, diesen Wert durch eine unbekannte GroBe
0 zu verbessern:

1 1 b
= 40 = 1=14  +ad+bd
a+b a a
Da |b| < |a|, vernachldssigen wir den Term b3 und erhalten § = —b/a?. Wieder-

holen wir diesen Prozess wieder und wieder (oder, um priziser zu sein, fahren mit
einer Induktion fort), finden wir

1 b b
2.11 by t="— -
@1h) (a+9) a a? + ad  a* T
was dasselbe ist wie Satz 2.1 fiir n = —1; doch dieses Mal ist die Reihe unendlich
lang.

Wenn wir (2.11) mit @ multiplizieren und = = b/a einsetzen, erhalten wir

1
(2.12) 1+x=1—w+x2—x3+x4—x5+... |z] <1,

die beriihmte geometrische Reihe (Viete 1593).

Quadratwurzeln. Als nichstes betrachten wir (a + b)'/? = \/a + b. Wieder
nehmen wir an, dass b klein ist, so dass v/a + b ~ \/ a, und suchen nach einem 6,
so dass

Va+b=+va+9

eine bessere Anniherung ist. Quadrieren liefert

a+b= (\/a+5)2:a+2\/a5+52.

Da § klein ist, vernachlidssigen wir §2 und erhalten § = b/(2+/a), also

b
(2.13) ¢a+bz¢a+2\/a , b| < a.

Beispiel. Berechnung von /2. Wir beginnen mit dem Schitzwert v = 1,4 und
setzen @ = v2 und b = 2 — a = 2 — v? ein. Dann gibt uns (2.13) einen neuen

Schitzwert )

+2—v _1(2+>
v 20 2\w v)

eine Formel, die wir nun wiederholt anwenden konnen, mit dem Ergebnis
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1,4

1,414285

1,4142135642

1,4142135623730950499

1,4142135623730950488016887242096980790

1,41421356237309504880168872420969807856967187537694807317667973799 .
Dieselbe Rechnung, durchgefiihrt in Basis 60, ergibt mit dem Startwert 1, 25 das
Resultat 1,24, 51, 10 (Kommas trennen hier die Ziffern in Basis 60). Dieser Wert
wurde auf einer babylonischen Tafel gefunden, die auf 1900 v. Chr. datiert (siche
Abb. 2.2, siehe auch van der Waerden 1954, Kapitel II, Bildtafel 8b). Dies deutet
darauf hin, dass Formel (2.13) bereits seit der babylonischen und griechischen
Antike angewandt wird.

ABB.2.2. Auf der babylonischen Keilschrift-Tafel YBC 7289 von 1900 v. Chr. ist ein
Quadrat der Seitenldnge 30 abgebildet, die Diagonale wird mit 42, 25, 35 angegeben, und

das Verhiltnis mit 1,24, 51, 10.?

Ndchster Schritt (Alkalsadi etwa 1450, Briggs 1624). Um (2.13) weiter zu
verbessern, betrachten wir

b
b= 1)
Vatb=va+, Ja o
berechnen das Quadrat

b2 b,
a+b:a+b+4a+2\/a5+ + 67,

Va

vernachlissigen die letzten zwei Terme, und erhalten

b2

b
(2.14) \/a+b~\/a+2\/a—8\/a3.

2 Abbildung mit Erlaubnis der Yale Babylonian Collection.
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Beispiel. Fiir /2 liefert die neue Approximation diesmal

2—v? 4—4?+0t 3v 3 1

2 8v3 =8 Toy T

deren wiederholte Anwendung, beginnend mit v = 1, 4, sehr schnell konvergiert:

v+

1,4

1,4142128

1,41421356237309504870
1,41421356237309504880168872420969807856967187537694807317643 .

Die Gleichungen (2.13) und (2.14) werden deutlich iibersichtlicher, wenn wir
durch +/a teilen, und b/a durch x ersetzen:

x  x?

1 X 1
1 ~1 1 ~1 - .
A+a) =1ty +a)imie) ="

Mit dem Ziel noch besserer Anndherungen konnen wir die obigen Rechnungen
weiterfiihren. Das Ergebnis wird eine Reihe der Form

(1+2)2 :1+;+bx2+cx3+dz4+...,

sein, deren Koeffizienten b, ¢, d, . . . wir noch bestimmen miissen. Setzen wir diese
. . . . 1 1 .
Darstellung ein in die Beziehung (1 + x)2 (1 + z)2 = 1 4 z und vergleichen

die Potenzen von x miteinander, so erhalten wir b = —1/8, ¢ = 1/16,d =

—5/128, ..., was sofort zu einer besseren Approximation fiihrt (Newton 1665):
1 1 1 1 )

2.15 1 2 =1 -z’ 5 — R

(2.15) (1+2) Tt T g™ T s T

Wir stellen iiberdies fest

111 - 1 1-1-3 3 -D(;-2)
8 2.4 2 16 2-4-6 1-2-3 '
5 1-1:35 55— DG -2)(5-3)
128 2.-4-6-8 1-2-3-4 ’

was uns vermuten lédsst, dass Satz 2.1 auch fiir n = 1/2 giiltig ist. Die Folge
1+2/2,14+2/2—2%/8, ... istin Abb. 2.3 skizziert und illustriert die Konvergenz
von (2.15) gegen /1 + x fiir -1 < z < 1.

Beliebige rationale Exponenten.

Alles dies geschah in den zwei Jahren der Seuche 1665 und 1666, denn

zu dieser Zeit war ich in der Bliite meiner Jahre als Erfinder, und widmete

mich der Mathematik und Philosophie mehr als zu jeder spéteren Zeit.
(Newton, zitiert nach Kline 1972, S.357)

Einer von Newtons Einfillen in jenen ,,anni mirabiles”, inspiriert von der Arbeit
von Wallis (siehe die Bemerkung, die auf Gl. (5.27) folgt), war der Versuch, die
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Vit

ABB.2.3. Reihe fiir (1 +2)2 = 1+ oz — la?+ Lo? — Sat. ..

Polynome (1 + z)°, (1 + 2)!, (1 4+ )2, ... zu interpolieren, mit dem Ziel, eine
Reihe fiir (1 + x)® mit rationalem a zu finden. Dies bedeutet, dass wir die Ko-
effizienten in Satz 2.1 interpolieren miissen (siche Abb.2.4). Da letztere selber
Polynome in n sind, ist klar, dass das Resultat durch denselben Ausdruck gegeben
sein muss, wenn man n durch a ersetzt. Wir erhalten somit den allgemeinen Satz.

(2.2) Satz (Allgemeiner binomischer Lehrsatz von Newton). Fiir jedes rationale
a und fiir |x| < 1 gilt

a ala—1) 5 ala—1)(a—2) 4
1 =1
(14x) tizh oy .93

B ¥
g O
T.£.3. z.
h4g 3 3

A %.“

- g 0. 3.
0. 6.0~
o. %0' 5k

ABB. 2.4. Interpolation des Pascalschen Dreiecks, Newtons Originalmanuskript (1665)*
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Selbst Newton empfand das Interpolationsargument als gefihrlich. Euler gab
den allgemeinen Satz in seiner Introductio (1748, §71) ohne weiteren Beweis oder
Kommentar wieder (,,ex hoc theoremate universali). Erst Abel sah Bedarf fiir
einen strengen Beweis, ein Jahrhundert spéter (sieche AbschnittII1.7 unten).

Bemerkung. Dies ist genau die Formel, die auf Newtons Grabstein in Westminster
Abbey 1727 eingraviert wurde. Versuchen Sie nicht, sie zu finden . . . in den letzten
hundert Jahren war die Formel unlesbar.

Die Exponentialfunktion

... ubi e denotat numerum, cuius logarithmus hyperbolicus est 1.

(erste Definition von e; Euler 1736b, Mechanica, S. 60)
Urspriinge. 1. F. de Beaune (1601-1652) war der erste Leser von Descartes’ ,,Géo-
métrie”“ aus dem Jahr 1637. Ein Jahr spiter stellte er Descartes das folgende
geometrische Problem: Man finde eine Kurve y(x), so dass fiir jeden Punkt P
der Abstand zwischen den Punkten V und T, die die Schnittpunkte zwischen
der x-Achse und der vertikalen bzw. tangentialen Linie sind, stets konstant a
ist (sieche Abb.2.5a). Trotz den Anstrengungen von Descartes und Fermat blieb
dieses Problem fiir fast 50 Jahre ungelost. Leibniz (1684, ,,... tentavit, sed non
solvit“) schlug dann folgende Losung vor (siehe Abb. 2.5b): Sei (z, y) ein bereits
gegebener Punkt auf der Losungskurve. Sodann erhohe man = um einen kleinen
Betrag b, so dass sich y (aufgrund der Ahnlichkeit zweier Dreiecke) um yb/a
erhoht. Man wiederhole diesen Prozess, und erhalte eine Folge von Funktions-
werten

Y, (1+2) Y, (1+Z)2y, (1+2)3y,...

fiir die Abszissen z, x + b, x + 2b, x + 3D, ... .

2. Fragen der Form ,,Wenn die Bevolkerung einer bestimmten Region jdhrlich
um ein Dreifligstel wichst, und diese Region zu einem Zeitpunkt 100.000 Ein-
wohner hatte, wie hoch wire dann die Bevolkerung 100 Jahre spiter?‘ (Euler
1748, Introductio §110) oder ,,Ein bestimmter Mann lieh sich 400.000 Gulden zum
Wucherzins von fiinf Prozent im Jahr . . . (Introductio §111) fiithren zur Berech-
nung von Ausdriicken der Art

1 y 100 N N
(2.16) (1 + 30) , (1 + 0.05) , oder allgemein (1 + w) ,

wobei w klein ist und IV groB.

3 Abb. 2.4 mit Genehmigung der Cambridge University Press.
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LZ

A
P % %
T a \Y xbbbbbbd
ABB.2.5a. Beaunesche Aufgabe ABB.2.5b. Leibniz’ Losung

Die Eulersche Zahl. Nehmen wir zundchst mal an, dass w = ]{, Wir berechnen
(2.16) mit Hilfe von Satz 2.1 zu
INY N NN-1)1 NN-1)N=-2) 1
(1+N) SR S OF SN OO SF SR
11— ) N 11— DA = 3)
1-2 1-2-3

Ohne mit der Wimper zu zucken, behauptet Euler nun: ,,Wenn N eine Zahl ist
groBer als jede bestimmbare Zahl, dann ist V3! gleich 1¢. Dies zeigt, dass, wenn

N
N gegen Unendlich strebt, (1 + 4, )" gegen die sogenannte Eulersche Zahl

=1+1+

1 1
(2.17) e=1+1+ L+ 5 aF 9.5 4FT

konvergiert. Wir mochten betonen, dass dieses Argument gefahrlich ist, da es un-
endlich oft angewendet werden muss. So konnte man durch einen dhnlichen ,,Be-
weis” zeigen:
= e C0h0t04. =0
2 2 3 3 3 N N TN B
Wir werden auf diese Frage in AbschnittIIl.2 zuriickkommen. Tabelle 2.1 ver-
gleicht die Giite der Konvergenz der Reihe (2.17) mit der von (1 + ).

Potenzen von e. Als niichstes betrachten wir in (2.16) den Fall w = /N, wobei z
eine feste, z.B. rationale Zahl ist. Das bedeutet, dass wir gleichzeitig N gegen Un-
endlich und w gegen Null streben lassen, in der Weise, dass ihr Produkt konstant

gleich z bleibt. Dieselbe Rechnung wie zuvor fiihrt uns nun zum Ergebnis
x\N x? z3 z?

2.18 (1+ ) —1 L

(2.18) TN T T T T 23T 12307
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TABELLE?2.1. Berechnung von e

N 1+ DY L+ + L+ +
2,000 2,0
2,250 2.5
2,370 2,66
2,441 2,708
2,488 2,7166

2,522 2,71805

2,546 2,718253

2,566 2,7182787

2,581 2,71828152

2,594 2,718281801

2,604 2,7182818261

2,613 2,71828182828

2,621 2,718281828446

2,627 2,7182818284582

2,633 2,71828182845899

2,638 2,7182818284590422

2,642 2,71828182845904507

2,646 2,718281828459045226

2,650 2,7182818284590452349

2,653 2,718281828459045235339

2,656 2,7182818284590452353593

2,659 2,718281828459045235360247

2,661 2,7182818284590452353602857
2,664 2,718281828459045235360287404
2,666 2,7182818284590452353602874687
2,668 2,71828182845904523536028747125
2,670 2,718281828459045235360287471349
2,671 2,71828182845904523536028747135254

B 1 1D RO RO B D PO B = = i it i i
AN NRERDO N, O AT NRARRPO— O ORI N R W=

Wir kénnen aber auch M = N/z, N = xM fiir jene Werte von N einsetzen,
fiir die M eine ganze Zahl ist. Lassen wir N und M gegen Unendlich streben,
bedeutet dies

e (1) = () ()Y e

Kombinieren wir (2.18) und (2.19), erhalten wir den folgenden Satz.
(2.3) Satz (Euler 1748, Introductio §§123, 125). Fiir N gegen Unendlich gilt

2?2 23 2t

2!-1- + +.. a

\N .
(1+N> —e=1l+z+ 31 a4l

Die Konvergenz dieser Ausdriicke gegen e” (was auch mit exp x bezeichnet
wird) ist in den Abbildungen2.6a und 2.6b dargestellt. Die gepunktete Linie ist
dabei die exakte Funktion e”.
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‘6

6 :

4

2 JN=1
e 6 : :
-3 2 1 1 2

i, -2~

3
- N z?2 3
ABB. 2.6a. (1 + N) ABB.2.6b. 1+x+ 7 + % +...

Ubungen

2.1

2.2

23

Beweisen Sie die folgende Formel (Euler 1755, Opera Band X, S.280),
nutzen Sie dafiir 50 = 2 - 52 = 72 + 1:

\/2—7(1+ Lo by 108ed +etc)
~ 5\ 7100 " 100-200 T 100-200-300

»quae ad computum in fractionibus decimalibus instituendum est optissima“.
Summieren Sie nummerisch fiinf Terme dieser Reihe.

Hinweis. Arbeiten Sie mit der Reihenentwicklung von (1 — z)~1/2,

Zeigen Sie, dass die Zahl, die in Basis 60 als 1,25 geschrieben wird, eine
gute Anndherung an V2 ist. Zeigen Sie dann, dass eine Iteration des ,,ba-
bylonischen Quadratwurzel-Algorithmus™, der aus Formel (2.13) folgt, zu
1,24,51,10,... fiihrt, dem Wert aus Abb.2.2.

Multiplizieren Sie die Reihe
(1+2)Y =1+ax+ba?+ca® + ...

zweimal mit sich selbst, und bestimmen Sie so die Koeffizienten a, b, c, . . . .
Sie sollten folgendes finden:

(1+x)1/3:1+§—
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Benutzen Sie 2 - 42 — 52 = 3, um hieraus die folgende Formel abzuleiten:
3 ) 1 2
2= (1 -
v <+1-125 1-2-(125)2
n 2-5 -5-8 n
1-2.3-(125)%  1-2-3-4.(125)4 " )

Bemerkung. Die Bestimmung von /2 war eines der grofBen Probleme der
griechischen Mathematik (Verdoppelung des Wiirfels).

(Bernoullis Ungleichung; Jak. Bernoulli 1689, siehe 1744, Opera, S.380;
Barrow 1670, siehe 1860, Works, Lectio VII, §XIII, S.224). Beweisen Sie
durch Induktion nach n, dass
(I+a)">14mna fir a>-1, n=0,1,2,...
1

l—-na<(l—a)" < fir 0<a<l, n=23,....
1+ na

Studieren Sie die Konvergenz von (1+ ! )" gegen e, und betrachten Sie dafiir
die Folgen

1 n 1 n+1
:(1+ ) und bn:(1+ ) .
n n
Zeigen Sie, dass

g <a<az<...<e<...<bg<by<b

und b,, — a,, < 4/n gelten.
Hinweis. Benutzen Sie die zweite Ungleichung von Ubung 2.4 mita = 1/n?.
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.3 Logarithmen und Flichen

Tabularum autem logarithmicarum amplissimus est usus . . .
(Euler 1748, Introductio, §110)

Der Begriff des Logarithmus wird von den Schiilern im allgemeinen nur
sehr schwer verstanden. (B.L.van der Waerden 1957, S. 1)

M. Stifel widmete 1544 (siche Nachbildung in Abb. 3.1) sein Interesse dem Zusam-
menspiel folgender zweier Folgen:

-3 -2 -1 0123 4 5 6 7 8

11 1
s 14 o 1 2 4 8 16 32 64 128 256

ARITHMETICAE LIBER 111, C237]
T&didllone, ut plene oftendi Tib, 1 capite degeomet.progrel,
Vide ergo,

O, e 2. 3. 4. 5. 6, 7 8

e 2« 4o 8, 16, 32, 64, 128, 256,
Sicutex additione(in fuperiore ordine) 3 ad s flunt 8,fic(in in-
feriore ordine)ex multiplicatione 8 in 32 fiunt 256.Eftautem
3 exponens ipfius otonatij , & 5 eft exponens numeri 32 . & 8
eft exponens numeri 256, Itemficutin ordine fuperiori, ex
fubtn@ione 3 de 7.remanent 4.{ta in inferiori ordine ex diui=
flones28 per 8,flunt 16,

Sed oftendenda eft ifta fpeculatio per exemplum,.
-3 |-2=1] of 1] 2] 3] 4] 5] ¢
| 5] 2| %) o] 2] 4] 8[16[32]64

ABB.3.1. Ausziige aus Stifels Buch (S.237 und 250)!

Uns fillt auf, dass der Ubergang von der unteren zur oberen Zeile Produkte in
Summen tiberfiihrt. So kann man beispielsweise, statt 8 mit 32 ,,in inferiore ordine*
zu multiplizieren, auch die entsprechenden ,,LLogarithmen 3 und 5 ,,in superiore
ordine” nehmen, ihre Summe (8) berechnen, und zur ,,inferiore ordine* zuriick-
kehren, womit man das Produkt 8 - 32 = 256 findet. Da Addition einfacher ist
als Multiplikation, wire eine detailliertere Tabelle dieser Art von groBem Nutzen.
Derart ,logarithmische™ Tabellen (Adyos ist griechisch fiir ,,Wort, Beziehung*,
apBuos steht fiir ,,Zahl“, Logarithmen sind folglich niitzliche Beziehungen zwi-
schen Zahlen) wurden zuerst von John Napier (1614, 1619), Henry Briggs (1624)
und Jost Biirgi (1620) berechnet.

! Abbildung mit Genehmigung der Bibl. Publ. Univ. Gengve.
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(3.1) Definition. Eine Funktion {(x), definiert fiir positive Werte x, heifit
logarithmische Funktion, falls fiir alle x,y > 0 gilt:

3.1 Uz -y) = 0z) + U(y).

Wenn wir zunichst y = z/x und dann 2 = y = 1 in (3.1) einsetzen, folgt

(32) 0z /) = 0(z) — {(a),
(3.3) (1) = 0.

Wenden wir (3.1) zweimal auf z - y - z = (x - y) - 2z an, finden wir

(3.4) Ux-y-2z)=L(z) +L(y) +L(2),

und entsprechendes fiir Produkte von vier oder mehr Faktoren. Desweiteren
konnen wir (3.4) auf ¥z - Yz - ¥Jxr = x anwenden, wir erhalten daraus

0({/z) = 30(x) oder allgemein

m m

(3.5) Laxn)= " L), mit zn = {am.

Basen. Sei /(x) eine fest vorgegebene logarithmische Funktion. Wir nehmen
auBerdem an, dass es eine Zahl a gibt, fiir die £(a) = 1 ist. Dann wird aus (3.5)

(3.6) fa¥) =",

d.h., die logarithmische Funktion ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
a”. Wir nennen sie den Logarithmus zur Basis a und schreiben

3.7 y =log, x falls x=a".

Logarithmen zur Basis 10 (Briggsche Logarithmen) sind besonders geeignet
fiir numerische Berechnungen, da eine Verschiebung des Dezimalkommas schlicht
eine ganze Zahl zum Logarithmus hinzufiigt. Die beste Basis fiir theoretische Ar-
beiten ist jedoch, wie wir bald sehen werden, die Eulersche Zahl e (natiirlicher
Logarithmus, selten auch Neperscher, Napierscher oder hyperbolischer Logarith-
mus). Dieser Logarithmus wird gewohnlich mit In 2 oder log « bezeichnet.

Eulers ,,goldene Regel“. Sobald die Logarithmen in einer Basis bekannt sind,
lassen sich die Logarithmen aller anderen Basen durch eine einfache Division
errechnen. Um dies einzusehen, betrachtet man den Logarithmus von x = a¥ zur
Basis b und benutzt (3.7) und (3.5), also

log, x

3.8) log, x =y - log, a = y =log,r = .
logy a
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Berechnung des Logarithmus

Man erhilt eine gro3e Zahl an Logarithmen dadurch, dass man die Quadratwurzel
der Basis a berechnet, dann die Quadratwurzel der Quadratwurzel usw., wobei
sich die Logarithmen mittels (3.6) stets halbieren. Produkte der Quadratwurzeln
liefern mit (3.1) weitere Logarithmen. Dies ist fiir = 10 in Abb. 3.2 dargestellt.

1,00 el J

Zahlen Logarithmen P o
o
10,0000 1,0 0.75 =

7,4989 0,875 ’,r
5,6234 0,75
4,2170 0,625 0.50
3,1623 0,5
2,3714 0,375
1,7783 0,25 0.25
1,3335 0,125
1,0000 0,0

0,001 1 101/4 161/2 ‘ ‘ 103}4 ‘ ‘ ‘ 10

ABB. 3.2. Mehrfache Wurzeln von 10 und ihre Produkte

Es bleibt aber ein Problem: Uns wiirden vielmehr Logarithmen zu Zahlen wie 2,
3,4, ... 1interessieren, als solche zu 4, 2170 oder 2, 3714.

Briggs Methode. Man berechne die Wurzel von 10, dann die Wurzel der Wurzel
usw., 54 Mal (siehe die Nachbildung in Abb. 3.3). Mit ¢ = 1/254 ergibt dies

(3.9a) 10¢ = 1,00000 00000 00000 12781 914932003235 =1 + a.
Sodann berechne man auf dieselbe Weise die iterierten Wurzeln von 2:
(3.9b) 2¢ = 1,00000 00000 00000 03847 739796558310 =1 + b.

Wir wollen den Wert von x = log;, 2 berechnen, dieser erfiillt 2 = 10. Folglich
gilt

(3.90) . (3.92) . Saz22)

1+b = (109" (1+a)

+ ax
und wir finden

b 3847739796558310
3.10) logi(2) =2~ ° = ~ 0,3010299956638812.
(3100 logi(2) =z~ = 15001014932003235 "

Damit haben wir gerademal einen Wert. Die Gesamtarbeit, die fiir eine umfang-
reiche Tabelle notwendig ist, iibertrifft jede Vorstellung.

2 Abb. 3.3 mit Erlaubnis der Bibl. Publ. Univ. Genéve.
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D

Neumseri continne Medyy inter Denaridi & Puitate,
To

516232,77660,16837,93319,08803,54
17782,79410,03892,28011,97204,13
13335,21432,16332,40256,65389,3c8
11547,81984.68945,81796,61918,213
10746,07828,33131,74972,13817,65 38

E
Logarithmsi ratiovales,
I,000
0,50
0,25
0,125
0,062%
0,03125

10366,32928,43769,79972,90627,3131
10181,51721,71818,18414,73723,8144
10090,35044,84144:74377:59005,1391
1004§,07364,25446,25155,64670,6113
10022,51148.29291,29154,65611,7367

0,01562,5
0,00781,25
0,00390,62¢
0,00195,3125
0,00097;656125

10011,24941,39987,98758,85395,5180¢
1000;,62312,60220,85366,18495,91839
10002,81116,78778,01323,99249,64335
10001,40548,51694,72581,62767.3271¢
10000,70271,78941,14355,38811,70845
10000,35135,27746,18566,08581,37077
10000,17567,48442,26738,33846,78274
10000,08783,70363,46121,46574,07431
10000.04391,84217,31672,36281,88083
10000,02195,91867,55542.02317,07719

0,00048,82812,5
0,00024,41406,2§
0,00012,20703,1 25
o,oooo6,lo;; 1,562¢
o,oooog,osx75,7§1 25
0,00001,52587,89051,5
0,00000,76293,94531,25
0,00000,38146,97265,625
0,00000,19073,48632,812¢
0,00000,09536,74316,4062§

10000,01997,95873,50204,09754,72940

10000,00548,97921.68211,14526,60250,4
19000,00274,48957,07382,95091,25449,9
10000,00137,24477,59510,83283,69572,5
10000,00068,63238,56210,25737,18748,2

©0,00000,04768,37158,20313,5
©0,00000,02384,18579,10156,2§
0,00000,01192,09289,55078,125
0,00000,00596,04G44,775 39,0629
2,00000,00298,02331,38769,53125

10000,00034,31119,22218,83912,75020,8
10000,00017,15559,59637,84719,93879,1
0000,00008,57779,79451,03051,17588,8
0000,00004,38889,8963 3,54198,42901,3
0000,00002, 14444,94793,77762:42970:4

,00000,00149,01161,19384,76562,5
0,00000,00074,50580,59693,38281,2 ¢

09000,00037;25250,29846,19140,62¢

500000,00018,62645,14923,09570,312§
2109000,00009,31322,57461,54785, 15625

©900,00001,07222,47391,34050,76926,8
0000,00000,§3611,23694,13317,14831,4
0000,02000,26 805,61846,70731,51508,7
0000,00000,13402,80923,26383,99277,7
6000,00000,0 6 701,40461,60946,55519,6

200C00,00004,65661,28730,77392,57811, 5.
000000, v 0n9. 13830,G436 a8696,=89°6’,=s
0,00000,00001,16415, 2325 Wys 14453,135

8,
©,00000,00000,58207,66691 134674,07216,5625
0,00000,00000,29103,83045,67337,03613.281 2 s

0000,00000,03 359,79230,79911,91730,0
0000,00000,01675,35115,39815,61857,6
0000,00000,00837,67557,69872,72426,9
0000,00000,00418,83778,84927,59087,9
0000,c0000,00209,41839,42461,60262,5

0,00000,00000,14551,9152%,83668,5 1806,64962,5
,00000,00000,07275,95761,41834,2§903,3203 1,25
0,00000,00000,03637,97880,70917,12951,66015,625
0,00000,00000,01818,98940,3 54585 6475,83007,8125
9,00000,00000,00909,49479,17739,28237,91503,9061 ¢

0000,00000,00104,70944,71230,2§3 11,0
0000,00C00,0 0052,35472,35514,93950,4
2000,00900,0 0026,17736,17807,46048,9
0€00,00000,0901 3,08868,08903,72167,3
0000,00000,00006,544 34,0445 1,85869,75

0,00000,00000,00454,7473 5,98864,64118,95751,95312
0,00000,00000,002.27,3¥367,54432,32059,47875,97656
0,00000,00000,001 13,68683,77216,16029,7393 7,98828
2,00000,00000,00056,84341,88608,08014,86968,9941 4
0,00000,00000,00028,42 179,94 304,04007,43434,49707

5000,00000,90003,37217,02225,92881,337
000,00000,00001,63608,51112,96427,283
%000,00000,00000,81804,25556,48210,295
3000,00000,0C000,40902,127783,24104,311
5000,00000,00000,2045 1,06389,1205 1,946

0,00000,00000,0001 4,210 85,47143,0200 3,71742,24853
0,00000,00000,000 07,10542,73576,01001,85871,12426
0,00000,00000,00003,55271,36788,00500,9293 5,561 3
0,00000,00000,00001,77635,68394,00250,46467,78i06
0,00000,00000,00000,88817,84197,00115,23233,8905 3

900,00000,00000,10225,5 3194,56025,921 L
7000,00069,00000,0§112,76597,28012,947M
1000,0000,00000,025 56,3 8298,64006,470N|

0,00000,00000,00000,44408,92098,50062,616 16,945 26
0,00000,00000,00000,2 3204,46049,2503 1,30808,4726 3
0,00000,00000,00000,11102,23024,625 15,65404,3363 1

}000,00000,0000,01278,19149,32003,23§5 P!

0,00000,00000,00080,05 55 1,1 1512,31257, 83703, 11815

ABB. 3.3. Briggs Berechnung der iterierten Wurzeln von 10, Briggs (1624)>
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Interpolation. Ein wichtiges Werkzeug zur schnellen Berechnung von Logarith-
men war in der damaligen Zeit die Interpolation. Angenommen, wir haben bereits
vier Werte von log;, berechnet. Wir konnen leicht ihr Differenzenschema berech-
nen:

log(44) = 1,6434526765
0,0097598373
log(45) = 1,6532125138 —0,0002145194
0,0095453179 0,0000092277
log(46) = 1,6627578317 —0,0002052917
0,0093400262
log(47) = 1,6720978579

Satz 1.2 (mit verschobenen Koordinaten) erlaubt uns, das Interpolationspolynom
zu berechnen:

p(z) =1,6434526765 + (x — 44) (0,0097598373

(3.11)

Jr;r—45( 46

—0,0002145194 + v ; : 0,0000092277)) .
Einige ausgewihlte Werte sind in Tabelle 3.1 mit ihren Abweichungen von den
echten Werten wiedergegeben. Trotz der Einfachheit der Rechnung sind die Ab-
weichungen sehr gering. Indem man weitere Stiitzpunkte hinzufiigt, l4sst sich die
Prézision erhohen, falls gewiinscht.

TABELLE3.1. Abweichungen vom Interpolationspolynom

T p(x) log,,(x) Differenz

4425 1,645913252 1,645913275 2341078
44,50 1,648359987 1,648360011 2421078
44,75 1,650793026 1,650793040 1,35-107°
4525 1,655618594 1,655618584 —1,05-107°
45,50 1,658011411 1,658011397 —1,43-107%
45,75 1,660391109 1,660391098 —1,04-107%
46,25 1,665111724 1,665111737 1,32-107%
46,50 1,667452930 1,667452953 234 -107°
46,75 1,669781593 1,669781615 224 -107°

Bevor wir mit dem Logarithmenkalkiil fortfahren, fiigen wir einen kurzen Exkurs
in die Geometrie ein.

Berechnung von Fldchen

Die Bestimmung von Flidchen und Volumina fasziniert Mathematiker seit der
griechischen Antike. Zwei der grofiten Errungenschaften von Archimedes (283—
212 v. Chr.) waren die Berechnungen der Flidchen der Parabel und des Kreises. Im
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frithen 17ten Jahrhundert trat dann die Berechnung von Fldchen unter Kurven der
Form y = 2 ins Rampenlicht, sowohl fiir ganze Zahlen a als auch fiir beliebige
(Bonaventura Cavalieri, Roberval, Fermat).

Problem. Sei a gegeben. Man bestimme die Fliache unter der Kurve y = z¢
zwischen den Schranken x = O und z = B.

y=X = B
T 0eRBe
92a B¢
0’B
6B

ABB. 3.4a. Fermat 1601-1655 ABB. 3.4b. Fermats Berechnung der Fliche unter z*

Losung (Fermat 1636). Wir wihlen ein 6, das nahe an, aber kleiner als 1 ist, und
betrachten die Rechtecke, die von der geometrischen Folge B, 6B, 0B, 3B, . ..
(Abb. 3.4b) herriihren, mit ihren Hohen B¢, 8% B%, §2* B*, 3¢ B®_ . ... Dannkann
die gesuchte Fliche anndhernd durch eine geometrische Reihe berechnet werden,

erstes Rechteck + zweites Rechteck + drittes Rechteck + ...
= B(1—-0)B* + B(A — 6*)6°B* + B(6*> — 6*)6**B* + ...

1-6
1— o+t

(3.12)
=Bt (1-0) (1+ 6"t + 6> +..) = B!

- ~ 4
geometrische Reihe

solange nur @ + 1 > 0 bzw. a > —1 gilt (siehe Gl. (2.12)). Sei nun § = 1 — & mit
kleinem €. Dannist 1 — 0 = ¢, 9™ = 1 — (a + 1)e + ... nach Satz 2.2. Wir
finden
1-0 € 1 i 0

1—0t1 " (a4+1)e a+1 et
Die Summe der Rechtecke (3.12) approximiert die Fliche .S von oben (fiir
a > —1). Wenn wir nun die Hohen der Rechtecke durch §*B®, §?* B¢, ... er-
setzen, erhalten wir eine Approximation von S von unten. In diesem Fall wird
der Wert (3.12) schlicht mit % multipliziert, was fiir # — 1 gegen 1 strebt. Da-
mit miissen beide Niherungen gegen denselben Wert streben, wir erhalten das
folgende Resultat.

(3.2) Satz (Fermat 1636). Die Fliche unter der Kurve y = x® zwischen den
Schranken x = 0 und x = B ist gegeben durch
Ba+1

= i falls  a > —1. a
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Fldiche unter der Hyperbel und natiirlicher Logarithmus

Im Monat September 1668 veroffentlichte Mercator seine Logarithmotech-
nia, welche ein Beispiel dieser Methode (d.h. der unendlichen Reihen) fiir
einen einzigen Fall beinhaltet, nimlich die Quadratur der Hyperbel.
(Brief an Collins, 26. Juli 1672)
Fermats Methode lisst sich nicht auf die Hyperbel y = 1/2 anwenden. Tatséichlich
wird aus der geometrischen Folge der Abszissen B, 0B, 0°B, 6°B,... die
Summe (1 — 0)(1 + 1+ 1 + ...) fiir die Flidchen, deren Partialsummen eine
arithmetische Folge beschreiben. Dies motivierte die folgende Entdeckung von
Grégoire de Saint-Vincent im Jahr 1647 und Alfons Antonius de Sarasa im Jahr
1649 (siehe Kline 1972, S.354): Die Flciche unter der Hyperbel y = 1/x ist ein
Logarithmus (siehe Abb. 3.5).

=1/x gleicher Flicheninhalt

1f

:

1 2 3 4 5 6
ABB. 3.5. Die Fliche unter der Hyperbel ist ein Logarithmus

Durch Kontraktion der x-Koordinaten und Strecken der y-Koordinaten stellen
wir fest, dass beispielsweise Fliche (3 — 6) = Fliche (1 — 2). Damit haben

wir
Fliche (1 — 3) 4+ Fliche (1 — 2) = Fldche (1 — 6).

Dies bedeutet, dass die Funktion In(a) = Fliche (1 — a) die Identitét
In(a) + In(b) = In(a - b)
erfiillt und folglich ein Logarithmus ist (der ,,natiirliche” Logarithmus).

Die Mercator-Reihe. Wenn wir den Ursprung um 1 verschieben, sehen wir,
dass In(1 4 a) die Fliche unter 1/(1 + 2) zwischen 0 und a ist. Wir ersetzen
1/l+2) =1 —a+ 22 — 2% + ... mittels Formel (2.12) und fiigen fiir die

Flichen unter 1, z, 22, . . . zwischen 0 und a die Ausdriicke aus Satz 3.2 ein:
a® a®  at
a’? 2 Y 3 k) 4 Y

(siche Abb.3.6). Auf diese Weise finden wir, wenn wir noch a durch z ersetzen
(N. Mercator 1668)

(3.13) 1n(1+x):x—$+ -+ —+....

3 Fermats Portriit, abgebildet mit Genehmigung der Bibl. Math. Univ. Geneve.
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1 1 5
+Xx
+ x4

Flichen > |

—

_ X3

p— x I

0,0 | | | | | | | | | |

0 a
ABB. 3.6. Integration der geometrischen Reihe Term fiir Term

Die Konvergenz dieser Reihe ist fiir verschiedene Werte von x in Abb.3.7 zu
sehen. Mit dem Wert x = 1 wird die Reihe zu

1 1 1
(3.13a) I2=1-_ 4, + = +—.,

einer wunderschonen Formel von begrenztem Nutzen (siehe Tabelle 3.1). Fiir
noch groflere Werte von = konvergiert die Reihe iiberhaupt nicht mehr.

3
s N=L) T . In (1 + x)
N=2
| n |
-1 1
4
1+
N=10

ABB. 3.7. Konvergenz von x — oy ety 4 z]i,v gegen In(1 + x)
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Die Gregorysche Reihe. Wir ersetzen in (3.13) die Unbekannte z durch —z:

x2 23 ozt 2P

2 3 4 5
und ziehen diese Gleichung von (3.13) ab. Dies liefert (Gregory 1668)

(3.14) In(l—z)=—-z—

3.15 mote 2( LA L )
n =2(x ).
(.15) 1—=z 3 5 7 9

Beispiele. Setzen wir x = 1/2in (3.14) und z = 1/3 in (3.15) ein, so erhalten wir
die folgenden zwei Reihen fiir In 2:

11 1 1

3.14 In2 =

(3.142) D= g Ty 2T g 03Ty o0
11 1 1

(3.150) 2 =2( 4, gt gt g ).

Tabelle 3.2 stellt die Giite der Konvergenz gegen In 2 der drei Reihen (3.13a),
(3.14a) und (3.15a) einander gegeniiber. Es ist offensichtlich, welche Reihe die
beste ist.

TABELLE 3.2. Konvergenz der Reihen fiir In 2

(3.13a)  (3.14a) (3.15a)
1,000 0,500 0,667

0,500 0,625 0,6914

0,833 0,667 0,69300

0,583  0,6823 0,693135

0,783  0,6885 0,6931460

0,617  0,6911 0,69314707

0,760  0,69226  0,693147170

0,635  0,69275 0,6931471795
0,746  0,69297 0,693147180559
0,646  0,693065 0,6931471805498
0,737  0,693109 0,6931471805589
0,653  0,693130 0,69314718055984

———
N—OVENIAUNREWN— 3

Berechnung von In p fiir Primzahlen > 3. Nutzt man (3.1), so reicht es aus,
die Logarithmen der Primzahlen zu kennen. Die Logarithmen zusammengesetzter
ganzer Zahlen und rationaler Zahlen erhilt man sodann iiber Addition und Sub-
traktion. Will man den Logarithmus einer Primzahl p berechnen, so teilt man p
durch eine Zahl in ihrer Nihe, deren Logarithmus bereits bekannt ist. Dann kann
man einen kleinen Wert fiir = in Reihe (3.15) einsetzen, die sehr schnell kon-
vergiert. Zum Beispiel konnen wir fiir p = 3 ansetzen:
3 3 1+=z 1

Tt 9T, T T

so dass gilt

3 1+
(3.16) ln3:1n2—|—1n2:1n1 ? +In2.
5
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Eine Alternative bildet 3 = (3/4) - 4, was zu

1 1
3.17) 1n3:21n2—1n1+z
7

fiihrt. Noch besser ist, man benutzt das geometrische Mittel der obigen Ausdriicke:

1. 1+ %

3= 9-\/8 = 1n3:31n2+ ot

8 2 2 -k
25 3 1 1. 1+ 2
3.18 5= ‘vV24 = In5="1In2 In3 1 49
G-18) \/24‘/ HOT g mET Iy
49 1 1. 1+ 2L
7=\/ V48 = In7=2mI2+ _In3+ _In_ 7,
48 2 21— )

und so weiter. Je grofler p ist, desto schneller konvergiert Reihe (3.15). Die ersten
Werte, die man auf diese Weise erhiilt, lauten:

In(8) = 2,079441541679835928251696364375
In(9) = 2,197224577336219382790490473845
In(10

In(1) = 0,000000000000000000000000000000
In(2) = 0,693147180559945309417232121458
In(3) = 1,098612288668109691395245236923
In(4) = 1,386294361119890618834464242916
In(5) = 1,609437912434100374600759333226
In(6) = 1,7917594692280550008124 77358381
In(7) = 1,945910149055313305105352743443

)

)

)

2,302585092994045684017991454684 .

Diese eindrucksvolle Verfeinerung des Rechenverfahrens seit Briggs wurde in
nur wenigen Jahrzehnten (zwischen 1620 und 1670) erarbeitet. Sie verdeutlicht
wieder einmal den enormen Fortschritt, der in der Mathematik durch das Er-
scheinen von Descartes’ ,,La Géométrie* ausgeldst wurde.

Zusammenhang zur Eulerschen Zahl. Der Zusammenhang zwischen e und dem
natiirlichen Logarithmus (in seiner Definition als Fldche unter der Hyperbel) wird
durch folgenden Satz hergestellt.

(3.3) Satz. Der natiirliche Logarithmus In x ist der Logarithmus zur Basis e.

Beweis. Wir wenden den natiirlichen Logarithmus auf die Formel aus Satz 2.3 an.
Zusammen mit (3.5) und (3.13) ergibt dies
1(1+x)N N1+ 7)== (y ” + )
=N. =N - ) =
U TN N~ 2Nn? “

so dass In e = x sein muss. O
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Dies liefert uns eine geometrische Interpretation von e: Die Eulersche Zahl
ist diejenige Zahl e, fiir die die Flidche unter der Hyperbel y = 1/x zwischen 1
und e gerade 1 ist (siche Abb. 3.8).

(=)
T

1 2 e=2,71828 ...

ABB. 3.8. Geometrische Bedeutung von e

/ 4 /// ,
10*

y=xl 3 h

‘3“‘ X \\ f:'f /2"

=X e

ABB. 3.9a. Funktionen y = x* ABB. 3.9b. Funktionen y = a”

Beliebige Potenzen. Logarithmen erlauben es uns, beliebige Potenzen wie folgt
zu berechnen (und zu definieren) (Joh. Bernoulli 1697, Principia Calculi Expo-
nentialium, Opera, Band 1, S. 179): Wir nutzen a = e ynd erhalten

(3.19) ab = (e = ¢blna,

Graphen der Funktionen (3.19), sei es als Funktionen von a oder als Funktionen
von b, sind in den Abbildungen 3.9a und 3.9b dargestellt.
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Ubungen

3.1 (Newton 1671, Method of Fluxions, Euler 1748, Introductio, §123). Zeige
dass man aus 2 = (4/3) - (3/2) erhilt:

1+ 1 141 141
ln2ln< +‘;’)+ln< +I>, 1n31n< +‘;’)+ln2,
1_5 1_7 1_5

was eine gleichzeitige Berechnung von In 2 und In 3 mittels der schnell kon-
vergierenden Reihe (3.15) erlaubt.

3.2 (Newton 1669, Inventio Basis ex Area data). Angenommen, die Fliche z
unter der Hyperbel ist gegeben durch die Formel

— 0 _ 1,2 ,1,3_ 1.4, 1.5
Z=T— 527+ 3 4T+ 5T
Finden Sie eine Reihenentwicklung von x = e — 1 von der Form
_ 2 3 4
rT=z+ a2 +as3z” +aqz" + ...

und (re)konstruieren Sie damit die Reihe der Exponentialfunktion.
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.4 Trigonometrische Funktionen

Sybil: Es geht zuriick auf die Anfidnge der Zivilisation.
(J.Cleese & C.Booth 1979, Fawlty Towers, The Psychiatrists)

Winkelmessung. Eine der dltesten Anwendungen der Geometrie ist die Bestim-
mung von Winkeln, insbesondere fiir astronomische Zwecke. Die Babylonier teil-
ten dafiir den Kreis in 360°, wahrscheinlich weil dies die ungefihre Zahl an Tagen
im Jahr ist. Ein halber Kreis entspricht dann 180°, ein rechter Winkel 90°, und
das gleichseitige ebene Dreieck hat 60°-Winkel (siehe Abb.4.1a). Ptolemius?,
verfeinerte im Jahr 150 in seinem Almagest die Winkelmessungen, indem er
die nichste Ziffer des damals aktuellen Zahlensystems in Basis 60 einbezog,
partes minutae primae (erste kleine Unterteilungen) und partes minutae secon-
dae (zweite kleine Unterteilungen). Aus ihnen entwickelten sich unsere ,,Minuten*
und ,,Sekunden®. Doch gibt es noch andere Systeme als die 360°-Zerlegung. Viele
andere Einheiten kdnnen benutzt werden, beispielsweise wird in einigen techni-
schen Anwendungen in einem System gerechnet, in dem ein rechter Winkel aus
100 ,,Gon* besteht. Wie im Fall der Logarithmen gibt es jedoch auch hier ein
natiirliches Maf3, das auf der Bogenlidnge eines Kreises vom Radius 1 basiert,
das Bogenmaf} (sieche Abb.4.1b). Dabei ist die Bogenlidnge eines Halbkreises,
geschrieben in der Genauigkeit, die von Th. F. de Lagny im Jahr 1719 angegeben
und von Euler reproduziert wurde (mit einem Fehler an der 113ten Dezimalstelle,
der hier korrigiert ist),

3,14159265358979323846264338327950288419716939937510
58209749445923078164062862089986280348253421170679
821480865132823066470938446 . . . .

Fiir diesen etwas unhandlichen Ausdruck prigte W.Jones (1706, S.243) die
Abkiirzung 7 (,,periphery”, zu deutsch: ,,Umfang™). Dann betrigt das Bogenmaf
des Winkels von 54° aus Abb. 4.1 gerade 547/180 = 0,9425 rad (,,Radiant*).

110100 90 80 -4 2n/% /2 /3
3n/4 1 w4
/6
3 o .
T 0 1
ABB. 4.1a. Babylonische Grade ABB. 4.1b. Bogenlinge als Winkelmal3

Definition der trigonometrischen Funktionen. Wie kann man die Grof3e eines
Winkels messen, wenn man nur iiber ein gerades Lineal verfiigt? Nun, man kann
lediglich die Sehne vermessen (sieche Abb.4.2) und dann mit Hilfe von Tabellen

Yo Tolepaios, Ptolemeus, Ptolemy, Ptolemée, Tolomeo, IITomemery, . . . .



44 1. Einfithrung in die Analysis des Unendlichen

auf den Winkel schlieBen, oder umgekehrt. Solche Tabellen haben ihren Ur-
sprung in der griechischen Antike (Hipparch 150 v. Chr. (verloren gegangen) und
Ptolemdus 150n. Chr.). Die Sinusfunktion, die mit der Sehnenfunktion (engl.
,chord®) iiber sinae = (1/2) chord (2«x) eng verwandt ist, stammt aus Indien
(Brahmagupta um 630) und der europidisch-mittelalterlichen Wissenschaft (Re-
giomontanus 1464). Sie hie} urspriinglich sinus rectus (also senkrechter Sinus)
und eignet sich wesentlich besser fiir Berechnungen am Dreieck als die Sehnen-
funktion.

_—*
| tan ol
chord o

0 1 0 1
ABB. 4.2. Ptolemidus’ Sehnenfunktion = ABB. 4.3. Definition von sin, cos, tan und cot

(4.1) Definition. Wir betrachten ein rechtwinkliges Dreieck in einem Kreis vom
Radius 1, wie in Abb. 4.3 positioniert. Dann wird die Linge der Seite gegeniiber
dem Winkel o mit sin « bezeichnet, die der anliegenden Seite mit cos . Ihre
Verhdltnisse, die zugleich die Lingen der senkrechten und waagerechten Tangen-
ten an den Kreis sind, notieren wir mit

tana = und cota =

Diese Definitionen lassen sich unmittelbar auf beliebige rechtwinklige Drei-
ecke anwenden: Fiir eine Hypotenuse ¢, Ankathete b und Gegenkathete a (d.h. a
liegt dem Winkel o und ¢ dem rechten Winkel gegeniiber) finden wir:

4.1) a=c-sinaq, b=c-cosa, a=>b-tana.

Obwohl in der Geometrie Winkel iiblicherweise mit kleinen griechischen
Buchstaben notiert werden, wollen wir, sobald wir zum Bogenmall wechseln
und Funktionen einer reellen Variablen betrachten (siehe Funktionsgraphen in
Abb. 4.4), kleine lateinische Buchstaben (wie z.B. x) als Argument bevorzugen.
Viele Formeln lassen sich bereits als Spezialfille aus Abb. 4.3 ableiten, wie

sin0 =0, cos0=1, sinn/2=1, cosw/2=0, sinm =0, cosm = —1,

(4.2a) sin(—x) = —sinx, cos(—x) = cosx

(4.2b) sin(z + ) = —sinz, cos(x + ) = —coszx
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(4.2¢) sin(x + 7/2) = cosz, cos(x + m/2) = —sinzx
(4.2d) sin? z + cos?z = 1.

Die Funktionen sin z und cos  sind periodisch mit Periode 27, tan « ist peri-
odisch mit Periode 7.

/ /

ABB. 4.4. Die trigonometrischen Funktionen sin x, cos z und tan x

S}
I
—
&
=
=
~
Il
=

Abb. 4.5 zeigt die Zeichnung einer Sinuskurve aus Seite 17 von A. Diirers
Underweysung der Messung (1525). Diirer nannte diese Kurve ,,eynn schraufen
lini” und behauptet, dass sie sich fiir Steinmetze eignet, die Wendeltreppen anle-
gen wollen.

by -

e IST z
\a y \

E:&«»h‘o \—5

- T e hadl
L?.b:':m:\ SR

. 2

17

ABB. 4.5. Eine Sinuskurve bei Diirer (1525)2

Seltsame geometrische Muster erscheinen, wenn man sinn nur an ganzen
Zahlen n auswertet (Abb. 4.6, siche Strang 1991, Richert 1992).

2 Abbildung mit Erlaubnis des Dr. Alfons Uhl Verlag, Nérdlingen.
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ABB. 4.6. Werte von sin 1, sin2, sin 3, . . . mit n in logarithmischer Skala

Grundlegende Beziehungen und Folgerungen

Die Gleichungen ... haben ... ein ehrwiirdiges Alter. Schon Ptoleméus
leitet . . . (L. Vietoris 1949, J. reine ang. Math., Band 186, S. 1)

Seien « und 3 zwei Winkel mit Bogenmal x bzw. y.

(4.2) Satz (Ptoleméius 150 n. Chr., Regiomontanus 1464).

4.3) sin(z + y) = sinz cosy + coszsiny

“4.4) cos(z +y) = cosx cosy — sinzsiny.

Beweis. Diese Zusammenhinge sieht man sofort fiir 0 < z,y < 7/2, wenn man
die drei rechtwinkligen Dreiecke in Abb. 4.7 nidher untersucht. Alle anderen Kom-
binationen fiir « und y kann man mit den Formeln (4.2b) und (4.2c) auf diesen Fall
reduzieren. a

[~ sin 3 cos o

sin B3 sin o0

1
cos P sin o
e
cos B
p
o
0 cos B cos o 1

ABB. 4.7. Beweis der Formeln (4.3) und (4.4)
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Indem man die Gleichung (4.3) durch Gl. (4.4) teilt, erhilt man
sinzcosy +coszsiny  tanz +tany

4.5) tan(z +y) = . .= .
COSX COSYy — SINT Sin Yy 1 —tanztany

Weitere Formeln. Ersetzen wir y in (4.3) und (4.4) durch —y, erhalten wir
4.3 sin(z — y) = sinzcosy — coszsiny

(4.4" cos(z —y) = cosx cosy + sinz sin y.

Addieren wir nun die Gleichungen (4.3) und (4.3"), liefert dies uns sin(z + y) +

sin(z — y) = 2 - sinz cosy. SchlieBlich fiihren wir neue Variablen anstelle von
x + y und x — y ein, ndmlich

r+y=u x=(u+v)/2
also
T—y="v y=(u—0)/2,
mit der ersten der folgenden drei Formeln als Ergebnis:
4.6) sinu+sinv=2-sin(u—2i—v>-cos(ugv)
4.7 cosu+cosv:2~cos(u;rv)~cos(u;v)
4.8) cosv—cosu:2-sin(u—2i—v>-sin(u;U>.

Die anderen leitet man #dhnlich her.

Der Spezialfall x = y fiihrt in (4.3) und (4.4) zu

(4.9) sin(2x) = 2sinz cos x

2

(4.10) cos(2z) = cos? z —sin r = 1 — 2sin®z = 2cos’ x — 1.

Ersetzen wir nun x durch /2 in (4.10), finden wir

T 1—cosx x 1+
4.11 i ( ):i\/ , ( ) +
( ) sin 9 5 cos 5

Einige Werte von sin und cos. Die Verhiltnisse
im gleichseitigen Dreieck und im Quadrat erlau-
ben uns direkt die Werte von sin und cos fiir die
Winkel 30°, 60° und 45° zu berechnen. Fiir das
regelméBige Fiinfeck betrachten wir die neben-
stehende Abbildung (Hippasos 450v. Chr.): Die
Dreiecke ACE und AEF sind sich dhnlich, wir
haben 1 + 1/z = x und daher z = (1 + v/5)/2,
d.h. die Diagonale CA wird vom Punkt F im gold-
enen Schnitt geteilt (siehe Euklid, Elemente, Band
XIII, §8); damit haben wir sin 18° = 1/(2z).
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TABELLE4.1. Spezielle Werte von sin, cos und tan

a Bogenmal3 sin o Ccos « tan o
0° 0 0 . 0

1 w2 PWE-) YWEE) 2- VB
18° 7/10 Vol L \/ 545 <3¢5-12>}é5+¢5
30° /6 5 \é3 \é3

36° /5 é\/5—2\/5 V54+1 \/5—\£f\>/(2\/5—1)
45° /4 v2 vz )
woows : s
T sw/12 (V341 P(VB-1) 243
90° /2 1 0 -

Tabelle 4.1 ist eine Liste aller auf diese Weise erhaltenen Werte. Fiir eine
vollstindige Liste von sin « fiir &« = 3°, 6°, 9°, 12° ... siehe Lambert (1770c).

Formeln von de Moivre. Wenn wir in (4.3) und (4.4) y durch nx ersetzen, erhal-
ten wir die rekursiven Formeln

4.12) sin ((n + 1)x) = sinx cos nx + cos z sinna,

(4.13) cos ((n + 1)z) = cosz cosnz — sinx sinna.

Beginnen wir mit (4.9) und (4.10) und wenden (4.12) und (4.13) mehrfach an,
finden wir

cos(3z) = cos® x — 3sin® zcos
sin(3z) = 3sinz cos? x —sin®z
— 4 a2 2 - 4

cos(4x) = cos™ x — 6sin” z cos” x +sin®x
sin(4z) = 4 sinx cos® x — 4sin® zcosx
cos(5x) = cos® x — 10sin® z cos® z + 5sin' z cos

. . . . 5
sin(bz) = 5sinz cos® — 10sin® z cos® z + sin® z.

Uns fillt dabei auf, dass das Pascalsche Dreieck wieder auftaucht; die Begriindung
hierfiir ist genau dieselbe wie in Abschnittl.2 (Satz 2.1). Hieraus folgern wir die
allgemeinen Formeln (gefunden von de Moivre 1730, siehe Euler 1748, Introduc-
tio, §133):
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—1
cosnx = cos" x — n(711 9 ) sin® z cos" 2 x
n(n—1)(n —2)(n =3) sin*zcos” tx — ...
1-2-3-4
(4.14)
: _ : n—1 n(n - 1)(” - 2) ;3 n—3
sinnx =nsinzcos" " x — 1.9.3 sin® z cos™ " x
+ n(n = 1)(n—=2)(n = 3)(n —4) sin® zcos" Pz — ...
1-2-3-4-5
Reihenentwicklungen

Sit arcus z infinite parvus; erit sinz = zetcosz = 1;. ..

(Euler 1748, Introductio, §134)
Wihrend sdamtliche bisherige Formeln (4.5) bis (4.14) nur unter Einsatz von (4.3)
und (4.4) sowie (4.2a) hergeleitet wurden, bendtigen wir nun eine weitere grundle-
gende Annahme: Wenn x gegen Null strebt, so ndhert sich der ,,sinus rectus™
seinem Kreisbogenabschnitt an. Da wir Winkel in Bogenmal3 messen, folgt da-
raus: Je ndher x an Null ist, desto besser wird sinz von z approximiert. Wir
notieren dies als

(4.15)

sinx ~ x firx — 0.

Nun wenden wir dieselbe Idee an, die wir schon im Beweis der Gleichungen (2.18)
und (2.19) eingesetzt haben: Wir setzen x = y/N, n = N in den Formeln (4.14)
von de Moivre ein, wobei y ein fester Wert ist, wihrend N gegen unendlich und x
gegen Null streben. Aufgrund von (4.15) konnen wir nun sin z durch x und cos x
durch 1 ersetzen. Da N — oo strebt, werden auch alle Terme (1 — k/N) gegen
1 streben. Ersetzen wir schlieflich y durch z, fiihrt uns dies zu den folgenden
Formeln (Newton 1669, Leibniz 1691, Jak. Bernoulli 1702):

22zt 28 o8
(4.16) COST 172!+4!76!+8!7"'

[ LA
17 SMEZE T g T s T T

Newtons Herleitung dieser Reihen wird in Ubung 4.1 skizziert; der obige Beweis
stammt von Jak. Bernoulli und Eulers Introductio, §134.

Bemerkung. Es bedarf eigentlich einer groferen Sorgfalt, wenn wir cos(y/N) fiir
gro3e N durch 1 ersetzen wollen, da dieser Ausdruck in der /NV-ten Potenz auftritt.
Beispielsweise strebt zwar 1 + y/N gegen 1 fir N — oo, nicht jedoch (1 +
y/N)¥ (siehe Satz 2.3). Die Rettung kommt hier aus der Tatsache, dass cos(y/N)
schneller gegen 1 strebt als 1 + y/N. Genauer gesagt gilt
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_ N/2 1y?
cos™¥ (y/N) = (1 — sm2(y/N)) ~1— ) ?]J\f

nach (4.2d), Satz 2.2 und (4.15).

Die Konvergenz der Reihen (4.16) und (4.17) wird in Abb. 4.8 demonstriert.
Sie konvergieren offenbar fiir alle x (siehe AbschnittIIl.7). Man sieht sehr deut-
lich, wie ab etwa x = 15 numerische Probleme aufgrund von Rundungsfehlern
auftreten (die Berechnungen wurden hierfiir absichtlich nur mit 32 Bit-Zahlen
durchgefiihrt).

3=

—1

y =sinx
27
17
O
-1
-
2
3=
Y = cosx
27

| {
1+
.
2l 2 6 10 14 \18 22 26 30 |34 \38 42
3 5 2 4

ABB. 4.8. Die Reihen sinx = x — ”;5 +”§! —...undcosz =1— g! +”f“ — ...

Die Reihen von tan x. Wir setzen

sinx 3 5 7
y=tanzr = =a1x +az3x” +azx” +arx’ + ... .
COST
Um aq, as, as, ... zu bestimmen, multiplizieren wir diese Formel mit cos z und

benutzen die bekannten Reihen (4.16) und (4.17):

l‘3 l‘5 2 4

r—" + - —(az+az3+aaz5+ )(1—z+z— )

Vergleichen wir die Koeffizienten von z, 23 und z°, erhalten wir

1 a1 1 a; a

1= = = _"s
a 6 o T 9T o o T
und damit
1 1 1 1 1 2
a =1, az3=—_+ . = as = — + =



I.4 Trigonometrische Funktionen 51

Wenn wir hiermit fortfahren, finden wir die Reihe
(4.18)

3 225 1727 62x° 138211 21844 '3

nr=rt gt st oss Tasss T o1ss025 6081075

Man sieht zunichst keine allgemeine Regel in den Koeffizienten. Es gibt aber
eine, und diese basiert auf den Bernoulli-Zahlen (1.29) (siche Ubung 10.2 aus
Abschnitt I1.10).

Antike Berechnungen und Tabellen. Aus den Werten der Tabelle 4.1, die be-
reits seit der Antike bekannt sind, kénnen wir mit Hilfe von (4.3") und (4.4") die
Werte von sin 3°, cos 3° oder, wie es damals iiblich war, chord 6° bestimmen.
Die Formeln (4.11) fiir Winkelhalbierung erlaubt uns dann die Berechnung von
chord 3°, chord 150, chord io, jedoch nicht von chord 1°. Ptolemius bemerkte,
dass chord Zo ungefihr die Hilfte ist von chord 1 % °. Damit liegt die Vermutung
nahe, dass chord 1° = g - chord 1 ;o, womit sich in Basis 60 ergibt (siche Aaboe
1964, S.121):

4.19)

chord1° = 0;1,2,50 (richtiger Wert: 0;1,2,49,51,48, 0, 25,27,22,...).

Aus (4.14) konnen wir hiermit die Werte des Sinus und Cosinus fiir alle Winkel
2°,3°, 4° usw. berechnen. Etwa um 1464 stellte Regiomontanus eine Tabelle auf
G.SEQVITVR NVNC EIVSDEM IOANNIS Regiomontani tabula sinuum, per
singula minuta extensa ...“), in der er den Sinus aller Winkel in Schritten von
einer Winkelminute angibt, bis auf fiinf Dezimalstellen genau; siche Abb.4.9 fiir
eine von ihm handgeschriebene Tabelle von tan x (iiblicherweise mit vier korrek-
ten Dezimalstellen).

Eine besonders genaue Berechnung von sin 1° wurde von Al-Kashi (Samar-
kand in 1429) durchgefiihrt, indem er numerisch die aus Gl. (1.9) folgende Glei-
chung

(4.20) —42% + 3z = sin 3°

16ste, dabei nutzte er eine iterative Methode und gab die Losung in Basis 60 an
(,,Wir gewannen sie mit inspirierter Kraft der Ewigen Priasenz . . .*“, sieche A. Aaboe
1954)

sin1° = 0;1,2,49,43,11, 14,44, 16,19, 16 . . . .

Hier ist nun der wahre Wert in Basis 60, berechnet von einem modernen Com-
puter:

sin1° = 0;1,2,49, 43,11, 14, 44, 16, 26, 18, 28, 49, 20, 26, 50, 41, . . . .
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ABB. 4.9. Regiomontanus’ Originaltabelle von tan o (siche Kaunzner 1980)°

Ein weiteres Mal sehen wir den enormen Fortschritt der Reihenmethode (4.17),
aus der wir sin 1° = sin(7/180) = sin(0,0174532925...) bereits mit nur drei
Termen auf

sin 1° ~ 0,0174532925199 — 0,0000008860962 + 0,000000000013496

~ 0,0174524064373 .

bestimmen konnen.

Arkusfunktionen

Die trigonometrischen Funktionen definieren sinz, cosz und tanx fiir einen
vorgegebenen Bogen z. Die inversen trigonometrischen Funktionen liefern den
Bogen z als Funktion von sin z, cos x oder tan x, und hei3en deshalb ,,Arkus-
funktionen®.

arcsin x arccos x
arctan x

0 1 0o X 1 0 1

ABB. 4.10. Definition von arcsin x, arccos x und arctan x

3 Abbildung mit Genehmigung der Niirnberger Stadtbibliothek, Cent V, 63, f. 30" .
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(4.3) Definition. Wir betrachten ein rechtwinkliges Dreieck mit Hypotenuse 1. Sei
x die Liinge der dem Winkel gegeniiberliegende Seite, so ist arcsin x die Linge des
zugehorigen Bogens (siehe Abb. 4.10a). Die Werte arccos x und arctan x werden
dhnlich definiert (Abbildungen4.10b und 4.10c).

Aufgrund der Periodizitidt der trigonometrischen Funktionen besitzen die
Arkusfunktionen mehrere mogliche Funktionswerte. Die sogenannten Hauptdiste
erfiillen dabei die folgenden Ungleichungen:

y =arcsinx <& x=siny fir —-1<z<1, —7/2<y<w/2
Y = arccosr <& T = Ccosy fir —-1<x<1,0<y<m,
y =arctanz < x =tany fir —co <z <oo, —w/2<y<7w/2.

Reihen fiir arctan x.

Es ist aber guth, dass wann man etwas wiirklich exhibiret, ma entweder keine
demonstration gebe, oder eine solche, dadurch sie uns nicht hinter die schliche
kommen.

(Brief von Leibniz; zitiert aus Eulers Opera Omnia, Band 27, S. xxvii)

Die Reihe des Arkustangens wurde von Gregory im Jahr 1671 entdeckt. 1674 fand
Leibniz sie ein zweites Mal und veroffentlichte sie 1682 in den Acta Eruditorum,
schwirmend iiber die Weisheit Gottes, doch ohne Herleitung (siehe Zitat). Wir
suchen daher die Inspiration in Newtons Behandlung der Reihe von arcsin z in
seinem Manuskript De Analysi, das er 1669 schrieb, das aber erst 40 Jahre spéter
veroffentlicht wurde (siche Formel (4.25) unten). Man kann entweder die Bo-
genldnge oder die Fliache des zugehorigen Kreissektors berechnen. Die Beziehung
zwischen beiden ist seit Archimedes bekannt (Uber die Vermessung des Kreises,
Proposition 1) und wird auch von Kepler dargestellt (Abb. 4.12).

Sei x die gegebene Linge der Tangente eines Winkels, dessen Bogenmall
y = arctan x wir bestimmen wollen (siche Abb.4.11a). Aufgrund des Satzes von
Pythagoras haben wir

4.21) OA =1+ 22

Wir konnen den Satz des Thales auf die zwei grofleren, einander dhnlichen, grau
gefirbten Dreiecke anwenden, und finden

1 . Ax
= sowie Au = .
V1 a2 V1 a2

GemifB den rechten Winkeln ist das kleine graue Dreieck auch #hnlich zu den
anderen zwei Dreiecken, und wir schlie3en

(4.22) OB

Au  (422) Az

4.23 Ay = = .

3 Abbildung mit Genehmigung der Bibl. Publ. Univ. Genéve.
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X A Ax

t 1
)’\/
B Au

a) b)
ABB. 4.11. Die Ableitung der Reihe fiir y = arctan x
Dies bedeutet, dass die infinitesimal kleine Bogenlidnge Ay gleich der schat-

tierten Fliche in Abb.4.11b ist. Der gesuchte Bogen y ist daher gleich der
Gesamtflache zwischen 0 und x unter

1 (212)
14 a? N
nach Satz 3.2 (Fermat) heift das fiir alle |z| < 1:

1—x2+x4—x6+x8—x10+...,

3 5 7 9 11
(4.24) y:arctanx:x—g;—l—g;—967—1—969—9611—1—....

ABB. 4.12. Die Fliiche des Kreises, Kepler 1615*

Reihe fiir arcsin x.
Ein Freund, der aulergewohnliche Féahigkeiten in solchen Dingen hat, zeigte
mir letztens einige Artikel, in denen er Methoden zur Berechnung von Gréfien
wie der von M" Mercator fiir die Hyperbel aufzeigte, aber viel allgemeiner . . .
Er heifit M" Newton; ein Gelehrter unseres Colleges, & sehr jung . . . aber von
auBerordentlichem Genie & Kenntnisstand in diesen Dingen.
(Brief von Barrow an Collins 1669, zitiert aus Westfall 1980, S. 202)

Nach der Veréffentlichung von Mercators Buch zum Ende des Jahres 1668 hin,
in dem auch die Reihenentwicklung von In(1 + z) stand, beeilte sich Newton,
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x 1 T AKB C
ABB. 4.13. Beweis von (4.25) fiir y = arcsin x; Skizze von Newton ( 1669)5

sein Manuskript De Analysi (Newton 1669) einigen seiner Freunde zu zeigen, er-
laubte aber nicht dessen Veroffentlichung. Es wurde schlieflich als erstes Kapitel
von Analysis per quantitatum (Newton 1711) von W. Jones publiziert. Newton hat
Mercators Reihe nicht nur deutlich friiher entdeckt, sondern dazu noch die Reihe

. 123 1.32° 3.5 27
4.25) arcsmx—x—i—23—|—2.45+ 4. 67+

und ebenso die Reihen fiir sin 2 und cos = (sieche Ubung 4.1). Newtons Beweis fiir
(4.25) lautete wie folgt.

Beweis. Angenommen, x ist gegeben und wir wollen den Bogen y berechnen, zu
dem x = siny gilt (siche Abb.4.13). Wenn sich = um den Wert Az erhoht, so
erhoht sich y um Ay, dabei ist

Az
Y V1 — 22
aufgrund der Ahnlichkeit der zwei schattierten Dreiecke in Abb.4.13. Diese
GroBe ist die Fliche des Rechtecks mit Breite Az und Hohe 1/ V1 — 22. Ahn-

lich wie in Abb.4.11c folgt daraus, dass die vollstindige Bogenlidnge y gleich
der Fliche unter der Funktion 1/+/1 — 22 zwischen 0 und z ist. Wir wenden den

(4.26)

binomischen Lehrsatz 2.2 mit a = —1/2 an, und finden
1 1 1-3 -3-5
4.27 =1 2 zt 25
4.27) Viea2 T T ey 6”
sowie Formel (4.25), wenn wir die Funktionen 1, 2, z*, . .. durch ihre Flichen z,
x3/3,2°/5,... ersetzen (Satz 3.2). O

5 Die rechte Hilfte von Abb. 4.13 mit Genehmigung der Bibl. Univ. Genéve.
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Berechnung von Pi

... Du wirst kaum leugnen, dass Du eine sehr bemerkenswerte Eigenschaft
des Kreises entdeckt hast, die fiir immer unter Geometern beriihmt sein
wird. (Brief von Huygens an Leibniz, 7. Nov. 1674)

Daher verhilt sich der Durchmesser zu seinem Umfang, wie 1,000,&c. zu
3,141592653.589
7932384.6264338327.9502884197.1693993751.0582097494.4592307816
.4062862089.9862803482.5342117067.9+, exakt bis auf die hundertste
Stelle; so berechnet vom genauen und stets bereiten Stift des wahrhaft
genialen Mr. John Machin: Schlicht als ein Beispiel fiir den gewaltigen
Fortschritt, den die arithmetischen Berechnungen aus der modernen Ana-
lysis ziehen, in einem so dermalen fiir sich einnehmenden Bereich, dass
er die Kopfe der bedeutendsten Mathematiker aller Zeiten auf sich ge-
lenkt hat. ... Aber die Methode der Reihen (wie sie von Mr. Newton and
Mr. Halley verbessert wurde) bewiltigt dies mit grofter Leichtigkeit, ver-
glichen mit den umsténdlichen und weitschweifigen Rechenwegen von Ar-
chimedes, Viete, Van Ceulen, Metius, Snellius, Lansbergius, &c.
(W.Jones 1706)
Archimedes (283-212v. Chr.) schitzte die Kreiszahl 7 ab, indem er den Kreis
zwischen regelméBigen 6-, 12-, 24-, 48- und 96-Ecken einschloss und deren
Umfinge berechnete, er erhielt
10 1
4.28 3 <mT<3._.
( ) 71 7
Keiner der Versuche im Mittelalter, diesen Schitzwert weiter zu verbessern,
fruchtete. Schlieflich hat Adrien van Roomen 1580 allein durch Archimedes’
Methode nach Jahren der Arbeit die ersten 20 Dezimalstellen von 7 bestimmt. Lu-
dolph van Ceulen (=Ko6In) (1596, 1616) berechnete 35 Dezimalstellen, die noch
fiir lange Zeit sein Grab in der Pieterskerk (,,St. Petrikirche*) in Leiden (Nieder-
lande) zierten. Um diese Genauigkeit zu erzielen, musste Ludolph die Rechnun-

gen bis zum 6 - 26°-Eck fortsetzen.

Die Leibnizsche Reihe. Aus Tabelle 4.1 wissen wir, dass tan(n/4) = 1 und
folglich arctan(l) = 7/4 ist. Setzen wir z = 1 in (4.24) ein, finden wir die
beriihmte Reihe von Leibniz (1682)

s
42 —1- - - — ..
(4.29) A gt ot + +

Obwohl wir mit Leibniz iiber die unbestreitbare Schonheit seiner Formel tiiber-
einstimmen (Leibniz zitiert Vergil: ,,Der Herr erfreut sich der ungeraden Zahlen*,
siehe Abb. 4.14), bemerken wir auch, dass sie fiir praktische Berechnungen abso-
lut ineffizient ist, da wir allein fiir die ersten 50 Dezimalstellen bereits 10°° Terme
addieren miissten, mit ,labor fere in aeternum® (Euler 1737).

Wesentlich effizienter ist der Einsatz von tan(r/6) = 1//3 (s. Tabelle 4.1),
was schlieBlich zur Formel

Abbildung mit Genehmigung der Bibl. Publ. Univ. Genéve.
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Numero DEILLS

|
mpare gauded

ABB. 4.14. Leibniz’ Darstellung fiir die Summe (4.29)°

(4.30) = 2\/3<1 . 1 1 1 )

3.3 7 5.32 7.33 T g.31

fiihrt, deren erste 210 Terme ,,exhibitus incredibili labore von Th. F. de Lagny im
Jahr 1719 berechnet und summiert wurden; sein Ergebnis bildet das einleitende
Zitat dieses Abschnitts. Die Reihe (4.25) fiir arcsin x kann ebenfalls benutzt wer-
den, so ist beispielsweise sin(7/6) = 1/2, woraus folgt

1 11 1-3 1 1-3-5 1
431) T4

6 2 +

23-23+2-4 5-25+2-4-6 7-27 0

Zusammengesetzte Formeln. Wir setzen v = tanx und v = tany in (4.5) ein,
und erhalten

U+ v
4.32) arctanu + arctanv = arctan( )
1—wuv
fiir | arctan u+arctanv| < 7/2. Wenn wir nun 4 = 1/2 und v = 1/3 betrachten,

sehen wir, dass der Bruch auf der rechten Seite von (4.32) gleich 1 ist. Dies liefert
die Eulersche Formel (1737)

1 1
(4.33) Z = arctan 9 + arctan 3’
fiir die die Reihe (4.24) bereits deutlich schneller konvergiert.
Besonders attraktiv ist der Ansatz von John Machin, der (ohne weitere De-
tails) in W. Jones (1706, S. 243) verdffentlicht wurde. Mit u = v = 1/5 erhalten
wir

2. arctan - ¢ ( 2/5 ) ¢
- ar n = ar n = ar n .
arcta 5 arcta. 1_1/25 arcta. 12
Fiir u = v = 5/12 finden wir
2y aretan © . ( 2.5/12 ) o 120
- ar n = ar n = ar n .
ACHA o T ATCRI ) _95/144) T MM 19
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SchlieBlich setzen wir auch noch v = 120/119 ein, und suchen nach jenem v, fiir
das gilt

u—+v 1—u 1
=1, also v= = - .
1—wuv 1+u 239

Alle Formeln zusammen ergeben

1
(4.34) Z =4 - arctan 5 arctan

1
239’

ein Ausdruck, fiir den die Reihe (4.24) besonders angenehm in Basis 10 zu rech-
nen ist (siehe Tabelle 4.2). ,,.Der genaue und stets bereite Stift* Machins fand auf
diesem Wege 100 Dezimalstellen.

TABELLE4.2. Berechnung von 7 nach Machins Formel

0, 200000000000000000000000000
—0, 2666666666666666666666667
0, 64000000000000000000000

-0, 1828571428571428571429
0, 56888388883888888889

-0, 1861818181818181818

0, 63015384615384615

-0, 2184533333333333

0, 77101176470588

-0, 2759410526316

0, 99864380952

-0, 3647220870

0, 134217728 1 0, 004184100418410041841004184
-0, 4971027 3 —0, 24416591787083803627
0, 185128 5 0, 256472314424647
-0, 6927 7 —0, 3207130658
0, 260 9 0, 43669
-0, 10 11 —0, 1
0, 197395559849880758370049763 = 0, 004184076002074723864538214

Die Suche nach weiteren Formeln dieser Art wird ein Problem der Zahlen-

theorie. GauB3 fand als Nebenprodukt von 20 Seiten voller Primfaktorzerlegungen
(siehe Werke, Band 2, S.477-502)

+8 - an

= 23[ ax al a :')a 5

4 ¢ 18 ¢ 5] ¢ 239
= 23[ a +20 + + 43 ‘al .
== ar ‘al ]ar ‘al 2 I

4 ¢ 38 ¢ 5] ¢ 239 ¢ 268

Heutzutage sind mehrere Billionen Ziffern von 7 bekannt. Siehe Shanks & Wrench
Jr. (1962) fiir eine Liste der ersten 100.000 Dezimalstellen (die 100.000ste Ziffer
ist eine 6). Weitere Details zur alten und neueren Geschichte konnen bei Miel
(1983) nachgelesen werden.
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Ubungen

4.1 (Newton 1669, ,Inventio Basis ex data Longitudine Curva*). Nachdem wir
die Reihe z = = + j2® + 2 a® + %27 + ... fiir den Arkussinus gefunden
haben (siehe (4.25)), entdecken Sie die Reihe fiir x = sin z der Form z =
2+ a3z + asz® +a72” + ... (shnlich wie in Ubung 3.2) und die Reihe von
w = cos z durch Entwicklung von w = v/1 — 22 (siche Abb.4.15).

a
I
s i~

N\
\

! i

A B
ABB. 4.15. Auszug aus Newton (1669), S. 17’

4.2 Verstehen Sie Ptolemius’ urspriinglichen Beweis der Additionstheoreme

(4.3) und (4.4) fiir die Sehnenfunktion (siehe Abb.4.16).
b
[
s

ABB. 4.16. Ptoleméus’ Beweis der Formel fiir chord (« + (3); aus Almagest, tibersetzt von
Regiomontanus, gedruckt 1496’

8 ‘Propofitio il .
S| Otie chodis incqualivm arcunmin femicirculo:
W ol arcus quo maior minozé fuperatchordanotafice,
a1 | ¢ Tt in Fmucireulo.a.b.d.fup:a tametrid. x.d.note fint chot
N ‘de.a.b.a.g.Dico notam fieri chordam.b.g.nam per conclas
N {3 rium prime buius note ctiam fisnt chozde.b.d.z.g.d. € Simt
Rldwmer ¥ in quadrilatero.a.b.g.d.vismetri.a.g.c.b.d.note.funt « Late
2.2.b.7.g.d.oppofits notaigif per premiffam quod fit cx.a.d.in.b.g.notd
ict.Sed.a.d.cft nota:quia drameter drculi.ideo.b.g.nota fict : d quercbat.
Per bicplurimor arcuii chordas coanofcca. Repicseni chodd arcus quo
d 4nta parecirciiferentic fextd fupat.(.cho:dd arcue.i.graduii:7 ficocalijo.

Hinweis. Benutzen (und/oder beweisen)
Sie den ,,Satz von Ptoleméaus™, welcher
besagt, dass die Seiten und Diagonalen
eines in einen Kreis einbeschriebenen
Vierecks die Gleichung ac+bd = §105.
erfiillen. Um den Satz zu beweisen, zie-
hen Sie eine Gerade DE so, dass die
Winkel EDA und CDB gleich sind. Da-
mit haben wir zwei dhnliche Dreiecke

EDA~CDB = /01 =u/d

DCE=DBA = a/d1=v/c
also bd + ac = (u+ v)d; = §162.

7 Abbildungen 4.15 und 4.16 mit Genehmigung der Bibl. Publ. Univ. Genéve.
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Die Hyperbelfunktionen (Foncenex 1759, Lambert 1770b). Zu einem gegebe-
nen z sei P derjenige Punkt auf der Hyperbel u? — v? = 1, fiir den die schat-
tierte Fliche in Abb.4.17 (links) gleich x /2 betrigt. Die Koordinaten dieses
Punktes schreiben wir (cosh z, sinh x).
a) Beweisen Sie, dass
4.35) coshz = ¢ te , sinhz = e-¢

2 2
Hinweis. Die Flichen der Dreiecke ACD und PCQ sind gleich gro8. Folglich
sind auch die Flichen von ACPA und ABQPA von gleicher Grofle, nimlich
(Ina)/2, wenn wir den Abstand zwischen C und Q mit a/+/2 angeben.
(Abb.4.17, rechts).
b) Verifizieren Sie die Beziehungen

436) sinh(x 4+ y) = sinh « coshy + coshz sinh y
’ cosh(z + y) = coshx coshy + sinh  sinh y.

¢) Die Umkehrfunktionen von (4.35), die ,,Areafunktionen‘, sind definiert als
y =arsinhx < x =sinhy fir — oo < <00, —00 <y < 00,

y =arcoshrz <& x =coshy fiirl <z <oo, 0 <y <oo.

ZeigenSie arsinhz = In(z+v22 + 1), arcoshz = In(z+vx2 —1).

v P T g =1/2¢)
1 sinh x
x/2 ‘ A
G Ll ‘u
1 cosh x 2
e C B Q ¢

ABB. 4.17. Definition der Hyperbelfunktionen

Beweisen (und befolgen) Sie Newtons Ratschlag (Newton 1671, Probl. IX,
§XLIX) zur Berechnung von 7: Indem Sie die Fliche a unter dem Kreis
y = 2/2(1 — x)"/? zwischen = 0 und x = 1/4 mittels Binomialreihe
entwickeln, zeigen Sie, dass

7 = 24a + 3V/3/4

21 1 21 1-1 21 1-1-3 21 3\/3
:24( _ . _ . _ . _ ) .
323 2 525 2.4 727 2.4-6 929 4
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[.5 Komplexe Zahlen und Funktionen

Weder die echten noch die unechten Wurzeln sind stets reell; manchmal

sind sie nur imaginir; das heift, obwohl wir uns stets so viele Wurzeln fiir

jede Gleichung vorstellen [frz.: ,imaginer] konnen, wie ich ihr zugewiesen

habe, entspricht doch nicht jede Wurzel, die wir uns vorgestellt haben, auch

einer bestimmten Grofe. (Descartes 1637, S. 380)
Cardano traf als erster auf komplexe Zahlen, als er sich (1545, in seiner Ars
Magna) die folgende Frage stellte: Man teile eine gegebene Strecke AB der Linge
10 ,,in duas partes”, so dass das Rechteck mit diesen zwei Streckenstiicken als
Seitenldngen die Flache 40 hat. Jeder wiirde einsehen (sieche Abb.5.1), dass die
Fliche eines solchen Rechtecks nicht grofler als 25 sein kann, womit das Pro-
blem keine reelle Losung besitzt. Doch gibf uns die Algebra eine Losung, da die
zugehorige Gleichung (siehe Gl. (1.3)) 22 — 10z + 40 =0 zu

5++v—15 and 5 —v/—15.

fiihrt (,ideo imaginaberis v/—15). Obwohl diese Ausdriicke irgendwo zwischen
Haarspalterei und volliger Nutzlosigkeit anzusiedeln sind (,,qua& uere est sophis-
tica™), muss doch ein Kornchen Wahrheit in ihnen stecken, da ihr Produkt

(5 4++v—=15)(5 — /—15) = 25 — (—15) = 40
letztlich das richtige Ergebnis liefert (siche Abb.5.1).

o
n
L

S p:Rmity
%S § MRz m:1§
d 2§ m:m:1§ Gd.eft 40

ABB.5.1. Ausziige aus Cardanos Ars Magna'

Im Laufe der folgenden Jahrhunderte traten derlei ,,unmogliche oder ,,ima-
gindre (Descartes, siche Zitat) Losungen algebraischer Gleichungen immer und
immer wieder auf, waren Anlass zahlreicher Dispute, stellten sich aber auch als
zunehmend niitzlich heraus. IThr Gebrauch fand seine endgiiltige Akzeptanz in den
Arbeiten von Euler, der auch in seinem spiteren Leben das Symbol i fiir v/—1
prigte. Die obigen Werte werden heute geschrieben als 5 + i1/15 und komplexe
Zahlen sind von der allgemeinen Form

c=a+1b,

wobei @ = Re(c) als Realteil und b = Im (c) als Imagindrteil von ¢ bezeich-
net werden. Die Interpretation der komplexen Zahl a + b als Punkt (a, b) in der

! Abbildung mit Genehmigung der Bibl. Publ. Univ. Gengve.
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zweidimensionalen komplexen Ebene geht zuriick auf Gauf3’ Dissertation (1799)
(siche Abb.5.2) und auf Argand im Jahr 1806 (siehe Kline 1972, S. 630).

2 c=3+2i
. ey
Ve l r
i \ /
\J/C\ \ Nl
_l\ | 2 4 fw
o i/ \ \ \\
e (/ \
ABB.5.2a. Komplexe Ebene und ABB. 5.2b. Komplexe Ebene bei
kubische Wurzeln GauB (1799)>

Komplexe Operationen. Fiir Rechnungen mit komplexen Zahlen erinnern wir
uns an die Beziehung 72 = —1 und wenden die ansonsten iiblichen Regeln fiir ra-
tionale und reelle Zahlen an. So ist die Summe (oder Differenz) zweier komplexer
Zahlen

c=a+1b, w=u-+ 1w

diejenige komplexe Zahl, die aus der Addition (oder Subtraktion) der Real- und
Imaginirteile fiir sich resultiert. Das Produkt wird (vergl. Abb.5.1)

(5.1 c-w = au— bv+i(av + bu).

Um den Quotienten w/c zu berechnen, stellen wir fest, dass das Produkt von ¢ mit
seinem komplex Konjugierten

(5.2) c=a—1b

reell und nicht-negativ ist, nimlich ¢ - ¢ = a? + b%. Multiplizieren wir Zzhler und
Nenner von w/c mit ¢, wird der Quotient w/c fiir ¢ # 0

w  w-c au-+bv av — bu
5.3 = = ; .
(5:3) c c-c a? + b2 z(12Jrl72

2 Abbildung mit Genehmigung des Georg Olms Verlags.
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Die Eulersche Identitdit und ihre Folgerungen

... wie imaginire Exponenten ausgedriickt werden konnen als Terme von

Sinus und Cosinus reeller Bogen. (Euler 1748, Introductio, §138)

Diese Identitit, die von Euler 1740 beim Studium von Differentialgleichungen

des Typs 4" + y = 0 entdeckt wurde (sieche AbschnittII.8), ist der Schliissel zum
Verstindnis von weitergehenden Operationen mit komplexen Zahlen.

Wir definieren ¢ iiber die Reihe aus Satz 2.3 (wobei wir x durch iz erset-

zen), benutzen die Beziehungen i> = —1,i% = —i,i* = 1,i® =4, ... und trennen
Real- und Imaginérteile voneinander:
o g . @)? (@) (@)t (i)
e =141z + 91 + 3] + Al + 51 + ...
14 2 2 at 2P
T I A TR A TR
_ (1 x2 ozt . 3 2P _ ..
= ( - 91 + A1 —+...) —H(:I:— 3] + 5l —+...) =cosx +1sInx.
~ ~ - ~ ~ -
cosx sinx

Das Ergebnis ist die beriihmte Eulersche Identitit (Euler 1743, Opera Omnia,
Band 14, S. 142)
54 i

e =cosz +isinz.

Als eine erste Anwendung setzen wir die Spezialfille x = 7/2 und z = 7 ein;
wir finden
e = und e = -1,

zwei elegante Formeln, die die beriihmten mathematischen Konstanten 7, e und ¢
auf wundervoll einfache Weise zusammenfiihren.

Polarkoordinaten. Gleichung (5.4) zeigt, dass der Punkt e*¢ den Realteil cos ¢
und den Imaginérteil sin ¢ hat, d.h. es ist der Punkt auf dem Einheitskreis, dessen
Radius unter dem Winkel ¢ zur reellen Achse steht (sieche Abbildungen5.2a und
4.3). Folglich kann jede komplexe Zahl auch geschrieben werden als

(5.5) c=a+ib=r-€",
wobei
b
(5.6) T:\/a2+b2:\/c~c und gpzarctan( )
a
Wir nennen = |c| den Betrag oder Absolutwert von ¢ und ¢ = arg(c) sein
Argument. Seien . 4
c=r-e¥ und w=s-e?

zwei komplexe Zahlen, dargestellt in Polarkoordinaten. Aus (4.2a) folgt, dass ¢ =
r-e " und aus Satz 4.2, dass
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ABB. 5.3. Die Funktion w = 2° und ihr Inverses z = w'/?

e . e = (cosp + isingp) - (cosf + isin f)

(5.7 = (cos @ cos f — sin @sin 0) + i(cos psin O + sin @ cos §) = ¢*(#+9)
ist. Damit gilt fiir Produkt und Quotient
(5.8) c-w=rs- e#to) W _ 8 ilo—p)

c

In dieser Anwendung ist die Darstellung in Polarkoordinaten besonders aus-
sagekriftig: Multiplikation multipliziert die Radien und addiert die Winkel; Di-
vision teilt die Radien und subtrahiert die Winkel.

Waurzeln. Wir wollen beispielsweise /c berechnen. Ein weiteres Mal vollbrin-
gen die Polarkoordinaten ein Wunder, da Wurzeln von Produkten die Produkte
der Wurzeln sind. Allerdings miissen wir vorsichtig vorgehen, da beispielsweise
€2 = 1 und e*™ = 1 auch die dritten Wurzeln ¢2™/3 und ¢%¥7/3 besitzen, die
sich von 1 unterscheiden. Damit gibt es drei Kubikwurzeln von c:

(5.9) {”/c — {”/r . ew/s’ {3/7 . ei(sa/3+27r/3)’ {”/r . eip/3+4m/3)

Fiir ¢ = 3 + 21 sind diese exemplarisch in Abb. 5.2a dargestellt. Der nichste Kan-
didat €5™ = 1 reproduziert wieder die erste dieser Wurzeln und wir finden nichts
neues. Die so erhaltenen Wurzeln bilden daher einen gleichmifBigen Stern; vom
Mercedes-Typ fiir n = 3, von Hidndels Feuerwerksmusik-Typ fiir n > 3. Abb.5.3
stellt die Funktion z +— w = 2 in Abhiingigkeit von z sowie ihre Umkehrfunktion
w — z = w'/® = Yw dar. Das ,Tier*, das hierbei solch schmerzhafte Transfor-
mationen iiber sich ergehen lassen muss, ist auch als ,,Arnolds Katze* bekannt.
Die Umkehrabbildung erzeugt gleich drei Katzen aus einer.
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Exponentialfunktion und Logarithmus. Die Exponentialfunktion lisst sich wie
folgt von imaginédren Argumenten auf komplexe Argumente ausdehnen:

(5.10) e¢ = e e = e%(cosb + isinb) fiir c=a+ib.

Durch diese Festlegung bleibt die fundamentale Eigenschaft e€t™ = e¢-e* giiltig,
wie aus Gl. (5.7) folgt.

Die Natur des Logarithmus fiir negative Argument sorgte fiir lange und harte
Dispute zwischen Leibniz und Joh. Bernoulli. Euler (1751) gab einen fantasti-
schen Uberblick iiber diese Diskussionen, die solange wie moglich geheim gehal-
ten wurden, da Diskussionen iliber mathematische Interpretationen das Ansehen
der reinen Mathematik als exakte und strenge Wissenschaft gefahrdet hitten. Die
wahre Natur des Logarithmus von negativen und komplexen Zahlen wurde dann
von Euler aufgedeckt (,,Denouement des difficultés precedentes™), wieder einmal
mit Hilfe von GI. (5.4). Viele der Widerspriiche der friithen Streitgespriche wur-
den durch die Erkenntnis aufgelost, dass der Logarithmus einer komplexen Zahl
nicht etwa nur eine Zahl ist, sondern unendlich viele Zahlen. Wir schreiben ¢ in
Polarkoordinaten

c=r-PTHT) B0, 41,42, ...,

und damit als Produkt. Um die Eigenschaften (3.1) und (3.7) fiir einen Logarith-
mus mit komplexen Argumenten zu erhalten, definieren wir

(5.11) In(c) = In(r) + i(p + 2km), k=0,£1,%+2,....

Abb. 5.4 zeigt die Funktion w = e® und ihr Inverses. Da der Imaginérteil des
Logarithmus einfach ¢ = arg(c) ist, ist klar, dass sich der Logarithmus nach jeder
Rotation ¢ — ¢ + 27 wiederholen muss.

Ein neuer Blick auf trigonometrische Funktionen

Der kiirzeste Weg zwischen zwei Wahrheiten im reellen Gebiet
geht durch das komplexe Gebiet.
(Jacques Hadamard,; zitiert nach Kline (1972), S. 626)
Ersetzen wir z in (5.4) durch —z, so finden wir e ~* = cosx — i sin x; wenn wir
nun diese Formeln addieren bzw. subtrahieren, erhalten wir

(5.12) sinx = 7.6
21
(5.13) cosT = € +2€
1 1T 1
(5.14) tanz = . ¢

Im Reich der komplexen Zahlen sind also die trigonometrischen Funktionen
und die Exponentialfunktion eng miteinander verwandt. Viele Formeln aus Ab-
schnitt[.4 stehen pl6tzlich in Zusammenhang mit e*; beispielsweise driicken die
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ABB. 5.4. Die Funktion w = € und ihr Inverses z = Inw

Formeln von de Moivre (4.14) einfach den Zusammenhang e"* = ()" aus.
Dies ist wohlgemerkt kein neuer Beweis, da er auf Gl. (5.4) basiert, die wiederum
aus den Reihen (4.16) und (4.17) abgeleitet wurde, welche wir mit Hilfe der
Formeln von Moivre bewiesen hatten.

Arkusfunktionen. Wenn wir e*® in (5.12), (5.13) oder (5.14) durch eine Variable
u substituieren und sin x, cos x oder tan x durch v, so erhalten wir algebraische
Gleichungen, die nach v aufgelost werden konnen. Im Ergebnis konnen wir so die
Arkusfunktionen mit dem komplexen Logarithmus ausdriicken:

(5.15) arcsinz = —i ln(iz + /1 — 22)
(5.16) arccos r = —iln(x—i—i\/l —xz)
(5.17) arctanz — ln(l,+x).

2 1 —x

Da die Logarithmus-Funktion mehrwertig ist, muss man bei der Wahl des richti-
gen Zweiges der jeweiligen Funktion (d.h. des Wertes fiir k£ in (5.11)) auf-
passen. Die letzte Formel erliutert die eindrucksvolle Ahnlichkeit zwischen der
Reihe (4.24) fiir y = arctan x und Gregorys Reihe (3.15) fiir In((1 +z) /(1 — z)).
Und Machins Formel aus GI. (4.34) entspricht einer Faktorisierung von kom-
plexen Zahlen:
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1 i+1_(5i+1)4 (2392’4—1)*1

1 = =
(5.18) 1 1—1 o1 —1 239 -1

Eulers Produkt fiir die Sinus-Funktion

... und ich sehe bereits einen Weg, die Summe dieser Reihe zu berechnen:
LH L g+ usw.
(Joh. Bernoulli, 22. Mai 1691, in einem Brief an seinen Bruder)
Eine der grolen Herausforderungen an die Mathematik des frithen 18ten Jahrhun-
derts war es, einen Ausdruck fiir die Summe der reziproken Quadrate zu finden:

1 1 1 1
(5.19) 1+22+32+42+52+...:?
Joh. Bernoulli hat viele Jahrzehnte eifrigst nach einem solchen Ausdruck gesucht.
Euler (1740) fand dann die folgende elegante Losung: Wir wissen aus der Algebra,
dass beispielsweise

(5.20) 1— Az 4 Ba® — Cx® = (1 — ax)(1 — Bz)(1 — yx),

wobei 1/a, 1/, 1/~ die Wurzeln des Polynoms 1 — Az + Bx? — Cz? sind.
Desweiteren lautet die erste sogenannte ,,Viete-Identitat*

(5.21) A=a+B+7.
Dasselbe Prinzip wenden wir nun ohne Skrupel auf die unendliche Reihe

sin x T T
22 =1- —
(5-22) x 6 + 120
mit ihrer unendlichen Zahl an Wurzeln £x, £27, +3, ... an. Gleichung (5.20)

wird zu

(D0 20 2 D6

()0 )0 )

Vergleichen wir diese Beziehung mit (5.22), wird aus dem Analogon von (5.21)

1 1 1 1 1 1
(5.23) w2 + 472 + 972 + 1672 + 2572 = 6
und die Summe (5.19) ergibt sich zu 72 /6. Wie kiihn diese Argumentation auch
sein mag, und wie schon ihr Resultat, so ist doch die mathematische Strenge
dahinter selbst fiir die Verhiltnisse des 18ten Jahrhunderts mehr als diirftig. Daher
suchte Euler spiter nach einem besseren Beweis (1748, Introductio, §156). Wir
beginnen mit der Faktorisierung von 2" — 1.
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Einheitswurzeln. Das Polynom 2™ — 1 besitzt

die Wurzeln z = V1 = 27/ fiir kb =
0,4£1,42,... . Da €™ = 1, liefern nur n
aufeinander folgende Werte von k verschiedene
Waurzeln, danach wiederholen sie sich. So sind ~ , 6im7
beispielsweise fiir n = 7 die Losungen

1, 62“‘—/7, 672171'/77

64“‘-/7, 674z7r/77 66”T/7, 676171'/7. e —6in/

Faktorisierungen in der Art von (5.20) sind auch
giiltig fiir Polynome mit komplexen Wurzeln.
Tatséchlich konnen wir jedes Polynom p(z) durch (z — ¢) mit Rest teilen:

—4int/7

e

p(z) = (z = c)q(z) +d

mit d = p(c). Falls ¢ eine Wurzel von p(z) ist, so finden wir eine Faktorisierung
p(2) = (2 — ¢)q(2). Wenden wir dieselbe Prozedur nun auf ¢(z) an, und wieder-
holen dies mit den jeweils neuen Polynomen, finden wir eine Faktorisierung von
p(2) in Linearfaktoren (z — ¢). Fiir unser Polynom 27 — 1 finden wir

T l= (2= 1) (2 — e2/T) . (z — e~ 27/T)

. (Z _ €4i7r/7) . (Z _ 6—41‘71-/7) . (Z _ eﬁiw/?) . (Z _ e—ﬁiw/?),
oder allgemein

(5.1) Satz (Euler 1748, Introductio, Kap. IX). Fiir ungerade n gilt

(n—1)/2 . .
M= (271) H (Ziemkw/n)(ziefmkw/n)
k=1
(n—=1)/2 Ve

=(z—-1) H (2% — 2z cos " +1).
k=1

(5.24)

Beweis. Die erste Identitit ist die Faktorisierung, die wir oben bereits hergeleitet
haben. Die zweite folgt aus Gl. (5.13). O

Wenn wir z durch z/a in (5.24) ersetzen und mit ¢™ multiplizieren, erhalten
wir ein noch etwas allgemeineres Ergebnis:

(n—1)/2 ok
(5.25) 2" —a" = (z—a) H (2% — 2azcos +a?).
n
k=1

Wir setzen jetzt z = (1+xz/N), a = (1 —2/N) in (5.25) ein und wihlen n = N.
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Dies ergibt
z\N z\N
) ()
( + N N
2 (V=172 - 222 2(1 x2 ) 2k
A N? N2) P N
(N—1)/2
2z 2km 2km
:N. ]:Lll 2<(lcosN) N2(1+COSN)>

(N-1)/2

2?2 1+ cos(2km/N)
—On - 1 . .
On -2 l:cl;Il < TN —cos(2k:7r/N))

Da der Koeffizient von 2! im Polynom (1 + 2/N)N — (1 — 2/N)¥ gleich 2 ist
(siehe Satz 2.1), finden wir Cy = 2 fiir alle N. Fiir groe N wird die linke Seite
der obigen Formel zu e — e ™" (Satz 2.3) und wenn wir ausnutzen, dass fiir kleine
y gilt cosy ~ 1 — y?/2, so strebt der k-te Faktor auf der rechten Seite gegen

2

x
(1 * k2m? )
Wir folgern daraus
et — e~ 2 2 2
5.26 —a(1+ 7)1+ ) (14 o)
(5.26) 2 =t 2 * 472 + 972

Da hier unendlich viele Faktoren auftreten, miissen wir im Umgang mit diesem
Grenzwert Vorsicht walten lassen (fiir eine Rechtfertigung siehe Ubung II1.2.5).
Ersetzen wir nun x durch iz, finden wir auf der linken Seite die gesuchte Funktion
sin . Auf diese Weise haben wir die folgende beriihmte Formel auf glaubhaftere
Weise als zuvor abgeleitet.

(5.2) Satz (Euler 1748, §158). Die Funktion sin x kann faktorisiert werden als

2 2 2

sm:z:—:EH( k27r2):x(l—i2)(1—43;2)(1—9i2)-.... a

Die Konvergenz dieses Produktes ist dargestellt in Abb.5.5. Wir stellen fest,
dass die Konvergenz fiir kleine Werte von |x| besser ist.

Das Wallissche Produkt. Wir setzen = 7/2 in die Formel von Satz 5.2 ein,
und erhalten

smg:1:g (1_411) (1_116) (1_316)
=5 (5) () (- ) )= ()
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ABB. 5.5. Konvergenz des Produktes aus Satz 5.2

was uns das beriihmte Produkt von Wallis (1655) liefert:

2.
(5.27) = X

2 4-4 6-6

2 13 3.5 5.7
Bemerkung. Der urspriingliche Beweis von Wallis beginnt mit der Tatsache, dass
7/2 die Fliche unter (1 — x2)'/? (zwischen —1 und +1) ist, gefolgt von einer
komplizierten Abfolge von Interpolationen, die auf den bekannten Flachen von
(1 —22)° (1 —2?)L, (1 — 2?)?,... basiert. Genau diese Idee inspirierte New-
ton zu seiner Entdeckung des allgemeinen binomischen Lehrsatzes, den wir in
Abschnitt 1.2 diskutiert haben.

Ubungen

5.1 (Euler 1748, §185.) Setzen Sie x = 7/6 in die Formel aus Satz 5.2 ein und
finden Sie, mit der Hilfe von sin(r/6) = 1/2, eine weitere Produktdarstel-
lung fiir 7/2:

™ 3 6-6 12-12 18-18 24-24

(5:28) 22 5.7 11-13 17-19 23.25

setzen Sie nun x = 7/4 ein, multiplizieren Sie das erhaltene Produkt mit
dem Wallisschen Produkt, und leiten Sie folgende interessante Formel her:
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6-6 10-10 14-14 18-18

5.29 2 . : :
(5:29) v 5.7 9-11 13-15 17-19

22
T 1-3

(Euler, Introductio §§166,168). Verallgemeinern Sie (5.19) und (5.21) auf
folgende Weise: Sei

T+ A1z 4+ Ag2? + A3 4+ ... = (1+a12) (1 +ag2)(1 4+ azz) - ...
(hier steht z fiir 2 aus Satz 5.2) und definieren Sie die Summen der Potenzen

Si=a1+as+az+...
So=aj+as+ai+...
Ss=a}l+al+as+...,

und so weiter. Dann fiihren Sie einen ,,demonstratio gemina theorematis Neu-
toniani*

S =4

Sy =A151 — 24,

Sz = A15 — AxS1 + 343

Sy = A155 — AxSy + A3 S1 — 4A,

(5.30)

und leiten Sie aus diesen Formeln und Satz 5.2 die folgenden Summen ab:

1_|_1_|_1_|_1+ _71'2_227721
22 132 42 7T 6 2.21 6
1_|_1_|_1_|_1+ _7T4_247T4 1
24 134 44 T 090 2441 30

(5.31)
1_|_1_|_1_|_1+ _776_2671'61
261 36 1 46 0 TTT T 945 0 2-6! 42

1 1 1 78 _2871'8 1

1 c.= = .
+28+38+48+ 9450 2-8! 30

Bemerkung. Eigentlich hatte Euler diese Ausdriicke etwas anders niederge-
schrieben und der Zusammenhang zu den ,Bernoulli-Zahlen* (siehe Ab-
schnitt II.10 unten) wurde ihm erst einige Jahre spiter klar (1755, Institu-
tiones Calculi Differentialis, Caput V, §§124,125,151, ,ingrediuntur in ex-
pressiones summarum. . ).

(Euler 1748, §169). Beweisen Sie, entweder durch einen Beweis dhnlich dem
vorangegangenen (beginnend mit den Wurzeln von 2™ 4+ 1 = 0) oder mittels
cosz = sin2z/(2sinx), dass

s = TT(1= g ) = (1= 5) (0 0r) (= )

Finden Sie durch Anwendung dieses Produktes Ausdriicke der Form
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ettty o

32 752 720 T8

(5.32) )
1+ 5+ o+ =T

gt gt T T g6

Zeigen Sie, dass (5.32) auch direkt aus (5.31) abgeleitet werden kann.

5.4 (Euler 1748, §§189-198). Nehmen Sie den Logarithmus der Formel aus Satz
5.2 (welcher das Produkt in eine Summe verwandelt) und finden Sie so prak-
tische Wege zur Berechnung von

In(sin(z))

mit Hilfe der Ausdriicke (5.31).
5.5 Berechnen Sie mit Hilfe von Cardanos Formel (1.14) alle Wurzeln von

(5.33) x> —5r+2=0.

Trotz der Tatsache, dass alle drei Wurzeln reell sind, muss man zwischen-
durch die Kubikwurzeln einer komplexen Zahl berechnen.

5.6 Vereinfachen Sie die Berechnung der Wurzeln aus (5.33) mit dem folgenden
Ansatz (Viete 1591a): Setzen Sie x = p cos o und ersetzen Sie cos o durch
x/p in der Identitéit cos 3 = 4 cos® o — 3 cos & mit dem Ziel

32 3
2 — Z ZC—/Z cos3a = 0.

Vergleichen Sie diese Gleichung mit (5.33) und bestimmen Sie p, o and z.
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1.6 Kettenbriiche

Die Theorie der Kettenbriiche ist eine der nutzbringendsten Theorien der
Arithmetik . . . da sie in den meisten Werken tiber Arithmetik und Algebra
fehlt, ist sie vielleicht unter Geometern nicht sonderlich bekannt. Ich wire
zufrieden, wenn ich dazu beitragen konnte, sie etwas vertrauter zu machen.

(Lagrange 1793, Oeuvres, Band 7, S. 6-7)

Wir sagen daher; dass sich der Kreis zum Quadrat seines Durchmessers

verhdlt wie 1zu 1 x 2 x 2 x ¥ x 8 x &ec, unendlich oft. Oder wie 1 zu
8 % 24 748 80

1 +

2_‘_49
81

2+
2 + &c, unendlich offt.
Wie diese Anniherungen erhalten wurden ... wire hier zu lang zu be-
richten; aber kann von denen eingesehen werden, die die Abhandlung her-
anziehen mochten. (J. Wallis 1685, A Treatise of Algebra, S.318)

Nachdem wir nun den Nutzen von unendlichen Reihen und unendlichen Produk-
ten in der Analysis kennengelernt haben, werden wir nun eine dritte Form eines
,unendlichen® Prozesses diskutieren: unendliche Quotienten, oder auch ,Ket-

tenbriiche®.

Urspriinge

Der euklidische Algorithmus. Dieser Algorithmus zur Berechnung des grofiten
gemeinsamen Teilers zweier ganzer Zahlen ist seit mehr als 2000 Jahren bekannt
(Euklid, ~300v. Chr., Elemente, Buch VII, Propositionen 1 und 2). Gegeben
seien zwei positive ganze Zahlen, zum Beispiel 105 und 24. Wir teilen die grof3ere
durch die kleinere und erhalten den Quotienten 4 mit Rest 9, d.h.

105/24 = 4 +9/24.

Wir setzen nun diesen Prozess mit dem Divisor und dem Rest fort:

24/9=2+6/9, 9/6=1+3/6, 6/3=2.

Der Algorithmus muss irgendwann enden, da die Nenner der Reste eine streng
monoton abfallende Folge positiver ganzer Zahlen bilden. Der letzte nicht ver-
schwindende Nenner (hier 3) ist der grofite gemeinsame Teiler, nach dem wir
suchen, und durch Kombination der vorherigen Schritte erhalten wir

6.1)

105 1
=4
24 * 1
2+

1+1
2
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Irrationale Zahlen. Wenn diese Form des euklidischen Algorithmus (wiederholte
Subtraktion des Ganzteils und Invertieren) auf eine irrationale Zahl angewendet
wird, kann der Prozess nicht enden, da ein endlicher Ausdruck wie in (6.1) rational
sein muss. Beispielsweise finden wir fiir o« = V2

1 1

1,4142... =1+0,4142... =1 =1 :
’ +0, To a2 T T o4 04142

Dass die Ziffern von /2 im letzten Quotienten wieder auftreten, ist kein Zufall,
da /2 gerade die Gleichung o = 1 + 1/(1 + «) erfiillt (multiplizieren Sie mit
1 + «, um dies zu sehen). Wenn wir weiter fortfahren, erhalten wir die folgende
Formel von Bombelli aus dem Jahr 1572:

V2=1+ ! |
(6.2) 2+

) 1

* 24...
Die einfachste aller Folgen beschreibt den ,,goldenen Schnitt”, ndmlich

1+\/5=1,61803=1+ b o]
1,61803 1
(6.3) 1+

Weitere Beispiele sind die folgenden:

\/3=1+] . e=2+"
1+ | 1+
2+ 2+

(6.4) 1

e—1=1 34
e+1 1 1
2+ 7+
(6.5) 6+1 ! 15+1 |
10+l4+ 1+ 1
292 +
1+

Die Zahlen 1, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1,... die als Quotienten in der Entwick-
lung von /3 auftreten, sind periodisch, die fiir ¢ und (e — 1)/(e + 1) besitzen
ebenfalls ein regelmiBiges Verhalten. Fiir (e — 1)/(e + 1) werden wir das un-
ten erkldren konnen, da diese Zahl gerade tanh(1/2) ist (vergl. Gl. (6.31) unten).
Die RegelmiBigkeit von e ist dagegen subtiler (siehe Hurwitz, Werke 2, S. 130).
Uberhaupt keine RegelmiBigkeit scheint in der Entwicklung von 7 zu stecken,
selbst wenn wir Tausende ihrer Quotienten berechnen (Lambert (1770a) berech-
nete 27, Lochs (1963) berechnete 968).
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Lord Brounckers Entwicklung fiir 7 /4. Ein Jahr nach der Entdeckung des Wal-
lisschen Produktes fiir 7 gelang es Lord Brouncker, es in einen interessanten Ket-
tenbruch umzuformen (siche das Zitat oben und Gl. (6.23) unten). Dieses Resul-
tat inspirierte Wallis dazu, eine Theorie der Kettenbriiche auf den zwei letzten
Seiten seiner Arithmetica Infinitorum (1655, siehe Opera, Bandl, S.474-475)
einzufiigen.

Lamberts Kettenbruch fiir tan x.
Die Veranlassung aber, diese Formeln zu suchen, gab mir des Herrn Eu-
lers Analysis infinitorum, wo der Ausdruck ... in Form eines Beyspieles
vorkommt. (Lambert 1770a)

Wie wir bereits in Abschnitt 1.4 gesehen haben, besitzt die Funktion tanz =
sin x/ cos x keine besonders einfache Reihenentwicklung. Wir beginnen mit

; sinx  x—a23/6+2%/120—... =
anz = = = :
cost 1—a%2/2+2%/24— ... 1—a2%/24+2%/24— ...

1—22/6+24/120— ...

Fiir x — 0 strebt der Zihler gegen 1. Daher ziehen wir 1 ab und erhalten
i T T
anx = =
2?3230+ ... z?
1—22/6+2%/120— ... _1fx2/6+._.

1/3—22/30+...

Nun strebt der letzte Nenner fiir z — 0 gegen 3. Wir subtrahieren 3 mit dem

Ergebnis

tanx =

Fahren wir auf diese Weise fort, so finden wir als weitere Nenner 5, 7 und so
weiter. Fiir einen Mann des 18ten Jahrhunderts (Lambert 1768) gibt es dann
keinen Zweifel mehr an der Wahrheit der folgenden allgemeinen Formel:

1
tanx = 9 =
T 1 1
1-— 9 —
x T 3 1
3— 9 —
T 5 1
5— 2 R
(6.6) 7— z

Ein paar Jahrzehnte spéter gab Legendre (1794) einen vollstdndigen Beweis (sieche
Ubung 6.6).
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Ein Ausdruck der Form

(6.7) g+

D2
q +
ps3

q2 +
qs + ...
heiBt Kertenbruch. Die Briiche p1/q1, p2/q2, 3/qs, - . - heiBen Teilbriiche des Ket-
tenbruchs. Falls alle p;, = 1 sind, so nennen wir den Kettenbruch reguldr oder
einfach.

Ndherungsbriiche

Wenn der Kettenbruch (6.7) an seiner k-ten Stelle abgebrochen wird, erhalten wir
eine rationale Zahl

(6.8) go + 1 ) ,
2
q1 +
Pk

qQ+ ...+
qk

die als k-ter Naherungsbruch des Kettenbruchs bezeichnet wird. Wir wollen diese
rationalen Zahlen als Quotienten zweier ganzer Zahlen schreiben. Der erste Schritt
ist einfach:

P1 _ o + p1

(6.9a) qo + 7
a1 q1
(6.9b) qo + pn _ 909192 + qopz + P192 .
g+ b2 q192 + P2
1
qz

Seien nun Ay, der jeweilige Zahler und By, der jeweilige Nenner, wenn wir Aus-
druck (6.8) auf diese Weise weiter auswerten. Aus (6.9) folgt

Ao = qo, By =1,

A1 =qoq1 +p1, By = q,

A2 = Qo192 + qop2 + 192, B2 = q1q2 + p2.
Wir betrachten nun diese Formeln, wie Euler sagt ,mit ein wenig Aufmerk-

samkeit (tamen attendenti statim patebit), und entdecken die folgende schone
Struktur:

(6.10) Ay = g2 A1 + p2Ao, By = q2B1 + p2Bo.

Fiir die Berechnung von A3 und Bs, deren Quotient natiirlich

P1
qo +
D2

q +
a2 +p3/q3
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sein muss, miissten wir also bei Vergleich mit (6.9b) die Formeln von A5 und B>
nehmen, und jedes g2 durch den Term g2 + ps/gs ersetzen. Doch wiren die auf
diese Weise erhaltenen Ausdriicke im allgemeinen keine ganzen Zahlen. Daher
multiplizieren wir sie noch mit g3, was den Quotienten nicht dndert, und haben
gemal (6.10)

Az = ((QQ +p3/q3) A1 +p2A0) “q3, B3 = ((QQ +p3/q3) B +p2Bo) " q3-
Diese zwei Ausdriicke werden nach Vereinfachung zu
Az = q3Az + p3Aa, B3 = q3B2 + p3B.

Dieses Schema wiederholt sich nun wieder und wieder und wir erhalten:

(6.1) Satz (Wallis 1655, Euler 1737b). Die Zihler und Nenner der Niherungs-
briiche (6.8) sind rekursiv bestimmt durch

Ap = qpAg—1 + prAr—2
6.11) By = qxBr—1 + prBr—2

mit

A1 =1 Ao = qo A1 = q1qo + p1

(6.12)
B_1=0 By =1 By = q1.

(6.2) Beispiele. Wenden wir die Gleichungen (6.11) und (6.12) auf die obigen
Beispiele an, finden wir die folgenden rationalen Niherungsbriiche,

l+\/5~] 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

2 17’17273757 8713721734755 89 '°°°

\/2%1 37 17 41 99 239 577 1393 3363
1727571272970 1697 408" 985 ’ 2378’

\/3%1 2 5 7 19 26 71 97 265 362 989 1351
17173747117 157 417 567 1537 209’ 571 780’
2 3 8 11 19 87 106 193 1264 1457 2721

6%17173’4’7’32’39’71’465’536’1001"“

3 22 333 355 103993 104348

17 771067 1137 33102 > 33215 "7’
welche schnell gegen die urspriinglichen irrationalen Zahlen konvergieren (siehe
Abb.6.1).

Die Niherungen fiir v/2 und v/3 waren bereits in der Antike bekannt (Archi-
medes benutzte ohne weiteren Kommentar 265/153 < /3 < 1351/780). Die
zwei Niherungsbriiche 22/7 (Archimedes) und 355/113 (Tsu Chung-chih um
480 in China, Adrianus Metius 1571-1635 in Europa) fiir 7 sind von iiberdurch-
schnittlicher Giite. Erklidrung: Der erste Nenner g1, der vernachlissigt wird, ist
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11 12 13

" 1+ V5
2
N
N
<—\/3
U—0
%
PX¢ O-—=¢e
R
V2

ABB. 6.1. Fehler der Néherungsbriiche Ay /By, (logarithmische Skala)

vergleichsweise groB (15 bzw. 292). Zwei andere sehr genaue Niherungsbriiche
fiir 7, ndmlich der 11te und der 26ste, wurden 1766 in Japan von Y. Arima zu

5419351 un 428224593349304
1725033 136308121570117

berechnet (sieche Hayashi 1902). Umgekehrt konvergiert der Kettenbruch fiir den
goldenen Schnitt nur sehr langsam, da alle ¢, = 1 sind. Hier wird (6.11) zur
Rekursionsformel fiir die Fibonacci-Zahlen (Leonardo da Pisa 1170-1250, auch
bekannt als Fibonacci).
Einige Naherungsbriiche des Kettenbruchs (6.6) fiir tan x lauten
(6.13)
N N b 105z — 1023 945z — 1052% 4 2°

17 3—227 15—622" 105 — 4522 + 24’ 945 — 42022 4+ 1524 7"

und sind in Abb. 6.2 dargestellt, sie streben gut gegen die Funktion tan x, selbst
jenseits der Singularititen bei z = 7/2, 37/2,....

Unendliche Reihen zu Kettenbriichen. Die Differenz zweier aufeinander fol-
gender Niherungsbriiche betrédgt
Apr1 Ax  Apy1Br — ApBrg

6.14 - — (-1
©.14) Bry1 DBy By Bri1 (=1

k_ Pip2- ... Pkt
By Byt
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k=2] | | k=3| |t k=4 | | k=5

) ) 5 0] /0 5 10 1/5 10
15k 15l 15k 15l

ABB. 6.2. Niherungsbriiche des Kettenbruchs fiir tan z

Die letzte Gleichheit sehen wir wie folgt: Benutzen wir (6.11), so haben wir

Apt1Br — AkBig1 = (qr14k + Pr+14k—1)Br — Ak (qr+1Br + pPr+1Bi—1)
= —pp+1(ArBr—1 — A1 Bi) = . ..
=p2-... 'pk+1(—1)k(AlBO — AoB1)

und (A1By — ApB1) = p1 aufgrund von (6.12). Schreiben wir den k-ten
Néherungsbruch Ay, /By, als

Ay (Ak Ak—l) (Ak—l Ak—z)_'_m (A1 Ao) Ao

By, By, Br- Br_1  Bp_o B, B By’
so folgt aus (6.14), dass
Ay D1 PiP2 | P1D2pP3 k1 DiD2 ... Dk
6.15 = — — ... —1 .
€19 p =0t g ", T pp, TV B B,
und finden

(6.3) Satz. Die Ndiherungsbriiche von (6.7) sind die Partialsummen der Reihe

b1 pip2 | P1P2P3  P1P2P3P4

B  BiBy BB BB,

(6.16) qo +

Fiir reguldre Kettenbriiche (d.h. alle p, = 1) folgt

1 1 1 1

6.16’ - - o
(6.16) ©F B T BB, T BBy BsBy

Da 1/(Bj—1Bs) der kleinstmogliche Abstand zwischen zwei rationalen Zahlen
mit Nennern By_; und By ist, kann das Intervall zwischen Ay_1/By—1 und
Ay, / By, keine rationale Zahl enthalten, deren Nenner kleiner oder gleich By, ist.
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Kettenbriiche zu unendlichen Reihen. Sei

1 1 1 1 1
(6.17) e s

C1 C2 C3 Cq Cs
eine gegebene Reihe mit ganzen Zahlen ¢;; wir wollen ganze Zahlen p;, ¢; finden,
so dass die Reihe (6.17) Term fiir Term mit (6.16) iibereinstimmt (mit gg = 0).

Losung. Wir setzen p; = 1 und ¢ = B1 = c;. Dann teilen wir zwei aufeinander
folgende Terme aus (6.16) (so dass sich die Produkte der p; vereinfachen) und
erhalten

(6.18) ck—1Br = cpprBr—2.

Dies dhnelt bereits GI. (6.11), abgesehen von den Faktoren c;_; und ci. Daher
subtrahieren wir noch von (6.18) die Gl. (6.11), einmal mit c;_; multipliziert,
einmal mit ¢, und finden

Ck—1qrxBr—1 = (ck — ¢r—1)prBr—2
(ck—1 — cx)Br = —crqiBr—1.
In der ersten Formel ersetzen wir k£ durch £-+1 und dividieren die zwei Ausdriicke.

Dies kiirzt By, und By heraus und gibt uns

CeQr+1 (Cht1 — Ck)Prt1
Ck — Ck—1 Crqk

(6.19)

Die p;, q; sind selbstverstindlich nicht eindeutig festgelegt. Da wir sie als ganze
Zahlen wollen, ist eine natiirliche Wahl, die (6.19) erfiillt,

(6.20) Pk+1 = Ci7 Qk+1 = Ck4+1 — Ck

fiir £ > 1. Wir erhalten so die folgende Formel von Euler (1748, §369):
(6.21)

1 1 1 1 1
- T4+ =T+ = )
C1 C2 C3 C4 c
Cl+ 2
Ca
c2—cC1+ 9
C3
c3 —c2+
cyg—C3+ ...

Wenden wir dies auf zwei wohlbekannte Reihen an (siehe Abschnitte .3 und1.4),

finden wir

1 1 1 1
1n2—1—2+3—4+...— {

6.22) 1+
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(6.23) 2+ 49
2+
2+...

Der zweite Kettenbruch ist derjenige, den Lord Brouncker gefunden hat, hier von
uns hergeleitet iiber Leibniz’ Reihe.
Auf dhnliche Art beweisen wir (Euler 1748, §370)

(6.24)
11 1 1
1 cies ciescs e ’
c1+
C2
co— 1+
14
C; J—
3 cqg—14...
und als Anwendungsbeispiel
1 1 1 1
T AR PTTE R
1+ )
1+ 3
(6.25) -
3+ 4
4+
Irrationalitiit

Ich kann mit einigem Grunde zweifeln, ob gegenwirtige Abhandlung von
denjenigen werde gelesen, oder auch verstanden werden die den meisten
Antheil davon nehmen sollten, ich meyne von denen, die Zeit und Miihe
aufwenden, die Quadratur des Circuls zu suchen. Es wird sicher genug im-
mer solche geben . . . die von der Geometrie wenig verstehen . . .
(Lambert 1770a)
Eines der groBen ungelosten Probleme der klassischen Analysis war die Quadratur
des Kreises (d.h. die Konstruktion von 7) mit Zirkel und Lineal. Lambert glaubte
als erster daran, dass diese Konstruktion, die sich 2000 Jahre lang der Kunst der
Mathematiker widersetzt hat, schlicht unmoglich ist. Ein erster Hinweis in diese
Richtung wire die Feststellung, dass 7 irrational ist. Wir sind daher an einem
Satz interessiert, der aussagt, wann ein unendlicher Kettenbruch einen irrationalen
Wert beschreibt.

Erste Schwierigkeit. Es kann passieren, dass ein Kettenbruch gar keine Zahl
reprisentiert. Ein Beispiel hierfiir ist die Reihe

2 3 4 5 6 7
(6.26) otz ats T
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Da ihre Partialsummen abwechselnd gegen +1 und —1 streben, kann sie nicht
konvergieren. Um aus dieser Reihe einen Kettenbruch zu gewinnen, setzen wir
¢ = k/(k + 1) (siehe (6.17)) und erhalten aus (6.19) nach Vereinfachung

Pett - _ 3k 4 2).
dk+1 " 9k

Mit pyr1 = k3(k + 2) und ¢ = 1 haben wir ganzzahlige Koeffizienten und
stellen fest, dass die Ndherungsbriiche des Kettenbruchs

6.27) 2 5

1+,
T+ a5
1+
1+...

nicht gegen eine reelle Zahl konvergieren konnen.

Zweite Schwierigkeit. Es gibt unendliche Kettenbriiche, die sehr wohl eine ratio-
nale Zahl beschreiben. Wenn wir beispielsweise in 2 = 1 + 2/2 wiederholt die 2
ersetzen, gibt uns das

(6.28) 2=1+ :

was rational ist.

(6.4) Satz. Falls p; und q; ganze Zahlen sind und ab einem bestimmten Index
J > jo aufwdrts

(6.29) 0< Dj < q;

etfiillen, dann konvergiert ihr zugehoriger Kettenbruch (6.7), und zwar gegen eine
irrationale Zahl .

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass 0 < p; < g;
fiir alle j erfiillt ist. Ansonsten betrachten wir stattdessen den Kettenbruch, der
mit pj, /g, beginnt; Konvergenz dieses Kettenbruchs und seine Irrationalitt sind
dquivalent zur Konvergenz und Irrationalitiit des urspriinglichen.

Die Annahme, dass 0 < p; < g; gilt, garantiert uns, dass die Nédherungsbrii-
che des Kettenbruchs gegen eine reelle Zahl streben. Dies ist eine Folgerung aus
dem ,,Leibniz-Kriterium® und wird in Abschnitt III.2 beschrieben.

Wir folgen nun einer Idee von Legendre (1794, Eléments de Géométrie,
Note IV) und schreiben den Kettenbruch (6.7) ohne qq als
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. 2
- n mit B:p
o +08 D3
q2 +
Q3+

(6.30) o

Mit ¢; > p; und 8 > 0 haben wir « < 1. Nehmen wir nun an, dass « = B/A
rational ist mit 0 < B < A. Eine einfache Umformulierung von (6.30) liefert
dann

o B ’
so dass sich 3 ausdriicken ldsst als rationale Zahl, dessen Nenner kleiner ist als
der von . Wenn wir dieselbe Argumentation auf 5 = p2/(g2 + ) anwenden,
und dies immer wieder wiederholen, finden wir fortlaufend kleinere Nenner, die
aber noch alle ganze Zahlen sind. Dies ist nicht unendlich oft moglich. ]

6:171*111047/1]71*3(]1

Negative p;. Die Schlussfolgerung von Satz 6.4 ist auch dann giiltig, wenn wir
(6.29) ersetzen durch

(629’) 2|pJ| S q; — 1.
Dies sieht man, wenn man wiederholt die Gleichheit
V2 1

q_]+ﬁ (Jl )
1+

qj—1+
’ |p; |

4 = Ipil+ 6
ausnutzt (sie gilt fiir p; < 0), welche unter der Annahme (6.29’) den Kettenbruch
in einen anderen Kettenbruch umformt, der (6.29) erfiillt.
(6.5) Satz (Lambert 1768, 1770a, Legendre 1794). Fiir jedes rationale x (x # 0)

ist der Wert tan x irrational.

Beweis. Sei x = m//n rational, wir setzen x in (6.6) ein:

m  m/n m
6.31 t = =
(6.31) an 1 i 2 2
— n—
m?/n? m?
3 - m? Jn? 3n — 2
5 — on —
T—... m—...

Rechts steht ein Kettenbruch mit ganzzahligen Koeffizienten. Da die Faktoren
1,3,5,7,9,... gegen Unendlich streben, ist die Bedingung (6.29’) fiir alle m und
n ab einem bestimmten Index i erfiillt. O

Dasselbe Ergebnis gilt fiir den Arkustangens; tatsidchlich muss x = arctany
irrational sein, wenn y rational ist, da ansonsten y = tan x irrational wére nach
Satz 6.5. Insbesondere muss © = 4 arctan 1 irrational sein.
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Der Beweis eines analogen Resultats fiir den hyperbolischen Tangens
tanhz = (e* —e @) /(e® +e %) = (e** —1)/(e** + 1)

ist sogar noch einfacher, da simtliche Minuszeichen in (6.31) zu Pluszeichen wer-
den. Invertieren wir die letzte Formel, so haben wir e* = (1 + tanh(z/2))/(1 —
tanh(z/2)) und erhalten insbesondere die Irrationalitit von e” und In « fiir ratio-
nale Zahlen x # 0 beziehungsweise x # 1.

Ubungen

6.1 Zeigen Sie, dass die Nenner Ay und By, der Nidherungsbriiche (6.8) mit Hilfe
der Matrixnotation wie folgt ausgedriickt werden konnen:

<Ak Ak1><¢10 1) <(J1 1) <Q2 1> <Qk1 1> <Qk 1)
B By 1 0)\p1 0/ \p2 O/ "\ pr—1 O/ \px O0/)°

6.2 Berechnen Sie numerisch die reguldren Kettenbriiche der Zahlen
V2, V3, V5, V6, VT, V2, V3, V4, Vs, V6, VT

und entdecken Sie einen bedeutenden Unterschied zwischen den Quadrat-
und Kubikwurzeln.

6.3 Zeigen Sie, dass

1 1
und
+1 +1
a a
a+1 b+l
1 1
a+ a+
a+... 1
b+
a+...

Losungen einer Gleichung zweiten Grades sind. Berechnen Sie ihre Werte.

6.4 Die Linge eines astronomischen Jahres ist (Euler 1748, §382)
365 Tage 5 Stunden 48’55 .

Entwickeln Sie 5 Stunden 48'55" (gemessen in Tagen) als regulédren Ketten-
bruch und berechnen Sie die zugehorigen Nédherungsbriiche. Vergessen Sie
nicht, Papst Gregor XIII. ihren wertvollen Ratschlag fiir die Kalenderreform
vorzulegen.

6.5 Geben Sie einen detaillierten Beweis von Gl. (6.24).
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6.6 Beweisen Sie Formel (6.6).
Hinweis (Legendre 1794). Definieren Sie

a a2 a3

—1
PE) =t e T2 3 a2 T

und zeigen Sie, dass gilt: ¢(z)—p(z+1) = ©(z+2) . Definieren

z(z+1)
Sie als nédchstes

B a
B 2+ Pz +1)

a-p(z+1)
z-p(2)
Iteration von (6.33) fiihrt zu einem Kettenbruch. Setzen Sie schlieBlich a =
2?2 /4, so dass ¢(1/2) = coshz und z¢(3/2) = sinhz erfiillt sind, und
ersetzen Sie x durch ixz. Wir wollen anmerken, dass diese Formeln verwandt

sind mit den Kettenbriichen hypergeometrischer Funktionen (Gaul3, Heine,
siehe Perron 1913, S.313,353).

(6.33) P(z) = ,sodass  ¥(z)
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