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§ 1. G-Moduln

Die Kohomologie der endlichen Gruppen befasst sich mit einer allgemeinen
Situation, die wir in den verschiedensten konkreten Formen immer wieder an-
treffen. Ist zum Beispiel L|K eine endliche galoissche Korpererweiterung und
G ihre Galoisgruppe, so operiert G auf der multiplikativen Gruppe L* des
Oberkorpers L. Handelt es sich speziell um eine Erweiterung endlicher alge-
braischer Zahlkorper, so operiert G auf der Idealgruppe J des Oberkorpers L.
Der Gruppenerweiterungstheorie entnehmen wir das folgende Beispiel: Ist G
eine abstrakte endliche Gruppe und A ein abelscher Normalteiler, so operiert
G auf A durch Konjugiertenbildung. In der Darstellungstheorie haben wir es
mit Matrizengruppen G zu tun, die auf einem Vektorraum operieren. Allen
diesen Fillen gemeinsam liegt der Begriff des G-Moduls zugrunde. Uber ihn
haben wir zunéchst einige allgemeine Betrachtungen anzustellen, die zum Teil
aus der Theorie der Moduln iiber beliebigen Ringen wohlvertraut sind.

Wihrend unserer gesamten Ausfithrungen bedeutet G eine endliche multipli-
kative Gruppe, deren Einselement mit 1 bezeichnet wird.

(1.1) Definition. Ein G-Modul A ist eine abelsche (additive) Gruppe A,
auf der die Gruppe G operiert, derart dass fiir 0,7 € G und a,b € A gilt

1) la = a,

2) o(a+b)=0ca+ ob,

3)  (om)a=o(ra).

Wiewohl wir es in den Anwendungen meistens mit multiplikativen G-Moduln
A zu tun haben, ziehen wir in diesem Teil aus formalen Griinden die additive
Schreibweise vor.

Der Begriff des G-Moduls ordnet sich dem {iblichen Modulbegriff unter, wenn
wir von der Gruppe G zum Gruppenring Z[G] iibergehen. Dieser besteht
aus allen formalen Summen Z

NGO

ocelG
mit ganzzahligen Koeffizienten n, € Z. Mit anderen Worten:

Z|G] ist die freie abelsche (additive) Gruppe, die aus den Elementen von G
gebildet ist:
Z[G) ={> ngo|n, € Z}.
oeG

Da man die Summen ) . 7,0 miteinander multiplizieren kann, ist Z[G]
ein Ring. Einen G-Modul A kénnen wir hiernach direkt als einen Modul iiber
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dem Ring Z[G] auffassen, indem wir die Operation von Z[G] auf A durch
(Z Neo)a = Z ne(oa), a€ A,
oeG oeG

festlegen. Natiirlich ist Z[G] als additive Gruppe selbst ein G-Modul; er wird
in unseren Betrachtungen eine ausgezeichnete Rolle spielen.

Im Gruppenring Z|[G] sind zwei Ideale ausgezeichnet:
Igz{Znacﬂ Zna:()} und Z'NG:{TL'ZO'|TLEZ}.
oeG ceG ceG
I heifst das Augmentationsideal von Z[G]. Es ist der Kern des Homomor-

phismus
e: Z|G) — Z mit 5(2 Neo) = Z Ny
oceG oeG
der auch als Augmentation von Z[G| bezeichnet wird.

Das Element Ng = ) ., 0 € Z[G] heift die Norm (oder auch Spur) von
Z|G). Fiir jedes 7 € G gilt TNg = ) .70 = Ng, und dies bedeutet, dass
Z-N¢ ein Ideal von Z[G] ist. Die Abbildung

p:Z — Z[G] mit p(n) =n-Ng

heifit die Koaugmentation von Z[G]. Wir setzen Jg = Z[G]/Z-N¢g. Wir
erhalten mit diesen Bezeichnungen die exakten Sequenzen!

0—Ig—Z[G] —Z—0
0—Z-5Z[Gl— Jg—0

von Ringen und Ringhomomorphismen. Betrachten wir diese Ringe nur als
additive Gruppen, so sehen wir sofort, dass es sich um lauter freie abelsche
Gruppen handelt, und dass I und Jg als direkte Summanden von Z[G]
auftreten:

(1.2) Satz. I ist die freie durch die Elemente 0 — 1, 0 € G, o # 1, erzeugte
und Jg die freie durch die Elemente 0 mod Z-Ng, o # 1, erzeugte abelsche
Gruppe. Es gilt

ZG=1c®Z1=I1c87Z,
Z|G) = (B, Zo) S Z-Nc = Jc O Z .

Y Eine Sequenz --- — A “BLC > .. von Gruppen, Moduln oder Ringen
und Homomorphismen i, j, ... heifit exakt, wenn das Bild der vorhergehenden
Abbildung gleich dem Kern der nachfolgenden ist. Insbesondere haben wir es
hiiufig mit den kurzen exakten Sequenzen 0 - A = B % C' — 0 zu tun. Sie

besagen, dass wir einen surjektiven Homomorphismus j von B auf C' mit dem
Kern ¢A = A vor uns haben.



§1. G-Moduln 5

Beweis. Ist )  .oneo € Ig, so ist ) .on, = 0, also ) _-n.,0 =
YvegNo(o — 1), und wenn - o, ne(0c —1) = 0, so ist n, = 0 fiir
alle o € G, 0 # 1.

Da jedes Element ) .. n,0 € Z[G] die Darstellung

Y neo =Y nglc—1)+ (D ny)-1

ceCG ceG oeG
besitzt, haben wir die offenbar direkte Zerlegung Z[G] = I¢ @ Z-1. Ist ande-
rerseits ) .o Mo0 mod Z-Ng € Jg, so kdnnen wir schreiben

Z NgO = Z(ng —ny1)o +ng- Z o= Z(ng —ny)o mod Z-Ng,

ocelG o#l celG o#l
und aus Z(#l neo € Z-N¢ folgt offenbar n, = 0 fiir alle o # 1.

Daher ist Jg die freie durch die Elemente 0 mod Z-N¢g, o # 1, erzeugte
abelsche Gruppe. Wegen der eindeutigen Darstellung

Z Ngo = Z(ng —n1)o +n1-Ng

oceG o#1

haben wir gleichzeitig die direkte Zerlegung Z|G] = (P, Zo) D Z-Ng.

o#1

Die Ideale I und Z-Ng von Z[G| stehen sich in dem folgenden Sinne dual
gegeniiber.

(1.3) Satz. Is = AnnZ-Ng und Z-Ng = Ann 1.

Beweis. Es ist (3 ,cqn00) - No = Y cano(o0 - Ng) = > ,canoeNa
= Xpego) " Na = 0 <= > .ono = 0. Also ist AnnZ-Ng = Ig.
Andererseits wird Ig nach (1.2) durch die Elemente ¢ — 1, 0 € G, er-
zeugt. Daher ist ) __on,7 € Annlg <= (3 . .on.7)(0c — 1) = 0 fiir alle
c€G =) canTo =) on,7 firale o e G <= n, =n fiir alle
T€G ) on,T=n1-Ng € Z-Ng. Daher ist Z-Ng = Ann I¢.

Nach diesen Bemerkungen {iber den Gruppenring wenden wir uns den allge-
meinen G-Moduln wieder zu. Ist A ein G-Modul, so sind in ihm unmittelbar
vier Untermoduln ausgezeichnet. Es sind dies die Moduln

A% ={a € A|oa = a fiir alle 0 € G}, die Fixgruppe von A,
NgA ={Nga=73)_,.s0a|ac A}, die Normengruppe von A 2),
2 Fiir die Elemente > e 0a scheint eher die Bezeichnung Spur angebracht zu
sein. Im Hinblick auf die spiteren Anwendungen, in denen wir es hauptséchlich

mit multiplikativen GG-Moduln zu tun haben, entscheiden wir uns jedoch schon
hier fiir die Bezeichnung Norm.
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NeA={a€ A| Nga =0},
IgA={} cano(oas —as) | as € A}.

Da I der durch die Elemente o — 1, 0 € GG, erzeugte Modul ist, ist offenbar
A% ={a € A| Iga = 0}. IgA hingegen ist der durch alle Elemente ca — a,
a € A, o € @G, erzeugte Modul. Dem Satz (1.3) entnehmen wir die Inklusionen

NeAC A9 und IgAC n A,
und wir kénnen die Faktorgruppen
AY/NgA und yn,A/IGA

bilden. Sie werden sich spéter als die Kohomologiegruppen der Dimensionen
0 und —1 des G-Moduls A erweisen.

Ist A ein G-Modul und g eine Untergruppe von G, so ist A natiirlich auch ein
g-Modul. Ist insbesondere g invariant in G, so ist der Fixmodul A9 offenbar
ein G/g-Modul.

Im folgenden haben wir uns mit den wichtigsten funktoriellen Verhaltenswei-
sen der G-Moduln zu beschiftigen.

Sind A und B zwei G-Moduln, so heifst ein Homomorphismus

fiA—B
ein G-Homomorphismus, wenn f(oa) = o f(a) fir alle o € G gilt. Oftmals
kommt es vor, dass wir einen G-Modul A einfach nur als abelsche Gruppe

betrachten. Wir sprechen dann von Z-Moduln und Z-Homomorphismen
im Unterschied zu den G-Moduln und G-Homomorphismen.

Je zwei G-Moduln A und B ist ein dritter zugeordnet, ndmlich der Modul
Hom(A, B)

aller Z-Homomorphismen f : A — B, auf dem die Elemente 0 € G in der
folgenden Weise operieren:

o(fy=cofoo ! also o(f)(a)=0cf(c ' a), ac A.

Die Gruppe Homg(A4, B) aller G-Homomorphismen von A in B ist eine
Untergruppe von Hom(A, B); offenbar ist sie der Fixmodul des G-Moduls
Hom(A, B): G
Homg (A4, B) = Hom(A, B)".

Neben Hom(A, B) haben wir einen weiteren G-Modul in dem Tensorpro-
dukt

A®z B.

Dieses besteht grob gesagt aus allen formalen Produktsummen ", a;-b;, a; €
A, b; € B. Um genau zu sein, haben wir die folgende Definition einzufiihren:
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(1.4) Definition. Sind A, B zwei abelsche Gruppen (Z-Moduln), so sei F
die freie, durch alle Paare (a,b), a € A, b € B, erzeugte abelsche Gruppe. In
ihr sei R die durch die Elemente der Form
(Cl + a'lv b) - (CL, b) - (CL/, b) und (CL, b+ b/) - (a7 b) - (CL, b,)
erzeugte Untergruppe. Dann ist die Faktorgruppe
F/R=A®zB
das Tensorprodukt von A und B iiber Z.

Da wir ausschliefslich Tensorprodukte iiber dem Ring Z betrachten, schreiben
wir kurz A ® B statt A ®z B. Mit a ® b bezeichnen wir die Klasse

a®b=(a,b)+ R A® B.
A ® B besteht definitionsgeméf aus allen Elementen

Zai®bi7 aieA, biGB,

wird also durch die Elemente a ® b erzeugt.
Ist speziell A = Z, so werden wir hidufig Z® B und B als nicht verschieden
ansehen, indem wir n®b und n-b, n € Z, b € B, miteinander identifizieren®.

Sind A, B zwei abelsche Gruppen, so werden wir die Gruppen A ® B und
B ® A durch den Isomorphismus

f:A®B—B®A mit f(a®b) =bt®a

miteinander identifizieren. Ebenso werden wir, wenn A, B, C drei abelsche
Gruppen sind, die Gruppen (A ® B) ® C und A ® (B ® C) vermoge des
Isomorphismus

[:(A®B)@C —A®(B®(C) mit f((a®b)®c)=a® (bR c)

als gleich ansehen.

Sind A, B zwei G-Moduln, so wird A ® B durch die Festlegung
cla®b)=ca®ob, acA, beB;, oG,

%) Von diesem Fall ausgehend kann man sich die Bildung des allgemeinen Tensorpro-
duktes A® B als eine formale Anderung des natiirlichen Multiplikatorenbereiches
Z von B zu A vorstellen. So kann man z.B. jede abelsche Gruppe B zu einem
Q-Vektorraum erweitern, indem man von B zu Q ® B iibergeht. Dieser Ubergang
bedeutet gerade die formale Erweiterung des Multiplikatorenbereiches Z zu Q,
und die Multiplikation von b € B mit einer rationalen Zahl r € Q erfolgt einfach
durch die Bildung von r ® b € Q ® B.

Y Da die Produkte a ® b den Modul A ® B erzeugen, erhalten wir hieraus die
Operation von o auf dem ganzen Modul durch lineare Fortsetzung.
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zu einem G-Modul. Es ist i.a. falsch, dass A9 ® BY der Fixmodul von
A ® B ist. Man muss sich sogar davor hiiten, A @ B¢ als Untermodul von
A ® B anzusehen. Wir haben nur den kanonischen (i.a. weder injektiven noch
surjektiven) Homomorphismus

A% ® B¢ — (A® B)“
Eine miihelos zu verifizierende Tatsache ist die Additivitdt der Funktoren
Homg und ®:

(1.5) Satz. Ist {A, | + € I} eine Familie von G-Moduln und X ein weiterer
G-Modul, so ist in kanonischer Weise®

X ( EBA %@XQ@A)
mmﬁg%x HmmAﬂjmmm1}4 HmmMAJ

Ist X iiberdies als abelsche Gruppe endlich erzeugt, so gilt

®(JJA) 2 [[(x®@A,), Homg(X,@DA,) = @ Homa (X, A,).

Sei A, B ein Paar von G-Moduln und
Al
ein G-Homomorphismus. Dieser induziert einen G-Homomorphismus
Hom(A4, B) «+— Hom(A', B)
in umgekehrter Richtung durch die Hintereinanderschaltung f — f o h
(f € Hom(A’, B)), und einen G-Homomorphismus
AoB— A ®B

durch die Zuordnung a ® b — h(a) ® b. Betrachten wir andererseits einen

G-Homomorphismus 9

B = B,

so erhalten wir in analoger Weise G-Homomorphismen
Hom(A, B) — Hom(A, B')

und

AR B — A® B

%) Mit dem Zeichen P ist die direkte Summe gemeint, d.h. die Gruppe der Fa-
milien (...,a,,...), bei denen nur endlich viele von 0 verschiedene Komponenten
a, auftreten. Dagegen bedeutet [| das direkte Produkt, d.h. die Gruppe aller
Familien (...,a.,...).
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Wegen dieses Verhaltens nennt man Hom auch einen im ersten Argument
kontra-, im zweiten Argument kovarianten Funktor und ® einen in beiden
Argumenten kovarianten Funktor.

Haben wir gleichzeitig zwei G-Homomorphismen

A" A und B % B,
so erhalten wir durch die Zuordnung f — go foh (f € Hom(A, B)) einen
G-Homomorphismus

(h,g) : Hom(A, B) — Hom(A’, B'),
und fiir zwei G-Homomorphismen
Al A wd B-L B
den G-Homomorphismus
h@g:A®B — A ® B,
der durch h ® g(a ® b) = h(a) ® g(b) festgelegt ist.

Eine im folgenden wichtige Rolle spielen die G-freien G-Moduln. Ein G-Modul
A heikt G-frei, oder auch Z[G]-frei, wenn er die direkte Summe von zu Z[G]
isomorphen G-Moduln ist. Uber die G-freien Moduln haben wir den folgenden

(1.6) Satz. Ist X ein G-freier G-Modul und
0—ASBLHC0—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln A, B, C und G-Homomorphismen h, g, so
ist die hieraus entstehende Sequenz
0 — Homg (X, A) — Homg (X, B) — Homg(X,C) — 0

exakt.

Zum Beweis sei X =@, I',, I, = Z|G]. Nach (1.5) haben wir die Zerlegung
Homg (X, A) = HHOIHG(F“ A).
L

Setzen wir A, = Homg(I,, A) = Homg(Z[G],A) = A (vermége f € Homg
(Z|G],A) — f(1) € A) und entsprechend B,,C,, so erhalten wir die exakte
Sequenz

0—A — B, —C, —0,

aus der sich die Behauptung des Satzes ergibt.
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Anmerkung. Der Satz (1.6) gilt allgemeiner fiir die sogenannten projekti-
ven G-Moduln X. Es sind dies die G-Moduln mit der Eigenschaft, dass sich
jedes Diagramm

mit G-Moduln B, C' und G-Homomorphismen g, f’, g surjektiv, kommutativ
durch einen G-Homomorphismus f : X — B erginzen lésst.

Lisst man in der Sequenz fiir Hom¢ die rechte Abbildung — 0 weg, so gilt
die Exaktheit fiir beliebige G-Moduln. Dies alles ist mit Leichtigkeit nachzu-
priifen.

Ein G-freier G-Modul ist natiirlich auch Z-frei, also eine freie abelsche Grup-
pe, da Z[G] die freie abelsche durch die Elemente aus G erzeugte Gruppe ist.
Bei den meisten Exaktheitsfragen kommt es lediglich auf Betrachtungen tiber
Z-Moduln und Z-Homomorphismen an. Im Hinblick auf spiatere Anwendun-
gen geben wir die folgenden drei Lemmata an.

(1.7) Lemma. Ist

d d
---(—qu1<in<[1—+1)(,1+1<—“~

eine exakte Sequenz von Z-freien Moduln und D ein beliebiger Z-Modul, so
ist die hieraus entstehende Sequenz

-+ — Hom(X,_1,D) — Hom(X,, D) — Hom(X,41,D) — - --

ebenfalls exakt.

Beweis. Sei Cy = Kernd, = Bilddg+1. Da Cy—; als Untergruppe von X,
frei ist, gibt es fiir die exakte Sequenz 0 < C,_; + X, < C; < 0 einen
Homomorphismus € : C;—1 — X, mit d, o e = Id, d.h. C; ist direkter Sum-
mand von X, : X, = C, @ X, fiir alle ¢. Liegt nun das Element f im
Kern der Abbildung Hom(X,, D) — Hom(X,4+1,D), so verschwindet f auf
C, und induziert einen Homomorphismus ¢’ : Cy—1 — D mit f = ¢’ o d,.
Da C,—; direkter Summand von X,_; ist, kénnen wir g’ zu einem Homo-
morphismus ¢ € Hom(X,_;,D) fortsetzen, und es wird f das Bild von ¢
unter dem Homomorphismus Hom(X,_1, D) — Hom(X,, D). Liegt anderer-
seits f € Hom(X,, D) im Bild von Hom(X,_1,D) — Hom(X,, D), ist also
f=fody f € Hom(X,_1,D), so ist fodgi1 = fodgodgy1 =0, dh. f
liegt im Kern von Hom(X,, D) — Hom(Xy41, D).
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(1.8) Lemma. Ist 0 - X — Y — Z — 0 eine exakte Sequenz freier Z-
Moduln, und ist A ein beliebiger Z-Modul, so ist auch die Sequenz

00— XRA—Y®RA—7Z0A—0

exakt.

Beweis. Die Exaktheit der Sequenz X @ A - Y ® A - Z® A — 0 ist vollig
trivial und gilt sogar ohne die Freiheitsvoraussetzungen. Es kommt also nur
auf den Nachweis der Injektivitdt von X ® A — Y ® Z an. Da Z frei ist, gibt
es einen Homomorphismus Z — Y, der durch Nachschaltung der Abbildung
Y — Z die Identitat von Z liefert. Das bedeutet, dass das Bild X’ von X
in Y ein direkter Summand ist: Y = X’ @ X"”. Wir erhalten daher Y ® A =
(X'®@A)® (X" ®A), und dies beinhaltet gerade die besagte Injektivitét.

(1.9) Lemma. Ist 0 - A — B — C — 0 eine exakte Sequenz von Z-Moduln
und X ein Z-freier Z-Modul, so ist die Sequenz

00— X®A4A—X®B—XC—0

ebenfalls exakt.

Beweis. Esist X =@, Z,, Z, = Z. Wegen der Additivitdt des Funktors ®
haben wir die kanonische Isomorphie

XoA=2@zZ oA)=@A mt A =Z2A=A
L L

und entsprechend fiir B, C. Aus der Exaktheit der Sequenz
0—A, — B, —C,—0
folgt dann unmittelbar die Exaktheit von
0 —-X®A—X®B—X®C—0.

§ 2. Die Definition der Kohomologiegruppen

Es ist bezeichnend fiir die Kohomologietheorie, dass zur Herleitung selbst ein-
facher Definitionen und Sétze ein ausgedehnter Formalismus von Homomor-
phismen, Funktoren und Sequenzen herangezogen werden muss, der auf den
ersten Blick wohl den Eindruck hervorzurufen vermag, es handele sich hier
um eine besonders schwierige und hohe mathematische Disziplin. Hat man
sich jedoch mit den Methoden etwas vertraut gemacht, so wird man erken-
nen, dass die hier angewandten Schliisse und Uberlegungen von besonderer
Einfachheit sind, dass sie im einzelnen sogar etwas blutleer erscheinen mégen,
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jedoch durch ihre haufige Wiederholung zu jenen Begriffen und Sétzen fiihren,
die sich einem elementaren Vorgehen nur schwerlich erschliefen wiirden. Bei
der Einfiihrung der Kohomologiegruppen beginnen wir daher von vornherein
mit solchen formalen Uberlegungen, obgleich ihre Definition auch in direkter,
elementarer Weise gegeben werden kann®.

Sei G eine endliche Gruppe. Unter einer vollstindigen freien Auflésung
der Gruppe G, oder auch des G-Moduls Z 7 verstehen wir einen Komplex

d_o d_q do

N E

\
0 0
mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Die X, sind freie G-Moduln,

(2) e, p,d, sind G-Homomorphismen,
(3) do = uoe,

(4) an jeder Stelle herrscht Exaktheit.

Bei einer vollstdndigen freien Auflésung handelt es sich also um zwei zusam-
mengesetzte exakte Sequenzen

dy do ds

X X,

Xo X1 Xo

()(—Z(LXVO(d—lle(d—2

und u d_y des

0 —Z —X1—X o9g—---
von freien G-Moduln. Urspriinglich wurden von der ersten die Kohomologie-,
von der zweiten die Homologiegruppen abgeleitet. In der Zusammensetzung
dieser beiden Sequenzen liegt jedoch ein entscheidender Schritt, denn sie fithrt
zu einer einheitlichen und im Hinblick auf das funktorielle Verhalten harmo-
nischen Verschmelzung der Homologie und der Kohomologie.

Bei der Herleitung der Kohomologiegruppen eines G-Moduls kénnten wir
an sich von einer beliebigen vollstdndigen Auflésung ausgehen, ja sogar von
einer solchen, in der die X, nur projektive G-Moduln zu sein brauchen. Es
kime dann darauf an, im Anschluss an die Definition ihre Unabhéngigkeit
von der an den Anfang gestellten Auflésung zu zeigen. Um uns dieser, nur
der theoretischen Abrundung dienenden Miihe zu entheben, gehen wir von
einer ganz speziellen vollstdndigen Auflésung von G aus, der sogenannten
Standardauflésung, die ihr Vorbild in der algebraischen Topologie hat und
in der folgenden Weise entsteht.

5 Vgl. [16], 15.7, S. 236.
") Wir fassen Z stets als einen G-Modul auf, auf dem die Gruppe @ in trivialer
Weise (d.h. identisch) operiert.
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Fiir jedes ¢ > 1 bilden wir alle g-Tupel (o1, ...,0,), wobei die o; die Gruppe
G durchlaufen; wir bezeichnen sie als g-Zellen (mit den ,Ecken® o1,...,04).
Diese ¢-Zellen benutzen wir als freie Erzeugende unserer G-Moduln, d.h. wir

setzen
Xo=X_q1 =P Z[G)(o1,....0).

Fiir ¢ = 0 setzen wir
Xo=X_; = Z[G],

indem wir als erzeugende ,Nullzelle* das Einselement 1 € Z[G] wéhlen. Die

Moduln
LR} X*27 X*la X07 X17 X27 s

sind dann freie G-Moduln.
Die G-Homomorphismen ¢ : Xo — Z und p: Z — X_; werden durch
Qe Mo0) = D geq Mo (Augmentation)
u(n) = n-Ng (Koaugmentation)

definiert (vgl. §1, S.4).
Zur Festlegung der G-Homomorphismen d,; haben wir natiirlich nur deren

Werte auf den freien Erzeugenden (o1, ..., 0,) anzugeben. Wir setzen
dol = Ng fiir g = 0,
di(o)=0—1 fir g =1,
dg(o1,...,04) = 01(02,...,04)
+ Zg:_ll(—l)i(al, 3 0im1, 040041, 0it2, - - -, Og)
+(—1)%(o1,...,04-1) fiir ¢ > 1,
a1 =5, ol o) - () fir g = —1,
d_g1(o1,...,00) = > jeqo Ho,o1,...,04)
+> vca S (=D o1,...,0i-1,0i0,0 Loip,...,0q)
+ Y vea (=17 (oq, ..., 04,0) fir —¢g—1<-1.

Mit diesen Definitionen erhalten wir einen Komplex

d_o X72 d_q X71 do XO dy X1
N wt
z N

0 0

da ds

Xo

)

den wir den Standardkomplex der Gruppe G nennen. Wir werden sogleich
sehen, dass es sich bei diesem Komplex um eine vollstédndige freie Auflésung
von G handelt. Die Bedingungen (1)—(3) sind trivialerweise erfiillt: Nach Kon-
struktion sind die X, freie G-Moduln, die €, u, d, G-Homomorphismen, und
wegen poe(l) = pu(l) = Ng = dpl ist dy = poe. Es kommt daher nur
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noch darauf an zu zeigen, dass an jeder Stelle Exaktheit herrscht. Zum Be-
weis dieser Tatsache ziehen wir Rechnungen heran, die sich an entsprechende
Uberlegungen in der algebraischen Topologie anlehnen. Wir zeigen zunéchst
die Exaktheit der Sequenz

(+) 0¢— Z < Xo <& X <2 x, %0
Hierzu definieren wir die folgenden Z-Homomorphismen:

E:Z— Xg mit E(1) =1,

Dy: Xog — X4 mit D()(O'):(O'),

D, : X, — X441 mit Dy(op(01,...,04)) = (00,...,04) fir ¢ > 1.

FEine elementare Rechnung zeigt nun, dass
Eoe+dioDy=1Id und Dyg_qody+dgs10Dg=1d.
Aus diesen Formeln ergibt sich einmal
Kerne C Bildd; und Kernd, C Bilddg41 flir g > 1;
ist ndmlich x € Kerne bzw. x € Kernd,, so ist z = d; Doz € Bildd; bzw.
T = dq+1Dq1' € Bild dq+1.

Andererseits rechnet man unmittelbar nach, dass € o d; = 0 ist, dass also
Kerne O Bild d;. Mit vollstédndiger Induktion beweisen wir nun d, o dg4q = 0
und setzen dazu dy_1 o d, = 0 voraus. (Fiir ¢ = 1 ersetzen wir in diesen
Uberlegungen dy durch € und D_; durch E.) Wir haben einerseits

dg = (Dg—20dgq—1+dgoDg-1)0dq =dgoDy10dyg,
und andererseits
dg=dqo(Dg-10dg+dgi10Dg) =dgoDy_10dg+dgodgsr 0Dy
Durch Subtraktion dieser Gleichungen erhalten wir
dgodyi1 0Dy =0.
Da aber jede Zelle von X,y im Bild von D, liegt, hat dies
dq © dq—i—l =0,

also Kernd, O Bilddy4q fiir ¢ > 1 zur Folge. Damit ist die Exaktheit der
Sequenz (x) bewiesen.

Die Sequenz

d_q d_o

d_
X_ g 3.

() 0—zZ-"% x X_s

ist nun gerade so angelegt, dass sie durch Dualisierung aus (x) entsteht. Aus
(%) erhalten wir namlich zunéchst die Sequenz
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(%) 0 — Hom(Z,Z) — Hom(Xy,Z) — Hom(X,,Z) — -- -,
welche nach (1.7) exakt ist.
Sei {x;} das aus allen g-Zellen bestehende Z[G]-freie Erzeugendensystem von

X,. Wir erhalten dann ein Z[G]-freies Erzeugendensystem von Hom (X, Z)
durch die zu {z;} ,duale Basis“ {z}}, welche durch

o ) 1 firc=1undi=%
x; (oxy) =
0 sonst

definiert ist. Die G-Moduln Hom(X,, Z) und X, sind also kanonisch isomorph.
Identifizieren wir z; mit «, so konnen wir schreiben
X_ 41 =Hom(X,,Z) (¢>0) und Z =Hom(Z,Z).

Eine elementare Rechnung zeigt nun, dass in der Tat nach dieser Identifizie-
rung die Sequenz (x+x) in die Sequenz () iibergeht, die sich daher als exakt
erweist.

Schliefslich folgt aus der Injektivitéat von p, der Surjektivitit von € und aus
dy = poe, dass Kerndy = Kerne, Bild dy = Bild y, und also

Kerndy = Bildd; und Bilddy = Kernd_;.

Damit ist die Exaktheit des Standardkomplexes an allen Stellen erwiesen.

Vom Standardkomplex leiten wir nun unsere Kohomologiegruppen ab. Ist A
ein G-Modul, so setzen wir

A, = Homg(X,, A).
Die Elemente aus A4, also die G-Homomorphismen x : X, — A nennen wir
die g-Koketten von A. Aus der exakten Sequenz
-~-<2X_2<£X_1<d—UXO&X1<d—2X2<di-~-

erhalten wir die Sequenz

S O o O L N PR R BN/ NS
in welcher wegen d4 o dq41 = 0 trivialerweise 041 0 d; = 0 ist, also
Bild 9, € Kern 0y 1.
Im Gegensatz zur ersten Sequenz ist die zweite i.a. nicht exakt, und die Koho-

mologiegruppen ,messen” gewissermafien die Abweichung von der Exaktheit.

Wir setzen )
Zq =Kernd,11, R,=Bildg,,

nennen die Elemente aus Z, bzw. R, die g-Kozykeln bzw. g-Korénder und
kommen zu der folgenden
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(2.1) Definition. Die Faktorgruppe
HY(G,A) = Z4/Rq

heifst die Kohomologiegruppe der Dimension q (q € Z) des G-Moduls A.
Wir sagen auch kurz, H1(G, A) ist die q-te Kohomologiegruppe mit Koeffizi-
enten in A.

Es sei erwihnt, dass die Kohomologiegruppen H~971(G, A) nichts anderes
sind als die iiblicherweise als Homologiegruppen bezeichneten Gruppen
H,(G,A) (¢ > 1). Urspriinglich erhielt man in der algebraischen Topologie
die Kohomologiegruppen (mit Koeffizienten in Z) als die Charaktergruppen
der Homologiegruppen. Dieser Ursprung findet seinen Niederschlag in der Tat-
sache, dass man die linke Seite des Standardkomplexes aus der rechten durch
Dualisierung gewinnt. Wir weisen noch einmal darauf hin, dass in der Zu-
sammenfiigung beider Seiten zu einer vollstdndigen Auflésung, die die Deu-
tung der Homologiegruppen als Kohomologiegruppen negativer Dimensionen
ermoglicht, ein entscheidender Schritt liegt, der nicht nur eine formale Verein-
heitlichung bringt®.

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, die konkrete Bedeutung der Kohomo-
logiegruppen zu analysieren. Die Kokettengruppe
Ay =A_, 1 =Homg(X,,A), ¢>1,

besteht aus allen G-Homomorphismen z : X, — A. Da die X, die g-Zellen
(01,...,04) als freie Erzeugende haben, ist der G-Homomorphismus z : X, —
A durch seine Werte auf den ¢-Tupeln (o1,...,0,) eindeutig bestimmt. Dies
besagt, dass wir jede Kokette einfach als eine Funktion mit Argumenten aus
G und Werten in A, also die Abbildung

r:Gx- - xG— A
—————
g—mal

auffassen kénnen. Schlieften wir uns dieser Auffassung an, so kommen wir zu
der Identifizierung

A=A 1={z:Gx- - xG— A}, q>1,
g—mal
und in evidenter Weise
Ao = A_1 = Homg(Z[G],A) =A.

Aus der Definition der Homomorphismen d, des Standardkomplexes ergeben
sich fiir die Abbildungen d, der Sequenz

8 Diese Verschmelzung der Homologie und der Kohomologie geht auf J. TATE zu-
riick.
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o_ o_ 15) o 13) o
B A T AL D A T A B Ay

die Formeln

Opxr = Ngx firee A=A,
(O1x)(0) =0z —x fir x € Ag = A,
(0qz)(01,...,04) = o12(02, ..., 04)

+ Zg;ll(—l)ix(al, 03041, Og)

+(=1)%(01,...,04-1) firze Ag_1, ¢>1,
01z =3 calota(o) —a(0)) fir v € A_o,
(0—g-17)(01,...,09) =D e [0 a(o,01,...,0q)

+ Zgzl(—l)i(al, e Oi1,030,0 O, 0q)

+(=1)1 (0, ..., 04 0)} firze A_4_2,¢>0.
g-Kozykeln sind also alle Abbildungen
r:Gx---xG— A

mit Jg412 = 0, g-Korénder solche unter diesen, fiir die es ein y € A,—; mit
x = 04y gibt.

Es ist ein bemerkenswerter Umstand, dass in den algebraischen Anwendun-
gen nur die Kohomologiegruppen in den niedrigen Dimensionen auftreten.
Dies liegt daran, dass man nur fiir sie eine konkrete algebraische Interpre-
tation kennt. Der kohomologische Kalkiil wiirde an Bedeutung zweifellos er-
heblich gewinnen, wenn man auch fiir die Kohomologiegruppen der héheren
Dimensionen greifbare Deutungen hétte. In den kleinen Dimensionen sehen
die Kohomologiegruppen folgendermafen aus:

Die Gruppe H (G, A). Es ist
Z_1 =Kerndy = n. A ((—1)-Kozykeln),
R_,=Bildo_; =I5A ((—1)-Korénder).

Wir erhalten also 1
H ' (G,A) =N AlIcA

(vgl. hierzu §1, S.6).

Die Gruppe H%(G, A). Es ist

Zy = Kernd, = A€ (0-Kozykeln),
Ry =Bildgy = NgA (0-Korénder).
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Wir erhalten
H°(G,A) = A9 /NgA,

die Normrestgruppe des G-Moduls A; sie steht in der Klassenkorpertheorie
im Vordergrund des Interesses.

Die Gruppe H'(G, A). Die 1-Kozykeln sind die Funktionen = : G — A
mit dpx = 0, also mit der Eigenschaft

x(o7) = ox(1) + 2(0) fire,7 € G.

Aufgrund dieser der Homomorphieeigenschaft &hnelnden Relation werden die
1-Kozykeln oft auch als gekreuzte Homomorphismen bezeichnet.
Die 1-Korénder sind offenbar die Funktionen

z(o)=0a—a, o€Gq,

mit festem a € A = Ay (d.h. x = d1a).
Operiert die Gruppe G trivial (d.h. identisch) auf A, so wird offensichtlich
Z1 = Hom(G, A) und Ry = 0, also

H'(G,A) = Hom(G, A).
Insbesondere erhalten wir fiir den Fall A = Q/Z die Charaktergruppe

von G HY(G,Q/Z) = Hom(G,Q/Z) = x(G).

Auf die Kohomologiegruppe H'(G, A) wird man bei der Betrachtung der G-
Moduln in der folgenden unmittelbaren Weise gefiihrt.

Geht man von einer exakten Sequenz
0—A-5B-21C—0
von G-Moduln A, B, C zu der mit den Fixmoduln A®, B¢ C¢ gebildeten
Sequenz iiber, so geht die Exaktheit i.a. verloren. Lediglich die Sequenz
00— A¢ 4y B¢ 1, oG
ist immer exakt, der Homomorphismus j i.a. jedoch nicht mehr surjektiv. Die
Frage, woran das liegt, fithrt unmittelbar zu einem kanonischen Homomor-

phismus C¢ % H(G, A).

Sei namlich ¢ € CC. Da der Homomorphismus B 2 C' surjektiv ist, gibt
es jedenfalls ein b € B mit jb = ¢, es ist jedoch nicht sicher, ob dieses Element
b aus B¢ gewihlt werden kann, d.h. so, dass ob — b fiir alle 0 € G gleich 0 ist.
Man kann nur sagen, dass ob — b wegen

jleb—=b) =0o(jb) —jb=0cc—c=0
im Kern von B 2 C also im Bild von A 5 B liegt, so dass
iae, = ocb—10, a, € A.



§2. Die Definition der Kohomologiegruppen 19

Durch a, erhélt man nun, was miihelos nachzurechnen ist, einen 1-Kozykel
mit Koeffizienten in A. Die einzige Willkiir bei der Zuordnung ¢ +— a, lag in
der Wahl von b mit jb = ¢. Wihlt man ein anderes Element b, so gelangt man
zu einem 1-Kozykel a/, der sich von a, lediglich um einen 1-Korand unter-
scheidet. Jedem ¢ € C'“ ist also in eindeutiger Weise eine Kohomologieklasse
a, € H'(G, A) zugeordnet, und man rechnet sofort nach, dass ¢ genau dann
im Bild von B¢ — C¢ liegt, wenn @, = 0 ist. Mit anderen Worten: Wir haben

einen kanonischen Homomorphismus C¢ S H Y@, A) und die Sequenz

0— A% 1 B¢ 1, 0% % HY(G, A)
ist exakt. Diese Uberlegungen werden wir im néichsten Paragraphen in einem
groferen Rahmen wiederbegegnen.

Die Gruppe H?(G, A). Wir erhalten als 2-Kozykeln alle Funktionen z :
G x G — A, die die Gleichung dsz = 0, also die Gleichung

z(o7,p) +x(0,7) = ox(7,p) + (0, 7p), o,7,p€EQG,
erfiillen. Unter diesen finden wir die 2-Korander als die Funktionen

z(0,7) = oy(r) —y(oT) + y(o)
mit beliebiger 1-Kokette y : G — A.

Die 2-Kozykeln waren in der Gruppen- und Algebrentheorie ldngst vor
der Entwicklung der Kohomologietheorie als sogenannte Faktorensysteme
bekannt, und man kann wohl sagen, dass sie historisch den Ausgangspunkt
kohomologischer Betrachtungen in der Algebra darstellten. Wir wollen da-
her in kurzen Ziigen erldutern, wie diese Faktorensysteme in der Theorie der
Gruppenerweiterungen auftreten. Es handelt sich dort um die folgende
Problemstellung.

Vorgegeben seien eine abelsche multiplikative Gruppe A und eine beliebige
Gruppe G. Gesucht sind alle Obergruppen G von A (genauer: alle Gruppen
G mit zu A isomorpher Untergruppe), derart dass A invariant in G ist und
eine zu G isomorphe Faktorgruppe G/A > (G besitzt. Wir fragen, wodurch
die verschiedenen moglichen Losungen dieses Problems (aufer durch A und
durch G) bestimmt sind.

Nehmen wir zunéchst an, wir hitten eine Losung G’ so dass also A < G und
G /A = G. Wihlen wir ein Rechtsrepriasentantensystem fiir die Faktorgruppe
GJA = @G, d.h. wihlen wir zu jedem o € G ein Urbild u, € G, so ldsst sich
jedes Element aus G in eindeutiger Weise in der Form

(1) a-us, a€A o€,
schreiben. Um die vollstdndige Multiplikationstafel fiir die Gruppe G zu
erhalten, geniigt es offensichtlich zu wissen, wie sich die Produkte u, - a
(0 € G,a€ A)und u, - u, (0,7 € G) in der Form (1) darstellen.

Nun liegt u, - a wegen der Invarianz von A in G in der gleichen Rechtsne-
benklasse wie u,, d.h. es ist
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(2) Uy - a=a’ - Uy

mit einem a” € A. Hierdurch wird die abelsche Gruppe A in natiirlicher Weise
zu einem G-Modul, denn die Elemente o € G operieren auf A (unabhingig
von der Auswahl der u,) durch die Zuordnung a — a° = uy - a - u, '

Das Produkt u, - u, liegt in der gleichen Nebenklasse wie .., d.h. es ist

(3) Uy - Ur = 2(0,T) - Uy, mit z(o,7) € A.
In dieser Gleichung tritt nun das Faktorensystem z(co,7) auf, das sich sofort
als ein 2-Kozykel des G-Moduls A erweist. Aus dem Assoziativgesetz

(Uo - ur) - Up = Ug - (Ur - Up)
in der Gruppe G erhalten wir néimlich die Gleichung
(Uo - Us) - Up = T(0,T) - Upr - Uup = (0, T) - (0T, p) - Ugrp =
Ug - (Ur - Up) = Uy - (T, p) - Urp = T7(T, p) - Uy - Urp = T7(T, p) - (0, TP) - Uorp,
und hieraus ergibt sich

w(o,7) - (0T, p) = 27(7, p) - 2(0, 7p).

Dies ist aber gerade die Kozykeleigenschaft.
Bei der obigen Analyse liegt in der Wahl des Représentantensystems u, noch
eine Willkiirlichkeit. Gehen wir von einem anderen Reprisentantensystem w/,

aus, so erhalten wir durch die Gleichung

[
’LLO_’Z,LTf

!
oT

2 (o,7) u
auch ein anderes Faktorensystem z’(o, 7). Dieses unterscheidet sich jedoch von
z(o,7), wie man miihelos nachrechnet, nur durch einen 2-Korand, nédmlich
durch den 2-Korand @ (u), - u;'). Da die Gruppe G durch die Relationen
(2) und (3) (und durch die Relationen der Gruppen A und G) vollsténdig
bestimmt ist, kénnen wir hiernach sagen:

Die Losung G des Gruppenerweiterungsproblems ist eindeutig bestimmt
durch die Art und Weise, wie die Gruppe G auf A operiert, und durch eine
Klasse #dquivalenter Faktorensysteme (o, 7), also durch eine Kohomologie-
klasse aus H?(G, A).

Haben wir umgekehrt die Gruppe A in irgendeiner Weise zu einem G-
Modul gemacht?, und geben wir eine Klasse ¢ € H? (G, A) vor, so erhalten wir
stets eine Losung des Erweiterungsproblems, wenn wir den o € G erzeugende
Elemente u, zuordnen und die durch die Elemente aus A und durch die u,

9 Man kann dies noch etwas straffer formulieren. Bedenkt man namlich, dass bei
einem GG-Modul A jedes o € G einen Automorphismus der Gruppe A liefert, so
sieht man, dass ein G-Modul A nichts anderes ist als ein Paar von Gruppen A
und G zusammen mit einem Homomorphismus h : G — Aut(A). Die Operation
von o € G auf A erhélt man durch oa = h(o)a. Die Gruppe A zu einem G-Modul
zu machen bedeutet also nichts anderes, als einen Homomorphismus von G in die
Automorphismengruppe Aut(A) zu wihlen.
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erzeugte Gruppe G mit den Relationen

a® = Uy -au;’ und uy - u; = 2(0,7) - us, (2(0,7) 2-Kozykel aus c)

bilden. Dies kann in einfachster Weise verifiziert werden.

Neben den Gruppen H?(G, A) der Dimensionen ¢ = —1,0, 1, 2 spielt noch die
Kohomologiegruppe H~2(G, Z) mit Koeffizienten in Z eine besondere Rolle.
Wir werden nédmlich spéter zeigen, dass sie in kanonischer Weise zur Faktor-
kommutatorgruppe G* = /G’ (G’ Kommutatorgruppe) von G isomorph
ist. Dieses Faktum ist fiir die Klassenkorpertheorie von grofser Bedeutung. Der
Hauptsatz dieser Theorie betrifft ndmlich eine Isomorphie zwischen der Fak-
torkommutatorgruppe G*” und der Normrestgruppe A% /Ng A eines gewissen
G-Moduls A. Er kann also rein kohomologisch durch H=2?(G,Z) = H°(G, A)
formuliert und unter gewissen Voraussetzungen auch abstrakt bewiesen wer-
den (vgl. (7.3)).

§ 3. Die exakte Kohomologiesequenz

Nach der Einfithrung der Kohomologiegruppen H?(G, A) kommt es nun darauf
an, ihr Verhalten beim Wechsel des Moduls A einerseits und beim Wechsel
der Gruppe G andererseits zu untersuchen. In diesem Paragraphen werden
wir den ersten Fall behandeln.

Sind A und B zwei G-Moduln, und ist
fiA— B

ein G-Homomorphismus, so induziert dieser in kanonischer Weise einen Ho-
momorphismus _

fq : H(G,A) — H(G, B).
Er entsteht folgendermafsen. Durch die Zuordnung
z(o1,...,04) —> fx(o1,...,04)
erhalten wir einen Homomorphismus
fqi Ay — By

der Kokettengruppe A, von A in die Kokettengruppe B, von B, und man
sieht mit einem Blick, dass

9q+10 fg = for1 00441,

dass also das unendliche Diagramm

Oq41
Ay Ag+1

fql fq+1J(

Og41
B, Byt




22 Teil I. Kohomologie der endlichen Gruppen

kommutativ ist. Dies bedeutet also gerade, dass bei der Zuordnung
z(01,...,04) —> fx(o1,...,04)

Kozykeln in Kozykeln und Kordnder in Korénder iibergehen. Daher induziert
der Homomorphismus f,: A; = By einen Homomorphismus

F, s HY(G, A) — H(G, B).

Ist ¢ € HY(G, A), so erhilt man das Bild f,c, indem man aus der Klasse
¢ einen Kozykel x herausnimmt, den Kozykel fz des Moduls B bildet und
anschliefend wieder zur Kohomologieklasse iibergeht.

Fiir den Homomorphismus f, haben wir also eine hochst einfache explizi-
te Beschreibung. Dies ist ein Vorzug, dem man in der Kohomologietheorie
nicht allzu haufig begegnet. Von vielen kohomologischen Abbildungen kennt
man nur ihre Existenz, d.h. ihre kanonische Gegebenheit, und ihr funktoriel-
les Verhalten, hat aber kaum eine Md&glichkeit sie explizit zu beschreiben. Es
ist jedoch ebenso bezeichnend, dass in der ganzen Theorie fast ausschliefslich
nur dieses funktorielle Verhalten der betreffenden Abbildungen ins Spiel ge-
bracht wird, und dass eine explizite Kenntnis derselben nur in wenigen Féllen
erforderlich ist.

Ein erstes Beispiel dieses fiir die Kohomologie typischen Sachverhalts liefert
der die gesamte Theorie beherrschende Verbindungshomomorphismus J.
Dieser wird zwar noch in expliziter Weise angegeben, jedoch hinterlésst seine
Definition nicht gerade den Eindruck grofer Ubersichtlichkeit und Unmittel-
barkeit.

(3.1) Satz. Ist , ,
0—A-5B-2C—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln und G-Homomorphismen, so gibt es einen
kanonischen Homomorphismus

5yt HI(G,C) — HITH(G, A).
04 heifst der Verbindungshomomorphismus oder auch §-Homomorphis-
mus.

Zur Konstruktion von §, orientieren wir uns an dem folgenden kommutativen
Diagramm
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0 —— Aq_1 i B,_1 J Com1 —— 0
Jo o o
0 A, —+— B, —2— C, 0

0 —— Agy1 —— Bgy1 —— Cyp1 — 0.

(Der Einfachheit halber haben wir die Indizes an den Abbildungen i, j, 0
fortgelassen). Das Diagramm hat exakte Zeilen; diese entstehen ndmlich aus
der exakten Sequenz 0 — A — B — C' — 0 durch Anwendung des Funktors
Homg(X;, ) (i=q—1,¢,¢+ 1) mit den G-freien Moduln X; (vgl. (1.6)).

Mit ag, by, cq bezeichnen wir die Elemente der Kokettengruppen Ay, By, C,

und mit @, by, ¢, ihre Bilder in den Kohomologiegruppen H(G, A), HY(G, B),
HY(G,C).

Sei nunmehr ¢, € H1(G,C), so dass dc, = 0. Wir wéhlen ein b, mit
cqg = jbg.
Es ist jOby = Ojby = Ocqy = 0 und damit 0b, € Kern j,41. Es gibt daher ein

ag+1 mit Oby = iagy1. Wegen i0ag1 = Olagyr = 00bg = 0, d.h. dag4q1 = 0,
ist ag+1 ein (g + 1)-Kozykel von A. Wir setzen nun

5qEq == Eq+1.
Bei diesem Vorgehen liegt natiirlich in der Wahl des Reprasentanten ¢, von
¢, und dessen Urbild b, noch eine Willkiir. Fiihren wir jedoch den gleichen
Prozess mit einem ¢;, und einem Urbild b, von ¢ (jb) = c;), so gelangen wir

q
zu einer Klasse a’y1, und es gilt

Cq = ?q = cqg — c; = OJcq—1 fiir ein cg—1 = ¢4 — c; = 0jby—1 fiir ein by
= jby — jby, = jobg_1 = by — b, — Ob;—1 € Kernj, = Bildi, = ia; =
by — bl — Oby—1 fiir ein a;, = dia, = Oby — b, = i0a, = iag41 — iag, =
Oay = agp1 — ayyq = Qg1 = @' g1

Daher ist 6, wohldefiniert. Die Homomorphieeigenschaft ist unmittelbar klar.

Wie schon erwéhnt ist es keineswegs notig, sich diesen Prozess bei jedem Auf-
treten von ¢§ in Erinnerung zuriickzurufen. Haben wir erst einmal die Hauptei-
genschaften der §-Abbildung bewiesen, so wird ihre explizite Definition nur
noch gelegentlich benétigt. Die wichtigste Eigenschaft des Verbindungshomo-
morphismus kommt in dem folgenden Satz zum Ausdruck, den man wohl als
den Hauptsatz der Kohomologietheorie ansehen kann.
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(3.2) Satz. Ist , ,
0—A-B1C—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln und G-Homomorphismen, so ist die
hieraus entstehende unendliche Sequenz

C— Hq(G,A) % HY(G, B) 2% HY(G,C) BN H™(G, A) —

exakt. Sie heifst die exakte Kohomologiesequenz.

Beweis. Die Homomorphismen i, jq und d, werden durch die folgenden
Zuordnungen induziert:
aq > iaq, by jby bzw. ¢y agq1,

mit ¢; = jby, und b, = iag41. Es gilt

Jq 0 1q = 0,wegen ag — iag — jiag =0,

dq0J, = 0,wegen by — jby = agy1 = 0 (es ist iag41 = by = 0),

ig+1 00 = 0, wegen ¢, — ag11 — iag41 = Ob, € OB,.
Hieraus erhalten wir die Inklusionen

Bildi, C Kernjq7 Bildgq C Kernd,, Bildd, C Kernig1.

Sei 5 € Kernjq, so dass jby = Ocq—1 fiir ein ¢,—1. Wahlt man ein b, mit
Jbg—1 = ¢4—1, so wird j(b, — Oby_1) = 0. Wir kénnen daher von vornherein
annehmen, dass der Reprasentant by von b, die Eigenschaft jb, = 0 hat. Es
existiert dann ein a, mit b, = ia,. Dieses aq ist wegen i0ag; = 0by = 0 ein
Kozykel. Wir erhalten also b, = i,a, € Bildi,. Daher ist Bildi, 2 Kernj,.

Sei ¢, € Kerndy. Auf Grund der Definition von d, gibt es dann ein ag4+1
und ein by, derart dass §,¢; = Gg41 = 0, iaq41 = Oby und ¢, = jb,. Wegen
Gg+1 = 0ist ag41 = Oay, und es gilt d(by —iaq) =0 und cq = j(by —iagy). Wir
erhalten somit ¢, = j(b, — a,). Dies zeigt Bild 74 2 Kernd,.

Sei @41 € Kernigiq, so dass iag+1 = Oby fiir ein by. Setzen wir ¢, = jby,
so ist ¢, wegen dc, = 0jb, = job, = jiaqﬂ =0 ein Kozykel und @g41 =
04¢q € Bildd,. Es ist also Bildd, 2 Kerngq_H. Damit ist die Exaktheit der
Kohomologiesequenz bewiesen.

Wir haben schon bei der Einfiihrung der Kohomologiegruppen hervorgeho-
ben, dass die Bildung einer vollstdndigen freien Auflésung von G zu einer
Zusammenfassung der Homologie- und der Kohomologiegruppen fiihrt. Der
wesentliche Aspekt dieser Tatsache liegt nicht so sehr in der Vereinheitlichung
der Bezeichnungsweise, als vielmehr in der sich von —oo bis +o00 erstreckenden
die Homologie- sowie die Kohomologiegruppen umfassenden exakten Kohomo-
logiesequenz.
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Der Satz (3.2) findet in der folgenden Form seine hdufigste Anwendung: Ver-
schwindet in der Kohomologiesequenz

<o — HY(G,A) — HY(G,B) — HY(G,C) — HI™ (G, A) — -

an irgendeiner Stelle eine Kohomologiegruppe, so kann man wegen der Ex-
aktheit automatisch auf die Surjektivitdt der vorangegangenen und auf die
Injektivitdt der nachfolgenden Abbildung schliefsen. Insbesondere erhalten wir
auf diese Weise oftmals wichtige Isomorphieaussagen. Dies wollen wir in dem
folgenden Korollar festhalten.

(3.3) Korollar. Ist _ _
0—A-5B-1C—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln, und ist
HY(G,A)=0 bzw. HYG,B)=0 bzw. HYG,C)=0
fiir alle q, so ist die Abbildung
jq: HY(G,B) — HY(G,C)  bzw.
8q : HY(G,C) — HITY(G, A) bzw.
ig: HY(G,A) — HY(G, B)

ein Isomorphismus.

Auf Grund dieser Tatsache leuchtet ein, dass diejenigen G-Moduln, die lau-
ter triviale Kohomologiegruppen besitzen, eine ausgezeichnete Rolle spielen
werden.

Ankniipfend an unsere Uberlegungen auf S.18 wollen wir eine aus der Ko-
homologiesequenz (3.2) entstehende Sequenz erwihnen, die nach links hin
abbricht.

(8.4) Satz. Ist , ,
0—A-B-10C—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln, so haben wir die exakte Sequenz

0 AG 1y B 1y 06 0y gl A) 5 HY(G, B) 25 -

Beweis. Der Homomorphismus C'¢ S H (G, A) entsteht durch die Hinter-
einanderschaltung der Homomorphismen

C% — C%/NgC = HY(G,C) 2% HY(G, A).
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Die Exaktheit der obigen Sequenz ist offenbar nur an der Stelle C“ noch
nachzuweisen.

Sei dazu ¢ € Bild j € C%, also ¢ = jb mit b € B¢. Dann gilt

bc = (50(0 + NGC) = 60(jb + N(;'C) = 6030(() + NGB) =0,

also Bild j C Kernd.
Sei andererseits ¢ € Kernd, also ¢ € C% und ¢ = 6y(c + NgC) = 0. Dann
gilt wegen (3.2)
also ¢ = jb + Ngc'. Wahlen wir ein & € B mit jb' = ¢/, so wird ¢ = jb +
Ng(j0') = jb+ jNgb' € jB. Daher ist Bild j = Kern 6.

Angesichts der exakten Kohomologiesequenz (3.4) werden die Fixmoduln A%,
B%, C% oftmals auch als nullte Kohomologiegruppen definiert, insbesondere
dann, wenn man es lediglich mit den Kohomologiegruppen positiver Dimen-
sionen zu tun hat.

Im folgenden haben wir uns mit einigen Vertauschbarkeitseigenschaften des
Verbindungshomomorphismus § zu beschéftigen.

(8.5) Satz. Ist

0 A—»5 B, C 0
ls s I
0 A g I 0

ein kommutatives Diagramm von G-Moduln und G-Homomorphismen mit

exakten Zeilen, so gilt _ _
fa+100q = 0q 0 hg;

mit anderen Worten, das Djagramm

HY(G,C) =215 Hat (G, A)

lﬁq lfq-%—l
HY(G,C") =215 HIt(G, A)

ist kommutativ.

Der Beweis folgt fast unmittelbar aus der Definition von d,. Sei¢, € HY(G,C).
Wiéhlen wir ein by und ein a441, derart dass ¢, = jb, und d iag41 = Oby, so
ist 04Cq = Tg+1, und es gllt (fy+100)8 = fq+1(aq+1) = fa,4q- Setzen wir
cy = heg, b, = gby und aq_H faq+1, so gilt ¢, = j'b, und 9b), = i'aj 1, und
wir erhalten (640hq)Cq = 04y = a’ g1 = faq_H Folglich gilt fq+106 = §40h,.



§3. Die exakte Kohomologiesequenz 27

Eine merkwiirdige Eigenschaft der §-Abbildung ist ihre ,,Antikommutativitat*:

(8.6) Satz. Gegeben sei das kommutative Diagramm

0 0 0
0 A A A" 0
0 B’ B B” 0
0 c’ C c” 0
0 0 0

von G-Moduln und G-Homomorphismen mit exakten Zeilen und Spalten.
Dann ist das Diagramm

H7Y(G,C") —— HY(G,C")
s |-
HI(G,A") —— HITY(G,A)

kommutativ.

Beweis. Sei D der Kern der zusammengesetzten Abbildung B — C”, so dass

also die Sequenz .
0—D—B—C"—0

exakt ist. Wir definieren nun die G-Homomorphismen
i: A= A® B’ durch ia’ = (a,b’), wobei a bzw. b das Bild von a' in A
bzw. von a’ in B’ ist,
j:A® B — D durch j(a,b') = dy — da, wobei d; bzw. dy das Bild von a
bzw. von b’ in D C B ist.
Man iiberzeugt sich miihelos von der Exaktheit der Sequenz
0— A S A4eB D —0

und von der Kommutativitidt des Diagramms
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A/ A A// B// C//
¢
1d [(Id,()) i T d
|
A — 5 AeB — > D B c”
|
—1d l(o,—ld) i l 1d
v
Al B’ C’ C c".

Dieses lasst sich durch G-Homomorphismen D — A” bzw. D — C’ kommu-
tativ ergdnzen, denn es ist Bild(D — B”) C Bild(4” — B”) und A” — B”
injektiv bzw. Bild(D — C) C Bild(C" — C) und C" — C injektiv. Mit dem
Satz (3.5) ergibt sich nun die Kommutativitiat des Diagramms

HY(G,C") —2— HYG,A") —— HI(G,A)

| T [

HI (G, C") —— HY(G,D) —— HIY(G, A

Id“ l H —Id

HIY(G,C") —— HY(G,C") —2— HI*Y(G,A),

und aus diesem unmittelbar die Behauptung des Satzes.

(8.7) Satz. Ist {A, | ¢ € I} eine Familie von G-Moduln, so ist
HYG, P A) =P HYG, A).

Beweis. Setzen wir A =, A,, so ist mit (1.5)
Ay = Homg(X,, A) = (P Homea (X,, A,) = @P(AL),,

L

und wir erhalten das unendliche kommutative Diagramm

Ay K Aq

! !

- — DA > DAYy —

Dieses besagt aber gerade die behauptete Isomorphie.
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Die gleiche Uberlegung trifft auch fiir das direkte Produkt [I, A, anstelle der
direkten Summe €, A, zu; offenbar ist namlich

(JTA)q = Home(X,, [T A)) = [[ Home (X, A)) = [[(AL)q-

L

Wir erhalten daher den

(3.8) Satz. HI(G,[[A.) =[[HYG,A,) (direkt).

L

Die G-induzierten Moduln. Wir haben schon in (3.3) die Tatsache formu-
liert, dass die exakte Kohomologiesequenz Isomorphiesétze liefert, wenn in ihr
ein G-Modul mit lauter trivialen Kohomologiegruppen auftritt. Eine beson-
dere Klasse solcher G-Moduln sind die G-induzierten Moduln, die wir im
folgenden zu vielen Beweisen und Definitionen heranziehen werden.

(3.9) Definition. Ein G-Modul A heift G-induziert, wenn er sich als direkte
Summe
A= @ oD

ceCG
mit einer Untergruppe D C A darstellen ldsst.

Insbesondere ist der G-Modul Z[G] = @, ., 0(Z-1) G-induziert, und es ist
sofort klar, dass sich die G-induzierten Moduln einfach als die Tensorprodukte

Z[G)® D

mit beliebigen abelschen Gruppen D darstellen. Fassen wir nédmlich D als
trivialen G-Modul auf, so erhalten wir den G-Isomorphismus

Z[GleD=(Pzr)eoD=PZ(ceD)=@ sz D).
ceG oeG ceG
Allgemeiner gilt der

(3.10) Satz. Ist X ein G-induzierter Modul, so ist fiir jeden G-Modul auch
X ® A ein G-induzierter Modul.

Ist ndmlich X = @ ., 0D, so wird

X@A=(PoD)e A= P(sD) o (cA) = @ a(D® A).

ceG oeG ceG
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(3.11) Satz. Sei A ein G-induzierter Modul, und g eine Untergruppe von G.
Dann gilt:

A ist ein g-induzierter g-Modul,
und

A9 ist ein G/g-induzierter G/g-Modul, wenn ¢ invariant in G ist.

Beweis. Ist A= @, ., 0D, so kénnen wir schreiben
A= Do - Do @)
oeg T oeg T

wobei 7 ein Rechtsreprisentantensystem von G nach g durchluft. Damit ist
A g-induziert.
Wir zeigen weiter, dass im Falle der Invarianz von g in G der G/g-Modul

A9 die Darstellung
A9 = P TN,D
TeG/g
besitzt. Die Summe auf der rechten Seite ist wegen der Direktheit der Zerle-
gung von A = @ oD offensichtlich ebenfalls direkt. Sie ist in A9 enthalten,
da NgD C A9. Sei umgekehrt a € A9. a besitzt die eindeutige Darstellung
a=7 caTdr, dr € D.Ist 0 € g, so erhalten wir

a=oa=Y ord. =Y ordys,

T€EG TeG
und wegen der Eindeutigkeit ist d, = d,,. Hieraus ergibt sich die Darstellung

a= ZZTUdTU = ZT(Z od;) = ZTNg(dT),

T O€g T oeg T

wobei 7 ein Linksrepriisentantensystem von G/g durchlduft. A9 ist also in der
Tat G//g-induziert.

(3.12) Definition. Wir sagen, ein G-Modul A hat triviale Kohomologie,
wenn

H%g,A)=0
fiir alle ¢ und alle Untergruppen g C G ist.

Entscheidend ist nun der

(8.13) Satz. Jeder G-induzierte Modul A hat triviale Kohomologie.
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Beweis. Wegen (3.11) gentigt der Nachweis von H9(G, A) = 0, also der Nach-
weis, dass die Sequenz

-+ — Homg (X4, A) SN Homg(Xg41,A) — -+

exakt ist. Ist nun A = @, 0D und 7 : A — D die natiirliche Projektion von
A auf D, so vermittelt die Zuordnung f — 7o f einen offensichtlich bijektiven
Homomorphismus
Homeg (X, A) — Hom(X,, D).
Identifizieren wir Homeg (X, A) mit Hom(X,, D), so gelangen wir zu der Se-
uenz
4 -+ — Hom(X,, D) — Hom(X,41,D) — - --

welche nach (1.7) exakt ist.

)

Wegen der kohomologischen Trivialitdt erhalten wir mit (3.3) eine hochst
bedeutsame Anwendungsmoglichkeit der G-induzierten Moduln, die auf der
Tatsache beruht, dass jeder G-Modul A sowohl als Untermodul als auch als
Faktormodul eines G-induzierten Moduls aufgefasst werden kann.
Bezeichnen wir wieder mit I das Augmentationsideal von Z[G] und mit
Je den Faktormodul Jg = Z[G]/Z-N¢, so erhalten wir die exakten Sequenzen
0—Ig —Z[G)——>Z —0,
0— Z 5 Z[G)— Jg —0.
Sie bestehen nach (1.2) aus lauter Z-freien Moduln. Mit (1.8) ergibt sich daher
der

(3.14) Satz. Fiir jeden G-Modul A haben wir die exakten Sequenzen

0 —IgRA—ZGE®A— A —0,
0— A —ZGEA—JcRA—0.

Da der G-Modul Z[G] ® A nach (3.10) G-induziert ist, konnen wir also in der
Tat A sowohl als Untermodul als auch als Faktormodul eines G-induzierten
Moduls auffassen.

Wenden wir auf die Sequenzen des Satzes (3.14) die exakte Kohomologiese-
quenz an, so erhalten wir wegen der kohomologischen Trivialitit von Z[G|® A
nach (3.3) die Isomorphismen

§: HY (g, A') — Hi(g, A) mit A = Jg ® A,
571 Htl (g, A7) — Hi(g, A) mit A7l =TI ® A

flir jedes ¢ und jede Untergruppe g C G. Dieses Vorgehen wollen wir iterieren:
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Fiir jede ganze Zahl m € Z setzen wir

A" =Joa® - ®Jg®A, wennm >0,
—_——
m—mal
A" =1 ® - R Ig®A, wennm <0.
[ ——
|m|—mal
Durch Hintereinanderschaltung
HY ™ (g, A™) — HI= ("D (g, A1) — .. — H(g, A)
der Abbildung § bzw. § !, erhalten wir die Isomorphismen
oM HI ™ (g, A™) — H%(g, A) (m e Z).

Wir kénnen also sagen:

(3.15) Satz. Jedem G-Modul A sind die G-Moduln

A" =Jeg® - Jag® A (m >0) bzw.
A" =Ia R - RIg® A (m <0)

zugeordnet, und die m-malige Hintereinanderschaltung des Verbindungsho-
momorphismus ¢§ liefert einen Isomorphismus

0" H1™ ™ (g, A™) — HY(g, A) (meZ)
fiir jedes q und jede Untergruppe g C G.

Auf Grund der Isomorphie H?(g, A) = H "™ (g, A™) werden wir im folgen-
den haufig von Aussagen iiber Kohomologiegruppen einer Dimension ¢ auf
analoge Aussagen fiir eine hohere oder niedrigere Dimension schliefen kon-
nen. Insbesondere werden wir nach dieser Methode in den Stand gesetzt, viele
Definitionen und Beweise auf den Fall der nulldimensionalen Kohomologie-
gruppen zuriickzufiihren, die wir im Gegensatz zu den héherdimensionalen
vollstéindig in der Hand haben. Man nennt diese Vorgehensweise die Me-
thode der Dimensionsverschiebung!?). Der folgende Satz stellt ein erstes
Beispiel fiir die Niitzlichkeit dieser Methode dar:

19 Man kann dieses Prinzip auch direkt zur Grundlage der ganzen Kohomologietheo-

rie machen. Nach (3.15) ist namlich
HY(G, A) = H°(G, A7),
wobei A? in kanonischer Weise durch A gegeben ist: A = Jo ® - - ® Ja ® A
flir g >0bzw. A2=Ic®---® Ic ® A fir ¢ <0. Die Kohomologiegruppen des
G-Moduls A kénnen daher von vornherein durch
HY(G,A) = (A1) /NgA?

definiert werden. Eine auf diesem Konzept beruhende Kohomologietheorie findet
man bei C. CHEVALLEY [12].
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(3.16) Satz. Die Gruppen H(G, A) sind Torsionsgruppen, und zwar sind die

Ordnungen der Elemente von H1(G, A) samtlich Teiler der Ordnung n von G:
n-HYG,A)=0.

Beweis. Es gilt n - H°(G,A) = 0, denn es ist H°(G, A) = AS/NgA und
na = Nga fiir alle a € A%. Da dies fiir jeden G-Modul zutrifft, folgt der
allgemeine Fall aus H9(G, A) = H(G, A?).

(3.17) Korollar. Ein G-Modul A mit eindeutiger und uneingeschrénkter Di-
vision'?) hat triviale Kohomologie.

In diesem Fall ist ndmlich die Abbildung n -1d : A — A fiir jede natiirliche
Zahl n bijektiv und induziert also die Isomorphismen

n-ld: Hi(g,A) — H%g,A)  (9CG).
Ist n = |G|, so wird daher HY(g,A) =n-H(g,A) =0.

Insbesondere hat hiernach der G-Modul @ (auf dem die Gruppe G stets iden-
tisch operiert) triviale Kohomologie. Die zur Sequenz

0 —Z—Q—Q/Z—0

gehorige exakte Kohomologiesequenz liefert daher das
(3.18) Korollar. H*(G,Z)~H'(G,Q/Z)=Hom(G, Q/Z)=x(G) (kanonisch).

Die Gruppe x(G) = Hom(G, Q/Z) heilst die Charaktergruppe von G.

Wir beschliefen diesen Paragraphen mit der Berechnung der Gruppe
H~2(G, Z); sie spielt in der Klassenkorpertheorie eine bedeutsame Rolle. Wir
bezeichnen mit G’ die Kommutatorgruppe und mit G*® = G/G’ die Faktor-
kommutatorgruppe von G.

(3.19) Satz. H %(G,Z) = G*»  (kanonisch).

1) Eine abelsche Gruppe A ist mit eindeutiger und uneingeschrinkter Division aus-
gestattet, wenn die Gleichung nz = a fiir jede natiirliche Zahl n und jedes a € A
eine eindeutige Losung = € A besitzt.
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Beweis. Da Z[G] als G-induzierter Modul triviale Kohomologie besitzt, er-
halten wir aus der zur Sequenz

0—Ig —Z[G] —~Z —0
gebildeten exakten Kohomologiesequenz den Isomorphismus
§:H %G, Z) — H G, Ig).

Nun ist aber H (G, I¢) = I¢/I%. Es kommt also darauf an, einen Isomor-
phismus G/G’ = I /12 anzugeben. (Man beachte, dass G multiplikativ, I
aber additiv ist.) Dazu betrachten wir die Abbildung

G — Ig/I%  definiert durch o+ (0 — 1) + IZ.

Wegeno-7—1=(0—1)+(r—1)4 (0 —1)- (7 —1) handelt es sich hierbei um
einen Homomorphismus, dessen Kern wegen der Kommutativitat von I/ Ié
den Kommutator G’ enthilt. Wir kommen daher zu einem Homomorphismus

log: G/G' — I/ 1.

Um die Bijektivitdt von log zu zeigen, beachten wir, dass I die freien Erzeu-
genden 0 — 1, 0 € G, besitzt, so dass durch die Zuordnung
oc—1r—0-G
ein Homomorphismus von Ig auf G/G’ festgelegt wird. Wegen
(c—1)-(r=1)=(01=1)—(6-1) = (1 =1) — o010 771G =1
liegen die Elemente aus IZ im Kern, so dass wir einen Homomorphismus
exp: Ig/IE — G/G' mit (0 —1)+ 1% +— oG’

erhalten, fiir welchen logoexp = Id und expolog = Id gilt. Daher ist log :
G/G' — Ig/I% ein Isomorphismus.

Offenbar ist H~Y(G,Z) =n, Z/IcZ =0, H°(G,Z) = Z/nZ wnd H(G,Z) =
Hom(G, Z) = 0. Damit haben wir die Kohomologiegruppen H?(G, Z) fiir die
Dimensionen ¢ = —2,—1,0, 1, 2 berechnet:

H™2(G,Z)=G*, HY(G,Z)=0, H(G,Z) = Z/nZ,
HY(G,Z) = 0, HY(G,Z) = \(G).
Ohne Beweis sei erwéihnt, dass in kanonischer Weise
H G, Z) = x(HY(G,Z)) firalleq>0

gilt (Dualitétssatz).
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§ 4. Die Inflation, Restriktion und Korestriktion

Haben wir im vorigen Paragraphen die Abhéngigkeit der Kohomologiegrup-
pen HY(G, A) vom Modul A studiert, so wollen wir uns jetzt dem Verhalten
derselben bei Anderung der Gruppe G zuwenden. Es handelt sich dabei in der
Hauptsache um die folgende Fragestellung;:

Sei A ein G-Modul und g eine Untergruppe von G. Dann ist A auch ein
g-Modul, und wenn ¢ invariant in G ist, so ist A9 ein G/g-Modul. Welche
Beziehungen bestehen zwischen den Kohomologiegruppen

H(G/g, A7), H*(G,A) und H(g, A) ?

Wir schrianken unsere diesbeziiglichen Betrachtungen zunéchst auf den Fall
positiver Dimensionen ¢ > 1 ein.
Ist g invariant in G, so ordnen wir jeder g-Kokette

x:G/gx--xGlg— AY
durch y(o1,...,04) =x(01-9,...,04 - g) eine g-Kokette
y:Gx---xG— A
zu. Diese nennen wir die Inflation von x und bezeichnen sie mit
y = Infz.

Man sieht auf einen Blick, dass die Zuordnung x — Inf x mit dem Korand-
operator O vertréglich ist, d.h. es ist 9,4 o Inf = Inf 0 9;41. Es gehen daher
Kozykeln in Kozykeln und Korénder in Korénder iiber, und wir erhalten die

(4.1) Definition. Sei A ein G-Modul, g ein Normalteiler von G. Der durch
den kanonischen Homomorphismus der g-ten Kokettengruppe des G /g-Moduls
AY in die g-te Kokettengruppe des G-Moduls A induzierte Homomorphismus

Inf, : HY(G/g,A?) — HY(G,A), q>1,
heifst die Inflation.

Neben der Inflation erhalten wir eine weitere kohomologische Abbildung, wenn

wir jeder g-Kokette
r:GE@x--xG— A

ihre Einschrankung
Yy:gx---xg— A

von G X --- X G auf g X --+ x g zuordnen. Diese ¢-Kokette y nennen wir die
Restriktion von = und bezeichnen sie mit

y = Resz.

Entscheidend ist dabei wieder, dass der Kokettenhomomorphismus Res mit
dem Operator 0 vertauschbar ist, 0,41 © Res = Res o 0441, dass also bei
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der Zuordnung = — Resxz Kozykeln in Kozykeln und Korénder in Korénder
iibergehen. Wir erhalten daher die

(4.2) Definition. Sei A ein G-Modul, g eine Untergruppe von G. Der durch
die Einschréankung der Koketten des G-Moduls A auf die Gruppe g induzierte
Homomorphismus

Res, : HY(G,A) — H%(g,A), q¢>1,
heit die Restriktion.

Man hat bei jeder neu eingefiihrten kohomologischen Abbildung zu priifen,
ob sie mit den schon vorhandenen kanonischen Homomorphismen vertréaglich
ist, denn nur in diesem Fall handelt es sich um eine brauchbare, zur Theorie
gehorige Begriffsbildung. Fiir die Inflation und Restriktion haben wir daher
die folgenden Sétze zu konstatieren.

(4.3) Satz. Seien A und B zwei G-Moduln, g ein Normalteiler von G und
f:A— B

ein G-Homomorphismus. Dann sind die Diagramme

HY(G/g, A%) —— HY(G/g,B%) HIYG,A) —— HYG,B)

llnfq llnfq lResq lResq

HY(G,A) —— HY(@,B), Hi(g,A) —— Hi(g,B)

kommutativ. Im zweiten Diagramm braucht die Normalitdt von g in G nicht
vorausgesetzt zu werden.

Man beachte hierbei, dass der G-Homomorphismus f : A — B einen G/g-
Homomorphismus f : A9 — BY und einen g-Homomorphismus f : A — B
induziert.

(4.4) Satz. Sei
0—A—B—C—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln und G-Homomorphismen und ¢ ein Nor-
malteiler von G. Ist dann auch die Sequenz

0— A9 — B9 —C7—0

exakt, so ist das Diagramm
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H(G/g,0%) —— HTY(G/g, AY)

llnfq llnqurl
HY(G,C) —>— HI(G, A)

kommutativ.

(4.5) Satz. Sei
0—A—B—C—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln und G-Homomorphismen, g eine Unter-
gruppe von G. Dann ist das Diagramm

HY(G,C) —— HI(G,A)

lResq lRequA
Hq(g7 C) L) H(H-l(g’ A)

kommutativ.

Die Sitze (4.3), (4.4) und (4.5) sind miihelos zu verifizieren. Der Beweis der
letzten beiden beruht im wesentlichen auf der Vertauschbarkeit der Koket-
tenabbildungen mit dem Operator 0 und folgt unter Beachtung dieser Tat-
sache unmittelbar aus der Definition der Abbildung é. Wir iiberlassen die
Einzelheiten dem Leser.

Fiigen wir die Inflation und die Restriktion zusammen, so erhalten wir zu-
néchst die folgende Beziehung:

(4.6) Satz. Ist A ein G-Modul und g ein Normalteiler von G, so ist die

Sequenz -

0— HY(G/g,A%) 25 HY(G, A) 2= HY (g, A)

exakt.

Beweis. Die Injektivitdt der Inflation erkennt man folgendermafien: Sei x :
G/g — A9 ein 1-Kozykel, dessen Inflation Inf 2z ein 1-Korand des G-Moduls
A ist. Es ist dann

Infz(oc) =2z(c-g) =ca—a, acA.
Wir haben daher fiir alle 7 € g die Gleichung ca — a = o7a — a, d.h. a = Ta,
so dass a € AY. Daher ist 2(0g) = 0 - ga — a ein 1-Korand.

Zum Beweis der Exaktheit an der Stelle H'(G, A) sei z : G/g — AY ein
1-Kozykel von A9. Dann ist fir o € g

ResoInfx(c) = Infz(0) = x(0g) = z(g) = =(1).
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Nun ist aber z(1) = z(1-1) = 2(1) + (1) = 0. Daher ist
Bild Inf C Kern Res.

Sei umgekehrt = : G — A ein 1-Kozykel des G-Moduls A, dessen Restriktion
auf g ein 1-Korand des g-Moduls A wird:

(1) =71a—a, a € A, firalle T € g.

Subtrahieren wir von = den 1-Korand p: G — A, p(c) = ca —a, 0 € G, so
erhalten wir einen 1-Kozykel 2'(c) = x(0) — p(o) der gleichen Kohomologie-
klasse mit «/(7) = 0 fiir alle 7 € g. Es ist dann

(o —7)=2(0)+ 02/ (1) =12'(c) fiiralleT € g,
und andererseits
2 (r-0)=12'(1)+ 12 (0) = 72/ (0) fiir alle T € g.

Definieren wir nun y : G/g — A durch y(o - g) = 2/(0), so ist y(o - g) € A9
wegen y(o-g) = y(7o - g) fir alle 7 € g, und wir erhalten in y einen 1-Kozykel
mit Inf y = 2’. Daher ist Kern Res C Bild Inf.

Der Satz (4.6) lédsst sich auf beliebige positive Dimensionen nur unter einer
gewissen Voraussetzung ausdehnen:

(4.7) Satz. Sei A ein G-Modul, g ein Normalteiler von G. Ist dann H'(g, A)
=0firi=1,...,¢q—1und q > 1, so ist die Sequenz
0 — HY(G/g, A%) 25 HY(G, A) £ H(g, A)

exakt.

Den Beweis fiihren wir mit vollstdndiger Induktion nach der Dimension g,
indem wir die Methode der Dimensionsverschiebung heranziehen (vgl. §3).
Als Induktionsanfang dient der Satz (4.6). Setzen wir B = Z[G] ® A und
C = Jg ® A, so erhalten wir nach (3.14) die exakte Sequenz

0—A—B—C-—0.
Wegen H'(g, A) = 0 ergibt sich aus (3.4) auch die Exaktheit der Sequenz
0— A% — B — C7 —0.

Wir erhalten daher das kommutative Diagramm

0 —— HYG/g,09) s Hi-Y(G,C) B Ha-1(g,0)

I I I

0 —— HY(G/g,A%) —— HI(G,A) —=— Hi(g, A).
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Da B G-induziert und g-induziert und BY G/g-induziert ist (vgl. (3.10) und
(3.11)), handelt es sich bei den Abbildungen ¢ um Isomorphismen (vgl. (3.3)),
und es gilt iiberdies

Hi(g,C) = H™ (g, A) =0 fiiri=1,...,q—2.

Nehmen wir hiernach die Exaktheit der oberen Sequenz als Induktionsvoraus-
setzung an, so libertragt sich diese automatisch auf die untere Sequenz.

Man wird sich natiirlich fragen, warum wir uns bei der Einfiihrung der Ab-
bildungen Inf und Res auf die positiven Dimensionen ¢ > 1 beschréinkt, und
nicht in analoger Weise von den Koketten ausgehend auch fiir die negativen
Dimensionen Inflation und Restriktion definiert haben. Ein solches Vorgehen
ist jedoch nicht méglich. Die entscheidende Eigenschaft der Inflations- bzw.
Restriktionsabbildungen liegt ndmlich darin, dass sie geméf (4.4) bzw. (4.5)
bei einer Dimensionsverschiebung durch den Operator § ineinander iiberge-
hen, und diese Eigenschaft miisste natiirlich bei einer entsprechenden Defini-
tion fiir alle Dimensionen erhalten bleiben. Was nun die Inflation angeht, so
legt uns eine solche Forderung die Beschrankung auf den Fall ¢ > 1 zwangs-
laufig auf; dies liegt im wesentlichen daran, dass aus einer exakten Sequenz
00—+ A— B — C — 0 von G-Moduln i.a. nicht die Exaktheit der Sequenz
0— A9 — B9 - C9 — 0 (g C G) folgt, so dass wir zwar aus der ersten, nicht
aber aus der zweiten einen d-Homomorphismus fiir die Kohomologiegruppen
gewinnen.

Anders steht es jedoch mit der Restriktion. Diese ldsst sich tatséchlich
unter den geschilderten Bedingungen auf die Dimension ¢ < 0 ausdehnen.
Fiir ¢ = 0 erhélt man z.B. durch die Zuordnung

a+ NgAr——a+ N,A, ac A% C A9,
einen Homomorphismus
Resg : HY(G, A) = A /NgA — H°(g, A) = AY/N, A,

derart dass der Satz (4.5) unter Einbezichung der Dimension ¢ = 0 erhalten
bleibt. Dies halten wir in dem folgenden Lemma fest:

(4.8) Lemma. Ist 0 — A % B2 C = 0 eine exakte Sequenz von G-Moduln
und g eine Untergruppe von G, so ist das Diagramm

HY(G,C) —— HY(G, A)
lReso lReS1

HO(g7C) —6) Hl(gaA)

kommutativ.
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Beweis. Sei ¢ € C% ein 0-Kozykel des G-Moduls C, @ = ¢ + NgC seine
Kohomologieklasse. Dann ist Resg¢ = ¢ + N,C, d.h. ¢ ist gleichzeitig ein 0-
Kozykel fiir den g-Modul C'. Wéhlen wir ein b € B mit jb = ¢, so gibt es
wegen job = OJc = 0 einen 1-Kozykel a1 : G — A, derart dass ia; = 0b.
Nach der Definition von ¢ ist nun é¢ = a; und dResp¢ = Resja; = Resja; =
Res;de.

Eine dhnlich elementare Definition der Abbildungen Res, fiir die Dimensionen
q < 0 lasst sich leider nicht angeben. Wir werden jedoch sehen, dass die For-
derung (4.5) die Restriktionsabbildungen in eindeutiger Weise festlegt, wenn
diese nur fiir eine Dimension, etwa ¢ = 0, gegeben sind. Diese Erkenntnis
versetzt uns in die Lage, die Restriktion in der folgenden Weise axiomatisch
einzufiihren.

(4.9) Definition. Sei G eine endliche Gruppe, g eine Untergruppe von G.
Unter der Restriktion verstehen wir die eindeutig bestimmte Familie von
Homomorphismen
Resq : HY(G,A) — H%(g, A), q€e”Z,
mit den FEigenschaften:
Resy : H'(G,A) — H (g, A)
ist durch die Zuordnung a + NgA — a+ NyA (a € A%) gegeben.

(ii) Fiir jede exakte Sequenz 0 — A — B — C — 0 von G-Moduln und
G-Homomorphismen ist das Diagramm

HY(G,C) —2— HIYG, A)

chsq lRequrl

Hi(g,C) —2— HIt1(g, A) kommutativ.

Die Homomorphismen Res, entstehen aus Resg in der folgenden Weise durch
Dimensionsverschiebung:
Nach (3.15) haben wir die Isomorphismen
§7: H(G, AY) — HI(G,A), 6%:H"(g,AY) — Hi(g, A),
die wir durch ¢-maliges Hintereinanderschalten des Verbindungshomomor-

phismus § erhalten. Die Bedingung (ii) bedeutet nun, dass wir Res, durch
das kommutative Diagramm

HO(G, A7) 2 HY(G, A)

lReso lResq

HO(g, A7) —"— Hi(g, A)
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zu definieren haben. Damit ist gleichzeitig die Eindeutigkeit der Restrikti-
onsabbildung bewiesen. Insbesondere erhalten wir das Resultat, dass die so
definierte Abbildung Res, fiir ¢ > 0 mit der schon friiher eingefiihrten tiber-
einstimmt.

Wir haben nur noch zu zeigen, dass die Homomorphismen Res, allgemein
die Bedingung (ii) erfiillen. Zu diesem Zweck betrachten wir das folgende
Diagramm

HO(G,C7) 0 HY(G, A9)
Res Res
(~1)969
” HC(g,0) 5 l H'(g, AY)
HY(G,C) ° HITYGA) g
Res 34 Res
Hi(g,C) - Hit(g, A),

wobei zu beachten ist, dass aus der Sequenz 0 - A — B — C — 0 die
Sequenz
0— A?— B! —C?"—0

entsteht, deren Exaktheit unter Beachtung von (1.2) mit vollstdndiger Induk-
tion dem Lemma (1.9) zu entnehmen ist. In diesem Diagramm ist das obe-
re Quadrat nach (4.8) kommutativ. Die Kommutativitidt der beiden Seiten-
diagramme folgt unmittelbar aus der Definition der Restriktionsabbildungen
durch die Dimensionsverschiebung. Das hintere und das vordere Diagramm
entstehen durch Untereinandersetzen von ¢ Quadraten des Typs (3.6). Sie
sind also nach (3.6) gleichfalls kommutativ. Daher tibertrigt sich die Kom-
mutativitit des oberen Quadrates auf das untere Quadrat, und es ist alles
bewiesen.

Was die explizite Bedeutung der Homomorphismen Res, fiir ¢ < 0 angeht, was
also die Frage betrifft, wie sich die einzelnen Kozykeln unter der Abbildung
Res, verhalten, so kommt man hier nur iiber umfingliche Rechnungen zu
Resultaten, die wegen ihrer Uniibersichtlichkeit gar nicht zu gebrauchen sind.
Jedoch gilt in diesem Zusammenhang das auf S. 22 Gesagte. Im wesentlichen
tritt nur immer das funktorielle Verhalten der Restriktion in Erscheinung;
lediglich fiir kleine Dimensionen, also fiir die Dimensionen, fiir die wir eine
konkrete Interpretation der Kohomologiegruppen besitzen, haben wir hin und
wieder auch die Restriktion in expliziter Weise zu interpretieren. Einen fiir
die Klassenkorpertheorie bedeutsamen Spezialfall legt der Satz (3.19) nahe:
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(4.10) Definition. Der durch die Abbildung
Res_o: H ?(G,Z) — H *(g,Z)
induzierte Homomorphismus
Ver : G** — ¢*P

heifst die Verlagerung von G nach g.

Dieser kanonische Homomorphismus lésst sich auch, wenngleich mit einigem
Formelaufwand, rein gruppentheoretisch, also ohne kohomologische Mittel an-
geben. Vgl. [16], 14.2.

Der Restriktion steht eine weitere Abbildung
Kory : H(g,A) — HY(G, A)

im umgekehrter Richtung zur Seite, die Korestriktion. Ebenso wie die Re-
striktion ist auch die Korestriktion schon durch ihre Festlegung auf einer Di-
mension vollstdndig bestimmt. Wir geben sie jedoch, bevor wir zur allgemei-
nen Definition kommen, fiir die beiden Dimensionen ¢ = —1 und ¢ = 0 an:

Durch die Zuordnung
a+I,A—a+IcA (a€ N, AC N A)
wird ein Homomorphismus
Kor_y: H ' (g,A) — H™ (G, A)
definiert. Ferner erhalten wir durch die Zuordnung
a+ NyA+— Ngjqa+ NgA (a € AY)
einen Homomorphismus
Korg : H%(g, A) — H°(G, A).

Dabei sei Ng/ga = ZUEG/g oa € AY fiir a € A9; 0 € G/g bedeutet, dass o
ein Linksreprisentantensystem fiir die Nebenscharen von g in G durchliuft.
In Analogie zu (4.8) beweisen wir das

(4.11) Lemma. Ist 0 — A % B % C — 0 eine exakte Sequenz von G-
Moduln, so ist das Diagramm

H™l(g,C) —2— Hg,A)
lKor,l lKoro

H YG,0) —2— H(G, A)
kommutativ.
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Beweis. Sei ¢ € n,C ein (—1)-Kozykel fiir die Klasse ¢ = ¢ + IgC €
H=1(g,C). Dann ist ¢ € n,C auch ein (—1)-Kozykel fiir die Klasse Kor_;¢ =
c+ IcC € HY(G,C). Wihlen wir ein b € B mit jb = ¢, so gibt es wegen
jOb = 0c = Nyc = 0 einen 0-Kozykel a € A9 mit ia = 0b = N4b. Definitions-
geméf wird dann §¢ = @ = a+ N, A, also Korgdec = Ng/sa+NgA € HY(G, A).
Andererseits ist 0Kor_1¢ = (¢ + IgA). Wéhlen wir das gleiche b € B mit
Jb = ¢ wie oben, so ist 0b = Ngb = Ng,qNgb = Ng/4(ia) = i(Ng/ga) und es
wird 6(c + IgA) = Ng/ga + NgA, also

Korgée = Ng/ga + NgA = §Kor_;c.

Die allgemeine Korestriktionsdefinition erhalten wir nun genau wie die Re-
striktion axiomatisch.

(4.12) Definition. Sei G eine endliche Gruppe, g eine Untergruppe von G.
Unter der Korestriktion verstehen wir die eindeutig bestimmte Familie von
Homomorphismen

Kor, : H%(g,A) — HY(G,A), q€Z,
mit den Eigenschaften:
(l) Koro : H (g, A) —s H°(G, A)
ist durch die Zuordnung a + NyA = Ng/ga + NgA (a € A9) gegeben.
(ii) Fiir jede exakte Sequenz

0—-A—-B—-C—=0
von G-Moduln und G-Homomorphismen ist das Diagramm
H(g,C) —2— H!(g, A)
lKorq lKorq-H

HY(G,C) —— HIY(G,A)  kommutativ.

Die Homomorphismen Kor, entstehen aus Kor genau wie bei der Restriktion
durch Dimensionsverschiebung:
Nach (3.15) haben wir die Isomorphismen

57 HO(G, A% — HY(G, A), §7: H%(g, A) — H(g, A).

Damit wird Kor, aufgrund von (ii) in eindeutiger Weise durch das kommuta-
tive Diagramm

Ho(gqu) L) Hq(gaA)

lKOTO lKorq

HO(G, A7) =2 HY(G, A)
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festgelegt. Insbesondere erhalten wir hierdurch den auf S. 42 eingefiihrten Ho-
momorphismus Kor_; wegen der Eindeutigkeit und wegen (4.11) zuriick. Die
allgemeine Giiltigkeit von (ii) folgern wir in der gleichen Weise wie bei der
Restriktion unter Beachtung von (4.11) und (3.6) aus dem Diagramm

H~1(g,Co1) - HO(g, Aatt)

Kor Kor

(71)q+15q+1

ortt H-Y(G,crtl) —2 l HO(G, A7t1)
Hq(g,C) 2 HQ+1(g,A) (—1)at1gatt
Kor satt Kor
HY(G,C) u HITY(G, A).

Es sei erwdhnt, dass man die Korestriktion fiir die negativen Dimensionen
sehr einfach auch durch kanonische Kokettenzuordnungen erhalt, dhnlich wie
die Restriktion auf den positiven Dimensionen. Hierauf brauchen wir jedoch
nicht ndher einzugehen. Im Hinblick auf (4.10) wollen wir nun den folgenden
Satz angeben:

(4.13) Satz. Die durch
Kor_o: H 2(g,Z) — H *(G,Z)

induzierte Abbildun
g kg — G

ist der kanonische Homomorphismus, den man durch og’ — oG’ erhiilt.

Dies folgt unter Berticksichtigung des Beweises zu (3.19) aus dem kommuta-
tiven Diagramm

H72(g7Z) # Hﬁl(galg) :[g/I§ <lOTg gab

lKor,g lKor,l lra

H2(G,Z) —2 H NG, Ig) = I/ 1% «25— Gob,
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Wichtig ist die folgende Beziehung zwischen der Restriktion und der Kore-
striktion:

(4.14) Satz. Die Hintereinanderschaltung der Homomorphismen

HYG, A) 2 Hi(g, A) 25 HY(G, A)

ergibt den Endomorphismus
KoroRes = (G : g) - 1d.

Beweis. Sei @ = a + NgA € H°(G, A), a € A®. Dann ist Korg o Resg(a) =
Korg(a + NgA) = Ngjga+ NgA= (G :g)-a+ NgA=(G:g)-a.

Der allgemeine Fall folgt hieraus durch Dimensionsverschiebung. Das Dia-
gramm

HO(G, Aq) KorgoResg Ho (G, Aq)

‘“l Jéq

Hq(G, A) KorgzoResy Hq(G, A)

ist ndmlich kommutativ, und da es sich oben um die Abbildung (G : g) - Id
handelt, gilt auch unten Kory o Res; = (G : g) - Id.

Aus der Vertauschbarkeit der Abbildungen Res und Kor mit dem Verbin-
dungshomomorphismus ¢ folgt ihre Vertauschbarkeit mit den durch die G-
Homomorphismen induzierten Abbildungen automatisch:

(4.15) Satz. Ist f : A — B ein G-Homomorphismus der G-Moduln A, B und
g eine Untergruppe von G, so sind die Diagramme

HY(G,A) —L HYG, B)

ReslTKor ReslTKor

Hq(gaA) L) Hq(g7B)
kommutativ.

Dies ist fiir die Dimension ¢ = 0 unmittelbar klar. Der allgemeine Fall folgt in
einfacher Weise durch Dimensionsverschiebung. Durch A 4, B wird nimlich

ein Homomorphismus A9 4, pa induziert, und in dem Diagramm
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HO(G, A7) ! HO(G, BY)
Kor Kor
54 Res 7 o Res
HO(g, A%) l H(g, B)
HY(G, A) ! HY(G, B) .
Kor o4 Kor
Res q A 7 Res q B
(9, 4) (9.B)

sind alle vertikalen Quadrate kommutativ, so dass sich die Kommutativitat
des oberen Diagramms auf das untere tibertragt.

Die Kohomologiegruppen H?(G, A) sind als abelsche Torsionsgruppen die di-
rekte Summe ihrer p-Sylowgruppen, d.h. der Gruppen H9(G, A),, aller Ele-
mente von H?(G, A) von einer p-Potenzordnung:

HY(G, A) = @D HY(G, A),.

Oft nennt man HY(G, A), den p-priméren Teil von H?(G, A). Hieriiber ha-
ben wir nun den folgenden

(4.16) Satz. Ist A ein G-Modul und G), eine p-Sylowgruppe von G, so ist der
Homomorphismus

Res: HY(G,A), — HI(G,,A)
stets injektiv und der Homomorphismus

Kor: HY(G,,A) — HY(G,A),

stets surjektiv.

Beweis. Da KoroRes = (G : G,)-1d, und da (G : G)) zu p teilerfremd ist, ist

die Abbildung H(G, A), KoroRes, H%(G,A), ein Automorphismus. Ist daher
x € H1(G, A), und Resz = 0, so folgt aus Kor o Resx = 0 sofort z = 0 und
dies zeigt die Injektivitdt von Res auf H1(G, A),.

Andererseits besteht H?(G,, A) aus lauter Elementen von p-Potenzordnung
(vgl. (3.15)), so dass KorH?(G,, A) C H1(G, A),. Die Gleichheit ergibt sich
aus der Bijektivitdt von Kor o Res auf HY(G, A),.

Es kommt haufig vor, dass wir das Verschwinden gewisser Kohomologiegrup-
pen zu beweisen haben. In vielen dieser Fille ziehen wir das folgende Ko-
rollar zu (4.16) heran, das eine Reduktion dieses Problems auf den Fall der
p-Gruppen liefert.
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(4.17) Korollar. Ist fiir jede Primzahl p die Gruppe H1(G),, A) = 0 fiir eine
p-Sylowgruppe G, von G, so ist H1(G, A) = 0.

Beweis. Wegen der Injektivitédt von Res : H1(G, A), — H9(G)p, A) sind alle
p-Sylowgruppen H?(G, A), = 0, also ist H1(G, A) = 0.

Wir wollen uns zum Schluss dieses Paragraphen einer Verallgemeinerung der
G-induzierten Moduln zuwenden. Mit ihr werden wir es in der globalen Klas-
senkorpertheorie zu tun haben.

(4.18) Definition. Sei G eine endliche Gruppe, g eine Untergruppe von G.
Ein G-Modul heilst G /g-induziert, wenn er eine Darstellung

A:@UD

oceG/g

besitzt, in der D C A ein g-Modul ist und o ein Linksreprédsentantensystem
fiir die Nebenscharen von g in G durchlauft.

Fiir g = {1} erhalten wir offenbar die G-induzierten Moduln zuriick. In starker
Verallgemeinerung zur kohomologischen Trivialitit der G-induzierten Moduln
haben wir den folgenden Satz, der hiufig als das Lemma von Shapiro zitiert
wird:

(4.19) Satz. Ist A ein G/g-induzierter G-Modul, A = @ ,c¢/, 0D, so ist
H(G, A) = H(g, D),

und zwar erhalten wir diesen Isomorphismus durch die Hintereinanderschal-

tung Res

HY(G, A) == HY(g, A) ™ H(g, D),

wobei 7 durch die natiirliche Projektion A — D induziert wird.

Den Beweis fiihren wir mit Hilfe der Dimensionsverschiebung. Sei A =
;" , 0:D, wobei o; ein Linksreprisentantensystem von G/g durchlduft und
speziell oy = 1 ist. Fiir ¢ = 0 setzen wir der Abbildung

A9 /NgA 2% A9 /N, A ™5 DI/N,D
die Abbildung v : D9/N,D — A% /NgA mit v(d + NyD) = 31" 0yd + NgA
entgegen. Man verifiziert sofort, dass (7o Res)or = Id und v o (7 o Res) = Id.
Daher ist der Homomorphismus 7 o Res bijektiv.
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Fiir eine beliebige Dimension ¢ setzen wir jetzt

Aq:JG@)...@JG@A Aq:]G®...®]G®A
Di=Js® --®@Je®@D bzw. Di=Ic® - ®Ig®D
Di=J,® - ®J,®D Di=1,® - ®I,®D

je nachdem ¢ > 0 oder ¢ < 0. Wegen A = @, 0;D ist A1 = P, 0: D
ebenfalls G/g-induziert. Weiter priift man sofort nach, dass

JG:JQEBKl bzw. ]G:Ig@K,1

mit den g-induzierten Moduln

K, :@ T(ZZ-@) und K_; :@ T(ZZ-(Ui—l)).

T€g =2 reg =2
Unter Beachtung von (1.5) und (3.10) ergibt sich hieraus fiir alle ¢ die kano-

nische g-Modulzerlegun
q gung D= D1

mit einem g-induzierten g-Modul C?. Mit (3.15) erhalten wir nun das Dia-
gramm

HO(G, A7) B [10(g, A9) T HO(g, DY) —2— HO(g, DY)

Zl&‘ Zléq Zlaq

HY(G, A) —B= Hi(g, A) o H(g,D),

in dem die Abbildung 7, o Res in der oberen Zeile wegen der Dimension
g = 0 und die Abbildung p aufgrund von (3.7) und (3.13) bijektiv sind. Da
der zusammengesetzte Homomorphismus A9 =% D? % D? aus der Projektion
A 5 D entsteht, erweist sich das Diagramm als kommutativ, und aus der
Bijektivitat der Abbildung p o 7. o Res oben, ergibt sich die Bijektivitat der
Abbildung 7 o Res unten.

§ 5. Das Cupprodukt

Wir haben im vorigen Paragraphen gesehen, dass die Restriktion und die
Korestriktion allein durch ihre kanonische Gegebenheit auf der Dimension
q = 0 automatisch entsprechende Abbildungen fiir die Kohomologiegruppen
in allen anderen Dimensionen induzieren. Genauso verhélt es sich mit dem
Cupprodukt, welches ebenfalls in der nullten Dimension unmittelbar durch
das Tensorprodukt gegeben ist.

Sind A und B zwei G-Moduln, so ist auch A® B ein G-Modul, und wir erhalten
durch die Zuordnung (a,b) — a ® b die kanonische bilineare Abbildung

A% x B¢ — (A® B)°,
die N¢A x NgB offenbar in Ng(A ® B) abbildet. Sie induziert daher eine
bilineare Abbildung
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HY(G,A) x H(G,B) — H°(G,A® B) durch (@,b) — a®b 2.

Wir nennen das Element a ® b € H°(G,A ® B) das Cupprodukt von @ €
H°(G, A) und b € H°(G, B) und bezeichnen es mit

aUb=a®b.

Dieses Cupprodukt pflanzt sich nun auf beliebige Dimensionen automatisch
fort.

(5.1) Definition. Es gibt eine eindeutig bestimmte Familie von bilinearen
Abbildungen, das Cupprodukt

U: HP(G,A) x HY(G,B) — H""(G,A® B), p,q € Z,

mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir p = q =0 ist das Cupprodukt durch die Zuordnung

(@b —aUb=a®b, ac HG,A), be H (G, B),
gegeben.

(ii) Sind die G-Modulsequenzen

1

0—A—A — A" —0,
0—A®B—A®B—A"®B—0

beide exakt, so ist das Diagramm
HP(G,A") x HY(G,B) —2— HPT1(G, A" @ B)

5| 1| lo
HPTY(G, A) x HY(G, B) —<— HP*(G, A® B) kommutativ,
d.h. es ist §(a”’ Ub) = da” Ub fiira” € HP(G,A"), b€ HY(G, B).

(iii) Sind die G-Modulsequenzen

0—B—B — B" —0,
0—A®B—A®B — A®B" —0

beide exakt, so ist das Diagramm
HP(G,A) x HY(G,B") —2%— HPT(G,A® B")

11 51 l(q)l’é
HP(G,A) x H(G,B) —— HPt1"Y(G,A® B) kommutativ,
d.h.esist 5@Ub ) = (—1)P(@udh’) fiira € HP(G, A), b € HY(G, B").

@ bzw. b bzw. a ® b bedeutet wie iiblich die Kohomologicklasse @ = a4+ Ng A bzw.

b=0b+ N&B bzw. a®b=a®b+ Ng(A® B) des Elements a € A% bzw. b € B¢
bzw. a® b € (A® B)C.
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Das Erscheinen des Faktors (—1)? im letzten Diagramm ist zwangslaufig und
beruht, wie wir sehen werden, auf der Antikommutativitdt des Verbindungs-
homomorphismus ¢. Ein Fortlassen dieses Faktors wiirde zu Widerspriichen,
also zur Nicht-Existenz eines solchen Cupprodukts fiithren.

Wie bei der Restriktion gewinnen wir das allgemeine Cupprodukt aus dem
Fall p = 0, ¢ = 0 durch Dimensionsverschiebung!®).

Wir weisen zuvor noch einmal auf unsere Verabredung hin, dass wir die G-
Moduln A® B und B® A bzw. (A® B)®C und A® (B®(C) stets miteinander
identifizieren wollen (vgl. §1, S.7). Dies fiihrt automatisch zu einer entspre-
chenden Identifikation der Kohomologiegruppen dieser G-Moduln. Insbeson-
dere koénnen wir hiernach schreiben (vgl. §3, S. 32):

APQB=Jo® - ®Jo®A®B=(A®B) und
A®BI=A®J;® ®Jg®B=Jc®  ®@Jc®A®B=(A® B)!

flir p, ¢ > 0, und analog fiir p, ¢ < 0 mit I anstelle von Jg. Dies wollen wir
im folgenden stets beriicksichtigen.

Auf Grund des Satzes (3.15) konnen wir das Cupprodukt, ausgehend vom Fall
q =0, p = 0 durch das kommutative Diagramm

H(G, AP) x HY(G, BY) —% HY(G,(A® B1)?) = H(G, A ® BY)

4 .

(x)  HP(G,A) x H(G,B?) —2— HP(G,(A® B)?) = H?(G, A ® B)

| b e

HP(G, A) x Hi(G, B) —%— HP*(G,A® B)

festlegen. Wegen der Bedingungen (i), (ii), (iii) ist hiermit gleichzeitig die
Eindeutigkeit des Cupprodukts erwiesen. Diese Tatsache kénnen wir dazu
benutzen, schon an dieser Stelle eine explizite, d.h. kozykelweise Beschreibung
des Cupproduktes fiir den Spezialfall (p = 0, ¢) bzw. (p, ¢ = 0) anzugeben:

13) Dem nur auf die Anwendung des kohomologischen Kalkiils bedachten Leser wird
nichts wesentliches entgehen, wenn er auf die genaue Ausfiihrung dieses Verschie-
bungsprozesses verzichtet. Er wird sich allein mit den funktoriellen Verhaltens-
weisen des Cupproduktes und mit dessen expliziter Beschreibung fiir kleine Di-
mensionen (vgl. (5.2), (5.6), (5.7) und (5.8)) begniigen konnen.
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(5.2) Satz. Bezeichnen wir mit a,, bzw. by p- bzw. ¢-Kozykeln von A bzw. B

und mit @, bzw. b, ihre Kohomologieklassen, so gilt

60U5q2a0®bq bzw. Epugozapéébo 14)

Zum Beweis beachte man, dass das so definierte Produkt ag U Bq bzw. @, U
by die Bedingungen (i), (i), (iii) fiir (0,q) bzw. (p,0) erfiillt. Dies ist dem
Verhalten der Kozykeln unter den betreffenden Abbildungen direkt abzulesen.
Betrachtet man nun den unteren Teil des Diagramms (%) fiir p = 0 bzw. den
oberen fiir ¢ = 0, so erkennt man, dass das durch (x) definierte Produkt mit
dem durch (5.2) definierten tibereinstimmen muss.

Es kommt nun darauf an zu zeigen, dass die durch (x) definierten Abbil-
dungen y
HP(G,A) x H(G,B) — HP™(G,A® B)
tatsiichlich den Forderungen (ii) und (iii) geniigen. Seien dazu die exakten
Sequenzen

0—A—A — A" —0,

0—A®B—A®B—A"®B—0

bzw.
0—B—B — B"—0,

0—A®B—A®B — A®B"—0
gegeben. Aus ihnen entstehen die wegen (1.9) und (1.2) exakten Sequenzen
0— A9 — A" — A" — 0,
0—(A®B)Y1— (A®B)!— (A"®@B)1—0

bzw. » »
00— B?— B — B" —0,

0—(A®B)P — (AB)P — (A B")? — 0,
und wir kommen zu den Diagrammen

HP(G,A") x H(G, BY) ——Y 5 HP(G, (A" @ B)9)

(6,1) (=1)P9s9 3

(1,69 HPHY(G, A) x H'(G, BY) ————— H"T1(G,(A® B)9)

HP(G, A") x HY(G, B) ——|—% s HPH(G, A" @ B) Cayrag
(5,1) (1,6%) 5

HP+Y(G, A) x HY(G,B) ——Y— HP*9+1(G, A® B)

9 Man beachte, dass mit by(o1,...,0,) € B auch ap ® by(o1,...,04) € A® B
(ap € A%) ein ¢-Kozykel ist.
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bzw.
H°(G, AP) x HY(G, B") - v HY(G,(A® B")P)
(1’6) 6P g
é7,1) H(G, A?) x H*"(G, B) ————— H""(G,(A® B)")
HP(G, A) x H(G, B") ——|—Y— HP+4(G,A® B") 5
w (67,1) wj
HP(G,A) x H"Y(G, B) ——2—— HPtt1(G, A® B).

Hierin sind zunéchst die linken Seitendiagramme trivialerweise kommutativ.
Bei den rechten Seitendiagrammen handelt es sich um ¢ bzw. p untereinan-
dergesetzte Diagramme vom Typ (3.6). Sie sind also nach (3.6) kommutativ.
Die vorderen und hinteren Teildiagramme sind auf Grund der Definition von
U durch (*) kommutativ. Schlieflich ergibt sich die Kommutativitidt der obe-
ren Quadrate elementar aus (5.2) und den sich daran anschliefenden Bemer-
kungen. Da nun die vertikalen Abbildungen bijektiv sind, iibertrégt sich die
Kommutativitidt der oberen Quadrate auf die unteren Quadrate. Damit ist
alles bewiesen.

Durch die axiomatische Einfiihrung (5.1) des Cupproduktes erhalten wir zu-
néachst noch keine explizite Beschreibung desselben; d.h. wir sind einstweilen
nicht in der Lage zu entscheiden, durch welchen Kozykel das Cupprodukt
zweier kozykelweise gegebener Kohomologieklassen reprisentiert wird. Ledig-
lich fiir die Falle (p = 0, ¢) und (p, ¢ = 0) steht uns eine solche Beschreibung
durch (5.2) in sehr einfacher Weise zur Verfiigung. Der Versuch einer explizi-
ten Bestimmung des Cupproduktes fiir weitere Falle (p, ¢) (insbesondere fiir
p < 0 und ¢ < 0) fithrt jedoch auf heftige rechnerische Schwierigkeiten. Wir
befinden uns also hier in einer &hnlichen Situation wie bei der Restriktion,
die im Dimensionsfall ¢ > 0 eine hochst einfache Beschreibung zuliefs, nicht
aber fiir die negativen Dimensionen. Hier wie dort gilt jedoch wieder, dass ei-
ne explizite Berechnung nur in niedrigen Dimensionen erforderlich wird, dass
man aber sonst mit der Kenntnis des funktoriellen Verhaltens der betreffenden
Abbildungen vollstindig auskommt.

Wir wollen uns zunéchst, bevor wir fiir kleine Dimensionen explizite Formeln
herleiten, davon {iberzeugen, dass sich das Cupprodukt mit den schon vor-
handenen kohomologischen Abbildungen vertragt.

(5.3) Satz. Sind f: A— A’ und g : B — B’ zwei G-Homomorphismen, und
ist fg: A® B— A'® B’ der durch f und g induzierte Homomorphismus,
so gilt fiira € HP(G,A), b€ HY(G, B)

faughb=f®eg@ub) € H*(G, A’ @ B').
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Dies ist fiir p = ¢ = 0 vollsténdig trivial. Der allgemeine Fall ergibt sich sodann
in einfachster Weise durch Dimensionsverschiebung. Die Durchfithrung diir-
fen wir dem Leser {iberlassen, nachdem wir den Verschiebungsprozess hiufig
genug exerziert haben. Das gleiche gilt fiir den folgenden

(5.4) Satz. Seien A, B G-Moduln und g eine Untergruppe von G. Ist dann
ae€ HP(G,A), be HY(G, B), so gilt

Res(@Ub) = ResaUResb € H’1(g, A® B).
Fiira € H?(G, A), b € Hi(g, B) haben wir

Kor(ResaUb) =aUKorb € HPT(G, A® B).

Im Fall p = ¢ = 0 ist die erste Formel unmittelbar klar. Zum Beweis der
zweiten sei a € A9 bzw. b € BY ein 0-Kozykel fiir @ bzw. b. Auf Grund der
Definition der nulldimensionalen Korestriktion (4.12) erhalten wir dann

Kor(ResaUb) = Kor(a @b+ Ny(A® B)) =3, ./, 0(a®b) + No(A® B)
=Y 0eqy@@0b+ Na(A®B) =a® (3, cq/y0b) + Na(A® B) = aUKorb.

Alles iibrige folgt durch Dimensionsverschiebung.

Der folgende Satz zeigt die ,Antikommutativitét und die ,,Assoziativitat” des
Cupproduktes:

(5.5) Satz. Ist a € H?(G,A),be HY(G,B),cc H"(G,C), so gilt **
aub=(—-1)PbuUa) € H"*1(G,A® B) = H"T1(G,B ® A)

und

(@ub)uc=aU(bUc)c HP 1" (G, (A® B)® C)=HPT1"" (G, A® (B® O)).

Auch dies ist im Fall p = ¢ = 0 trivial und ergibt sich allgemein unmittelbar
durch Dimensionsverschiebung.

Wir wollen nun einige explizite Formeln fiir das Cupprodukt berechnen. Dazu
bezeichnen wir mit a,, by, ... die p-Kozykeln von A, ¢-Kozykeln von B, ...

und mit @, by, ... ihre Kohomologieklassen in H?(G, A), H(G,B), ...

15 Genauer miisste man sagen, dass (—1)P'%(b U @) das Bild von @ U b unter dem
durch A® B = B® A induzierten kanonischen Isomorphismus H?"(G, A® B) =
HPT(G, B® A) ist, und das entsprechende gilt fiir die zweite Formel. Wir halten
uns jedoch an unsere Verabredung von §1, S.7.
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(5.6) Lemma. @, Ub_; =7y € H°(G, A ® B) mit

Tro — Za1(7)®7'b,1.

TEG

Beweis. Nach (3.14) haben wir den G-induzierten G-Modul A’ = Z[G] ® A
und die exakten Sequenzen

0—A—A — A" —0
0—A®B—A@B—A"®B—0.

Um uns Homomorphiezeichen zu ersparen, denken wir uns A in A’ und A® B
in A’ ® B eingebettet. Wegen H'(G, A’) = 0 gibt es eine 0-Kokette af, € A’
mit a; = dag), d.h.

(%) ai(t) = Ta, —aj fiir alle 7€ G.

Sei af € A" das Bild von a in A”. Dann ist auf Grund der Definition des
5-Operat0rs a; = 6(a"() und wir erhalten

aUb_, = 8@ Ub_y 2 5@y ub_y) X

) §(@ @ b_1) = d(ap ®b_1) =

Ne(ah @ b_y ZT%@Tb_l = Z(a1(7')+a6)®7'b_1=

TEG TEG

Z(al(r) ®7b_1)+ay @ Ngb_1 = Z(al(r) ® 7b_1, wegen Ngb_1 = 0.
T€G T€G

Im folgenden beschrénken wir uns auf den Fall B = Z und identifizieren
A ® Z mit A durch die Zuordnung a ® n + a - n. Nach (3.19) haben wir den
kanonischen Isomorphismus

“2(G.2) = G

Ist 0 € G, so bezeichnen wir mit & das dem Element o -G’ € G zugeordnete
Element aus H%(G, Z).

(5.7) Lemma. @, U7 =a,(0) € H (G, A).

Beweis. Aus der exakten Sequenz
0— ARl — AR ZIG] — A —0
erhalten wir den Isomorphismus H~!(G, A) N H(G,A ® Ig). Es geniigt

daher zu zeigen, dass d(a; UT) = d(a1(0)). Auf Grund der Definition von &
errechnen wir nun einerseits
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d(ay(0)) =Tp mit xg = Z Tay(o) @ 7.
TeG
Andererseits entnehmen wir dem Beweis von (3.19), dass das Element & unter
dem Isomorphismus H ~%(G, Z) KA H=Y(G,Ig) in das Element 6 =0 — 1 €
H~Y(G, I) iibergeht, so dass wir

S@us) Y (@ Us@) =-—a U@ 1) =7,

erhalten. Fiir yo ergibt sich nach (5.6)

Yo = — Z a(r)@7(c—1)= Z a (1)@ T — Z a1 (1) ® To.
TEG TEG TEG
Fiir den 1-Kozykel a1 (7) haben wir a1 (1) = a1(70) — 7a1 (o). Setzen wir dies
in die letzte Summe ein, so ergibt sich

Yo = Z Tai(o) ® To.
TEG
Daher ist yo — 20 = > c;Ta1(0) @ 7(0 — 1) = Ng(ai(0) ® (0 — 1)), also in
der Tat Ty = 7.

Die folgende Formel (5.8) ist fiir uns von besonderem Interesse. Nehmen wir
némlich aus der Gruppe H?(G, A) ein Element @y heraus, so liefert dieses den
Homomorphismus _ ., 0
axU: H °(G,Z) — H"(G, A),

der jedem & € H~2(G,Z) das Cupprodukt @, U € H°(G, A) zuordnet; wir
erhalten daher eine kanonische Abbildung der Faktorkommutatorgruppe G
in die Normrestgruppe A% /NgA. In der Klassenkorpertheorie, in der wir es
mit einem speziellen G-Modul A zu tun haben, wird sich dieser Homomorphis-
mus als bijektiv erweisen, und in der kanonischen Isomorphie G®> =2 A% /N5 A
besteht gerade der Hauptsatz der Klassenkorpertheorie. Aus diesem Grund ist
der folgende Satz von Interesse:

(5.8) Satz. @ UT =), .,as(r,0) € H(G,A).

Beweis. Wir betrachten wieder den G-Modul A’ = Z[G] ® A und die exakte
Sequenz 0 —+ A — A’ — A” — 0 (A" = Jg ® A). Wegen H?(G,A") = 0 gibt
es eine 1-Kokette aj € A} mit apx = da} d.h.

(%) as(t,0) = 1a) (o) — a\(1-0) + ay (7).

Das Bild a von a} ist ein 1-Kozykel von A”, und fiir ihn gilt @, = 6(a”1).
Wir erhalten daher
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—~
ot
-

UG =0@)us 2 6@ uz) 'Y 6(a(0)) = 3(d, (o)) = IETAC)

§ 6. Kohomologie der zyklischen Gruppen

Wir haben uns bisher damit beschéftigt, die wesentlichen kohomologischen
Abbildungen einzufiihren und ihre Vertauschbarkeitseigenschaften unterein-
ander aufzuzeigen. Nunmehr kommen wir dazu, die eigentlichen Sétze der Ko-
homologietheorie aufzustellen. Wir beginnen mit dem Studium der G-Moduln
A mit zyklischer Gruppe G. Diese G-Moduln haben eine besonders einfache
Kohomologie.

Sei also G zyklisch von der Ordnung n und o ein erzeugendes Element von G.
Dann ist

n—1
Z[G]:@Zo’z’ NG:1+U+"'+U”_17
=0

und wegen 0% —1 = (0 —1)(c* "1 +---+0+1) (k> 1), ist I das durch o — 1
erzeugte Hauptideal von Z[G]:

Ig = Z[G] - (o — 1).

(6.1) Satz. Ist A ein Modul iiber der zyklischen Gruppe G, so gilt
HY(G, A) = HI?(G, A) fiir alleq € Z.

Beweis. Es geniigt die Isomorphie H (G, A) = H(G, A) zu zeigen. Der
allgemeine Fall folgt n&mlich hieraus durch Dimensionsverschiebung (vgl.
(3.15)):

HY(G,A) = H (G, A7) = OY(G, ATTY) = HTT2(@, A).
Die Gruppe Z; der 1-Kozykeln besteht aus den gekreuzten Homomorphismen
von G in A, d.h. ist x € Z;, so ist
k=1
z(of)=0x(c* 1) + 2(0)=02(c*"2) + 02(0) + 2(0)="--= > olx(0) (k>1),
i=0
1) +z(1).

= Z?:_ol olz(o) = x(c™) = z(1) = 0, also z(0) €

2(1) = 0 wegen z(1) =

—~

a

Hieraus ergibt sich Ngx
N A.

Umgekehrt erhalten wir zu jedem (—1)-Kozykel ¢ € y,A = Z_1 einen
1-Kozykel, wenn wir 2(o) = a und

—~
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k—1
z(o*) = Z o'a
i=0
setzen. Dies rechnet man miihelos nach. Daher ist die Zuordnung
x+— x(0)

ein Isomorphismus von Z; auf Z_; = n_,A. Bei diesem Isomorphismus wird
die Gruppe R; der 1-Korénder auf die Gruppe R_; der (—1)-Korénder abge-
bildet:

r € Ry <= z(0%) = 0%a — a mit festem a € A <= x(0) = 0a —a
< z(0) € IcA = R_;.
Im zyklischen Fall ist also stets
H?*(G,A) = H*(G,A) und H*YG,A)= H(G,A).

Ist
0—A—B—C—0

eine exakte G-Modulsequenz, so liasst sich die zugehorige exakte Kohomolo-
giesequenz in der Form eines exakten Sechsecks schreiben:

H-Y(G,A) — H'(G,B)
H(G,C) H71(G,0)

H°(G,B) «—— H°(G, A).
Zur Exaktheit an der Verkniipfungsstelle H (G, A) ist zu beachten, dass das
Di
iagramm H(G, A) —> H-Y(G, B)

I J
Hl(G7A) - Hl(GvB)
mit dem im Beweis zu (6.1) hergestellten Isomorphismen kommutativ ist, so
dass dem Kern der Abbildung H'(G,A) — H'(G, B) bei der Isomorphie
HYG,A) =2 H 4G, A) der Kern der Abbildung H (G, A) — H (G, B)
entspricht.

Ein fiir viele Index- und Ordnungsbetrachtungen duferst niitzlicher Begriff
ist der Herbrandquotient, der sich in vorziiglicher Weise dazu eignet, Be-
rechnungen von Indizes in abelschen Gruppen zu erleichtern. Wiewohl er fiir
uns im Hinblick auf die G-Moduln mit zyklischer Gruppe G von besonderem
Interesse ist, wollen wir ihn in seiner allgemeinsten Form einfiihren.
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(6.2) Definition. Sei A eine abelsche Gruppe und f, g Endomorphismen von
A mit fog=go f=0, so dass also
Bildg C Kern f und Bild f C Kerng.
Dann ist der Herbrandquotient durch
(Kern f : Bild g)
arg(A) = F—————— 5
(Kerng : Bild f)

definiert, vorausgesetzt, dass beide Indizes endlich sind.

Der fiir uns im Vordergrund stehende Spezialfall entsteht hieraus folgender-
mafien:

Sei A ein G-Modul mit zyklischer Gruppe G der Ordnung n. Wir betrach-
ten die speziellen Endomorphismen

f=D=0—-1 und g=N=140+---+0""},
wobei ¢ ein erzeugendes Element von G ist. Offenbar ist
DoN=NoD =0,
und
KernD = A% |, Bild N = NgA ; Kern N = N A, BildD = I A.

Wir erhalten daher

[H(G,A)| _ |H*(G,A)|
qp.N(A) = 7= = 7 )

H-HG,A)| [HYG, A)|
vorausgesetzt, dass beide Kohomologiegruppen H°(G, A) und H~ (G, A) end-
lich sind. Ist letzteres der Fall, so nennen wir A einen Herbrandmodul. Fiir

den Herbrandquotienten ¢p n(A) wollen wir stets die folgende Bezeichnung
verwenden:

(6.3) Definition. Ist A ein G-Modul mit zyklischer Gruppe G, so sei
_ |HY(G,A)| _|[H*(G,A)
CHNG A) HYG A

h(A)

Die entscheidende Eigenschaft des Herbrandquotienten liegt in seiner Multi-
plikativitét:

(6.4) Satz. Ist G eine zyklische Gruppe und
0—A—B—C—0

eine exakte Sequenz von G-Moduln, so ist
h(B) = h(A) - h(C),
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in dem Sinne, dass wenn zwei dieser Quotienten definiert sind, auch der dritte
definiert ist, und die Gleichheit gilt.

Beweis. Wir betrachten die exakte Kohomologiesequenz

H-YG,A) L~ H-Y(G,B)

HY(G,C) H7Y(G,0)

" HY%G,B) —— H°(G.A).

Bezeichnen wir mit F; die Ordnung des Bildes von f;, so wird

|H_1(G,A)‘ = FG . F17 ‘H_1<G,B)| = F1 -FQ, |H_1(G,C>| = F2 ~F3,
|H°(G, A)| = Fy - Fy, [HY(G, B)| = Fy - Fy, [HY(G,C)| = Fs - F,

also

G TGO [HG.B)
*

= [H™YG, B)| - |H*(G, A)| - |[H*(G,C)].
Gleichzeitig sieht man, dass mit zwei der Quotienten h(A), h(B), h(C) auch
der dritte definiert ist, und aus (x) ergibt sich h(B) = h(A) - h(C).

Ein weiterer Spezialfall des Herbrandquotienten ergibt sich, wenn A eine abel-
sche Gruppe bedeutet, und wenn f = 0, g = n ist (n natiirliche Zahl). Der
Endomorphismus n ordnet jedem a € A das Element n-a € A zu. Wir haben

dann
_ (A:nA)
qo’n(A) - ‘nA|

Dieser Fall ordnet sich jedoch dem schon behandelten unter. Lassen wir ndm-
lich die zyklische Gruppe G der Ordnung n auf A trivial operieren, so ergibt
sich offenbar der

(WA={a€A|n-a=0}).

(6.5) Satz. Operiert die zyklische Gruppe G der Ordnung n trivial auf A, so
ist

Damit ergibt sich gleichzeitig die Multiplikativitdt des Herbrandquotienten
16).
qo,n .

16) Auch fiir beliebige Herbrandquotienten qr,g 186t sich unter gewissen Vorausset-
zungen eine Multiplikativitdt herleiten. Dies sei jedoch nur am Rande bemerkt.
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(6.6) Satz. Ist 0 - A — B — C — 0 eine exakte Sequenz abelscher Grup-

pen, so ist
CJo,n(B) = qo,n(A) : QO,n(C),

wieder in dem Sinne, dass die Existenz zweier dieser Quotienten die Existenz
des dritten nach sich zieht.

(6.7) Satz. Ist A eine endliche Gruppe, so gilt stets
qrqg(A) = 1.

Beweis. Es ist Bild f & A/Kern f, Bild g = A/Kern g, also
|A| = |[Kern f]| - |Bild f| = |Kerng| - |Bild g|,

woraus sich die Behauptung ergibt.

Insbesondere besitzt also ein endlicher G-Modul A den Herbrandquotienten
h(A) = 1. Mit (6.4) ergibt sich aus dieser Bemerkung das folgende Resultat:

Ist A ein Untermodul des G-Moduls B von endlichem Index,
so ist h(B) = h(A).

In dieser Tatsache liegt die bedeutsamste Anwendung des Herbrandquoti-
enten. Ist eine direkte Ordnungsbestimmung der Kohomologiegruppen eines
G-Moduls B nicht moglich, so kann man unbeschadet zu einem geeigneten
Untermodul A {ibergehen, wenn man nur den endlichen Index sicherstellt.
Diese Uberlegung lag auch historisch der Bildung des Herbrandquotienten
zugrunde.

Im folgenden werden wir eine explizite Bestimmung von h bei zyklischen
Gruppen G von Primzahlordnung p durch die Quotienten gg , herleiten. Wir
benétigen dazu das folgende

(6.8) Lemma. Sind g und f zwei miteinander vertauschbare Endomorphis-
men der abelschen Gruppe A, so gilt

90,91 (A) = qo.g(A) - qo,r(A),

was wieder so zu verstehen ist, dass alle drei Quotienten definiert sind, wenn
nur zwei unter ihnen definiert sind.
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Beweis. Wir haben das kommutative Diagramm

0 — g(A) NKern f — g(4) —L— fg(A) — 0

l | |

0 — Kern f A—L 5 pa) 0

mit exakten Zeilen. Hieraus erhalten wir die exakte Sequenz
0 — Kern f/g(A)NKern f — A/g(A) — f(A)/fg(A) — 0,

w0 dass (A: fg(A) _ (A:g(4)) |g(4) nKern f|

(A: f(4)) |Kern f|
Beachtet man, dass

Kern fg/Kerng = g~ *(g(A) N Kern f)/g~*(0) = g(A) N Kern f,
so ergibt sich in der Tat
(A:9f(4)  (A:g(4) (A:[f(A)

|[Kerngf|  |Kerng] |[Kern f|

Nachtréaglich kontrolliert man miihelos, dass alles wohldefiniert ist, wenn nur
zwei dieser Quotienten definiert sind.

Wir beweisen nun den folgenden wichtigen

(6.9) Satz. Sei G eine primzyklische Gruppe der Ordnung p und A ein G-
Modul. Ist dann qq,(A) definiert, so sind auch die Quotienten qq ,(A%) und
h(A) definiert, und es gilt

WA~ = o5 (A9)? [0, (A).

Beweis. Sei o ein erzeugendes Element von G und D = o —1. Wir betrachten
die exakte Sequenz

0—A% A 1,4-0.

Aus der Tatsache, dass I A sowohl Untergruppe als auch Faktorgruppe von
A ist, schliefen wir sofort, dass mit go,(A) auch g ,(IgA) definiert ist. Nach
(6.6) ist daher auch gg ,(AY) definiert, und es gilt

(%) 90,p(A) = 20,5(A%) - 0,5 (I A).

Da G auf A€ trivial operiert, ist nach (6.5) zunichst go ,(A%) = h(A%).

Zur Bestimmung des Quotienten g ,(IgA) dient der folgende interessante
Kunstgriff. Da das Ideal Z-Ng = Z(Zf;ol o) den Modul I A annulliert, kon-
nen wir IgA als Z[G]/Z-Ng-Modul auffassen. Nun ist der Ring Z[G]/Z-Ng
isomorph zum Ring Z[X]/(1+ X + --- + XP~!) mit einer Unbestimmten X.
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Der letztere ist aber isomorph zum Ring Z[(] der ganzen Zahlen des Korpers
Q(¢) der p-ten Einheitswurzeln (¢ primitive p-te Einheitswurzel), und wir er-
halten durch die Zuordnung o + ¢ den Isomorphismus Z[G|/Z-N¢g = Z[(].
In Z[(¢] gilt nun bekanntlich die Zerlegung p = ({ — 1)P~! - ¢, e Einheit, d.h.
wir erhalten

p=(c—1)P"'.¢ ¢ Einheit in Z[G]/Z Ng.

Der von e gelieferte Endomorphismus ist ein Automorphismus von IgA, so

dass go.e(IgA) =1 ist. Wenden wir nun das Lemma (6.8) an, so ergibt sich
q0.p(IcA) = qo.pr-1(IcA) - qo.-(IcA) = qo,p (1A' =1/qpo(IgA)P .

Da N = Ng den 0-Endomorphismus auf I A bedeutet, ergibt sich weiter

q0p(IcA) =1/qpo(IcA)P " = 1/qp n(IgA)P " = 1/h(Ig AP

Zusammen mit (%) haben wir also

60,p(A%) = W(A%), qo,p(IcA) = 1/h(Ic A", dop(A) = qo,p(A%) /R(Ic AP~

Die Sequenz 0 — A¢ — A — IgA — 0 liefert andererseits die Gleichung

h(AP~ = h(ACP~ - h(Ig AP,
und durch Einsetzen ergibt sich in der Tat h(A)P~1 = gg ,(A%)? /g0 ,(A).

In der globalen Klassenkorpertheorie werden wir diesen Satz auf gewisse Ein-
heitengruppen anwenden, von denen wir nur wissen, dass sie endlich erzeugt
sind, und ihren Rang kennen. Dies allein geniigt schon den Herbrandquoti-
enten zu berechnen. Aus (6.9) gewinnen wir ndmlich miihelos den folgenden
Satz von C. CHEVALLEY:

(6.10) Satz. Sei A ein endlich erzeugter G-Modul mit primzyklischer Gruppe
G der Ordnung p. Ist o bzw. 8 der Rang der abelschen Gruppe A bzw. A%,
so ist der Herbrandquotient

h(A) = pPB=a)/(p=1),

Beweis. Wir konnen A zerlegen in eine Torsionsgruppe Ay und eine torsions-
freie Gruppe A;: A = Ay @ A;y. Es ist dann A® = Ag &) A?. Da A endlich
erzeugt ist, ist Ag eine endliche Gruppe, und es ist Rang A; = Rang A = a,
Rang A§ = Rang A® = 3. Daher wird

h(A)P ™ = h(ADPH = o,p(AT)? /q0,0(Ar),
wobei qo ,(A§) = (A : pAT) = PP, qop(A1) = (A1 : pAy) = p°, also
h(AP~t = prhe.



§7. Der Satz von Tate 63

§ 7. Der Satz von Tate

Viele Sétze in der Kohomologie besagen, dass man von Aussagen iiber die Ko-
homologiegruppen fiir zwei aufeinander folgende Dimensionen auf Aussagen
flir alle Dimensionen schlieffen kann. Einer der wichtigsten Sétze dieses Typs
ist der Satz von der kohomologischen Trivialitit.

(7.1) Satz. Ein G-Modul A hat bereits triviale Kohomologie'™, wenn es eine
Dimension qqy gibt, derart dass

H% (g, A) = Hq°+1(g,A) =0
fiir alle Untergruppen g C G.

Der Satz ist fiir zyklische Gruppen G eine unmittelbare Folge von (6.1). Wir
werden den Beweis auf diesen Fall zuriickfiihren. Zunéchst ist klar, dass wir
nur die folgende Aussage zu beweisen brauchen:

Ist H?(g, A) = H%%!(g, A) = 0 fiir alle Untergruppen g C G, so ist auch
H%®= (g, A) = 0 und H®*2(g, A) = 0 fiir alle Untergruppen g C G.

Wir iiberzeugen uns durch Dimensionsverschiebung, dass wir uns bei dieser
Aussage auf den Fall g9 = 1 beschrédnken kénnen. Ist ndmlich dieser Fall
erledigt, so schliefen wir aus der Isomorphie

H*™(g,A™) = H(g,A)  (vgl. (3.15)),
dass H'(g, A%0~1) = H%(g, A) = 0 und H?(g, A%~1) = Hwt1(g, A) =0, so
dass H9~ (@0~ (g, A0~1) = [Ji(g, A) = 0 fiir alle q.
Sei also H'(g, A) = H?(g, A) = 0 fiir alle Untergruppen g C G. Wir haben zu
zeigen, dass
(%) H%g,A) = H3(g,A) =0 fiir alle Untergruppen g C G.
Hierzu fithren wir vollstdndige Induktion nach der Gruppenordnung |G| durch.
Der Induktionsanfang |G| =1 ist trivial.

Wir nehmen daher an, dass (x) fiir alle echten Untergruppen g von G be-
wiesen ist und haben danach nur noch H°(G, A) = H3*(G, A) = 0 zu zeigen.
Ist nun G keine p-Gruppe, so sind alle Sylowgruppen von G echte Untergrup-
pen, und wir erhalten H%(G, A) = H3(G, A) = 0 aus (4.17).

Wir kénnen also annehmen, dass G eine p-Gruppe ist. Es gibt dann einen
Normalteiler H C G mit primzyklischer Faktorgruppe G/H. Nach Induktions-
voraussetzung ist

HY(H,A)= H3(H,A) =0 und iiberdies H'(H,A)= H*(H,A) =0,
und wir erhalten mit (4.6) und (4.7) die Isomorphismen

Inf: HY(G/H, A") — HY(G, A) fiirq=1,2,3.

I D.h. es ist H9(g, A) = 0 fiir alle ¢ € Z und alle Untergruppen g von G.
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Aus HY(G, A) = 0 folgt also H*(G/H, A®) = 0 und nach (6.1) H3(G/H, AH)
=0, d.h. H3(G, A) = 0. Weiter folgt aus H%(G, A) = 0 auch H*(G/H, AT)
=0, also H*(G/H, A") = 0 (nach (6.1)), und dies bedeutet A% = Ng, A7
= Ng/u(NgA) = NgA, wobei wir HO(H, A) = 0, also A" = Ny A zu bertick-
sichtigen haben. Daher ist auch H°(G, A) = 0, und unser Satz ist bewiesen.

Sind A und B zwei G-Moduln, so liefert uns das Cupprodukt, also die bilineare
Abbildung N
HP(G,A) x HY(G, B) — HP"1(G,A® B)

eine ganze Familie kanonischer Homomorphismen, wenn wir etwa ein Element
a € HP(G, A) fixieren, und die durch die Zuordnung b — aUb (b € HY(G, B))
definierte Abbildung

aU: HY(G, B) — H™9(G, A® B)

betrachten. In den folgenden Sétzen werden wir das Cupprodukt in dieser
Form verwenden.

Aus dem Satz iiber die kohomologische Trivialitéit ziehen wir die folgende
Konsequenz:

(7.2) Satz. Sei A ein G-Modul mit den folgenden Eigenschaften:
Fiir jede Untergruppe g C G ist

L H '(g,A)=0,

1. H%(g, A) zyklisch von der Ordnung |g|.

Dann ist die Abbildung
aU : HY(G,Z) — H(G, A)

fiir alle ¢ € Z ein Isomorphismus, wenn a ein erzeugendes Element von
HO(G, A) ist.

Beweis. Der Modul A selbst ist zur Beweisfiihrung etwas ungeeignet, da wir
die Injektivitat der Abbildung Z — A mit n — nag (ag+NgA = a) bendtigen,
die das obige Cupprodukt fiir den Fall ¢ = 0 induziert (vgl. (5.2)). Wir gehen
daher von A zum Modul

B=AaZ|G]
iiber, und kénnen dies tun, ohne die Kohomologiegruppen zu d&ndern. Ist ndim-
lich i : A — B die kanonische Injektion, so ist die induzierte Abbildung

qu(gaA) —>Hq(g7B)

wegen der kohomologischen Trivialitat von Z[G| ein Isomorphismus. Wir wéih-
len nun ein ag € A%, derart dass a = ag + NgA das erzeugende Element von
H(G, A) ist, und betrachten die Abbildung

f:Z— B mit n+——ap-n+ Ng-n.
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Diese ist wegen des zweiten Bestandteils Ng - n injektiv und induziert die

Homomorphismen _
f : Hq(ga Z) — Hq(ng)

Unter Beachtung von (5.2) erkennt man, dass das Diagramm

HY(G,Z) <% HI(G, A)

HY(G, B)

kommutativ ist, so dass wir nur die Bijektivitit von f zu zeigen haben. Diese
aber folgt unschwer aus (7.1):

Wegen der Injektivitdt konnen wir den Homomorphismus f : Z — B in
eine exakte G-Modulsequenz
(+) 0—zLB oo
einbetten. Die zugehorige Kohomologiesequenz liefert wegen H (g, B) =
H 1(g,A) =0und H'(g,Z) = 0 fiir alle g C G die exakte Sequenz

0— H '(g,C) — H(g,Z) -5 H (g, B) — H (g,C) — 0.

Fiir ¢ = 0 ist aber f ersichtlich ein Isomorphismus, so dass H~'(g,C) =
H°(g,C) = 0, und daher nach (7.1) H%(g,C) = 0 fiir alle ¢. Mithin folgt die

Bijektivitdt von H1(G,Z) N H1(G, B) fiir alle g aus der zu (%) gebildeten
exakten Kohomologiesequenz.

Aus (7.2) erhalten wir nun durch Dimensionsverschiebung den iiberaus wich-
tigen

(7.3) Satz von Tate. Sei A ein G-Modul mit den folgenden Eigenschaften:
Fiir jede Untergruppe g C G ist

L H'(g,A) =0,
II. H?(g, A) zyklisch von der Ordnung |g|.
Dann ist die Abbildung
aU : HY(G,Z) — H?(G, A)

ein Isomorphismus, wenn a ein erzeugendes Element von H*(G, A) ist.

Zusatz: Erzeugt a die Gruppe H?(G, A), so erzeugt Resa € H?*(g, A) die
Gruppe H?(g, A). Wir erhalten daher gleichzeitig die Isomorphismen

ResaU : Hi(g,Z) — HI (g, A).
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Beweis. Nach (3.15) haben wir die Isomorphismen §? : HY(g, A?) —
H9%2(g, A). Es ist also H~ (g, A?) = 0 und H°(g, A?) zyklisch von der Ord-
nung |g|. Das erzeugende Element a € H?(G, A) ist das Bild des erzeugenden
Elementes §2a € H(G, A%) von H°(G, A?).

Wir erhalten das wegen (5.1) kommutative Diagramm

HY(G,Z) _d6%au HI(G, A?)

f |»

HY(G,Z) —*=— H"(G, 4),

in dem der Homomorphismus §~2a U nach (7.2) bijektiv ist. Daher ist auch
der Homomorphismus a U bijektiv.

Was den Zusatz betrifft, so hat das Element Resa € H?(g, A) wegen Koro
Resa = (G : g) - a eine durch |g| teilbare Ordnung, erzeugt also wegen II. die
Gruppe H?(g, A).

Der Satz von Tate ist weitreichender Verallgemeinerungen fihig. So kann man
in den Voraussetzungen die Forderung ,fiir alle Untergruppen g C G* durch
die Forderung ,fiir alle p-Sylowgruppen® ersetzen. Weiter lasst sich die Ver-
schiebung von ¢ auf ¢ + 2 um zwei Dimensionen (unter geeigneter Voraus-
setzung) auf beliebige Dimensionen ausdehnen. Uberdies lisst sich noch der
G-Modul Z durch allgemeinere Moduln ersetzen'®). Wir gehen jedoch hier-
auf nicht néher ein, da die hier gewéhlte Form des Tateschen Satzes fiir die
meisten Anwendungen vollstéandig ausreicht. Fiir die Klassenkorpertheorie ist
der Spezialfall ¢ = —2 von besonderer Bedeutung. In diesem Fall liefert der
Satz von Tate nadmlich einen kanonischen Isomorphismus zwischen der Fak-
torkommutatorgruppe G**(= H~2(G,Z)) von G und der Normrestgruppe
G _ o :
A% /NgA = H°(G, A): G s AS INGA.
Diese kanonische Isomorphie ist gerade die abstrakte Formulierung des Haupt-
satzes der Klassenkorpertheorie, ndmlich des sogenannten ,Reziprozitatsge-
setzes. Man kann aus diesem Grund den Satz von Tate zur Grundlage ei-
ner rein gruppentheoretisch formulierten abstrakten Klassenkorpertheorie ma-
chen. Wir werden diesen Gedanken im néchsten Teil ausfiihrlich verfolgen.

18) Vgl. hierzu [42], IX, §8, Th. 13, S. 156.
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