Kapitel 2
Gruppen

Symmetrieeigenschaften konnen als Elemente einer mathematischen Gruppe auf-
gefasst werden. Dabei gehoren Gruppen zu den algebraischen Strukturen, die mit
einer inneren Verkniipfung ausgestattet sind. Die Aufeinanderfolge von Symmetrie-
operationen wird dann durch die Verkniipfung festgelegt. Eine Beschiftigung mit
den Eigenschaften einer Gruppe gilt deshalb als notwendige Voraussetzung fiir den
Umgang mit den Gruppenelementen bzw. mit den Symmetrien sowie fiir das Ver-
standnis der sich daraus ergebenden Folgen.

2.1 Elemente und Verkniipfungen

Eine Menge von Elementen bildet eine abstrakte Gruppe G, falls die folgenden Be-
dingungen erfiillt sind:

(a) Es gilt das Multiplikationsgesetz, wonach es fiir jedes geordnete Paar von Ele-
menten a, b genau ein Element ¢ € G gibt mit

c=aob a,b,ced. (2.1a)
(b) Es gilt das Assoziativgesetz
(@aob)yoc=ao(boc) Ya,b,c €g. (2.1b)
(c) Es gibt genau ein (neutrales) Einselement (Identitét) e mit
aoe=c¢oa=ua Vaeg. (2.1¢)
(d) Es gibt zu jedem Element a € G ein inverses Element a~! mit
-1 -1

aoa ' =a " oa=ce. (2.1d)

Demnach ist eine Gruppe eine nicht leere Menge G zusammen mit einer binéren,
assoziativen Verkniipfung f, die die Abbildung des kartesischen Produkts
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erlaubt. Zudem existieren die inversen Elemente und ein Einselement. Falls auller
den Bedingungen (2.1a—c) noch das Kommutativgesetz erfiillt ist

aob=boa Va, begd, (2.1e)

liegt eine abelsche Gruppe vor.

Bei Verletzung der Forderungen (2.1c) und (2.1d) spricht man von einer Halb-
gruppe (Semigruppe). Eine Halbgruppe mit einem Einselement bildet ein Monoid.
Eine Menge von Elemente, die nur die Forderung (2.1a) erfiillt ist, als Gruppoid
(Magma) bekannt. Falls dariiberhinaus mit allen Elementen a, b aus dem Gruppoid
die Gleichungen aox = b und yoa = b genau eine Losung haben (unter Verzicht auf
die Assoziativitit), dann bildet diese Menge eine Quasigruppe. Eine solche Gruppe
mit einem Einselement gemél Forderung (2.1c¢) bildet ein Loop.

Beispiel 1 Gruppen sind:

Die triviale Gruppe mit der Identitit e als einziges Element G = {e}.

Die Menge von zwei Elementen G = {e, a = bel.}.

Die Menge von Vektoren im n-dimensionalen Vektorraum mit der Addition als
Verkniipfung.

Die Menge G = {t|t € R\{0}, e = 1} mit der Multiplikation als Verkniipfung;
g = (R\{0}, ).

Die Menge G = {t]t € R, e = 0} mit der Addition als Verkniipfung; G =
R, +).

Die Menge H = {l|l € Z,e = 0} mit der Addition als Verkniipfung; G =
(Z, +).

Eine Halbgruppe ist:

Die Menge H = {n|n € N\{0}} mit der Addition als Verkniipfung; G =
(N\{0}, +).

Ein Monoid ist:

Die Menge H = {n|n € N} mit der Multiplikation als Verkniipfung; G =
(N1 ')'

Beispiel 2 Ein weiteres Beispiel benutzt die Symmetrie eines Systems im euklidi-
schen Raum R?. Dabei werden jene isometrischen Symmetrietransformationen be-
trachtet, die das System in identische Lagen versetzt unter Garantie der Invarianz des
Abstands zwischen zwei Punkten sowie des Winkels zwischen zwei Richtungen.
Bei einem Quadrat findet man als Symmetrieelemente neben dem Einselement e
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(: 040) drei Rotationen cy4, cﬁ, CZ um eine 4-zdhlige Drehachse ¢4 mit den Win-
keln 27 /4, 2 /4 - 2, 2m /4 - 3 sowie vier Spiegelungen o, o{), o4, aa’, an Ebenen,
die die Drehachse enthalten (Abb. 2.1). Die Verkniipfung von Symmetrieelementen
geschieht durch eine aufeinanderfolgende Ausfiihrung der Transformationen.

Eine dazu isomorphe Gruppe (s. Abschn. 2.3) ist jene endliche Matrix-Gruppe,
die aus acht zweireihigen Matrizen besteht

e (L O o O 1Y (-1 Oy a_(0 -1
“\o 1)“7\ =1 0)“4=2= LV 0 1) 4= \1 o)
(-1 0 , (1 0 (01 ;[ 0 -1

=\ 0 1)%=\o -1)%=\1 0) % =\-1 o)

(2.2)
Die Verkniipfung ist die {ibliche Matrizenmultiplikation. Wegen der Nichtvertausch-

barkeit der Matrizen gilt diese Gruppe ebenso wie die dazu isomorphe Punktgruppe
C4, als nicht-abelsch.
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Abb. 2.1 Quadrat mit Cy4,-Punktsymmetrie; c4: vierzéhlige Rotation um die z-Achse; oy, oy:
Spiegelungen an vertikalen und diagonalen Ebenen, die die Drehachse einschlielen

Beispiel 3 Betrachtet man eine endliche Anzahl n verschiedener Objekte, etwa die

Menge der natiirlichen Zahlen M = {1, 2, ..., n}, die in einer bestimmten Reihen-

folge gegeben sind, dann kann eine Permutation (Umordnung) p im Sinne einer
bijektiven Abbildung

M— M

: 2.3a

P {{1,2,...,n}r—>{p(l),p(2),...,p(n)} (2.32)
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ausgedriickt werden durch das Schema

< 1 2 n )
p= ) (2.3b)
p() p2) ... pn)

In diesem Matrixschema stehen unter den Objekten in der 1. Zeile die Bildobjekte
in der 2. Zeile, die nach der Permutation die urspriinglichen Plédtze der Objekte
einnehmen. Daher treten die Objekte nach der Permutation in der 2. Zeile genau
einmal auf.

Mit zwei Permutationen p’ und p” kann man durch Hintereinanderschaltung der

Abbildungen ein Produkt p’p” definieren, das erneut eine Permutation liefert

o < 1 2 n )( 1 2 n )
p:pp = / / / i i V4
pay p'@ ... pm/)\p"(M) pre ... p'm

< 1 2 . n )
S \perm)y POy ... ppm))

Dieses Produkt geniigt dem Assoziativgesetz (2.1b). Mit der identischen Permuta-

tion als das Einselement e
1 2 ... n
e =
1 2 ... n

bildet die Menge aller Permutationen mit der Hintereinanderschaltung als Verkniip-
fung ein Gruppe, die als symmetrische Gruppe (Permutationsgruppe) S, bezeichnet
wird. Das inverse Element p~! ist diejenige Permutation, die die Permutation p
wieder riickgédngig macht. Sie ist durch die Bedingung

plp=ppl=e

eindeutig bestimmt. Die symmetrische Gruppe ist fiir n > 3 keine abelsche Gruppe.

Beispiel 4 Beispiele fiir abelsche Gruppen sind die Punktgruppen C4 = {e, c4, c2,
i}, C2 = {e, 0y} oder Cs = {e, 0,}.

|

Als Ordnung (ord G) einer Gruppe G versteht man die Anzahl g der Elemente in

der Gruppe. Diese kann endlich, abzédhlbar unendlich oder {iberabzéhlbar unendlich

sein. Daneben versteht man unter der Ordnung (ord a) eines Symmetrieelements

a die kleinste natiirliche Zahl n, mit der es mit sich selbst verkniipft die Identitit
ergibt. Elemente a mit der Ordnung ord @ = 2 heillen Involutionen.
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Tabelle 2.1 Multiplikationstafel A einer endlichen Gruppe G = {ay, ..., ag}
A ‘ aj a e ag
ai ajoap ajoa aj oag
as ay oa aoa axoag
ag | agoa ag o a ag oag

Beispiel 5 Im Beispiel 2 der Punktgruppe Cs, des Quadrats findet man fiir die Ord-
nung der Gruppe ord C4,, = 8 und fiir die Ordnung der Elemente ord c4 = 4 bzw.
ordo, = 2.

Im Beispiel 3 der symmetrischen Gruppe S, ist die Ordnung der Gruppe durch
die Anzahl der moglichen Permutationen gegeben

ord §,, = n!.

|
Gruppen mit endlicher Ordnung, also einer endlichen Anzahl von Elementen
heilen endliche Gruppen. Fiir solche Gruppen kann man eine sogenannte Multi-
plikationstafel (Gruppentatel, CALEY-Tafel) angeben (Tab. 2.1). In dieser Matrix
A ist das Matrixelement A;; der i-ten Zeile und j-ten Spalte das Produkt a; o a;
der Elemente a; und a ;. Nach dem Umordnungstheorem kommt in jeder Zeile und
jeder Spalte jedes Gruppenelement genau einmal vor. Die Multiplikationstafel einer
abelschen Gruppe ist wegen Gl. (2.1e) symmetrisch zur Hauptdiaonale. Jede end-
liche Gruppe G mit der Ordnung ord G = n ist isomorph zu einer Untergruppe der
symmetrischen Gruppe S, .

Beispiel 6 Im Beispiel der Punktgruppe Cy,,, wo die Verkniipfung der Gruppenele-
mente eine Hintereinanderschaltung von Transformationen bedeutet, hat die Multi-
plikationstafel die Form von Tabelle 2.2.

Tabelle 2.2 Multiplikationstafel A;; = a; o a; mit der aufeinanderfolgenden Ausfiihrung von
Symmetrietransformationen als Verkniipfung fiir die Punktgruppe G = Cy, des Quadrats

A e ¢4 o CZ oy L 040y
e e ¢4 ci oy 0, 04 O ‘;
cs| cq4 cﬁ ci e o, o0q4 oy O
ol o 0431 e ¢4 o, oy 0y 04
ci ci e ¢ oq o) o0, 0oy
oy| oy o4 o, o0 e ¢ ¢4 ci
o, o, o ‘; o, 0oy e ci cy4
o4l o4 o, o) oy ci s e
oyl o) oy o4 o, c4 cz e

|

Eine Gruppe heif3t diskret, falls die Menge ihrer Elemente abzihlbar ist. Ein Bei-
spiel ist die abelsche Gruppe (Z, +) mit unendlich vielen Elementen. Demnach ist
auch jede endliche Gruppe eine diskrete Gruppe. Eine Gruppe hei3t kontinuierlich,
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falls sie von tiiberabzidhlbar unendlicher Ordnung ist. Dort spielt der topologi-
sche Begriff der Nachbarschaft zwischen zwei Elementen bzw. zwei Punkten einer
Mannigfaltigkeit eine wesentliche Rolle (Abschn. 4.1).

Beispiel 7 Ein Beispiel fiir eine kontinuierliche Gruppe ist die Menge der linearen,
bijektiven Transformationen (Abbildungen) A eines Vektors x = (x1,...,xy) im
N-dimensionalen Raum RY mit der Hintereinanderschaltung (Verkettung) als Ver-
kniipfung

N N
: {R — R (2.42)

x— A(x) =x'.
Diese Gruppe umfasst demnach alle bijektiven Selbstabbildungen des Vektorraumes

V = RV, Sie ist isomorph zur Gruppe G der reguliren, reellen N x N-Matrizen A
(det A # 0) mit

N
x'=Ax  bzw. x;=ZAi,~xj i=1,...,N, (2.4b)
j

die als allgemeine lineare Gruppe G L(N, R) bezeichnet wird (s. a. Tab. 4.1). Die
Hintereinanderschaltung der Abbildungen entspricht der Matrixmultiplikation. Mit
dem Einselement

E =1y,
dem reziproken Element A~
AAT' =AT"A=1y
und dem Produktelement
C=AB A, B € GL(N,R)

werden alle vier Gruppenaxiome (2.1a) bis (2.1d) erfiillt. Die Nichtvertauschbarkeit
der Matrixmultiplikation ist dafiir verantwortlich, dass die Gruppe fiir N > 2 nicht
abelsch ist.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass Vektoren rechts (Gl. 2.3b) bzw.
links von einer Matrix als Spaltenvektoren bzw. als Zeilenvektoren aufgefasst
werden sollen. Alleine aufgefiihrt gelten sie stets als Zeilenvektoren.

Betrachtet man allgemein einen linearen Vektorraum V tiber dem Korper K, dann
bildet die Menge aller linearen, bijektiven Selbstabbildungen

A:Y —V

eine Gruppe G L(V), die als Automorphismusgruppe Aut ()) von ) bekannt ist. Fiir
dimV = N ist diese Gruppe isomorph zur allgemeinen linearen Gruppe GL(N, C).
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Beispiel 8 Weitere Beispiele fiir kontinuierliche Gruppen G sind die unitiren und
orthogonalen Gruppen. Die unitire Gruppe U(N) in N Dimensionen (N > 1)
umfasst die Menge aller komplexen, unitiren N x N-Matrizen A

AAT=ATA=1y bzw. AT=A4""! (2.5)
mit der Matrizenmultiplikation als Verkniipfung. Wegen
(AB)' =B'A"=B7'A7!' = (AB)™! A,Beg

ist das Produkt zweier unitirer Matrizen A, B wieder eine unitire Matrix und somit
ein Element der Gruppe U (N).Demnach ist das Multiplikationsgesetz (2.1a) er-
fiillt. Auch das Assoziativgesetz (2.1b) wird eingehalten. Das Einselement ist die
Einheitsmatrix 1y, mit der die Bedingung (2.1e) erfiillt wird. Schliefllich ist wegen

A hH =a=@hH!

die zur Matrix A inverse Matrix A~! ebenfalls unitir, was von (2.1d) verlangt wird.
Das Kommutativgesetz (2.1e) wird nur fiir N = 1 erfiillt, so dass die Gruppe U (N)
auBer fiir N = 1 als nicht-abelsch gilt.

Beispiel 9 Eine weitere unitire Gruppe ist die spezielle unitire Gruppe SU (N) in
N Dimensionen (N > 1). Sie umfasst alle unitdiren N x N-Matrizen A mit der
zusitzlichen Bedingung

detA = 1. (2.6)
Nachdem die Determinante einer unitdren Matrix wegen
det(AAT) = detAdet AT = det Adet A* = |det A|> = detly = 1
stets eine reine Phase ist
detA = e'?,

mit einem beliebigen Phasenwinkel ¢, bedeutet obige Bedingung (¢ = 0) eine
besondere Einschrinkung. Alle speziellen unitiren Gruppen sind nicht abelsch
(s. a. Tab. 4.1).

Beispiel 10 Die orthogonale Gruppe O (N) in N Dimensionen (N > 2) umfasst die
Menge aller reellen, orthogonalen N x N-Matrizen A

AAT=ATA=1y bzw. A =A4""! (2.7)

mit der Matrizenmultiplikation als Verkniipfung. Auch hier werden die vier Grup-
penaxiome (2.1a) bis (2.1d) erfiillt, wobei die Argumentation wie bei der Gruppe
U (N) geschieht. Die Gruppen O () sind nicht abelsch.
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Beispiel 11 Schlieilich gibt es die spezielle orthogonale Gruppe SO(N) in N
Dimensionen (N > 2). Sie umfasst die Menge aller Matrizen der Gruppe O (N)
mit

detA = +1.
Diese einschrinkende Bedingung resultiert aus der Tatsache, dass wegen
det(AAT) =detAdet AT = (det A)* = detly =1
die Determinante einer orthogonalen Matrix nur die Werte
detA = +1 (2.8)

annehmen kann. Das Kommutativgesetz (2.1e) wird nur fiir N = 2 erfiillt, so dass
die Gruppe SO (N) aufler fiir N = 2 als nicht-abelsch gilt. Allgemein kénnen die
orthogonalen Gruppen als Spezialfall der unitidren Gruppen aufgefasst werden unter
Beriicksichtigung der Bedingung (s. a. Tab. 4.1)

A =A%

Beispiel 12 Die orthogonale Gruppe O (N) basiert auf der linearen Transformation
(2.3) unter Beriicksichtigung der Invarianz des Skalarprodukts x| - x, zweier be-
liebiger Vektoren x1,x> € RY. Dies impliziert die Forderung nach Orthogonali-
tit (2.7) der Matrizen A. Die Determinante kann dann nur die beiden Werte (2.8)
annnehmen, wodurch die eigentlichen (speziellen, det A = +1) und uneigent-
lichen Transformationen (det A = —1) unterschieden werden. Im euklidischen
Raum R? sind die Transformationen eines Ortsvektors x als eigentliche d und
uneigentliche Rotationen (Drehinversionen) bekannt. Letztere, ndmlich die Inver-
sionen i, die Spiegelungen o sowie die Drehspiegelungen s resultieren aus dem
Produkt einer eigentlichen Rotation mit einer Inversion. Die Menge aller eigent-
licher Rotationen bildet die spezielle orthogonale L1E-Gruppe S O (3) in drei Dimen-
sionen. Zusammen mit der Menge der uneigentlichen Rotationen erhélt man die
orthogonale LIE-Gruppe O(3) in drei Dimensionen (volle Rotationsgruppe oder
Rotations-Inversionsgruppe).

Beispiel 13 Betrachtet man etwa eine (aktive) Rotation d;(¢) eines Systems bzw.
eines Vektors x aus dem euklidischen Raum R? im Rechtsschraubensinn um die
z-Achse mit dem Winkel ¢ gemal

x' =d (p)x, (2.9a)

dann errechnet sich die Rotationsmatrix d,(¢) bzgl. der Standardbasis {e, =
(1,0,0), ey = (0,1,0), e; = (0,0, 1)} zu

cosp —sing 0
d.(p)=| sing cosp O 0<¢ <2m. (2.9b)
0 0 1
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Die Matrix ist orthogonal (detd,(¢) = -+1) und beschreibt eine aktive Rotation,
bei der ein Vektor x im ruhenden Koordinatensystem gedreht wird. Vertritt man
den passiven Standpunkt, bei dem das System bzw. der Vektor fest bleibt und das
Koordinatensystem im Rechtsschraubensinn gedreht wird, muss der Drehwinkel ¢
durch den negativen Wert —¢ ersetzt werden.

Die Inversion i — Spiegelung am Koordinatenursprung — als die einfachste un-
eigentliche Rotation kann nach

x' =ix=—x (2.10a)
durch die Matrix
-1 0
i= 0 -1 0 (2.10b)
0 —1

beschrieben werden.

Beispiel 14 Betrachtet man neben den Rotationen auch noch Translationen (Ver-
schiebungen) eines Vektors x im euklidischen Raum R? um einen endlichen Vektor
t, dann wird die gesamte rdumliche Transformation eines Vektors x beschrieben
durch

x' =dx+t x, teR. (2.11a)

Abbildungen eines Vektorraumes in dieser Form sind nicht mehr linear und werden
als affine Abbildungen bezeichnet. Dabei ist es iiblich, die beiden hintereinander
auszufiihrenden Transformationen der orthogonalen Rotation und der Translation
symbolisch durch einen Operator in der Form

x' = {d|t)x (2.11b)

auszudriicken. Fiir das Produkt zweier Operatoren {d|¢1} und {d,|t,} erhélt man
mit Gl. (2.11a) nach sukzessiver Ausfiihrung beider Transformationen einen weite-
ren Operator

{dilti}{d2]t2} = {d1dald 12 + t1}. (2.12)

Mit dem identischen Operator {1]0} errechnet sich nach (2.13) der inverse Operator
zu

diey ' ={d " —d ') (2.13)
Die Menge aller Operatoren {d|t} bilden demnach eine Gruppe, ndmlich die

6-dimensionale euklidische Gruppe E(3) (Bewegungsgruppe des R bzw. reelle
affine Gruppe). Die reinen orthogonalen Rotationen bzw. die reinen Translationen
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werden durch die Operatoren {d |0} bzw. {1|¢} beschrieben. Betrachtet man nur die
eigentlichen Rotationen (detd = +1, d € SO(3)), dann bilden diese die eigent-
liche euklidische Gruppe E™(3). Falls man dem Operator {d|t} eine 4 x 4-Matrix
zuordnet

d t
{dit} ;= B = (0 1) (2.14a)

mit dem Spaltenvektor
_ T

dann kann die Transformation (2.11) durch eine Matrixgleichung in der Form

(5)-1(1)

ausgedriickt und die euklidische Gruppe E (3) als eine Untergruppe der allgemeinen
linearen Gruppe G L (4, R) aufgefasst werden.

2.2 Strukturen

Eine bedeutende Rolle spielt die Untergruppe. Sie ist jede nicht leere Teilmenge H
der Gruppe G, deren Elemente die Bedingungen (2.1a) bis (2.1d) fiir eine Gruppe
mit der gleichen Verkniipfung erfiillen

HCG. (2.16)

Danach hat jede Gruppe wenigstens zwei Untergruppen, nimlich das Einselement
{e} und die Gruppe G selbst, die als uneigentliche Untergruppen zur Unterscheidung
von den eigentlichen (echten) Untergruppen bezeichnet werden. Da die Untergruppe
erneut eine Gruppe bildet, muss die Menge ihrer Elemente eine abgeschlossene
algebraische Struktur sein und kann direkt von der Multiplikationstafel abgelesen
werden (s. z. B. Tab. 2.2). Es ist leicht nachzuweisen, dass der Durchschnitt von
Untergruppen eine Gruppe G wieder eine Untergruppe von G ist.

Beispiel 1 Untergruppen der Punktgruppe Cy, sind die Punktgruppen Cs =
{e, ca, cﬁ, ci}, Coy = {e, c}f = 3, Oy, alj} sowie Cy = {e, o} (Abb. 2.2).

|
Eine besondere Gruppe ist die zyklische Gruppe Z. Sie besteht aus Elementen,
die eine Potenz eines Elements z sind

Z:={"Inel} 2.17)
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Abb. 2.2 Schematische Darstellung der Punktgruppe C4, mit der Aufteilung in Klassen K,

Danach gilt fiir eine zyklische Gruppe
ord Z = ordz = n. (2.18)

Jedes Element einer endlichen Gruppe G zusammen mit seiner Potenz eine zykli-
sche Untergruppe H; C Z

H,={"|z€ Z,neZ}. (2.19)

Zudem findet man jedes Element einer endlichen Gruppe in mindestens einer Unter-
gruppe enthalten.

Beispiel 2 Die Punktgruppe C4 = {e, c4, ci = c2, ci} ist eine zyklische Gruppe
und zugleich eine Untergruppe H., € G = Cy,. Das gleiche gilt fiir die Punkt-
gruppe Cs = {e, 0y} oder {e, 0,}.

|
Mit den Elementen p = z" und ¢ = z° einer zyklischen Gruppe findet man nach

pO(]:ZrOZ‘YZZr_H:ZSOZr=C]0p (220)

die Kommutativitit, so dass jede zyklische Gruppe auch abelsch ist.
Eine besondere Untergruppe ist das Zentrum C

C:={cefGlcoG=Goc} (2.21)

Ihre Elemente ¢ sind mit allen Gruppenelementen vertauschbar und gelten deshalb
als invariante Elemente.
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Beispiel 3 Im Fall der Punktgruppe Cj, ist das Zentrum die triviale, uneigentliche
Untergruppe C={e}. In der Multiplikationstafel (Tab. 2.2) sind Zeilen und Spalten
fiir das Zentrum identisch.

Im Fall der allgemeinen linearen Gruppe G L(N, R) besteht das Zentrum aus der
Menge C = {AMy| A € R, A #0}.

Im Fall der speziellen unitiren Gruppe SU(N) besteht das Zentrum aus der
Menge C = (AMy| A e C, AN =1, |A| =1}

|

Als Konsequenz findet man zum einen, dass das Zentrum stets eine abelsche
Gruppe ist und zum anderen, dass in abelschen Gruppen das Zentrum durch die
Menge aller Elemente gebildet wird.

Eine ausgezeichnete Rolle spielen jene Elemente einer Teilmenge, das sogenann-
te (freien) Erzeugendensystem S = {s;|i = 1, ..., r}, durch deren faktorielle An-
wendung jedes beliebige Element einer Gruppe G als Produkt von endlich vielen
Elementen (Erzeugende, Generatoren) aus S und deren Inverse eindeutig dargestellt
werden kann. Die Gruppe gilt dann als freie Gruppe iiber S. Das Produkt von end-
lich vielen Elementen a = {si',s3*...5/"} € Gmitsi,...,sr € S (s;i # sit1 Vi)
und z1,...,2, € Z (z; # 0 Vi) wird als reduziertes Wort iiber S bezeichnet.
Falls die Teilmenge S als endliche Menge gewihlt werden kann, nennt man die
Gruppe G eine endlich erzeugte Gruppe. Die Wahl der unahingigen Erzeugenden
{sili = 1,...,r} ist nicht eindeutig. Die minimale Menge von Erzeugende, deren
Anzahl als der Rang r einer (endlichen) Gruppe bezeichnet wird, gilt als eine Basis.

Beispiel 4 Die Gruppe der ganzen, additiven Zahlen G = (Z, +) ist eine freie
Gruppe iiber dem Erzeugendensystem S = {1}.

Bei einer zyklischen Gruppe Z = {e, z,..., 7"~ n > 2} besteht die minimale
Menge von Generatoren aus einem Element (s; = z'), so dass der Rang r = 1
betrigt. Jedes Element kann dargestellt werden durch z* (k € Z). Diese Darstellung
ist wegen z" = e nicht eindeutig, so dass die Gruppe keine freie Gruppe ist.

1

Beispiel 5 Bei der Punktgruppe Cy, gibt es die Erzeugenden S = {s; = c4, 50 =
oy} mit den definierenden Beziehungen

sf =e s5=e (s10 52)2 =e bzw. s1o85 = (s10 sz)_l.

Der Rang ist dann r = 2. Die Beschreibung der Gruppe durch reduzierte Worte
zusammen mit den Relationen geschieht dann in der Form

2 3 2 3
Cyp = {e, S1, S, 81, $2, §1 0582, §] 082, S} 052},

was allgemein als Gruppenprasentierung bezeichnet wird. Die Gruppe ist jedoch
keine freie Gruppe, da etwa das Element ¢4 = sll = si‘" (n € N) nicht eindeutig

dargestellt werden kann.
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Die Suche nach Elementen mit dquivalenten Eigenschaften fiihrt zu dem Begriff
der Konjugiertheit, der eine vereinfachende Aufteilung der Gruppe ermoglicht. Ein
Element a’ ist konjugiert zum Element a, falls es ein Element b € G gibt, mit dem
a in @’ transformiert werden kann

ad =boaob . (2.22)

Daraus erwichst eine Aquivalenzrelation mit den folgenden Eigenschaften:

(a) a ist zu sich selbst konjugiert (Reflexivitit).

(b) Falls @’ konjugiert ist zu a, ist auch a konjugiert zu @’ (Symmetrie).

(c) Falls a konjugiert ist zu a’ und a’ konjugiert zu a”, ist auch a konjugiert zu a”
(Transitivitit).

Mithilfe aller zueinander konjugierter Elemente lisst sich eine Menge definieren,
die als die Klasse der konjugierten Elemente oder Konjugiertenklasse bezeichnet
wird (Abb. 2.2)

Kas:={a,beGlboaob'}.

Diese Festlegung erlaubt eine Einteilung der Gruppe G in Klassen K; konjugierter
Elemente

,
G = U K; r : Anzahl der Klassen. (2.23)
i=1

Dabei ist zu beachten, dass Konjugiertenklassen keine Gruppen sind, da ihnen das
Einselement fehlt. Nachdem jedes Element der Gruppe nur einer Klasse angehort,
gilt die Beziehung

r

Z ri=g ri . Anzahl der Elemente einer Klasse. (2.24)

i=1

Falls ein Element zu sich selbst konjugiert ist und deshalb nach Gln. (2.21)
und (2.22) mit allen Elementen der Gruppe vertauscht, bildet es eine Klasse fiir
sich. Gemil Gln. (2.1d) und (2.22) bildet in abelschen Gruppen jedes Element eine
Klasse fiir sich. Dort ist die Klassenzahl r nach Gl. (2.24) mit der Gruppenordnung
g identisch. Jedes Zentrum C als die Menge von Elementen, die nach (2.21) mit
allen Gruppenelementen vertauscht, ist eine Klasse fiir sich. Das Einselement e ist
demnach als Zentrum ebenfalls immer eine Klasse fiir sich.

Betrachtet man ein Element a mit der Ordnung n (a” = e), dann findet man fiir
die Elemente a’ derselben Klasse mit GI. (2.22)

a"=bod ob ™Y =bo @) ob™' bzw. e=(d)",

wonach diese dieselbe Ordnung besitzen. Die Umkehrung dieser Aussage ist nicht
giiltig. Bleibt darauf hinzuweisen, dass bei einer Gruppe, die aus der Menge von
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Rotationen alleine besteht, es keine Klasse gibt, die sowohl eigentliche wie un-
eigentliche Rotationen umfasst.

Beispiel 6 Bei der Gruppe C4, werden die zueinander konjugierten Elemente in
fiinf Klassen eingeteilt (Abb. 2.2): K, = {e}, K¢, = {C4, ci}, Ke, = {ci = cz},
Ko, = {av, olﬂ}, Koy = {ad, ac’l}. Die Beziehung (2.24) lautet

5
Zri=1+2+1+2+2=8.
i=l1

|

Eine Zerlegung der Gruppe G ganz anderer Art verwendet die sogenannte Neben-

klasse. Mit der Untergruppe H = {hy, ha, ..., h;} und dem Element a € G, das
nicht zur Untergruppe gehort (a ¢ H), wird die Menge der Elemente

Lo=aoH={aohy,aohy,..., aohy}

als Linksnebenklasse L, bzgl. des Elements a bezeichnet. Entsprechendes gilt fiir
die Rechtsnebenklasse R, (Abb. 2.3). Dabei gilt das Element a als Vertreter der
Nebenklasse L, bzw. R,. Die Anzahl der verschiedenen Elemente einer Neben-
klasse ist nach dem Umordnungstheorem mit der Anzahl der Elemente in der Unter-
gruppe identisch

Fiir den Fall, dass der Vertreter a zur Untergruppe H gehort, ist die Nebenklasse
Ly bzw. R, mit der Untergruppe H identisch. Andernfalls (¢ ¢ H) ist die Neben-
klasse £, bzw. R, bzgl. a keine Untergruppe von G. Nachdem das Einselement e
in der Untergruppe H liegt, ist der Vertreter a auch ein Element der Nebenklasse
(a € a o 'H), so dass jedes Element der Gruppe G mindestens in einer Nebenklasse
liegt.

Die Untersuchung zweier Nebenklassen K, und K4, verhilft zu der Aussage,
dass diese entweder kein Element gemeinsam haben

Koy NKyy =9
oder beide identisch sind
Koy = Ka,.

Sei das Element b ein Mitglied der Linksnebenklasse a o H bzgl. des Vertreters a,
dann ist die Linksnebenklasse b o H bzgl. des Vertreters b mit der Linksnebenklasse
a o 'H identisch (a o H = b o 'H). Demnach kann ein und dieselbe Nebenklasse
aus jedem ihrer Mitglieder als Vertreter gebildet werden, so dass jedes beliebige
Mitglied einer Nebenklasse ein gleichberechtigter Vertreter dieser Nebenklasse ist.
Eine bedeutende Folgerung miindet in der Aufteilung einer Gruppe G nach Neben-
klassen (Abb. 2.3a, b)
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! 1
Q:UaioH=U£i (2.26a)
i=1 i=1
und
l 1
G=JHoa =R (2.26b)
i=l1 i=l1

Dabei ist die Anzahl / der Links- und Rechtsnebenklassen gleich. Die Wahl der
Vertreter a; ist nicht eindeutig. Es konnen mit verschiedenen Vertretern identische
Nebenklassen gewonnen werden. Als Index [ der Untergruppe H bzgl. der Gruppe
G versteht man die Anzahl / der Nebenklassen

indH = 1. (2.27)

Beispiel 7 Bei der Gruppe Cjy, erhilt man etwa mit der Untergruppe H = Cy4 die
Zerlegungen in Linksnebenklassen (Abb. 2.3)

Cyy ={eoCy, 0y0Cs} ={Le, L5} mit den Vertretern {e, oy},

Cay = {e 0 Cy, 0,0 Cs} ={L,, Ls1) mit den Vertretern  {e, o},

Cyy ={c40Cy, 0y0Cy} = {564,&,}} mit den Vertretern {c4, 0y},

Cay ={c40Cy4, 040Cs} ={L¢,, Ls,} mit den Vertretern {c4, 04}.

Abb. 2.3 Schematische Darstellung der Punktgruppe Cy4, mit einer Aufteilung in Linksnebenklas-
sen £ der Untergruppe H = Cy4 = {e, c4, e2, ci} (a) und der Untergruppe H = Cy = {e, 0y} (b)
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Auch die Vertreter bilden nicht notwendig eine Gruppe. Héufig ergibt das Pro-
dukt zweier Vertreter ein Element der Untergruppe, so dass die Menge der Vertreter
beziiglich der Multiplikation keine abgeschlossene algebraische Struktur bildet.
Nachdem in der Zerlegung der Gruppe nach Gl. (2.26) stets einmal die Untergruppe
selbst erscheint, kann man die Menge der Vertreter in einer Form wihlen, die das
Einselement enthilt (a; = e) so dass die Zerlegung einer Gruppe G die Form

1 1
QZHUUaiO'H='HUU'Hoa,-
i=2 i=2

annimmmt.

Mit der vollstindigen Aufteilung einer Gruppe nach Gl. (2.26) gewinnt man die
Aussage, dass die Ordnung g einer Gruppe G ein ganzes Vielfaches [ (= ind H) der
Ordnung A einer Untergruppe H ist (Satz v. EULER-LAGRANGE)

ordG = ind H ord H bzw. g=I1h [, h e N (2.28)

Wihlt man als Untergruppe die zyklische Untergruppe H, = {¢ = da", a,...,
a"~ !} eines Elements a mit der Ordnung ord a = n, dann findet man mit Gl. (2.28),
dass die Ordnung g der Gruppe ein Vielfaches / der Ordnung n des Elements a ist

g=lorda =1In. (2.29)
Mit der Umformung
ad =d" =@ =e =e (2.30)

erhilt man das Ergebnis, dass jedes Element a einer Gruppe mit der Ordnung der
Gruppe ord G = g potenziert dem Einselement gleich ist (Satz v. FERMAT).

Fiir den Fall, dass die Ordnung einer Gruppe G eine Primzahl p ist, bekommt
man fiir den Index der Untergruppe ind H = 1, so dass eine zyklische Gruppe mit
nur einem Generator a (ord a = p) vorliegt. Zudem hat dann die Gruppe aufler den
uneigentlichen Untergruppen G und {e} keine eigentlichen Untergruppen und gilt
deshalb als einfach.

Beispiel 8 Bei der Punktgruppe Ca, wird als Untergruppe gewihlt:

(a) 'H = Cy4; dann ergibt sich mit den Vertretern {e, o,,} nach Gl. (2.26) die Auf-
teilung (Tab. 2.2) Cqy = {e 0 Cy4, 0 0 C4}. Mit ord C4y = g = 8 und ord
C4 = h = 4 erhilt man nach GI. (2.28) ind C4 = 2.

(b) H = Cj; dann ergibt sich mit den Vertretern {e, c4, cj, ci} die Aufteilung
Cay = {e0Cy, c40Cy, 30 Cy, ¢ oCs). Mitord Cg = h = 2 erhiilt man
nach GI. (2.28) ind C; = 4.
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Eine weitere charakteristische Menge von Elementen sind jene, die ein festes
Element a € G unter Konjugation in sich transformieren bzw. die mit a vertauschbar
sind. Sie bilden eine Gruppe, ndmlich den Normalisator von a in G

Ng(a) :={glgoa=aog, geG}. (2.31a)

1

Nach Potenzieren eines Elements a = g oa o g~ erhélt man

a":(goaogil)” =goa"og71,

wonach mit dem Element a auch alle Potenzen von a den gleichen Normalisator be-
sitzen. Der Normalisator einer Teilmenge A in G — insbesondere einer Untergruppe
—ist die Menge der Gruppenelemente, die mit der Teilmenge vertauschbar sind

Ng(A) :={glgoA=Aog, g€ g} (2.31b)

Dabei kann durchaus fiir einzelne Elemente a € A die Vertauschbarkeit nicht erfillt
sein (g o a # a o g). Mit der strengeren Forderung, dass die Teilmenge 5 element-
weise invariant ist unter der Konjugation mit Gruppenelementen g € G erhilt man
den Zentralisator

Cg(A) :={glgoa=aog, Yac A, geg} (2.31¢)
Er bildet eine Untergruppe und ist beziiglich des Einselements die Gruppe selbst
(Cg(e) = G).
Beispiel 9 Bei der Punktgruppe Cy, wird als festes Element a gewihlt

(@) a=e: danngilt Ng, (¢) = Cyy.
(b) a=c4: danngilt N, (c4) = {e, cq, cﬁ, 6431}'
(©) a=o,: damgilt N, (0y) = e, ¢ =c2, 0y, o)}

|
Falls das Element a des Normalisators selbstkonjugiert ist, dann gilt Ng = G.
Andernfalls kann die Gruppe in Linksnebenklassen zerlegt werden

.
Q:Ux,-o/\/g x] =e.
i=1
Die Menge der zu a konjugierten verschiedenen Elemente {xi oa oxf] =aq;|li =1,

ey r} gehoren zu einer Klasse £, mit r, Elementen. Mit der Anzahl v, von Ele-
menten im Normalisator Ng findet man dann die Beziehung

ordG = g = v,ind Ng = vury. (2.32)
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Danach ist die Anzahl r, von Elementen einer Klasse K, ein Teiler der Gruppen-
ordnung. Die Anzahl r der Klassen ist jedoch im Allgemeinen kein Teiler von g.
Die Summation iiber die Klassen liefert mit Gl. (2.24)

,
Zv;l =1, (2.33)
a=1

so dass mit v, < g die Zahl der Klassen einer endlichen Gruppe beschrinkt ist.

Beispiel 10 Bei der Punktgruppe Cy, erhilt man fiir die Klassen /C, = {e}, K, =
{C4, ci},Kc2 = {cﬁ}, Ks, = {O’v, o{)} und Ky, = {O’d, O’a/,} die Vielfachen
Ve =8, vy =4, Ve, =8, V5, =4undv,, = 4. Insgesamt errechnet sich Gl. (2.33)
Y v =1/841/44+1/8+1/4+1/4=1.

|
Bedeutender als der Normalisator ist jene Untergruppe N, deren Elemente b mit
allen Gruppenelementen vertauschen und die deshalb zu sich selbst konjugiert ist

N:=aoNoa! VaeG bzw. N:={h|Gob=boG, begG}.
(2.34a)
Sie wird als invariante Untergruppe bzw. als Normalteiler N bezeichnet. Gleich-
bedeutend damit ist die Forderung nach Ubereinstimmung von Links- und Rechts-
nebenklasse

Lo=R. Vaeg. (2.34b)

Betrachtet man etwa abelsche Gruppen, dann ist wegen Gl. (2.1d) jede Untergruppe
ein Normalteiler. Demnach ist auch das Zentrum C (2.21) ein Normalteiler. Einfach
einzusehen ist die Aussage, dass Untergruppen vom Index zwei stets Normalteiler
sind. Eine Untergruppe ist genau dann ein Normalteiler, wenn sie aus ganzen Klas-
sen der Gruppe besteht. Jede Gruppe G besitzt deshalb zwei triviale Normalteiler,
namlich die uneigentliche Gruppen {e} und G.

Durch Bildung der sogenannten Kommutatorgruppe (1. Ableitung von G)

G :={a,beGlatob oaoh)

erhilt man eine Untergruppe von G, die stets ein Normalteiler ist. Sie kann als
Gegenstiick zum Zentrum der Gruppe (2.21) aufgefasst werden. Wihrend die Grofie
von letzterer ein ,,Mal* fiir die Kommutativitit darstellt, ist die Kommutatorgruppe
umso groBer, je weniger kommutativ die Gruppe ist. Eine Gruppe G ist genau dann
abelsch, wenn die Kommutatorgruppe nur aus dem Einselement besteht (G' = {e}).

Im Hinblick auf den Normalteiler kann man zwischen zwei Arten von Gruppen
unterscheiden. Die einfache Gruppe besitzt keinen nicht-trivialen Normalteiler. Die
halbeinfache Gruppe besitzt keinen abelschen Normalteiler. Folglich ist jede ein-
fache Gruppe auch eine halbeinfache Gruppe und jede abelsche Gruppe ist weder
einfach noch halbeinfach. Der Durchschnitt von Normalteiler einer Gruppe G ist
ebenfalls ein Normalteiler von G. Es ist leicht einzusehen, dass das Zentrum C einer
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Gruppe G sowie deren Untergruppen auch Normalteiler von G sind. Sie werden als
zentrale Normalteiler der Gruppe G bezeichnet.

Die Bedeutung von einfachen Gruppen liegt darin, dass sie die elementaren Bau-
steine von Gruppen darstellen. Zudem ist es gelungen, diese einfachen Gruppen
vollstdndig zu klassifizieren, was mit allgemeinen endlichen Gruppen nicht mog-
lich ist.

Man kann ausgehend von einer endlichen Gruppe G rekursiv eine abnehmende
Folge von Untergruppen {G)} definieren durch

Go:=6G G =19, G-l k>1

Gy 2 G+ k=0,

so dass bei jedem Schritt die Kommutatorgruppe zwischen allen Elementen der
Gruppe G und den der Untergruppen {G—1)lk > 1} gebildet wird. Man erhilt
so eine Folge von Untergruppen {G)}, die sogenannte untere Zentralreihe (abstei-
gende Reihe). Ein Gruppe G heifit nilpotent genau dann, wenn es ein k gibt, fiir das
die Untergruppe G der unteren Zentralreihe trivial ist (Gi) = {e}). Diese Eigen-
schaft der Nilpotenz eignet sich als Kriterium zur Charakterisierung von endlichen
Gruppen. Daneben kann man rekursiv abgeleitete Gruppen definieren durch

¢*=¢ G¥=1g""g" P k=1

g(k) ) g(k-i-l) k>0,

wodurch eine abnehmende Folge von Untergruppen, die sogenannte Kommutator-
reihe (abgeleitete Reihe) erzeugt wird. Ein Gruppe G heifit aufiGsbar, wenn es ein k
gibt, fiir das die Untergruppe G* der unteren Zentralreihe trivial ist (G®) = {e}).

Im Folgenden werden die Nebenklassen £, = {a; o N = N ogq;li = 1,
...,indN} bzgl. des Normalteilers A" als Elemente einer Gruppe betrachtet, um
damit die Gruppenaxiome (2.1) zu iiberpriifen.

(a) Mit
Ly 0 La; = a oNoajoN =ajoajoNoN = La;oa;
findet man fiir das Produkt zweier Nebenklassen erneut eine Nebenklasse.
(b) Das Assoziativgesetz ist erfiillt.

(¢) Mit dem Element

Le=eoN =N
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erhilt man fiir beliebige Nebenklassen
Loy oN =aioNoN =L,

so dass dieses das Einselement ist.
(d) Mit dem Element

/J;il = (a; o N) ! =af] oN
erhilt man fiir beliebige Nebenklassen mit Gl. (2.34a)
Ly, OE;I =q; oj\/oal._1 oN =gq; oal._1 oNoN =eoN =L,,

so dass dieses das inverse Element ist.

Damit erfiillen die Nebenklassen bzgl. eines Normalteilers die Axiome einer Gruppe
und gelten als Elemente der sogenannten Faktorgruppe (Quotientengruppe)

G/N :={a;oN}={Noa} a €. (2.35)

Nach dem Satz von EULER-LAGRANGE (Gl. 2.28) gilt fiir die Ordnung der Faktor-
gruppe

ord(G/N) = g/ord N = ind V. (2.36)

Die Zahl der Elemente ist so im Vergleich zur Gruppe G vermindert. Die Dis-
kussion der Faktorgruppe erlaubt deshalb durch die Verdichtung auf eine kleinere
Gruppe mitunter eine wesentliche Vereinfachung. Die Gruppe G ldsst sich so durch
den Normalteiler A/ in elementfremde Nebenklassen #quivalenter Elemente (Aqui-
valenzklassen) zerlegen.

Nachdem jede Gruppe mit Primzahlordnung p (= ord G) eine zyklische Gruppe
und deshalb auch eine abelsche Gruppe mit der Ordnung des Generators p (= ord a)
ist, findet man eine solche Gruppe isomorph zur additiven Faktorgruppe Z, =
({0, 1,..., p — 1} mod p,+) (= Z/pZ). Dabei bedeutet Z bzw. pZ die Gruppe
der additiven ganzen Zahlen (Z, +) bzw. (pZ = {pz|z € Z}, +).

Beispiel 11 Bei der Punktgruppe Ci4, werden die folgenden Untergruppen
betrachtet:

(a) Cs = {e, oy} besteht nicht aus ganzen Klassen und ist kein Normalteiler.

(b) Cpy = {e, ci, Oy, alj} besteht aus den ganzen Klassen {e}, {cﬁ}, {O’U, 6;} und
ist ein Normalteiler.

(¢) C4 = e, c4, c3, c}} besteht aus den ganzen Klassen {e}, {c4, cj}, {3} und
ist ein Normalteiler; die Faktorgruppe ist C4,/C4 = {{e, ¢4, 3, 3}, {ov. o,
o4, 04}} = {e o C4, 0, 0Cs} = {Le, L5,} mit der Ordnung (Gl. 2.36)
ord(C4y/Cq) = ind Cyq = 2.
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C4y hat einen nicht-trivialen Normalteiler und ist deshalb nicht einfach. Der
Normalteiler ist eine abelsche Gruppe, so dass die Punktgruppe Cy, auch nicht als
halbeinfach gilt.

Beispiel 12 Die spezielle orthogonale Gruppe SO (3) besitzt nur triviale Normal-
teiler und gilt deshalb als einfach.

Beispiel 13 Die cigentliche euklidische Gruppe E™(3), die neben den eigentlichen
Rotationen d € SO (3) auch die Translationen ¢ im euklidischen Raum R umfasst,
hat wegen

dtd ' =¢ deSOB) t,teR

die Menge der Translationen als Normalteiler. Sie ist deshalb keine einfache Gru-
ppe. Dariiberhinaus ist wegen der Vertauschbarkeit der Translationen dieses
Normalteilers eine abelsche Untergruppe, so dass die Gruppe E™(3) auch nicht
halbeinfach ist.

Beispiel 14 Vergleicht man die Transformation (2.15) der Operatoren B (2.14a)
mit der Transformation (2.3) der Operatoren A, dann kann die euklidische Gruppe
E(3) in drei Dimensionen als eine Untergruppe der allgemeinen linearen Gruppe
GL (4, R) in vier Dimensionen aufgefasst werden

EQB) = {{d|t) e GL&4,R)|d € O(3),t € R3}.

2.3 Abbildungen

Bei den Abbildungen einer Gruppe G in eine andere Gruppe G’ konnen unterschied-
liche Forderungen gestellt werden. Setzt man den Erhalt der algebraischen Struktur
{G, o} voraus, so spricht man von Morphismen.

Ein Gruppen-Homomorphismus ist die Abbildung i einer Gruppe G mit der
Verkniipfung ,,0 in eine Gruppe G’ mit der Verkniipfung ,,%*

V.G — G, (2.37a)
so dass die Forderung nach Strukturerhaltung

Y(@ob)=y(a)xy(b) Va,beg, (2.37b)

erfiillt ist (Abb. 2.4). Demnach ist das Bild der Verkniipfung der Elemente a und
b gleich der Verkniipfung der Bilder von @ und b. Falls die Abbildung injektiv ist,
nennt man sie einen Monomorphismus, im surjektiven Fall wird die Bezeichnung
Epimorphismus benutzt.

Die Selbstabbildung bzw. der Endomorphismus bezeichnet die homomorphe Ab-
bildung ¢ einer Gruppe G in die Gruppe G’ mit derselben Verkniipfung
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GxG —> 5 G
P X P
Q'XQ'—*——’ g

Abb. 2.4 Schematische Darstellung des Homomorphismus i zwischen den Gruppen {G, o} und
{G, x} durch ein kommutatives Diagramm (¢ o = % (Y x 1))

Yv:G— G mit g cg. (2.38)

Der Isomorphismus bezeichnet die umkehrbar eindeutige (injektive und surjek-
tive = bijektive) homomorphe Abbildung v (2.37) einer Gruppe G auf eine Gruppe
G’, wodurch die algebraischen Strukturen beider Gruppen isomorph sind, was als
Aquivalenzbeziehung

Gg=g. (2.39)

ausgedriickt wird. Fiir den Fall, dass die Strukturen {G, o} und {G’, x} identisch sind,
ist die isomorphe Abbildung ¥ der Gruppe G auf sich selbst ein Automorphismus.

Betrachtet man etwa eine Abbildung v, in der Form einer Konjugation mit einem
festen Element b

|G6—G
1m"{ar—>boaol)—1, (2.40)
dann ist diese nach (2.37)
(bod ob™Hood ob™Y=bod od"ob™" d,d"€g

ein Homomorphismus. Mit

bod ob ' =bod"ob™! folgt o =a",
so dass die Abbildung eindeutig (injektiv) ist. Zudem gibt es zu jedem Element
(b oa ob™") genau ein Urbild a, so dass die Abbildung auch umkehrbar eindeutig

(surjektiv) ist. Demnach ist die Abbildung (2.40) insgesamt ein Automorphismus
von G mit Umkehrabbildung

W) =Y,
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der als innerer Automorphismus bezeichnet wird. Jeder andere Automorphismus,
der nicht diese Form (2.40) annimmt heilit duflerer Automorphismus. Die Auto-
morphismen der Gruppe G bilden mit der Hintereinanderausfiihrung eine Gruppe
Aut(G). Dabei sind alle inneren Automorphismen eine Untergruppe Int(G), die
sogar ein Normalteiler ist.

Beispiel 1 Ein Beispiel zum Homomorphismus ist die Abbildung ¢ der Menge aller
reellen Zahlen mit der Verkniipfung ,,Addition* (R, +) in die Menge aller reellen
Zahlen mit der Verkniipfung ,,Multiplikation* (R, -)
Yv:R— R
gemdl der Definition
Y i=ar— expa ae R, +) expa € (R, -).
Wegen

exp(a) + az) = expaj expaz ai,a € (R, +)

wird die Forderung (2.37) erfiillt.

Beispiel 2 Ein Beispiel zum Endomorphismus ist die Abbildung der Punktgruppe
G = Cuy in die Untergruppe G’ = C; = {e, o, } gemil

{e, c4, cﬁ, ci} L e, {O’U, 0., 04, ‘7;/1} L oy

bzw.
v v
L,=eoN —e, Ly =0,0N — 0,
Beispiel 3 Ein Beispiel zum Isomorphismus ist die Abbildung i der Menge aller
positiven, reellen Zahlen mit der Verkniipfung ,,Multiplikation* (R, ) auf die
Menge der reellen Zahlen mit der Verkniipfung ,,Addition (R, +)
v :RT — R
gemil} der Definition
V:=a+—>Ina aec@®,") Ina € (R, +).
Wegen
In(ajaz) = Ina; +1nay

wird die Forderung (2.37) erfiillt.
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Beispiel 4 Ein weiteres Beispiel zum Isomorphismus ist die Abbildung  der
Punktgruppe G = Cy, auf die Punktgruppe G’ = Dy = {e, cs, ci, ci, 2,65, ¢,
'} gemaB
14 4 2 ¥ 2 3 V3
e—>e, Cc4—>C4 Cj—>Ci, C3—>Cy

" n

v ;v 14 ;v
Oy —> €2, Oy —> Ch, Og —> ¢y, Oy —> Cy.

Dabei sind die Elemente ¢, c/z, cg und c; zweizédhlige Rotationen, deren Achsen
senkrecht zur Hauptrotationsachse gerichtet sind und in den Spiegelebenen o liegen
(Abb. 2.1)

Beispiel 5 Als Beispiel zum Automorphismus wird die Menge der positiven reellen
Zahlen mit der Multiplikation als Verkniipfung betrachtet. Diese Gruppe (R, -) ist
isomorph zur Komponente der Einheit GL™* (1, R) der allgemeinen linearen Gruppe
GL(1,R) in einer Dimension (Beispiel 12 v. Abschn. 6.3). Die Abbildung v defi-
niert durch

vi=t—1> 1e@®'

erfiillt die Forderung (2.37) und bedeutet ein isomorphe Abbildung von R* auf sich
selbst

¥ RT — RT.

Die Elemente 7 und 72 sind zueinander konjugiert, so dass ein innerer Automorphis-
mus vorliegt.

|

Bei einer homomorphen Abbildung ¥ einer Gruppe G in eine Gruppe G’ wird

die Menge jener Elemente, die auf das Einselement ¢’ abgebildet werden, als Kern
der Abbildung Ker (1) bezeichnet

Ker(¢) :={aecG|¥(a) = €G'}. (2.41)

In solchen Fillen lisst sich zeigen, dass der Kern ein Normalteiler A/ der Gruppe G
ist. Zudem ist die Abbildung 1 (G) der Gruppe G auf die Faktorgruppe G/Ker(y)
isomorph (Homomorphiesatz)

V(@) =ZG/N N =Ker(y). (2.42)

Die Abbildung v ist im Besonderen isomorph genau dann, wenn der Kern der
Abbildung ¥ nur das Einselement e enthélt (Ker(yr) = {e}) Diese bedeutenden
Aussagen erlauben hiufig an Stelle der Gruppe G die einfachere, zur Faktorgruppe
isomorphe Gruppe ¥ (G) zu diskutieren.
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Beispiel 6 Ein wichtiges Beispiel fiir eine homomorphe Abbildung — insbesondere
in der nicht-relativistischen Quantenmechanik bei der Beriicksichtigung des Elek-
tronenspins — ist die Abbildung der speziellen unitiren Gruppe SU (2) auf die spe-
zielle orthogonale Gruppe SO (3). Wihrend die erste die Transformationen eines
zweikomponentigen Spinors |x" > mit der Spinvariablen p = 1/2 im zwei-
dimensionalen HILBERT-Raum der Spinzustédnde erfasst, ermoglichen die Elemente
der anderen Gruppe die eigentlichen Rotationen d (detd = +1) im euklidischen
Raum R3.

Die Korrelation eines Elements U € SU(2) mit einem Element d € SO(3)
gelingt mithilfe einer hermiteschen, spurlosen 2 x 2-Matrix C, die sich als Linear-
kombination der drei Generatoren (4.43) bzw. der PAULI’schen Spinmatrizen

01=<(1) é) 02=((l.) 7;), 03=<(1) _?) (2.43)

in der Form

3 .
_ _ X3 X1 —ix3
C= kg_l XkOg = (Xl tix s ) (2.44)

ausdriicken ldsst. Dabei verhalten sich die Spinmatrizen wie die drei Komponenten
eines Basisvektors o und die Entwicklungskoeffizienten {x;|k = 1, 2, 3} sind als
Koordinaten eines Vektors x = (x1, x», x3) im euklidischen Raum R3 aufzufassen.
Im Ergebnis wird der Vektor x als Matrix C ausgedriickt. Betrachtet man die unitére
Transformation

¢ =uvcu™! (2.45)
mittels eines Elements U € SU (2), so erhilt man erneut eine hermitesche, spurlose

Matrix C’ verbunden mit den neuen Entwicklungskoeffizienten {x,’c k=1,2, 3} ge-
mal

3
C' =) xon. (2.46)
k=1

Nach Berechnung der rechten Seite von Gl. (2.45) und Gleichsetzen der Matrix-
elemente kann die lineare Transformation des Vektors x im euklidischen Raum R3
ausgedriickt werden durch

x' =dU)x. (2.47)
Dabei ist die 3 x 3-Matrix d nur vom Element U abhidngig. Die Léinge des Vektors x

bleibt bei dieser Transformation invariant, was mit der Invarianz der Determinante
bei einer Aquivalenztransformation begriindet werden kann (s. Gln. 2.44 und 2.45)
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3 3
—detC' = ~detU detCdetU™' = —detC = > =Y (x))°.  (248)
k=1 k=1

Demnach ist die Transformation d eine Rotation im euklidischen Raum R3, die
durch eine unitidre Transformation U € SU(2) im zweidimensionalen Spinraum
induziert wird. Mit dem Einselement U = 1, bleibt nach Gln. (2.45) und (2.46)
der Vektor r invariant, so dass die zugehorige Rotation nach (2.47) das Einselement
impliziert (d(U = 1) = 13). Die Determinante nimmt dann den Wert Eins an
(detd(U = 1) = 1). Dieser Wert muss fiir alle Elemente U der kontinuierlich zu-
sammenhédngenden LIE-Gruppe SU (2) gelten, da bei der kontinuierlichen Variation
der Werte d (U) keine Diskontinuitit der Determinante det d erlaubt ist. Demzufolge
ist die Transformation d eine eigentliche Rotation, so dass jedem Element U der
Gruppe SU (2) ein Element d der Gruppe S O (3) zugeordnet werden kann. Daneben
erhidlt man dasselbe Element d auch durch die gleiche Abbildung ¢ des Elements
—U, was durch die Form der Transformation (2.45) offensichtlich wird. Wihrend
nach Gln. (2.46) und (2.47) die Transformation der Matrix C linear mit der Rota-
tion d verlduft, erkennt man in GI. (2.45) eine Bilinearitit der Transformation mit
dem Element U, die die Unabhéngigkeit des Ergebnisses vom Vorzeichen garantiert.
Damit kann die homomorphe Abbildung der Gruppe SU (2) auf die Gruppe SO (3)
(Epimorphismus) mit der ,,zweideutigen* Zuordnung

Y(xU) =d (2.49)

begriindet werden.
Den funktionalen Zusammenhang der Abbildung v erhilt man nach Zusammen-
fassung der Gln. (2.44), (2.45) und (2.46) zu

3 3
Y xor=)Y xUo U™, (2.50a)
k=1 =1
bzw. nach Substitution von x durch Gl. (2.47) und Koeffizientenvergleich zu
3
Zdlkal =Us U™ =0}. (2.50b)
I=1

Danach transformieren sich die Spinmatrizen bei einer Rotation im R3 wie die
Komponenten eines Basisvektors. Die nachfolgende sukzessive Multiplikation mit
den Generatoren (2.43) und die Spurbildung unter Beachtung der Beziehung

sp(o ko) = sp(1208k; + i€ximOm) = Sk Sp 12 + i€pim Spom = 20k (2.51)

(€kim: LEVI-CIVITA-Symbol s. Gl. 5.41) liefert
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3

2x) = Zxk sp(UakU_lal), (2.52)
k=1

woraus mit den Komponenten {x;|k = 1, 2, 3} als Basis die Elemente dj; der Rota-
tionsmatrix d resultieren

1
du(U) = Yu(U) = 5 spUa U 'o))  k,1=1,2,3 YU e SUQR). (2.53)

Bei der homomorphen Abbildung (2.49) bzw. (2.53) besteht der Kern aus den
beiden Elementen

Nk ={1,, —I}.

Er ist ein (diskreter) Normalteiler, da er mit allen Elementen U € SU (2) vertauscht.
Demzufolge ist die Abbildung (2.49) — ndmlich die Gruppe SO (3) — isomorph zur
Faktorgruppe

SO(3) = SU(2)/Nk. (2.54)

Umgekehrt gilt die Aussage, dass die surjektive Abbildung (2.49) homomorph ist
und die Faktorgruppe isomorph ist zur Gruppe SO (3) abgebildet wird (GI. 2.54).
Bleibt anzumerken, dass die kontinuierliche L1E-Gruppe SU (2) trotz des Normal-
teilers Ak als einfach gilt, da sie keine kontinuierliche invariante Untergruppe
(LTE’schen Normalteiler bzw. Ideal) besitzt (s. a. Beispiel 2 v. Abschn. 6.6).

|
2.4 Produkte

Eine Vereinfachung der Diskussion einer Gruppe gelingt hiufig durch die Faktori-
sierung in Gruppen mit geringerer Ordnung. Dabei spielt der Begriff des direkten
Produkts eine wesentliche Rolle.

Das &duBere direkte Produkt ist die Menge aller Elemente a € G mit

G :=H1 x Ha, (2.55)

wobei die Untergruppen H; € G und Hy < G den folgenden Bedingungen ge-
niigen:

(a) Vertauschbarkeit jedes Elements /1 € 1 mit jedem Element 4, € H
hiohy =hyoh VYhy € Hi, hy € H». (2.56a)

(b) Die Untergruppen H; und H; haben nur das Einselement e gemeinsam

HiNHy =e. (2.56b)
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(c¢) Jedes Element a € G kann dargestellt werden durch
a="hyohy =hyoh hy € H1 ha € Ha. (2.56¢)
Die Ordnung der Produktgruppe G ist dann
ordG = ord H; ord H>.

Wegen der Vertauschbarkeit (2.56a) sind die Untergruppen 1 und H> Normalteiler.
Demnach kann die Produktgruppe nicht eine einfache Gruppe sein. Betrachtet man
die Faktorgruppe G/H; bzw. G/H>, so findet man einen Isomorphismus zu den
Untergruppen H; bzw. Hj

G/H1 = Hy bzw. G/Hy = Hj. (2.57)

Hier ist zu beachten, dass die Umkehrung nicht giiltig ist. Das bedeutet, dass mit
dem Normalteiler H einer Gruppe G und der Faktorgruppe G/H = H’ die Bildung
der Produktgruppe

G =HxH

nicht die Gruppe liefert (G # G).
Ausgehend von zwei Gruppen G, = {aj,az, ...} und G, = {b1, b2, ...} kann
eine Produktgruppe

G = ga X gb
festgelegt werden. Dabei ist das Produkt seiner Elemente gegeben durch
(@i obj)o(axoby) = (a; oax) o (bjoby),

so dass die Bedingungen (2.56) erfiillt sind. Fiir den Fall G, = G, = G erhilt man
das Produkt

G =613, (2.58)

das durch die Elemente (a; o a; € G') erklirt wird. Es ist isomorph zur Gruppe G
G =g

und wird als inneres direktes Produkt bezeichnet. Ausgehend von zwei einfachen
Gruppen G, und Gy, die keinen Normalteiler besitzen, erhilt man in der Produkt-
gruppe G’ = G, x G, einen Normalteiler, der nicht abelsch ist. Demnach ist jede
Gruppe, die als direktes Produkt von einfachen Gruppe ausgedriickt werden kann,
eine halbeinfache Gruppe. Umgekehrt kann jede halbeinfache Gruppe als direktes
Produkt von einfachen Gruppen dargestellt werden.

Ersetzt man die Bedingung (2.56a) durch die schwichere Forderung nach nur
einem Normalteiler, etwa H | mit
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hyohiohy' =hy ¥ hyeHa, (2.59)

so kann man das sogenannte halbdirekte Produkt durch
G:=Hy x H (2.60)

definieren.

Beispiel 1 Die orthogonale Gruppe O(3) in drei Dimensionen (volle Rotations-
gruppe), die sowohl die eigentlichen wie die uneigentlichen Rotationen umfasst,
besitzt zwei Untergruppen, die zudem Normalteiler sind. Es sind dies die spezielle
orthogonale Gruppe SO (3) als die Menge der eigentlichen Rotationen sowie die
Inversionsgruppe C; mit nur zwei diskreten Elementen ndmlich dem Einselement e
und der Inversion i (C; = {e, i}). Damit kann die Gruppe als direktes Produkt

0@3)=S0(3) x C;. 2.61)

formuliert werden. Als Produkt zweier einfacher Gruppen gilt die Produktgruppe
O (3) als halbeinfach. Nach GI. (2.42) wird die Faktorgruppe isomorph auf die
Gruppe SO (3) abgebildet (s. a. Beispiel 1 v. Abschn. 6.5).

Beispiel 2 Die Rotationen zweier verschiedener Systeme im Raum R3 — etwa der
Vektoren x| und x> — werden im Ganzen betrachtet durch die Produktgruppe G der
beiden einfachen speziellen orthogonalen Gruppe S O (3) beschrieben

G=S0(@3) xS0@3).

Dabei sind die Elemente d; € SO(3) und d» € SO(3), die die Rotationen der
beiden Systeme darstellen, untereinander vertauschbar

fxf 35} = dids ) x}) = dad fx} x5

und erfiillen so die Bedingung (2.56). Fiir die Produktgruppe G existiert mit der
Gruppe SO (3) ein nicht-abelscher Normalteiler, so dass sie als halbeinfach gilt.

Beispiel 3 Bei der Punktgruppe C4, kann mit dem Normalteiler C4 = [e, c4,

cﬁ, ci} und der Untergruppe Cs = {e, o,} das halbdirekte Produkt

C4U = C4 x C s
gebildet werden.

Beispiel 4 Betrachtet man etwa die 6-dimensionale euklidische Gruppe E(3), so
findet man dort zwei Untergruppen. Einmal die Menge der Rotationen d und
Rotations-Inversionen —d, die isomorph ist zur 3-dimensionalen orthogonalen
Gruppe ({d|0} € O(3)). Zum anderen die Menge der Translationen, die isomorph ist
zur 3-dimensionalen Translationsgruppe 7 als die Menge der Translationsvektoren
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({1|¢} € T) im euklidischen Raum R3. Betrachtet man nur den euklidischen Raum
R! in einer Dimension, so ist die Translationsgruppe isomorph zur Menge der reel-
len Zahlen mit der Addition als Verkniipfung. Mit den Gln. (2.12) und (2.13) ergibt
sich fiir die Transformation einer Translation {1|¢}

{diey{1ledd ey~ = {d|e +deyd|e) ™ = {1|de} Y {d|t} € E(3)

erneut eine Translation. Diese ist zu sich selbst konjugiert, so dass nach GI. (2.22)
die Translationsgruppe 7 ein Normalteiler ist, der zudem eine abelsche Gruppe
bildet. Die euklidische Gruppe ist demnach nicht einfach und erst recht nicht halb-
einfach. Damit wird neben der Bedingung (2.56b) und (2.56¢) die abgeschwichte
Bedingung (2.59) erfiillt, wonach die gesamte euklidische Gruppe isomorph ist zu
dem halbdirekten Produkt

EG) =03 xT. (2.62a)

Beschrinkt man die obigen Diskussionen auf die eigentliche euklidische Gruppe
E™(3) mit nur eigentlichen Rotationen (d € SO (3)), dann gilt analog

EtT3)=503)xT. (2.62b)

[ |

Auch fiir zwei Klassen KC; und /C; einer Gruppe G kann eine Produktklasse K1 x

IC, festgelegt werden als die Menge aller Elemente k1o k> mitk; € Kj und k> € /Cs.

Die Zahl der insgesamt erreichbaren Produktelemente & o k7 ist das Produkt aus den

Ordnungen der Klassen. Die Produktgruppe selbst ldsst sich dann in ganze Klassen
zerlegen

Kix Ky = 26121 K. (2.63)
=1

Beispiel S Bei der Punktgruppe Cy4, wird die Multiplikationstafel der Klassen
Ke, K¢y, Keys Ko, » Ko, unter Verwendung der Multiplikationstafel fiir die Elemente
(Tab. 2.2) berechnet. Das Ergebnis ist in Tabelle 2.3 aufgelistet.

Tabelle 2.3 Multiplikationstafel fiir die Klassen I, = {e}, K¢, = {04, ci} , K2

=2
{Ci =}, Ko, = {ov. 0}}, Koy = {04, o)} der Punktgruppe Cy,

g — C4v‘ ’Ce ’CC4 ICCZ ’Cav K:ad
Ke Ke Key Ke, Ko, Koy
Key Key 2K, 2K} Ky 2K, 2K,
Ke, Ke, Key Ke Ko, Koy
Ko, Ko, 2K, Ko, (2K, 2K} 2K,
Koy Koy 2K, Koy 2K e, (2K, 2Kc, )
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2.5 Operationen

Beim Zusammenspiel von Gruppen mit anderen Strukturen wird man den sogenann-
ten Transformationsgruppen begegnen, mit deren Hilfe die Symmetrie von Riumen
bzw. Mannigfaltigkeiten beschrieben werden kann. Dabei spielt der Begriff der
Gruppenoperation (Gruppenaktion) eine wesentliche Rolle.

Eine Gruppe G mit der Verkniipfung o wirkt als Transformationsgruppe auf einer
nicht leeren Menge M, falls jedes Element a der Gruppe eine bijektive (invertier-
bare) Selbstabbildung ist

: {M — M (2.64)

X — a(x) Ya € G,
wobei die Verkniipfung o die Hintereinanderschaltung zweier Operationen definiert
aob(x):=a(b(x)) VYa,b e g x e M. (2.64b)

Mit diesen Voraussetzungen gilt fiir jede abstrakte Gruppe die Isomorphie zu einer
Transformationsgruppe, die nach (2.64) eine Linksoperation erlaubt.

Betrachtet man einen Punkt x der Menge M, dann erzeugt die Transformations-
gruppe G eine Untermenge

O@) :=={y=a)|a € g}, (2.65)

die als das von G auf M erzeugte Orbit (Bahn) O(x) durch den Punkt x bezeich-
net wird. Daneben definiert jeder Punkt x der Menge M eine Teilmenge S(x) der
Gruppe G, die den Punkt x invariant ldsst

Sx) :=1{b e G|b(x) =x}. (2.66)

Sie bildet eine Untergruppe und wird als Stabilisator (Isotropiegruppe, kleine
Gruppe) von x bezeichnet. Falls der Stabilisator nicht die triviale Gruppe ist, heif3t
der Punkt x ein Fixpunkt der Transformationsgruppe. Das Orbit eines Fixpunk-
tes besteht nur aus einem Element. Nachdem jede Gruppe auf sich selbst durch
Konjugation operiert, ist der Zentralisator eines Elements x gerade der Stabilisator
beziiglich der Gruppenoperation.

Die Zerlegung der Transformationsgruppe G in Nebenklassen beziiglich des
Stabilisators S(x)

G=> a oSk (2.67)

i=1

liefert die Vertreter {a;|i = 1, ..., s(x)}, die das Orbit O(x) mit der Ordnung s(x)
gemil
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x; = a;(x) i=1,...,5(x) (2.68)

erzeugen. Die Stabilisatoren S(x;) von Punkten x; desselben Orbits O(x) sind zu-
einander konjugierte Gruppen und gehen durch einen inneren Automorphismus aus-
einander hervor

Sxi)=a oS oa; ' =8, (x)  i=1,...,s. (2.69)
Ihre Elemente b, sind zu b € S(x) konjugiert
by, (xi) =a;jobo ai_l(xi) =a;job(x) =a;(x) = x; (2.70)

und lassen die Punkte des Orbits (2.68) invariant. Fiir den Fall, dass die Vertreter
{ajli = 1,...,s(x)} der Nebenklassen selbst einen Normalteiler P bilden, kann
die gesamte Transformationsgruppe G als halbdirektes Produkt ausgedriickt werden

G=38x)xP. @2.71)

Dabei wird die Gruppe P als symmetrische Gruppe des Orbits zum Stabilisator
S(x) bezeichnet.

Die Wirkung einer Gruppe G auf die Menge M gilt genau dann als treu (effektiv),
falls mit

a(x) =x acG VxeM folgt a=e. (2.72)

Danach ldsst nur das Einselement e alle Punkte der Menge fest, so dass der Kern der
Abbildung (2.64) trivial ist. Als Konsequenz daraus findet man fiir zwei beliebige
verschiedene Elemente a und b der treuen Gruppe G eine unterschiedliche Wirkung
a(x) und b(x) auf einen beliebigen Punkt x der Menge.

Die Wirkung einer Gruppe G auf die Menge M wird genau dann als frei bezeich-
net, falls mit

a#te aeg folgt a(x) #x Vx € M. (2.73)

Demnach hat bei einer freien Gruppe nur das Einselement e Fixpunkte, so dass es
trivial wirkt.

SchlieBlich wirkt eine Gruppe G auf die Menge M transitiv genau dann, falls
sich zwei beliebige Punkte x und x’ von M stets durch ein Orbit verbinden lassen,
wonach die Menge nur aus einem Orbit besteht. Demnach existiert zu zwei beliebi-
gen Punkten von M wenigstens ein Gruppenelement a € G, so dass gilt

x'=ax). 2.74)

Fiir den Fall, dass es genau ein Gruppenelement a gibt, wirkt die Gruppe einfach
transitiv.
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Beispiel 1 Betrachtet man etwa ein Quadrat, dann wird dessen Symmetrie durch
die endliche Punktgruppe G = C4, beschrieben (Abb. 2.1). Die Punktmenge ist die
Menge der Eckpunkte M = {1, 2, 3, 4}.

Nach Wahl des Punktes 1 findet man als Stabilisator nach Gl. (2.66) die Unter-
gruppe S(1) = Cy, deren Elemente e und o, die Invarianz des Punktes 1 garan-
tieren. Die Zerlegung der gesamten Gruppe nach Nebenklassen bzgl. dieser Unter-
gruppe C; nach Gl. (2.67) ergibt (s. a. Beispiel 8 v. Abschn. 2.2)

Cy=eo0Cs+cs0Cs+c50Cs+coCy.

Mit den Vertretern {e, c4, cﬁ, cz} der Nebenklassen erhilt man nach Gl. (2.68) die
Punktmenge {1, 2, 3, 4}, die das Orbit O(1) des Punktes 1 zur Untergruppe Cs mit
der Ordnung s(1) = 4 bildet. Die zur Untergruppe C; konjugierten Gruppen sind
nach Gl. (2.69)

Cse=1{e, o0}, Cy¢ = {e,aé}, Cs,ci = {e, 04}, Cs,ci = {e,oc/l},

deren Elemente jeweils den Punkt 1, 2, 3 und 4 invariant lassen. Nachdem die
Vertreter der Nebenklassen selbst eine invariante Untergruppe bilden, ndmlich die
(zyklische) Punktgruppe C4, die zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe
S4 isomorph ist, gelingt eine Faktorisierung der gesamten Gruppe durch ein halb-
direktes Produkt (Beispiel 3 v. Abschn. 2.4).

Die Wirkung der Gruppe Cy, auf die Punktmenge M ist treu, da nur das Eins-
element e alle Punkte M invariant ldsst. Betrachtet man etwa die Punkte 1 und 3
—bzw. 2 und 4 — dann findet man aufler dem Einselement ¢ auch das Element o,
— bzw. o[; —, das trivial auf diese Punkte wirkt und sie invariant ldsst. Demzufolge
wirkt die Gruppe Cy, nicht frei auf M.

Schlieflich wirkt die Gruppe Cy, transitiv auf M, da es zu zwei Punkten x und
x" wenigstens ein Gruppenelement gibt, das den Punkt x in x’ iiberfiihrt. Fiir das
Punktepaar 1 und 2 etwa ist es das Gruppenelement c4, ndmlich eine Rotation mit
dem Winkel /2 nach links. Daneben ermdoglicht auch die Spiegelung o, diese
Transformation. Demnach gibt es fiir jedes Punktepaar x und x” mehr als ein Grup-
penelement, das die Transformation (2.74) erfiillt, so dass die Gruppe C4, nicht
einfach transitiv auf M wirkt.

]
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