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Mengensysteme

Ein Mengensystem ist eine Familie von Teilmengen einer Grundmenge und
damit eine Teilmenge der Potenzmenge der Grundmenge. In diesem Kapitel
untersuchen wir Mengensysteme, die unter bestimmten mengentheoretischen
Operationen stabil sind. Die wichtigsten Mengensysteme sind die Topologien
und die o—Algebren, wobei in der Maftheorie vor allem die o—Algebren von
Bedeutung sind.

Zwischen Topologien und o—Algebren bestehen Analogien, die es als sinnvoll
erscheinen lassen, diese Mengensysteme parallel zu untersuchen. So lassen sich
zum Beispiel die Mengen, die einer Topologie oder o—Algebra angehoren, nur
in seltenen Fillen explizit beschreiben. Topologien und o—Algebren werden
daher oft indirekt definiert, indem man ein kleineres Mengensystem angibt,
das die Topologie oder die o—Algebra in einer noch zu prizisierenden Weise
erzeugt.

Da bestimmte o—Algebren durch eine Topologie erzeugt werden, beginnen wir
die Untersuchung von Mengensystemen mit Topologien (Abschnitt 1.1) und
fithren erst dann o—Algebren ein (Abschnitt 1.2). Die néichsten Abschnitte
betreffen Mengensysteme, die fiir die Erzeugung von o—Algebren von Bedeu-
tung sind. Dies sind vor allem Dynkin—Systeme (Abschnitt 1.3) und N-stabile
Mengensysteme (Abschnitt 1.4) sowie Halbringe und Ringe (Abschnitt 1.5).

Im gesamten Kapitel sei € eine nichtleere Menge. Wir bezeichnen die Potenz-
menge von ) mit
o0

Fiir A € 29 bezeichnen wir die Michtigkeit von A mit
A
und das Komplement von A mit

A
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8 Kapitel 1. Mengensysteme

Fiir disjunkte Mengen A, B € 2 setzen wir
A+B:=AUB

Eine Familie {4;}ic; C 2% heifit disjunkt, wenn A; N A; = () fiir alle i,j € I
mit i # j gilt, und in diesem Fall setzen wir

> a= A

icl icl
Fiir eine Folge {4, }en C 2% heiit die Menge

liminf A,, := G ﬁ Ay,

n—o00
n=1k=n

der Limes inferior der Folge {4, }nen und die Menge

limsup 4,, := ﬁ [j Ay,

n—oo n=1k=n

heifit der Limes superior der Folge { A, }nen. Es gilt
liminf A, = {w e ‘ w € A, fir alle auler endlich viele n € N }

n—00

und

limsup 4,, = {w e ’ w € A, fir unendlich viele n € N}

n—oo

und damit liminf, . A, C limsup,,_, ., An.
Eine Menge heifit abzdhlbar, wenn sie endlich oder abzéihlbar unendlich ist.

Jede Teilmenge der Menge 2% heifit Mengensystem auf Q.

1.1 Topologien

Ein Mengensystem 7 C 2% heiBt Topologie auf €, wenn es die folgenden

Eigenschaften besitzt:

(i) Esgilt Q€7 und P e 7.

(ii) Fiir jede Familie {Q;}ier € T gilt ;c; Qi € 7.

(iii) Fiir jede endliche Familie {Q;}ie; € 7 gilt (;c; Qi € 7.

Ist 7 C 29 eine Topologie, so heifit eine Menge A € 2%

—  offen beziiglich 7, wenn A € T gilt.

—  abgeschlossen beziiglich T, wenn A € T gilt.

—  kompakt beziiglich 7, wenn es zu jeder Familie {Q;}ic; € 7 mit A C
Uies Qi eine endliche Menge J C I gibt mit A C (J,.; Q.

1.1.1 Beispiele.
) Die Potenzmenge 29 ist eine Topologie auf €.
)

(1
(2) Das Mengensystem {), 2} ist eine Topologie auf 2.
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1.1.2 Beispiel (Topologie eines normierten Raumes). Sei (F, ||.]|) ein nor-
mierter Raum. Fiir x € F und ¢ € (0, 00) sei

By y(z,e) := {ye E‘ ly — | <e}

Die Menge Bj .| (z,¢) heiit offene Kugel um x mit Radius € beziiglich der Norm
|- Sei

Ty = {Q c2¥ ‘ fir alle x € Q gibt es ein € € (0,00) mit By (z,e) C Q}

Dann ist 7). eine Topologie auf E und jede offene Kugel beziiglich der Norm || . ||
ist offen beziiglich der Topologie 7} .

In der Tat: Wir zeigen zunéchst, dass 7 .|| eine Topologie auf E ist:

(i) Offenbar gilt £ € 7 und § € 7).

(i) Sei {Qi}ier eine beliebige Familie von Mengen in 7} || und sei

Q=
il
Sei z € Q. Dann gibt es ein ¢ € I mit x € Q;. Wegen Q; € 7 | gibt es ein
e € (0,00) mit By (x,e) C Q; und wegen Q; C @ folgt daraus By (z,e) C Q.
Dabher gilt Q € 7).
(iii) Sei {Qi}ier eine endliche Familie von Mengen in 7 | und sei

Q=[]
il
Sei x € Q. Fiir alle 7 € I gilt x € Q; und wegen Q; € 7} gibt es fiir alle i € T
ein ; € (0,00) mit By (z,g:) € Qi. Sei € := min;ere;. Da I endlich ist, gilt
€ € (0,00) und fiir alle i € I ergibt sich By j(x,e) C B (z,&:) C Qi. Daraus
folgt BH o (.T,&‘) - ﬂiel Qz = Q Daher gilt Q € 'TH e
Dabher ist 7). eine Topologie auf E.
Wir zeigen nun, dass jede offene Kugel beziiglich der Norm || . || offen beziiglich der
Topologie 7 . ist: Sei x € F und ¢ € (0,00). Fiir y € By (x,¢) sei ny = ||y — z|
und ey := € —1y. Wegen n, < € gilt e, € (0,00). Fiir alle z € By ||(y,&y) gilt daher

lz—zll < lz=yll + lly—=ll <ey+my = (e=my) + 1y =€
und damit z € By ||(z,¢€). Da z € B |(y,ey) beliebig war, ergibt sich
By (y:&y) € By (,¢€)
Da y € By |(z,€) beliebig war, ergibt sich
By (z,e) € T

Daher ist jede offene Kugel beziiglich der Norm || .|| offen beziiglich der Topologie
.-

Fiir einen normierten Raum (E,||.||) wird die in Beispiel 1.1.2 definierte
Topologie 7| | als die von der Norm ||.|| erzeugte Topologie oder als die
Normtopologie beziiglich der Norm || . || bezeichnet.
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Wir betrachten nun Durchschnitte von Topologien:

1.1.3 Satz. Sei H eine nichtleere Indexmenge und sei {7 }hen eine Familie
von Topologien auf 2. Dann ist das Mengensystem

T::ﬂTh

heH

eine Topologie auf €.

Beweis. Wir zeigen, dass 7 die Axiome einer Topologie erfiillt:

(i) Fiir alle he H gilt Q,0) € 7. Daher gilt Q,0 € (,cy Tn =T

(ii) Sei {Qi}icr eine beliebige Familie von Mengen in 7 = (), c i 7. Fiir alle
h € H und fur alle i € I gilt dann Q; € 7},. Fiir alle h € H folgt daraus
Uier Qi € Tp,. Daher gilt J,c; Qi € ey Tn =7

(iii) Sei {Q;}icr eine endliche Familie von Mengen in 7 = (. 5. Fiir alle
h € H und fur alle i € I gilt dann Q; € 7},. Fiir alle h € H folgt daraus
MNicr Qi € T Daher gilt (,.; Qi € Ny Tn =T

Daher ist 7 eine Topologie auf 2. O

Aus Satz 1.1.3 ergibt sich eine wichtige Folgerung;:

1.1.4 Folgerung. Zu jedem Mengensystem & C 2% gibt es eine kleinste
Topologie auf 2, die € enthdlt.

Beweis. Wir betrachten die Familie aller Topologien auf €2, die £ enthalten.
Diese Familie ist nichtleer, denn die Potenzmenge 2 ist eine Topologie mit
£ C 29, Nach Satz 1.1.3 ist der Durchschnitt aller Topologien, die £ enthalten,
ebenfalls eine Topologie. Diese Topologie enthélt £ und ist offenbar die kleinste
Topologie, die £ enthalt. O

Fiir ein Mengensystem £ C 2% bezeichnen wir die kleinste Topologie auf €,
die £ enthilt, mit
7(€)

Diese Topologie wird als die von £ erzeugte Topologie bezeichnet und das
Mengensystem & wird als Erzeuger der Topologie 7(€) bezeichnet.

1.1.5 Beispiel (Topologie eines normierten Raumes). Sei (E,|.]|) ein nor-
mierter Raum. Sei ferner
&y = {BH~H($75) ‘ re kb, cc (0700)}
Dann gilt
Ty =& .)

In der Tat: Nach Beispiel 1.1.2 gilt
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& € Iy
und aus der Definition von 7(&) ) folgt nun
(&) S Ty

Sei nun 7 eine beliebige Topologie auf F mit & | € 7. Sei @ € 7.. Fiir alle
x € Q gibt es ein g, € (0,00) mit By ||(x,£,) C Q. Daraus folgt
e=U{rc B e
zEQ zeQ

und damit @ = UzeQ By . (z,e2). Wegen By (z,e.) € § . € T gilt daher Q € 7.

Daraus folgt zunéchst
Tjnc7
und aus der Definition von 7(&) ) folgt nun
Ty 7€)
Dabher gilt T((‘,‘H . H) = 'TH -
Auf einem Vektorraum koénnen mehrere Normen definiert sein; insbesondere

ist jedes strikt positive Vielfache einer Norm wieder eine Norm. Interessanter
ist das folgende Beispiel:

1.1.6 Beispiel (Normen auf R"). Fiir jedes p € [1,00] ist die Abbildung ||. ||
R" — R+ mit

p -

1/p
( Z |xi|p> falls p € [1, 00)
x| := ie{l,...,n}

max |z falls p = o0
i€{1,...,n}

eine Norm auf R".

Damit stellt sich die Frage, unter welchen Umstédnden die von verschiedenen
Normen erzeugten Topologien iibereinstimmen.

1.1.7 Beispiel (Topologien #quivalenter Normen). Sei F ein Vektorraum
und seien ||.||' : E — R4 und ||.||” : E — R4 Normen. Die Normen ||. || und
Il.|” heiflen dquivalent, wenn es reelle Zahlen ¢’,c” € (0,00) gibt derart, dass fiir
allex € £

" < ¢ - Jl[|”

lzll” < ¢l
gilt. Sind ||.||': E — R4 und ||.||"” : E — R4 #quivalente Normen, so gilt

Ty =Ty
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In der Tat: Zum Nachweis der behaupteten Identitéit geniigt es, eine der Inklusionen
Ty S Ty und Ty v © Ty zu zeigen.

Sei Q € 7). Fiir alle z € Q gibt es ein e, € (0,00) mit By (z,€2) € Q. Daher
gilt

Q= U {z} C U By (z,ea/c") C U By r(ze2) CQ
zEQ zeQ TeQ

und damit @ = J By. |\”(IE751/C//) €Ty -

reQ

Ist F ein endlichdimensionaler Vektorraum, so sind alle Normen auf E
dquivalent. In diesem Fall stimmen nach Beispiel 1.1.7 alle von einer Norm
erzeugten Topologien auf E {iberein und die von einer beliebigen Norm auf F
erzeugte Topologie

T(E)

wird als natirliche Topologie auf E bezeichnet.

Ist 7 eine Topologie und €& C 7 ein Mengensystem mit der Eigenschaft, dass
jede Menge in 7 als Vereinigung von Mengen in £ dargestellt werden kann,
so heifit £ Basis der Topologie T; in diesem Fall gilt insbesondere 7 = 7(€).

Das folgende Beispiel zeigt, dass die natiirliche Topologie auf R™ eine abzihl-
bare Basis besitzt:

1.1.8 Beispiel (Natiirliche Topologie auf R™). Sei||.| : R" — R eine beliebige
Norm und sei

Ee = {BH 1(x,€) ‘ xeQ" eeQn (0,00)}

Dann ist & .| ,o abzdhlbar und eine Basis der natiirlichen Topologie 7 (R™).
In der Tat: Offenbar ist & | o abzdhlbar und nach Beispiel 1.1.2 gilt

e €T =TRY)

Sei nun @ € 7). Fiir x € R™ gibt es ein ex € (0,00) mit B |(x,ex) C @, und
damit gibt es auch ein 7x € QN (0, c0) mit

By y(x,mx) € @Q
Auflerdem gibt es ein zx € Q" mit ||zx —x|| < 7x/2 und damit
X € BH . H(ZX,T}X/Q)

Fitr alle y € By (2x1/2) gilt [ly—x[| < lly 2]l + 12— < 1/2 + 7/2 = 1
und damit y € B ||(x,7x). Daraus folgt

By (Zx,mx/2) € By (%,1x)

Daher gilt



1.1 Topologien 13

Q=S U By om/2) S | By yxm) CQ

x€eQ xeQ x€EQ
und damit
Q= By.(zx,1x/2)
xEQ
Dabher ist &) | o eine Basis von 7 | = T (R").

Ausgehend von der natiirlichen Topologie auf R liisst sich eine Topologie auf
der Menge R := RU {—00, 00} definieren:

1.1.9 Beispiel (Natiirliche Topologie auf R). Das Mengensystem
T(R) = {Qe2* ] QNRETR)}

ist eine Topologie auf R und wird als natirliche Topologie auf R bezeichnet. Die
natiirliche Topologie auf R besteht offenbar genau aus den Mengen der Form @,

QU{—o0}, QU {0}, QU {—o0,00} mit Q € T(R).

Aufgaben

1.1.A  Sei 7 eine Topologie auf Q. Zu jeder Menge A € 2% gibt es eine grofte
offene Menge A° mit A° C A und eine kleinste abgeschlossene Menge A®
mit A C A®. Die Menge A° heiit das Innere von A, die Menge A°® heifit
der Abschluss von A, und die Menge 0A := A®\ A° heifit der Rand von A.
Der Rand von A ist abgeschlossen.

1.1.B  Sei 7T eine Topologie auf Q. Ist K € 2 kompakt und A € 2 abgeschlossen,
so ist K N A kompakt.

1.1.C  Mindestens eine der Topologien 2% und {(, R} kann nicht durch eine Norm
auf R erzeugt werden. Welche?

1.1.D Topologie eines metrischen Raumes: Sei (F,d) ein metrischer Raum.
Fiir x € F und ¢ € (0, 00) sei
By(z,¢) = {y eFE ‘ d(y,z) < E}
Die Menge Bg(z,¢) heiit offene Kugel um z mit Radius € beziiglich der
Metrik d. Sei
Ty = {Q c2F ‘ fiir alle x € @ gibt es ein € € (0, 00) mit Bqy(z,e) C Q}

Dann ist 73 eine Topologie auf E. Die Topologie 7; wird als die von der
Metrik d erzeugte Topologie bezeichnet. Sei ferner

Eq = {Bd(x,s) ’ zeE € (0,00)}

Dann gilt 73 = 7(&q).

1.1.E Hausdorff-Riume: Ein topologischer Raum (E,7) heiit Hausdorff-
Raum, wenn es fiir alle z,y € ¥ mit z # y offene Mengen U,V € 7T gibt
mit z € U und y € V sowie UNV = 0.
(1) Fiir jeden metrischen Raum (E,d) ist (E,74) ein Hausdorff-Raum.
(2) In einem Hausdorfl-Raum ist jede kompakte Menge abgeschlossen.
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1.2 o0—Algebren

Ein Mengensystem F C 29 heifit o-Algebra auf Q, wenn es die folgenden
Eigenschaften besitzt:

(i) Esgilt Qe F.

(ii) Fiir jede Menge A € F gilt A € F.

(iii) Fiir jede Folge {A,}nen € F gilt U, cny An € F.

Ist F C 2% eine o—Algebra, so heifit eine Menge A € 2% messbar beziiglich F,
wenn A € F gilt.

1.2.1 Beispiele.
(1) Die Potenzmenge 2% ist eine o—Algebra auf Q.
(2) Das Mengensystem

F = {A € 2 ‘ A oder A ist abzéihlbar}

ist eine o—Algebra auf ).
(3) Fiir jede Menge A € 2% mit A ¢ {0, Q} ist das Mengensystem

Fo={0,A,4,Q)

eine o—Algebra auf .
(4) Das Mengensystem {f), 2} ist eine o—Algebra auf Q.

1.2.2 Lemma. Sei F eine o-Algebra auf Q. Dann gilt:
(1) DeF.

(2) Fiir jede Folge { Ay }nen € F gilt (,cny An € F.

(3) Fiir jede endliche Familie {A;}icr C F gilt |J

A, eF UTMirW A, eF

el icl

Beweis. Es gilt ) = Q € F und fiir jede Folge {A, }nen C F gilt
A= U4n
neN neN

und damit (), .y An € F. Damit sind (1) und (2) gezeigt. SchlieBlich folgt (3)
aus (1) und (2), da man jede endliche Familie von Mengen in F mit Hilfe der
Mengen () bzw. © zu einer Folge in F erweitern kann, ohne die Vereinigung
bzw. den Durchschnitt zu verdndern. ad

Den néchsten Satz und die anschliefende Folgerung beweist man genau wie
im Fall von Topologien:

1.2.3 Satz. Sei H eine nichtleere Indexmenge und sei {Fp}nen eine Familie
von o—Algebren auf Q2. Dann ist das Mengensystem

f::ﬂ]:h

heH

eine o—Algebra auf .
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1.2.4 Folgerung. Zu jedem Mengensystem & C 2% gibt es eine kleinste
o-Algebra auf Q, die £ enthdlt.

Fiir ein Mengensystem £ C 2 bezeichnen wir die kleinste o—Algebra auf €,
die £ enthilt, mit
o(&)

Diese o—Algebra wird als die von £ erzeugte o—Algebra bezeichnet und das
Mengensystem & wird als Erzeuger der o—Algebra o(€) bezeichnet. Fiir eine
Menge A € 2% schreiben wir auch

o(A)
anstelle von o({A}) und bezeichnen o(A) als die von A erzeugte o—Algebra.

Von Interesse sind unter anderem o—Algebren auf €, die von einer Topologie
auf € erzeugt werden. Ist 7 eine Topologie auf 2, so wird die o—Algebra

B(Q,T):=0(T)

als Borelsche o—Algebra beziiglich 7 bezeichnet. Jede Menge B € B(Q2,7T)
heiflt Borel-Menge von €2 beziiglich 7.

1.2.5 Beispiel (Borelsche c—Algebra auf R"). Die o—Algebra
B(R") := o(T(R"))

wird als Borelsche o—Algebra (beziiglich der natiirlichen Topologie) auf R™ bezeich-
net; vgl. Aufgabe 1.2.A.

Von Interesse ist auch die Borelsche o—Algebra auf R:

1.2.6 Beispiel (Borelsche o—Algebra auf R). Die o—Algebra
B(R) := o(T(R))

wird als Borelsche o—Algebra auf R bezeichnet. Es gilt

B(R) = {B € 2" ( BNRe B(R)}

Die Borelsche o—Algebra B(R) besteht offenbar genau aus den Mengen der Form B,
B U{—o0}, BU{oo}, BU{—00,00} mit B € B(R).

Aufgaben

1.2.A  Borelsche o—Algebra auf R": Fiir jede Norm ||. || : R" — Ry gilt
BR") = o(&).,0)

Insbesondere besitzt die Borelsche o—Algebra auf R™ einen abzdhlbaren
Erzeuger.

1.2.B  Erzeugte c—Algebra: Bestimmen Sie fiir A € 29 die o Algebra o(A).
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1.3 Dynkin—Systeme

Ein Mengensystem D C 2% heifit Dynkin—System auf 2, wenn es die folgenden
FEigenschaften besitzt:

(i) Esgilt Qe D.

(ii) Fiir jede Menge A € D gilt A € D.

(iii) Fiir jede disjunkte Folge {Ay}nen C D gilt >, .y An € D.

1.3.1 Lemma. Jede o-Algebra ist ein Dynkin—System.

Die Umkehrung der Implikation von Lemma 1.3.1 ist jedoch falsch; vgl. Bei-
spiel 1.3.6.

1.3.2 Lemma. Sei D ein Dynkin-System. Dann gilt fir alle A, B € D mit
BCA
A\BeD

Beweis. Wegen B C A gilt AN B = und damit A\ B=ANB=AUB =
A+BenD.

O

Den néchsten Satz und die anschliefende Folgerung beweist man genau wie
im Fall von Topologien:

1.3.3 Satz. Sei H eine nichtleere Indexmenge und sei {Dy }hen eine Familie
von Dynkin—Systemen auf Q2. Dann ist das Mengensystem

D= ﬂ Dy,
heH
ein Dynkin—System auf ).

1.3.4 Folgerung. Zu jedem Mengensystem £ C 2% gibt es ein kleinstes
Dynkin—System auf 2, das £ enthdlt.

Fiir ein Mengensystem £ C 2 bezeichnen wir das kleinste Dynkin-System
auf €2, das &£ enthélt, mit
5(€)

Dieses Dynkin—System wird als das von & erzeugte Dynkin—System bezeich-
net und das Mengensystem & wird als Erzeuger des Dynkin-Systems 6(&)
bezeichnet.

1.3.5 Folgerung. Sei & C 29 ein Mengensystem. Dann gilt
6(&) Co(€)

Beweis. Die Behauptung folgt aus Lemma 1.3.1. a
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Das folgende Beispiel zeigt, dass das von einem Mengensystem erzeugte
Dynkin—System keine o—Algebra zu sein braucht:

1.3.6 Beispiel. Sei Q := {1,2,3,4} und sei A := {1,2} und B := {1,3}. Fiir das
Mengensystem & := {A, B} gilt dann §(€) = {0, A, 4, B, B,Q} # 2% = 5(&).

Unter einer zusitzlichen Bedingung an das Mengensystem &, die wir im
néchsten Abschnitt behandeln, gilt jedoch 6(&) = o(E).

1.4 N—stabile Mengensysteme

Ein Mengensystem C C 2 heiit N-stabil, wenn fiir alle A, B € C
ANnBeC

gilt. Offenbar ist jede Topologie und jede o—Algebra N-stabil. Andererseits
muss ein Dynkin—System nicht N—stabil sein; vgl. Beispiel 1.3.6. Der folgende
Satz klirt die Beziehung zwischen o—Algebren und Dynkin—Systemen:

1.4.1 Satz. Fir ein Mengensystem F C 2 sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(a) F ist eine o—-Algebra.

(b) F ist ein N—stabiles Dynkin—System.

Beweis. Wegen Lemma 1.2.2 und Lemma 1.3.1 ist jede o—Algebra ein N-
stabiles Dynkin—System.

Sei nun F ein N-stabiles Dynkin—System.

(i) Esgilt Qe F.

(ii) Fiir jede Menge A € F gilt A € F.

(iil) Sei {4y }neny € F und

Um zu zeigen, dass A € F gilt, konstruieren wir eine disjunkte Folge

n=1

Die Folge {C}, }nen, mit

Cn = LnJ Ak
k=1
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(und damit Cy = }) ist monoton wachsend und die Folge {B,, }cn mit
Bn = Cn \ On—l
ist disjunkt mit

k=1
Daher gilt
A=JAa. = UAa=UC. =D B:=> B,
n=1 n=1k=1 n=1 n=1 k=1 n=1
AuBlerdem gilt fiir alle n € N

B, = Cn \ C'nfl
n n—1
= (U Ak) \ U 4
k=1 k=1

n—1
= 4.\ [J 4

k=1

n—1

= A, N U Ay,
k=1

n—1

= 4,0 () 4
k=1

Da F ein N-stabiles Dynkin—System ist, folgt daraus { B, }nen € F und
damit A € F.
Damit ist gezeigt, dass F eine o—Algebra ist. o

Der folgende Satz zeigt, dass fiir einen N-stabilen Erzeuger das erzeugte
Dynkin—System mit der erzeugten o—Algebra iibereinstimmt:

1.4.2 Satz. Sei & C 2% ein N-stabiles Mengensystem. Dann ist §(E) N-stabil
und es gilt
&) =0(€)

Beweis. Ist & leer, so gilt §(E) = {0,Q} = o(&). Sei also £ nichtleer. Nach
Folgerung 1.3.5 gilt

5(E) C o (&)

Zum Beweis der Inklusion
a(€) CH(€)

geniigt es zu zeigen, dass das Dynkin—System ¢(€) N-stabil ist, denn dann ist
d(€) nach Satz 1.4.1 eine o—Algebra, die £ und damit auch o(&) enthélt.
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Fiir B € §(€) sei
Dp = {CE 2 ’ CﬂBe&(é’)}

Dann ist Dp ein Dynkin-System:

(i) Esgilt QN B = B € §(&). Daher gilt Q € Dp.

(ii) Sei C' € Dp. Dann gilt CNB € 6(£) und CNB C B € §(€). Aus Lemma
1.3.2 folgt CNB =B\ C =B\ (CnNB) € §&). Daher gilt C € Dg.

(iil) Sei {Cy}nen C Dp disjunkt. Dann ist auch die Folge {C,,N B} en C 6(E)
disjunkt und es gilt (3>, .yCn) N B =3 (Cn N B) € §(€). Daher gilt
ZnEN C, € Dgp.

Sei E € £. Fiir alle F' € € gilt, da € N-stabil ist, FNE € £ C 6(£) und damit

F € Dg. Daraus folgt zunéichst £ C Dg und sodann

neN

6(€) € Dp

Sei D € 0(&). Fiir alle E € £ ergibt sich aus der letzten Inklusion D € Dg
und damit F € Dp. Daraus folgt zunéchst & C Dp und sodann

5(€) € Dp
Fiir alle C, D € §(€) ergibt sich aus der letzten Inklusion C' € Dp und damit
CND e (). Daher ist das Dynkin-System §(€) N-stabil. O
Aufgaben

1.4.A  Der Durchschnitt einer nichtleeren Familie von N-stabilen Mengensyste-
men auf {2 ist ein N—stabiles Mengensystem.

1.4.B  Ein Mengensystem C C 2% heit U-stabil, wenn fiir alle A, B € C
AuBeC

gilt. Jede Topologie und jede o—Algebra ist ein U—-stabiles Mengensystem.

1.4.C  Ein Mengensystem C C 2 heifit Verband, wenn es U-stabil und N-stabil
ist. Jede Topologie und jede o—Algebra ist ein Verband.

1.5 Halbringe und Ringe

Ein Mengensystem H C 2 heifit Halbring auf €, wenn es die folgenden

Eigenschaften besitzt:

(i) Esgilt 0 € H.

(ii) Fir alle A,Be H gilt ANB e H.

(iii) Fir alle A, B € 'H gibt es eine endliche disjunkte Familie {C}};e; € H
mit A\B = Z]EJCJ"

Der Begriff des Halbringes ist durch das folgende Beispiel motiviert:
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1.5.1 Beispiel (Halbring der halboffenen Intervalle auf R"). Wir setzen

(a,b)::{xeR" a<x<b}
(mb]::{xGR" a<x§b}
[a,b]::{xeR" agxgb}

und bezeichnen

—  (a,b) als offenes Intervall,

—  (a,b] als halboffenes Intervall und
— [a,b] als abgeschlossenes Intervall.
Das Mengensystem

TR := {(a, bl ( a,beR" mit a < b}
ist ein Halbring und wird als Halbring der halboffenen Intervalle auf R™ bezeichnet.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Borelsche o—Algebra auf R™ auch durch
den Halbring der halboffenen Intervalle des R™ erzeugt wird:

1.5.2 Beispiel (Borelsche oc—Algebra auf R"). Es gilt
BR") = o(J(R"))

AuBlerdem enthilt die Borelsche o—Algebra B(R™) alle offenen und alle abgeschlos-
senen Intervalle und jede abzéhlbare Teilmenge des R™.
In der Tat: Sei x € R™ und € € (0,00). Dann gilt

1
By, (xe) = (x —el,x +el) = | (x—sl,x—i—al— ~1
neN

und damit By _ (x,¢) € o(J(R")). Daher gilt & | € o(J(R™)) und insbeson-
dere

&0 € a(TRY)

Nach Beispiel 1.1.8 ist das Mengensystem & | o eine abzéhlbare Basis der Topo-
logie 7} . Daraus ergibt sich nun 7 |  C o(J(R")) und damit

o(Zj.y.) € o(T(R"))
Sei nun J € J(R"). Dann gibt es a,b € R"™ mit a < b und
1
J = (a,b] —QN(a,b+n1>

Da jedes offene Intervall in R"™ eine Menge in 7 | __ ist, folgt daraus J € o(7) _.)-
Dabher gilt J(R") C (7. ) und damit

a(JR") Ca(Ty. )
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Daher gilt
BR") = o(7).,,) = o(T(R"))

Auflerdem gilt fiir alle a,b € R™ mit a < b

1
[a,b] = m (a— El’b}
neN
und damit [a, b] € B(R"), und fiir alle x € R" ergibt sich dann {x} = [x, x] € B(R").
Damit ist auch die abschlieBende Behauptung gezeigt.

Wir betrachten nun Intervalle auf R:

1.5.3 Beispiel (Halbring der halboffenen Intervalle auf R). Fiir a,b € R
setzen wir

(mb):z{xé]@ a<ac<b}

und bezeichnen

- (a,b) als offenes Intervall,

—  (a,b] als halboffenes Intervall und
—  [a,b] als abgeschlossenes Intervall.
Das Mengensystem

J(R) := {(a,b] ‘ a,b € R mit a < b}
ist ein Halbring und wird als Halbring der halboffenen Intervalle auf R bezeichnet.

1.5.4 Beispiel (Borelsche c—Algebra auf R). Es gilt
B(R) = o(J(R))

In der Tat: Sei (a,b] € J(R).

—~  Im Fall b= —oo gilt (a,b] "R = () € B(R) und damit (a,d] € B(R).

—  Im Fall b € R gilt (a,b] "R = (a,b] € B(R) und damit (a,b] € B(R).
—  Im Fall b = oo gilt (a,b] NR = (a,00) € B(R) und damit (a,b] € B

Daraus folgt zuniichst J(R) C B(R) und sodann

o(J(R)) C B(R)
Sei nun Q € B(R). Dann gilt @ "R € B(R) und damit

~  Im Fall Q € B(R) gilt Q € o(J(R)) C a(J(R)).

—  Im Fall Q = {oo} gilt Q@ = (00,00 \ R € 0(J(R)).
~  ImFall Q = {—oo} gilt Q =R\ (—00,00] € (T (R)).
Daraus folgt zunéchst B(R) U {co} U {—o0} C o(J(R)) und sodann

B(R) C o(J(R))

Damit ist die Behauptung gezeigt.
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Wir betrachten abschlieffend eine weitere Klasse von Mengensystemen, die
mit Halbringen verwandt sind:

Ein Mengensystem R C 2% heifit Ring auf , wenn es die folgenden Eigen-
schaften besitzt:

(i) Esgilt 0 € R.

(ii) Fiir alle A,B e R gilt A\ B€R.

(iii) Fir alle A,Be R gilt AUB € R.

1.5.5 Lemma. Jeder Ring ist ein Halbring.

Beweis. Wegen ANB = (AUB)\ ((A\B) U (B\A)) ist jeder Ring N-stabil.
Daraus folgt die Behauptung. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Umkehrung der Implikation von Lemma
1.5.5 im allgemeinen falsch ist:

1.5.6 Beispiel. Sei Q := {1,2,3} und H := {0, {1}, {2}, {3}, Q}. Dann ist H ein
Halbring, aber kein Ring.

Der Durchschnitt einer nichtleeren Familie von Ringen auf 2 ist ein Ring; vgl.
Aufgabe 1.5.F. Daher gibt es zu jedem Mengensystem £ C 2 einen kleinsten
Ring

o(€)

auf 2, der &£ enthélt. Dieser Ring wird als der von £ erzeugte Ring bezeichnet
und das Mengensystem € wird als Erzeuger des Ringes o(€) bezeichnet. Der
folgende Satz gibt eine explizite Darstellung des von einem Halbring erzeugten
Ringes:

1.5.7 Satz (Der von einem Halbring erzeugte Ring). Sei H C 2% ein
Halbring und sei

R::{AEQQ

A= Z H; mit I endlich und {H;}ier CH dz'sjunkt}
i€l

Dann gilt R = o(H).

Beweis. Es gilt H C R C o(H). Daher geniigt es zu zeigen, dass R ein Ring

ist.

(i) Wegen ) € H und H C R gilt § € R.

(ii) Sei A, B € R. Dann gibt es endliche disjunkte Familien {G;};c; C H und
{Hjtjes CHmit A=3", ;G;und B=3_,; Hj, und es gilt

-] (5

iel jeJ
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-y ann

iel jeJ

-y NEnt;

iel jeJ

=>_ (1G:\H;

iel jeJ

Da H ein Halbring ist, gilt G; \ H; € R. Da H N-stabil ist, ist auch R
M-stabil und es gilt (), ; Gi \ H; € R. Da die Familie {G;}ie; disjunkt
ist, gilt sogar A\ B =} ,c; e, Gi \ Hj €R.

(iii) Sei A,B € R. Da R N-stabil ist, gilt AN B € R, und aus (ii) folgt
A\BeRund B\AeR. Wegen AUB = (A\B)+ (ANB)+(B\ A)
gilt dann auch AU B € R.

Daher ist R ein Ring. O
Aufgaben
1.5.A  Sei H C 29 ein Halbring und sei {A;}icr € 'H eine endliche Familie. Dann

1.5.B

1.5.C

1.5.D

1.5.E

1.5.F
1.5.G

gibt es eine endliche disjunkte Familie {C;}je; € H und eine Familie
{Jitier C 27 mit Uies Ji = J derart, dass

Ua=> ¢
icl jed
und fiir alle ¢ € T
A=) Gy
JjeJ;
gilt.

Ist der Durchschnitt einer nichtleeren Familie von Halbringen auf Q ein
Halbring?

Jedes offene Intervall des R" ist eine offene Menge beziiglich der natiirlichen
Topologie, und jedes abgeschlossene Intervall des R™ ist eine abgeschlossene
Menge beziiglich der natiirlichen Topologie.

Borelsche o—Algebra auf R": Sei
7@ = {@pl|apen"]

Dann gilt B(R"™) = o(J(Q")).
Jeder Ring ist ein Verband.
Der Durchschnitt einer nichtleeren Familie von Ringen auf €2 ist ein Ring.

Fiir ein Mengensystem R C 2 sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) R ist ein Ring.
(b) R ist ein U-stabiler Halbring.
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1.5.H

1.5.1

1.5.J

1.5.K

1.5.L

1.5.M

1.5.N

Ideale: Sei R C 2% ein Ring. Ein Mengensystem Z C R heifit Ideal in R,
wenn es die folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) Esgilt 0 €Z.

(ii) Fiir alle A € 7 und alle B € R mit B C A gilt B € 7.

(iii) Fiir alle A, B € Z gilt AUB € T.

Jedes Ideal in einem Ring ist ein Ring.

Algebren: Ein Mengensystem R C 2% heiBt Algebra auf Q, wenn es die
folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) Esgilt Q € R.

(ii) Fiir alle A € R gilt A € R.

(iii) Fiir alle A, B € R gilt AUB € R.

Jede o0—Algebra ist eine Algebra, und jede Algebra ist ein Ring.
o—Ringe: Ein Mengensystem R C 2% heiit o Ring auf Q, wenn es die
folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) Esgilt 0 € R.

(ii) Fir alle A,B e R gilt A\ B€R.

(iii) Fiir jede Folge {An}nen C R gilt UneN A, €R.

Jede o—Algebra ist ein o-Ring, und jeder c—Ring ist ein Ring.

o—Ideale: Sei R C 2% ein o-Ring. Ein Mengensystem Z C R heifit o—Ideal
in R, wenn es die folgenden Eigenschaften besitzt:

(i) Esgilt 0 € 7.

(ii) Fiir alle A € 7 und fiir alle B € R mit B C A gilt B € 7.

(iii) Fiir jede Folge {An}nen C 7 gilt UneN A, €T.

Jedes o-Ideal in einem o-Ring ist ein o—Ring.

Stellen Sie die Inklusionen zwischen den in diesem Kapitel betrachteten
Klassen von Mengensystemen in einem Diagramm dar.

Borelsche o—Algebra auf R: Sei
&= {(foo,c] ‘ ce R}

Dann gilt B(R) = o(€).
Borelsche o—Algebra auf R: Sei

&= {[—oo,c] ’ CGR}

Dann gilt B(R) = o(&).
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