
Sie nimmt f�r die folgenden 3-Tupel ð0;0;LÞ, ðL;0;0Þ, ðL;L;0Þ den
Wert L an. Die entsprechenden konjunktiven Elementarglieder lauten
�E1 ^ �E2 ^E3, E1 ^ �E2 ^ �E3, E1 ^E2 ^ �E3. Die disjunktive Verkn�p-
fung dieser Elementarglieder liefert die disjunktive Normalform der
Funktion f.

f ðE1 ;E2;E3Þ ¼ ð�E1 ^ �E2 ^E3Þ _ ðE1 ^ �E2 ^ �E3Þ _ ðE1 ^E2 ^ �E3Þ:
F�r die konjunktive Normalform werden alle 3-Tupel mit dem Funk-
tionswert 0 betrachtet. Diese sind

ð0;0;0Þ; ð0;L;0Þ; ð0;L;LÞ; ðL;0;LÞ; ðL; L; LÞ:
Die entsprechenden disjunktiven Elementarglieder sind

E1 _E2 _E3 ; E1 _ �E2 _E3; E1 _ �E2 _ �E3 ;

�E1 _E2 _ �E3 ; �E1 _ �E2 _ �E3:

Ihre konjunktive Verkn�pfung liefert die konjunktive Normalform

f ðE1 ;E2;E3Þ ¼ ðE1 _E2 _E3Þ ^ ðE1 ^ �E2 ^E3Þ ^ ðE1 ^ �E2 ^ �E3Þ
^ð�E1 ^E2 ^ �E3Þ ^ ð�E1 _ �E2 _ �E3Þ:

Die Funktion f in der disjunktiven Normalform wird wie folgt
vereinfacht:

f ðE1;E2;E3Þ ¼ ð�E1 ^ �E2 ^E3Þ _ ðE1 ^ �E2 ^ �E3Þ
_ ðE1 ^E2 ^ �E3Þ

¼ ð�E1 ^ �E2 ^E3Þ _ ½ðE1 ^ �E3Þ^ ðE2 _ �E2Þ�
s:Distributivit�t aðbþ cÞ ¼ abþ ac

mit a¼ E1 ^ �E3;b¼ E2 und c¼ �E2;

¼ ð�E1 ^ �E2 ^E3Þ _ ½ðE1 ^ �E3Þ^L�
s:Komplementarit�t aþ �a¼ 1;

¼ ð�E1 ^ �E^E3Þ _ ðE1 ^ �E3Þ
aus a � 1¼ 1 mit a¼ E1 ^ �E3:

2 Zahlen

U. Jarecki, Berlin

2.1 Reelle Zahlen

2.1.1 Einf�hrung

Die reellen Zahlen zeichnen sich durch Grundeigenschaften
aus, n�mlich eine algebraische, eine Ordnungs- und eine topo-
logische Eigenschaft, die auf der Zahlengeraden (Bild 1)

Bild 1. Zahlengerade

deutbar sind. Jeder reellen Zahl a kann genau ein Punkt P(a)
oder kurz a auf der Zahlengeraden zugeordnet werden, wobei
insbesondere der Zahl 0 der Ursprung O und der Zahl 1 der
Einheitspunkt E entspricht. Umgekehrt entspricht jedem
Punkt P auf der Geraden genau eine reelle Zahl, die die Koor-
dinate des Punkts P heißt.
Die Menge der reellen Zahlen wird mit R bezeichnet. Beson-
dere Teilmengen von R sind

N¼ f1;2;3; . . .g nat�rliche Zahlen;

Z¼ f0;�1;�2; . . .g ganze Zahlen;

Q¼ fp=qjp2Z und q 2N;

p und q teilerfremdg rationale Zahlen:

2.1.2 Grundgesetze der reellen Zahlen

Algebraische Eigenschaft. Auf der Menge R der reellen
Zahlen sind die folgenden Verkn�pfungen zweier Zahlen a
und b definiert:
Addition (+) mit der Summe a+b2R, wobei die Eigen-
schaften gelten:
f�r beliebige Zahlen a, b, c

aþ b¼ bþ a; ðaþ bÞþ c¼ aþðbþ cÞ;
zu zwei beliebigen Zahlen a und b gibt es genau eine Zahl x,
so daß gilt:

aþ x¼ b; x¼ b� a heit die Differenz von b und a:

Multiplikation ( � ) mit dem Produkt a � b=ab2R, wobei die
Eigenschaften gelten:
f�r beliebige Zahlen a, b, c

ab¼ ba; ðabÞc¼ aðbcÞ; aðbþ cÞ ¼ abþ ac;

zu jeder Zahl a 6¼0 und zu jeder Zeit b gibt es genau eine Zahl
x, so daß gilt:

ax¼ b; x¼ b=a heit der Quotient von b und a:

Hieraus ergeben sich alle elementaren Rechenregeln wie

bþð�aÞ ¼ b� a; �ða� bþ cÞ ¼�aþ b� c; aþð�aÞ ¼ 0;

a � 0¼ 0; a � 1¼ a; aðb� cÞ ¼ ab� ac;

ab=0 genau dann, wenn a=0 oder b=0;

a

b
: c¼ a

bc
;

a

b
� c
d
¼ ac

bd
;

a

b
:
c

d
¼ a

b
� d
c
¼ ad

bc
;

a

b
� c

b
¼ a� c

b
;

a

b
� c

d
¼ ad� bc

bd
:

Ordnungseigenschaft. In der Menge R ist eine Ordnungsre-
lation % (kleiner oder gleich) definiert mit den Eigenschaf-
ten

a% a Reflexivit�t;
Wenn a% b und b% a; so a¼ b
Wenn a% b und b% c; so a% c

F�r beliebige a, b2R gilt a% b oder b%a.
a<b (a kleiner b) ist erkl�rt durch a%b und a 6¼b.

Ist a^ 0 bzw: a> 0;
dann heißt a nichtnegativ bzw. positiv.

Ist a% 0 bzw. a< 0;
dann hei a nichtpositiv bzw. negativ.

In Verbindung mit den algebraischen Verkn�pfungen gilt:

Wenn a% b; so aþ c% bþ c f�r beliebiges c:

Wenn 0% a und 0% b; so 0% a � b:
Hieraus folgt z.B.

a2 ^ 0 f�r beliebige a2R:

Wenn a< b und c> 0; so ac< bc:

Wenn a< b und c< 0; so ac> bc:

Topologische Eigenschaft. Jede Intervallschachtelung be-
stimmt genau eine reelle Zahl.
Sind a%b zwei reelle Zahlen, dann heißen die Zahlenmengen

fx j a% x% bg ¼ ½a;b� abgeschlossene;

fx j a< x< bg ¼ ða;bÞ offene;

fx j a% x< bg ¼ ½a;bÞ und

fx j a< x% bg ¼ ða;b� halboffene Intervalle:

a und b sind ihre Randpunkte, und b– a ist ihre L�nge.
F�r eine beliebige reelle Zahl a heißen die Zahlenmengen

fx j a% xg ¼ ½a;1Þ und fx j x% ag ¼ ð�1;a�
unbeschr�nkte halboffene; sowie

fx j a< xg ¼ ða;1Þ und fx j x< ag ¼ ð�1;aÞ
unbeschr�nkte offene Intervalle:
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Eine Intervallschachtelung ist eine Folge von abgeschlosse-
nen Intervallen In ¼ ½an;bn� mit an % anþ1 % bnþ1 % bn f�r je-
des n2N, wobei die Intervall�ngen bn� an eine Nullfolge bil-
den. Auf der Zahlengeraden schrumpfen die Intervalle auf ei-
nen Punkt zusammen (Bild 2), dem eine reelle Zahl c zuge-
ordnet ist.

Beispiel: Die Folge mit den Intervallen In ¼ ½ð1þ 1=nÞn; ð1þ
1=nÞnþ1 � n¼ 1;2;3; . . . ist eine Intervallschachtelung, welche die Zahl
e=2,7182818 . . . bestimmt, so daß f�r alle n2N ð1þ 1=nÞn % e%

ð1þ 1=nÞnþ1 gilt. Die Randpunkte der Intervalle sind rationale Zah-
len; sie sind approximative Werte f�r die irrationale Zahl e.

2.1.3 Der absolute Betrag

Der absolute Betrag (Modul) einer reellen Zahl a ist definiert
durch

jaj ¼ a f�r a^ 0
�a f�r a% 0

�
oder jaj ¼maxð�a;aÞ;

wobei maxða;b) die gr�ßte der beiden Zahlen a und b bedeu-
tet. Geometrisch kennzeichnet |a| den Abstand des Punkts a
vom Ursprung und |b-a| den Abstand der beiden Punkte a
und b. Es gelten |a|^0 f�r alle a2R und | a|=0 genau dann,
wenn a=0.
j � aj ¼ jaj; jabj ¼ jajjbj; ja : bj ¼ jaj : jbj;
� jaj% a% jaj; jjaj� jbjj% jaþ bj% jajþ jbj;

|a|<c genau dann, wenn -c<a< c (c>0).

2.1.4 Mittelwerte und Ungleichungen

Sind ai f�r i¼ 1;2;3; . . . ;n mit n^2 positive Zahlen, so sind
f�r sie die Mittelwerte erkl�rt:

arithmetisch AðaiÞ ¼ ða1 þ a2 þ . . .þ anÞ=n;
geometrisch GðaiÞ ¼ ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi

a1a2a3 . . .ann
p

;

harmonisch HðaiÞ ¼ 1
n

1
a1
þ 1
a2
þ . . .þ 1

an

� �� ��1
;

quadratisch QðaiÞ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a21þ a22þ . . .þ a2nÞ=n:

q
F�r sie gelten die Ungleichungen

HðaiÞ%GðaiÞ%AðaiÞ%QðaiÞ:
Ist min ai die kleinste und max ai die gr�ßte der Zahlen ai, so
gilt min ai %HðaiÞ und QðaiÞ% max ai:
Bernoullische und Cauchy-Schwarzsche Ungleichungen:

ð1þ xÞn ^ 1þ nx f�r 1þ x^ 0 und n¼ 1;2;3; . . . ;
ð1þ xÞn > 1þ nx f�r 1þ x> 0 und n¼ 2;3;4; . . . ; und

ða1b1þ a2b2þ . . .þ anbnÞ2
% ða21þ a22þ . . .þ a2nÞðb21 þ b22 þ . . .þ b2nÞ:

2.1.5 Potenzen, Wurzeln und Logarithmen

Potenzen. F�r die Potenzsymbole ab ist vorauszusetzen, daß
a>0 und b2R oder a 6¼0 und b2Z oder a2R und b2N. Es
gilt

a1 ¼ a; a0 ¼ 1; 1b ¼ 1; a�b ¼ 1=ab;

ab � ac ¼ abþc; ða � bÞc ¼ acbc; ðabÞc ¼ abc;

ab : ac ¼ ab�c; ða : bÞc ¼ ac : bc:

Wurzeln. Ist b 6¼0, so gibt es zu jeder positiven Zahl c genau
eine positive Zahl a, so daß ab ¼ c. Diese Zahl a¼ ffiffiffi

cb
p

heißt

b-te Wurzel aus a, wobei b der Wurzelexponent und c der Ra-
dikand bedeuten. Also ist

ab ¼ c �quivalent a¼ ffiffiffi
cb
p

f�r b 6¼ 0 und c> 0:

Es giltffiffiffi
1a
p
¼ 1;

ffiffiffiffiffi
cb

b
p
¼ c;

ffiffiffi
ab
p c ¼ ffiffiffiffiffi

acb
p ¼ ac=b;ffiffiffiffiffiffi

acpbp
p ¼ ffiffiffiffiffi

acb
p

;
ffiffiffi
abc
p ¼

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ac
pb

q
;

ffiffiffiffiffi
abc
p

¼ ffiffiffi
ac
p ffiffiffi

bc
p

;ffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a : bc
p

¼ ffiffiffi
ac
p

:
ffiffiffi
bc
p

:

Logarithmen. Ist a>1, so gibt es zu jeder positiven Zahl c
genau eine Zahl b, so daß ab ¼ c: Diese Zahl b¼ loga c heißt
der Logarithmus von c zur Basis a, wobei a die Basis und c
der Logarithmand oder Numerus bedeuten. Also ist

ab ¼ c �quivalent b¼ loga c f�r a> 1 und c> 0:

Bevorzugte Logarithmen sind der dekadische mit der Basis
10, der nat�rliche mit der Basis e und der bin�re mit der Basis
2. Es gilt

aloga c ¼ c; b¼ loga a
b; loga 1¼ 0;

elnc ¼ c; b¼ lneb; ln1¼ 0:

logaðbcÞ ¼ loga bþ loga c; logaðb : cÞ ¼ loga b� loga c;

logað1=bÞ ¼ � loga b; loga b
c ¼ c loga b;

loga
ffiffiffi
bc
p
¼ ð1=cÞ loga b:

loga c¼ loga b � logb c; lga¼ lge � lna mit lge¼ 0;43429

2.1.6 Zahlendarstellung in Stellenwertsystemen

Hierzu dient meist das Dezimalsystem mit der Basis (Grund-
zahl) 10 und den zehn Ziffern 0;1;2; . . . ; 9. Jeder nat�rlichen
Zahl n wird dann eine endliche Folge von Ziffern zugeordnet,
wobei jedes Glied der Folge neben seinem Ziffern- noch
einen Stellenwert hat (z.B. 9021=9�103þ 0 � 102þ
2 � 101þ 1 � 100). Ist g>1 eine nat�rliche Zahl und
f0;1;2; . . . ; g� 1 } eine Ziffernmenge, so l�ßt sich jede na-
t�rliche Zahl n als Ziffernfolge im Stellenwertsystem mit der
Basis g eindeutig darstellen.

n¼ ðamam�1am�2 . . .a1a0Þg ¼
Xm
i¼0

aig
i

f�r ai 2 f0;1;2; . . . ; g� 1g:
Das Bin�r- oder Dualsystem hat die Basis 2 und die Ziffern-
menge {0, 1}. Die Darstellung der nat�rlichen Zahl 18 ist
z.B. ð10010Þ2 ¼ 1 � 24þ 0 � 23 þ 0 � 22þ 1 � 21þ 0 � 20 ¼ ð18Þ10
¼ 18: Da das Bin�rsystem ebenso wie das Dezimalsystem ein
Stellenwertsystem ist, sind die f�r das Rechnen mit Stellen-
werten g�ltigen Regeln �bertragbar. Lediglich das kleine
Einspluseins und Einmaleins sind verschieden. Im Bin�r-
system gilt:
Addition 0þ 0¼ 0;0þ 1¼ 1;1þ 0¼ 1;1þ 1¼ 10:
Multiplikation 0 � 0¼ 0;0 � 1¼ 0;1 � 0¼ 0;1 � 1¼ 1:

Beispiel: Addition bzw. Multiplikation von Dezimalzahlen im Bin�r-
system.

Das Hexadezimalsystem hat die Basis 16 und die Ziffernmen-
ge {0, 1, 2, . . . ; 9, A, B, C, D, F}. Dabei entsprechen die he-
xadezimalen Ziffern A, B, . . . ; F den Dezimalzahlen 10, 11,
. . . ; 15. So ist

ð940Þ10 ¼ 3 � 162þ 10 � 161þ 12 � 160 ¼ ð3ACÞ16:
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2.1.7 Endliche Folgen und Reihen. Binomischer Lehrsatz

Eine endliche reelle Zahlenfolge ist durch eine reellwertige
Funktion auf einer endlichen Menge I ¼ f1;2;3; . . . ; ng; der
Indexmenge, erkl�rt, die jedem k2 I genau eine reelle Zahl ak
zuordnet. Sie wird dargestellt durch ðakÞk2I oder
ða1;a2; . . . ; anÞ oder ðakÞ f�r k2 I. Die Zahlen ak heißen Glie-
der der Folge. Folgen k�nnen durch verschiedenartige Zuord-
nungsvorschriften erkl�rt sein. Oft lassen sie sich als Funk-
tionsgleichungen ak ¼ f ðkÞ darstellen.
Arithmetische Folgen

Bei einer Folge ðakÞ f�r k 2 I ¼ f1;2; . . . ; ng heißt die Diffe-
renz (s. A10.6.3).

D 1ak ¼ akþ1 � ak
f�r k 2 f1;2;&.. . ; n� 1g von 1: Ordnung;
D 2ak ¼ D 1akþ1 �D 1ak
f�r k 2 f1;2;> . . . ; n� 2g von 2: Ordnung;
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

D jak ¼ D j�1akþ1 �D j�1ak
f�r k 2 f1;2;> . . . ; n� jg von j�ter Ordnung:
::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

Haben f�r jedes k 2 f1;2; . . . ; n� jg die Differenzen j-ter
Ordnung den gleichen Wert, dann heißt die Folge ðakÞ arith-
metische Folge j-ter Ordnung. Einfache Beispiele f�r arithme-
tische Folgen 1., 2. und 3. Ordnung sind ð1;2;3;4; . . . ; nÞ mit
D 1ak ¼ 1; ð1;4;9;16; . . . ; n2Þ mit D 2ak ¼ 2; ð1;8;27;64;
. . . ; n3Þ mit D 3ak ¼ 6: Insbesondere ist jede arithmetische
Folge 1. Ordnung darstellbar durch die Gleichung

ak ¼ aþðk� 1Þd f�r k 2 I ¼ f1;2;3; . . . ; ng
(a Anfangsglied und d Differenz der Folge).

Geometrische Folge. Bei ihr hat der Quotient akþ1=ak von
zwei aufeinanderfolgenden Gliedern stets den gleichen Wert
q. Mit dem Anfangsglied a wird

ak ¼ aqk�1 f�r k 2 I ¼ f1;2; . . . ; ng:
Reihen. Ist ðakÞ f�r k 2 f1;2;3; . . . ; ng eine reelle Zahlenfol-
ge, dann heißt der Ausdruck

a1þ a2þ a3þ . . .þ an ¼
Xn
k¼1

ak:

endliche reelle Reihe mit den Gliedern a1;a2; . . . ; an: a1 bzw.
an sind das Anfangs- bzw. Endglied.
F�r das Rechnen mit dem Summenzeichen gelten die Regeln

Xn
k¼1

c � ak ¼ c
Xn
k¼1

ak;
Xn
k¼1
ðakþ bkÞ ¼

Xn
k¼1

akþ
Xn
k¼1

bk;

Xn
k¼1

ak ¼
Xm
k¼1

akþ
Xn

k¼mþ1
ak ðZerlegungÞ;

Xn
k¼1

ak ¼
Xnþj
k¼1þj

ak�j ðIndexverschiebungÞ; j2Z

Xn
k¼1

1¼ n;
Xm
k¼m

ak ¼ am:

m und n sind nat�rliche Zahlen, wobei 1% m<n.

Arithmetische Reihen. Sie sind aus den Gliedern einer arith-
metischen Folge aufgebaut. Die Summenformel f�r die arith-
metische Reihe 1. Ordnung lautet

aþðaþ dÞþ ðaþ 2dÞþ . . .þ½aþðn� 1Þd�

¼
Xn
k¼1
½aþðk� 1Þd� ¼ ðn=2Þ½2aþðn� 1Þd�:

Sonderf�lle von arithmetischen Reihen 1., 2. und 3. Ordnung
sindXn

k¼1
k¼ nðnþ 1Þ=2;

Xn
k¼1

k2 ¼ nðnþ 1Þð2nþ 1Þ=6;

Xn
k¼1

k3 ¼ ½nðnþ 1Þ=2�2:

Geometrische Reihe. Sie besteht aus den Gliedern einer geo-
metrischen Folge und hat die Summenformel

aþ aqþ aq2þ . . .þ aqn�1

¼
Xn
k¼1

aqk�1 ¼ na f�r q¼ 1;
a 1�qn

1�q f�r q 6¼ 1

�

(a Anfangsglied und q Quotient der Reihe). Wird a durch
bn�1 und q durch a/b ersetzt, so ergibt sich f�r a 6¼b

bn�1 þ abn�2 þ a2bn�3 þ . . .þ an�2bþ an�1

¼
Xn
k¼1

ak�1bn�k ¼ bn� an

b� a
oder

bn � an ¼ ðb� aÞðbn�1 þ abn�2

þ a2bn�3þ . . .þ an�2bþ an�1Þ:

Binomischer Lehrsatz

Das Zeichen n! (n-Fakult�t) ist erkl�rt durch
n!¼ 1 � 2 � 3 � . . . � n f�r n 2N und 0!¼ 1:

Es hat nur f�r nichtnegative ganze Zahlen einen Sinn. So ist
4!=1 �2 �3 �4=24.

Der Binomialkoeffizient
c

k

� 	
ðc �ber k), wobei c eine beliebi-

ge reelle Zahl und k eine nichtnegative ganze Zahl ist, ist er-
kl�rt durch

c

k

� 	
¼ cðc� 1Þðc� 2Þ . . . ½c�ðk� 1Þ�

k!
f�r k 2N und

c

0

� 	
¼ 1;

z:B:
� 1

2

3

� �
¼ ð�

1
2Þð� 1

2� 1Þð� 1
2� 2Þ

3!
¼� 5

16
:

Ist insbesondere c eine positive ganze Zahl n, so ergibt sich

hieraus
n

k

� 	
¼ n!

k!ðn�kÞ! ; f�r n^k>0,
n

0

� 	
¼ 1 und

n

k

� 	
¼ 0 f�r

0<n<k.

Bild 3. Pascalsches Zahlendreieck

Diese Binomialkoeffizienten werden anschaulich durch das
Pascalsche Zahlendreieck wiedergegeben (Bild 3), aus dem
sich

n

k

� 	
¼ n

n� k

� 	
und

n

k

� 	
þ n

kþ 1

� �
¼ nþ 1

kþ 1

� �
ablesen lassen. Hiermit kann durch vollst�ndige Induktion der
binomische Lehrsatz bewiesen werden.

ðaþ bÞn ¼
Xn
k¼0

n

k

� 	
an�kbk ; n^ 0; ganz;

z.B.

ða� bÞ3 ¼ 3
0

� �
a3þ 3

1

� �
a2ð�bÞþ 3

2

� �
að�bÞ2þ 3

3

� �
ð�bÞ3

¼ a3� 3a2bþ 3ab2 � b3:
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2.1.8 Unendliche reelle Zahlenfolgen und Zahlenreihen

Eine reellwertige Funktion auf der Menge N der nat�rlichen
Zahlen, durch die jedem n2N genau eine reelle Zahl an 2R
zugeordnet wird, heißt unendliche reelle Zahlenfolge auf N
und wird dargestellt durch

ðanÞn 2N oder ða1;a2;a3; . . .Þ oder ðanÞ f�r n2N:

Es heißen N die Indexmenge und an das allgemeine Glied der
Folge.

Grenzwerte. Eine Zahl a heißt Grenzwert der Folge ðanÞ auf
N oder ðanÞ konvergiert gegen a oder ist eine a-Folge; in Zei-
chen lim

n!1an ¼ a oder an! a f�r n!1 , wenn es zu jeder

Zahl e>0 ein N2N gibt, so daß jan� aj< e f�r alle n>N.
Konvergente Folgen mit dem Grenzwert 0 heißen Null-Fol-
gen.

Beispiele: Die harmonische Folge (1/n) f�r n2N ist Nullfolge, d.h.
lim
n!1ð1=nÞ ¼ 0; da |1/n|=1/n<e f�r alle n>1/e= N.

Die geometrische Folge ðqn�1Þ f�r n2N und |q|<1, q 6¼0 ist
Nullfolge, d.h. lim

n!1qn�1 ¼ 0; da jqn�1 j ¼ jqjn�1 < e f�r alle n>

1þðlge= lg jqjÞ ¼ N ðlg jqj< 0!Þ:
Folgen, die keinen Grenzwert haben, heißen divergent. Eine
Folge ðanÞ auf N heißt divergent gegen plus bzw. minus
unendlich, in Zeichen lim

n!1an ¼�1, wenn es zu jeder Zahl

M ein N2N gibt, so daßM < an bzw. an <M f�r alle n>N.
Jede monotone und beschr�nkte Folge hat einen Grenzwert.
Sind die Folgen ðanÞ und ðbnÞ konvergent, und gibt es ein
N2N, so daß an % bn f�r alle n>N, dann ist
lim
n!1an % lim

n!1bn.

Aus lim
n!1

an ¼ a und lim
n!1

bn ¼ b folgen lim janj ¼ jaj;
limðcanÞ ¼ ca f�r jedes c2R,

limðan� bnÞ ¼ a� b; limðanbnÞ ¼ ab;

liman=bn ¼ a=b; bn;b 6¼ 0:

Reihen

Ist ðanÞ eine unendliche reelle Zahlenfolge auf N, dann ist
mit der Folge der Partialsummen

sn ¼ a1þ a2þ . . .þ an ¼
Xn
k¼1

ak ðn 2NÞ

eine unendliche reelle Zahlenfolge ðsnÞ auf N erkl�rt, die un-
endliche reelle Zahlenreihe heißt

X1
k¼1

ak ¼ a1þ a2þ . . .þ anþ . . .

Konvergiert die Folge ðsnÞ gegen den Grenzwert s, so heißt
die Reihe konvergent und s ist ihre Summe

s¼
X1
k¼1

ak ¼ lim
n!1

Xn
k¼1

ak ¼ lim
n!1 sn:

Eine Reihe, die nicht konvergiert, heißt divergent.

Beispiel: Die unendliche geometrische Reihe. Ihre n-te Partialsumme

lautet sn ¼
Xn
k¼1

aqk�1 ¼ a
1� qn

1� q
; q 6¼1. Wegen lim

n!1qn ¼ 0 f�r |q|<1,

ist lim sn ¼ a=ð1� qÞ; und damit ergibt sich

s¼
X1
n¼1

aqn�1 ¼ a=ð1� qÞ f�r jqj< 1:

F�r |q |^1 ist die geometrische Reihe divergent.

Die Reihe
X1
n¼1

1
nðnþ 1Þ : Wegen 1

kðkþ1Þ ¼ 1
k� 1

kþ1 lautet die

n-te Partialsumme sn ¼
Xn
k¼1

1
kðkþ 1Þ ¼ 1� 1

2

� �
þ 1

2
� 1
3

� �
þ . . .þ

1
n� 1

nþ1
� 	

¼ 1� 1
nþ1 und damit

s¼
X1
k¼1

1
kðkþ 1Þ ¼ lim

n!1 1� 1
nþ 1

� �
¼ 1:

Eine notwendige Bedingung f�r die Konvergenz einer Reihe

ist lim
n!1an ¼ 0: F�r konvergente Reihen mit

X1
1

an ¼ A und

X1
1

bn ¼ B gilt:
X1
1

can ¼ c
X1
1

an ¼ cA;

X1
1

ðan � bnÞ ¼
X1
1

an�
X1
1

bn ¼ A�B:

Konvergenzkriterium von Leibniz. Ist die Folge ðanÞ auf N
mit an > 0 eine monotone Nullfolge, dann ist die alternieren-

de Reihe
X1
1

ð�1Þnan konvergent.

Beispiel: Die Reihe
X1
1

ð�1Þnþ1ð1=nÞ ist konvergent, weil die Folge

(1/n) auf N eine monotone Nullfolge ist. Es giltX1
1

ð�1Þnþ1ð1=nÞ ¼ ln2:

Eine Reihe
X1
1

an heißt absolut konvergent, wenn die Reihe

X1
1

janj konvergent ist. Jede absolut konvergente Reihe
X1
1

an

ist konvergent, und es gilt

X1
1

an












%X

1

1

janj:

Eine Reihe
X1
1

cn mit cn ^ 0 f�r alle n2N heißt bez�glichX1
1

an

– (konvergente) Majorante, wenn es einen Index N2N gibt,
so daß janj% cn f�r alle n^N, und wenn sie konvergiert;

– (divergente) Minorante, wenn es einen Index N2N gibt,
so daß janj^ cn f�r alle n^N, und wenn sie divergiert.

Majoranten- und Minorantenkriterium. Besitzt eine Reihe
eine (konvergente) Majorante, dann ist sie absolut konver-
gent. Besitzt sie eine (divergente) Minorante, dann ist sie
nicht absolut konvergent. Demnach sind Reihen mit nichtne-
gativen Gliedern, die eine (divergente) Minorante besitzen,
divergent.

Die verallgemeinerte harmonische Reihe
X1
1

1=na ist f�r

a>1 konvergent und f�r a%1 divergent.

Beispiel: Die Reihe
X1
1

1=
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
nðnþ 1Þ

p
ist divergent, da wegen

1=
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
nðnþ 1Þp

> 1=ðnþ 1Þ die Reihe
X1
1

1=ðnþ 1Þ eine (divergente)

Minorante ist.

Wurzel- und Quotientenkriterium. Existieren die Grenz-

werte lim
n!1

ffiffiffiffiffiffiffiffi
janjn

p
bzw. lim

n!1
anþ1
an










, dann ist die Reihe

X1
1

an

f�r lim
n!1

ffiffiffiffiffiffiffiffi
janjn

p
< 1 bzw: lim

n!1
anþ1
an










< 1 konvergent und

f�r lim
n!1

ffiffiffiffiffiffiffiffi
janjn

p
> 1 bzw: lim

n!1
anþ1
an










> 1 divergent:
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Existieren die Grenzwerte nicht oder sind sie gleich 1, dann
sind die Kriterien auf die Reihe nicht anwendbar.

2.2 Komplexe Zahlen

2.2.1 Komplexe Zahlen und ihre geometrische
Darstellung

Die Menge C der komplexen Zahlen ist eine Erweiterung der
Menge R der reellen Zahlen. Die komplexen Zahlen sind als
geordnete Paare von reellen Zahlen definiert:
z=(a, b), wobei a¼ ReðzÞ 2R der Realteil von z und
b¼ ImðzÞ 2R der Imagin�rteil von z heißt. Sie k�nnen daher
in einem ebenen Koordinatensystem (Bild 4) als Punkte der
Gaußschen oder komplexen Zahlenebene oder als Zeiger dar-
gestellt werden.
Die Gleichheit zweiter komplexer Zahlen ist erkl�rt durch:
ða1;b1Þ ¼ ða2;b2Þ genau dann, wenn a1 ¼ a2 und b1 ¼ b2: Ist
z=(a, b), dann heißt �z¼ ða;�bÞ konjugiert zu z.

2.2.2 Addition und Multiplikation

Addition : z1 þ z2 ¼ ða1;b1Þþ ða2;b2Þ
¼ ða1þ a2;b1þ b2Þ;

Multiplikation : z1 � z2 ¼ ða1;b1Þða2;b2Þ
¼ ða1a2� b1b2;a1b2þ b1a2Þ:

Wegen ða;bÞ ¼ ða;0Þþ ð0;bÞ ¼ ða;0Þþ ðb;0Þð0;1Þ gilt mit
(a, 0)=a und ð0;1Þ ¼ i

z¼ ða;bÞ ¼ aþ b i; wobei i2 ¼ i � i¼�1:

Rechenregeln

Addition : ða1þ b1iÞþ ða2þ b2iÞ
¼ ða1þ a2Þþ ðb1þ b2Þ> i;

Subtraktion : ða1þ b1iÞ� ða2þ b2iÞ
¼ ða1� a2Þþ ðb1� b2Þ> i;

Multiplikation : ða1þ b1iÞða2þ b2iÞ
¼ ða1a2 � b1b2Þþ ða1b2þ b1a2Þ> i;

Division :
a1þ b1i
a2þ b2i

¼ ða1þ b1iÞða2� b2iÞ
ða2þ b2 > iÞða2� b2iÞ

¼ ða1a2þ b1b2Þþ ðb1a2 � a1b2Þ> i
a22 þ b22

¼ a1a2þ b1b2
a22þ b22

þ b1a2� a1b2
a22þ b22

i

a22 þ b22 > 0

Konjugiert komplexe Zahl zu z¼ aþ b i ist �z¼ a� b i. Es
gilt

ð�zÞ ¼ z; z1� z2 ¼ z1� z2; z1z2 ¼ z1 z2; z1=z2 ¼ z1=z2:

2.2.3 Darstellung in Polarkoordinaten.
Absoluter Betrag

Mit a¼ r cosj und b¼ r sinj ist z¼ aþ b i¼ rðcosj
þi sinjÞ: Geometrisch (Bild 5) bedeutet r die L�nge des Zei-
gers z und j den Winkel zwischen dem Zeiger z und dem po-
sitiven Teil der reellen Achse. r=|z| heißt absoluter Betrag
oder Modul von z, j¼ArgðzÞ das Argument von z. Es gilt

r¼ jzj ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a2þ b2

p
; cosj¼ a=r; sinj¼ b=r:

Der Winkel j mit �p< j%p heißt Hauptwert von ArgðzÞ.
Multiplikation und Division. Mit z1 ¼ r1ðcosj1þ i sinj1Þ
und z2 ¼ r2ðcosj2þ i sinj2Þ gilt

z1z2 ¼ r1r2½cosðj1þj2Þþ i sinðj1 þj2Þ� und

z1=z2 ¼ ðr1=r2Þ½cosðj1�j2Þþ i sinðj1�j2Þ�:
F�r z¼ rðcosjþ i sinjÞ lautet die konjugiert komplexe Zahl
�z¼ r½cosð�jÞþ i sinð�jÞ� ¼ rðcosj� i sinjÞ; und es gilt
z ��z¼ r2 oder r¼ ffiffiffiffiffiffiffi

z ��zp ¼ jzj:
Moivresche Formel. Die Multiplikationsregel liefert mit

z¼ rðcosjþ i sinjÞ
zn ¼ rn½cosðnjÞþ i sinðnjÞ�; n2N:

Absoluter Betrag. Es ist |z|^0 f�r alle z2C und | z|=0 ge-
nau dann, wenn z=0;

jz1z2j ¼ jz1jjz2j; jz1=z2j ¼ jz1j=jz2j;
jjz1j � jz2jj% jz1þ z2j% jz1j þ jz2j ðDreiecksungleichungÞ:

2.2.4 Potenzen und Wurzeln

Ist z¼ rðcosjþ i sinjÞ 6¼ 0 und a eine beliebige reelle Zahl,
dann ist

za ¼ ½rðcosjþ i sinjÞ�a
¼ rafcos½aðjþ 2kpÞ�þ i sin½aðjþ 2kpÞ�g

mit k 2Z¼ f0;�1;�2;�3; . . .g: F�r k=0 ergibt sich der
Hauptwert za ¼ ra½cosðajÞþ i sinðajÞ�:
F�r a>0 wird 0a ¼ 0 festgesetzt. Ist a=n eine ganze Zahl,
dann ist cos½nðjþ 2kpÞ� ¼ cosðnjÞ und sin½nðjþ 2kpÞ�
¼ sinðnjÞ; so daß gilt

zn ¼ rn½cosðnjÞþ i sinðnjÞ�; n 2Z:
F�r a=1/n mit n2N wird festgesetzt z1=n ¼ ffiffi

zn
p

, so daß

2
ffiffi
zn
p ¼ z1=n ¼ r1=n cos

jþ 2kp
n
þ i sin

jþ 2kp
n

� �

¼ ffiffi
rn
p

cos
jþ 2kp

n
þ i sin

jþ 2kp
n

� �
;

k 2 f0;1;2;3;> . . . ; n� 1g:
Hierbei hat

ffiffi
zn
p

f�r r>0 genau n verschiedene Werte mit dem
gleichen Betrag

ffiffi
rn
p

. Sie liegen in der Gaußschen Zahlenebene
in den Eckpunkten eines regelm�ßigen n-Ecks.
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Bild 4. Gaußsche Zahlenebene

Bild 5. Polarkoordinaten



Beispiel: Wertemenge von
ffiffiffiffiffiffiffi�13
p

. Wegen �1¼ cospþ i sinp ist

ffiffiffiffiffiffiffi
�13
p

¼ 11=3ðcospþ i sinpÞ1=3 ¼
ffiffiffi
13
p

cos
pþ 2kp

3
þ i sin

pþ 2kp
3

� �

f�r k 2 f0;1;2g:Somit gilt
ffiffiffiffiffiffiffi
�13
p

¼ 1
2
þ i

ffiffiffi
3
p

2
;�1;1

2
� i

ffiffiffi
3
p

2

� �
:

2.3 Gleichungen

2.3.1 Algebraische Gleichungen

a0znþ a1zn�1 þ a2zn�2 þ . . .þ an�1zþ an ¼ 0 mit n¼
0;1;2; . . . ; wobei a0;a1;a2; . . . ; an Konstante (Koeffizienten
der Gleichung) und z eine Variable (Unbekannte) bedeuten,
heißt f�r a0 6¼ 0 eine algebraische Gleichung n-ten Grades.

Fundamentalsatz der Algebra. Jede algebraische Gleichung
n-ten Grades (n^1) hat in der Menge der komplexen Zahlen
mindestens eine L�sung oder Wurzel. Sind die Koeffizienten
reell, dann ist die zu einer L�sung konjugiert komplexe Zahl
ebenfalls eine L�sung.

L�sungsformeln f�r algebraische Gleichungen

1. Grades (lineare Gleichung) a0zþ a1 ¼ 0 : z¼�a1=a0:
2. Grades (quadratische Gleichung) a0z2þ a1zþ a2 ¼ 0 :

z¼� a1
2a0
�

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a1
2a0

� 	2
� a2

a0

r
¼ �a1�

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a21�4a0a2
p
2a0

:

Von der komplexen Wurzel
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a21� 4a0a2

p
ist stets der Haupt-

wert zu nehmen.
F�r reelle Koeffizienten bestimmt die Diskriminante
D¼ a21� 4a0a2 der quadratischen Gleichung Anzahl und Art
der L�sungen, und zwar f�r

D> 0 zwei reelleð�a1�
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
a21� 4a0a2Þ

q
=2a0;

D¼ 0 eine reelle� a1=2a0;

D< 0 zwei konjugiert komplexe

ð�a1� i
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
4a0a2� a21Þ

q
=2a0:

Beispiel: Die Gleichung 4z2 þ 4zþ 5¼ 0 hat die Diskriminante
D¼�4; und ihre L�sungsformel lautet

z¼�ð1=2Þ� i:

3. Grades (kubische Gleichung) a0z3þ a1z2þ a2zþ a3 ¼ 0 :
Die Koeffizienten a0;a1;a2;a3 werden als reell vorausgesetzt.
Die Gleichung wird durch die Substitution z¼ y�ða1=3a0Þ
und anschließende Division durch a0 auf die reduzierte Form

y3þ pyþ q¼ 0

gebracht. Diese Gleichung 3. Grades hat die L�sungsformeln
y= u+u, y¼ euþ e2u; y¼ e2uþ eu, wobei

u¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�q=2þ

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðq=2Þ2þðp=3Þ3

q
3

r
und

u¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
�q=2�

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðq=2Þ2 þðp=3Þ3

q
3

r
;

e¼ cos120�þ i sin120�¼�1
2
þ

ffiffiffi
3
p

2
i und

e2 ¼ cosð�120�Þþ i sinð�120�Þ ¼�1
2
�

ffiffiffi
3
p

2
i:

Von den komplexen Wurzeln ist stets der Hauptwert zu neh-
men. Die Gleichung y3þ pyþ q¼ 0 hat f�r

ðq=2Þ2þðp=3Þ3 > 0 eine reelle und zwei konjugiert

komplexe L�sungen;

ðq=2Þ2þðp=3Þ3 ¼ 0 zwei verschiedene reelle L�sungen;

wobei p 6¼ 0 und q 6¼ 0;

ðq=2Þ2þðp=3Þ3 < 0 drei verschiedene reelle L�sungen:

Beispiel: Die Gleichung z3 þ 9z2 þ 18zþ 9¼ 0 geht durch die Substi-
tution z=y–3 �ber in

y3 � 9yþ 9¼ 0:

F�r die einzelnen Ausdr�cke ergeben sich die Werte

ðq=2Þ2 þðp=3Þ3 ¼�27=4;
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðq=2Þ2 þðp=3Þ3

q
¼ 3

ffiffiffi
3
p

i=2;

� q=2�
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
ðq=2Þ2 þðp=3Þ3

q
¼

ffiffiffi
3
p 3ð�

ffiffiffi
3
p

=2� 1=2iÞ
¼

ffiffiffi
3
p 3½cosð�150�Þþ i sinð�150�Þ�

und damit

u¼
ffiffiffi
3
p
ðcos50�þ i sin50�Þ; u¼

ffiffiffi
3
p
½cosð�50�Þþ i sinð�50�Þ�;

eu¼
ffiffiffi
3
p
ðcos170�þ i sin170�Þ; eu¼

ffiffiffi
3
p
ðcos70�þ i sin70�Þ;

e2u¼
ffiffiffi
3
p
½cosð�70�Þþ i sinð�70�Þ�;

e2u¼
ffiffiffi
3
p
½cosð�170�Þþ i sinð�170�Þ�:

F�r y ergeben sich dann y¼ 2
ffiffiffi
3
p

cos50�; y¼ 2
ffiffiffi
3
p

cos170�;
y¼ 2

ffiffiffi
3
p

cos70�; woraus wegen z=y–3 die Formeln f�r die Aus-
gleichsgleichung folgen.

2.3.2 Polynome

PnðzÞ ¼ a0znþ a1zn�1þ a2zn�2 þ . . .þ an�1zþ an mit a0 6¼ 0:
Pn heißt Polynom oder ganze rationale Funktion n-ten Gra-
des. Die Konstanten a0;a1;a2; . . . ; an heißen die Koeffizien-
ten und n der Grad des Polynoms, n=Grad Pn: Die Koeffizi-
enten sind hier stets reell, w�hrend f�r die Variable z auch
komplexe Zahlen zugelassen werden. Beim Null-Polynom
sind alle Koeffizienten Null. Die Werte z, die L�sungen der
algebraischen Gleichung n-ten Grades PnðzÞ ¼ 0 sind, heißen
Nullstellen des Polynoms Pn .

Zerlegung eines Polynoms in Linearfaktoren. F�r eine be-
liebige Zahl l l�ßt sich das Polynom auch darstellen durch
PnðzÞ ¼Qn�1ðzÞðz� lÞþPnðlÞ: Hierbei ist Qn�1ðzÞ ein Poly-
nom (n-1)-ten Grades.

Qn�1ðzÞ ¼ b0z
n�1 þ b1z

n�2 þ . . .þ bn�2zþ bn�1:

Seine Koeffizienten b0;b1;b2; . . . ; bn�1 lassen sich durch die
Koeffizienten von PnðzÞ und durch l gem�ß den Rekursions-
formeln ausdr�cken.

b0 ¼ a0; bk ¼ bk�1lþ ak; wobei bn ¼ PnðlÞ:
Sie k�nnen leicht mit Hilfe des Horner-Schemas berechnet
werden (s. A10.4.4).

Zerlegungssatz: Jedes Polynom n-ten Grades mit n ^1 l�ßt
sich als Produkt von n Linearfaktoren und dem Faktor a0 dar-
stellen.

PnðzÞ ¼ a0z
nþ a1z

n�1þ . . .þ an�1zþ an
¼ a0ðz� z1Þðz� z2Þðz� z3Þ . . . ðz� znÞ:

Das System der Zahlen z1; z2; z3; . . . ; zn; die nicht notwendig
voneinander verschieden sind, heißt ein vollst�ndiges System
von Nullstellen des Polynoms Pn .

Beispiel: Das Polynom P4ðzÞ ¼ ð1=2Þz4 �ð3=2Þz3 þ 2z2 � 4 hat die
vier Nullstellen z1 ¼�1; z2 ¼ 2; z3 ¼ 1þ i

ffiffiffi
3
p

; z4 ¼ 1� i
ffiffiffi
3
p

: Seine
Produktdarstellung mit Linearfaktoren lautet demnach

P4ðzÞ ¼ ð1=2Þðzþ 1Þðz� 2Þ½z�ð1þ i
ffiffiffi
3
p
Þ�½z�ð1� i

ffiffiffi
3
p
Þ�:

Aus dem Zerlegungssatz folgt: Ein Polynom n-ten Grades hat
h�chstens n Nullstellen. Hat es mehr, so ist es das Nullpoly-
nom.

Identit�tssatz: Zwei Polynome sind dann und nur dann iden-
tisch gleich, wenn ihre Koeffizienten gleich sind.
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