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Sie nimmt fiir die folgenden 3-Tupel (0,0,L), (L,0,0), (L,L,0) den
Wert L an. Die entsprechenden konjunktiven Elementarglieder lauten
Ey NEy NE3, Ey NEy AE;, Ey AE; AE5. Die disjunktive Verkniip-
fung dieser Elementarglieder liefert die disjunktive Normalform der
Funktion f.

f(E\,E2,E3) = (Ey NEy NE3)V (Ey NEy NE3) V (Ey AEy NE3).

Fiir die konjunktive Normalform werden alle 3-Tupel mit dem Funk-
tionswert 0 betrachtet. Diese sind

(0,0.0),(0,L.0),(0,L,L), (L,0,L), (L, L, L).
Die entsprechenden disjunktiven Elementarglieder sind

E\VE,VE;, E{\VE,VE;, E\VE,VE;,

E\VE,VE;, E,VE,VE;.

Thre konjunktive Verkniipfung liefert die konjunktive Normalform

f(Er,Ey. E3) = (E1 VEyV E3) A(Ey AEy NE3) A (Ey NEx NE3)
NEy NEy NE3) A (E1 VE> V Es).
Die Funktion fin der disjunktiven Normalform wird wie folgt
vereinfacht:
Sf(E1,E2,E3) = (Ey NEy NE3) V (Ey NEy NE3)
V (E; NEy NE3)
=(Et NEx NE3)V [(Ey NE3) A (E2 V Er)]
s.Distributivitit a(b+c¢) = ab+ac
mit a=FE, AE3,b=E; und c=E;;
=(E\ ANEy AE3) V[(EI AE3) AL
s.Komplementaritit a +a = 1;
= (E\ AENE3)V (E| AE3)
aus a-1=1 mit a=E; NE;.

2 Zahlen
U. Jarecki, Berlin

2.1 Reelle Zahlen
2.1.1 Einfiihrung

Die reellen Zahlen zeichnen sich durch Grundeigenschaften
aus, namlich eine algebraische, eine Ordnungs- und eine topo-
logische Eigenschaft, die auf der Zahlengeraden (Bild 1)
E Pla)
e
01 a
Bild 1. Zahlengerade

deutbar sind. Jeder reellen Zahl a kann genau ein Punkt P(a)
oder kurz a auf der Zahlengeraden zugeordnet werden, wobei
insbesondere der Zahl 0 der Ursprung O und der Zahl 1 der
Einheitspunkt E entspricht. Umgekehrt entspricht jedem
Punkt P auf der Geraden genau eine reelle Zahl, die die Koor-
dinate des Punkts P heift.

Die Menge der reellen Zahlen wird mit IR bezeichnet. Beson-
dere Teilmengen von IR sind

N={1,2,3,...}
Z={0,%+1,+2,...}
Q={p/gqlpeZundgeN,
p und g teilerfremd}

natiirliche Zahlen,
ganze Zahlen,

rationale Zahlen.

2.1.2 Grundgesetze der reellen Zahlen

Algebraische Eigenschaft. Auf der Menge R der reellen
Zahlen sind die folgenden Verkniipfungen zweier Zahlen a
und b definiert:

Addition (+) mit der Summe a+b€R, wobei die Eigen-
schaften gelten:

fiir beliebige Zahlen a, b, ¢

a+b=b+a, (a+b)+c=a+(b+c);

zu zwei beliebigen Zahlen a und b gibt es genau eine Zahl x,
so daf gilt:

a+x=b, x=b— aheitdie Differenz von b und a.

Multiplikation (-) mit dem Produkt a- b=abe R, wobei die
Eigenschaften gelten:
fiir beliebige Zahlen a, b, ¢

ab=ba, (ab)c=a(bc), a(b+c)=ab+ac;
zu jeder Zahl a #0 und zu jeder Zeit b gibt es genau eine Zahl
x, so daf gilt:

ax=>b, x=b/a heitder Quotient von b und a.

Hieraus ergeben sich alle elementaren Rechenregeln wie
b+ (—a)=b—a, —(a—b+c)=—a+b—c,a+(—a)=0,
a-0=0, a-1=a, a(b—c)=ab—ac;

ab=0 genau dann, wenn a=0 oder b=0;

a a ac a ac _ad ad
b The’ bd bd bd b be
“iC,”iC aiciadibc
b"b b b d bd

Ordnungseigenschaft. In der Menge IR ist eine Ordnungsre-
lation = (Kleiner oder gleich) definiert mit den Eigenschaf-
ten

a=a Reflexivitit,
Wenn a=b und b=a, so a=b
Wenn a=b und b=c, so a=c

Fiir beliebige a, b€R gilt a= b oder b=a.
a<b (aKleiner b) ist erklirt durch a = b und a #b.

Ista=0bzw.a >0,

dann heif3t a nichtnegativ bzw. positiv.
Ista=0bzw.a <0,

dann hei a nichtpositiv bzw. negativ.

In Verbindung mit den algebraischen Verkniipfungen gilt:
Wenn a = b, s0 a+ c = b+ c fiir beliebiges c.
Wenn 0=aund0=b,so0=a-b.

Hieraus folgt z.B.

a* z 0 fiir beliebige a € R.
Wenn a < bund ¢ >0, soac < bc.
Wenn a < bund ¢ <0, soac > bc.

Topologische Eigenschaft. Jede Intervallschachtelung be-

stimmt genau eine reelle Zahl.

Sind a = b zwei reelle Zahlen, dann heifien die Zahlenmengen
{x|a=x=b}=a,b] abgeschlossene,
{x|a<x<b}=(a,b) offene,

{x|la=x<b}=la,b) und
{x|a<x=b}=(a,b] halboffene Intervalle.

aund b sind ihre Randpunkte, und b— a ist ihre Linge.
Fiir eine beliebige reelle Zahl a heilen die Zahlenmengen
{x|la=x}=[a,00) und {x|x=a}=(—00,q]
unbeschrinkte halboffene, sowie
{x|a<x}=(a,00) und {x|x<a}=(-00,q)
unbeschrinkte offene Intervalle.
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Bild 2. Intervallschachtelung

Eine Intervallschachtelung ist eine Folge von abgeschlosse-
nen Intervallen I, = [y, by] mit ay = ani1 = bpiy = by fiir je-
des n € N, wobei die Intervallingen b, — a, eine Nullfolge bil-
den. Auf der Zahlengeraden schrumpfen die Intervalle auf ei-
nen Punkt zusammen (Bild 2), dem eine reelle Zahl ¢ zuge-
ordnet ist.

Beispiel: Die Folge mit den Intervallen I, =[(1+ 1/n)", (1+
1/n)"") n=1,2,3,... ist eine Intervallschachtelung, welche die Zahl
€=2,7182818 ... bestimmt, so daB fiir alle n€N (1+1/n)" =e=
(1+1/n)""" gilt. Die Randpunkte der Intervalle sind rationale Zah-
len; sie sind approximative Werte fiir die irrationale Zahl e.

2.1.3 Der absolute Betrag
Der absolute Betrag (Modul) einer reellen Zahl a ist definiert
durch
a fir a=0
la =

e fir a=0 oder |a| =max(—a,a),

wobei max(a,b) die groBte der beiden Zahlen a und b bedeu-
tet. Geometrisch kennzeichnet |a| den Abstand des Punkts a
vom Ursprung und |b-a| den Abstand der beiden Punkte a
und b. Es gelten |a| =0 fiir alle a € R und | a|=0 genau dann,
wenn a=0.

|—al=lal, |ab|=|a||b|, |a:b|=|a|:|b],

—lal=a=la|, ||la|—|b||=|a+b|=|a|l+]|b|;

|a] <c genau dann, wenn -c<a< ¢ (¢>0).

2.1.4 Mittelwerte und Ungleichungen
Sind g; fiir i=1,2,3, ...,n mit n =2 positive Zahlen, so sind
fiir sie die Mittelwerte erklart:
arithmetisch  A(a;) = (a1 +a2 +...+ay)/n,
geometrisch G(a;) =4/ayazas . ..ay,
. /1 1 1\
harmonisch H(a;) = |- +—4.. = )

n\a a a,

quadratisch  Q(a;) = \/m

Fiir sie gelten die Ungleichungen
H(a;) = Gla;) =A(a;) = Q(a).

Ist min ¢; die kleinste und max a; die grofte der Zahlen g;, so

gilt min ¢; = H(a;) und Q(a;)= max g;.

Bernoullische und Cauchy-Schwarzsche Ungleichungen:
(I+x)"=1+nx fir 1+x=0 und n=1,2,3
(1+x)" >14nx fir 14+x>0 und n=2,3,4, ..., und
(a1by +azxby + . .. +anbn)2
S(al+ad+...+ad)(b]+b3+. . +b2).

2.1.5 Potenzen, Wurzeln und Logarithmen

Potenzen. Fiir die Potenzsymbole a’ ist vorauszusetzen, daB}
a>0und beR oder a#0und b€Z oder ac R und b€N. Es
gilt

a'=a, =1, 1"=1, a’=1/d"

daf =a", (a-b) =abF, () =d";

a:af =ad" (a:b) =a°: D"

Waurzeln. Ist b#0, so gibt es zu jeder positiven Zahl ¢ genau
eine positive Zahl a, so da a” = c. Diese Zahl a = 4/c heiBt
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b-te Wurzel aus a, wobei b der Wurzelexponent und ¢ der Ra-
dikand bedeuten. Also ist

a’ =c¢ dquivalent a=4%/c fir b#0 und ¢>0.
Es gilt

Logarithmen. Ist a>1, so gibt es zu jeder positiven Zahl ¢
genau eine Zahl b, so daB a” = c. Diese Zahl b = log, ¢ heiBt
der Logarithmus von ¢ zur Basis a, wobei a die Basis und ¢
der Logarithmand oder Numerus bedeuten. Also ist
a’ =c iquivalent b=log,c fiir a>1 und ¢>0.

Bevorzugte Logarithmen sind der dekadische mit der Basis
10, der natiirliche mit der Basis e und der biniire mit der Basis
2. Es gilt

% =¢, b=log,a’, log,1=0,

e =¢, b=Ine’, In1=0.

log, (bc) =log,b+1log,c, log,(b:c)=log,b—log,c,
log,(1/b) = —log, b, log, b’ =clog,b,

log, Vb = (1/¢)log, b.

log,c=log,b-log,c, lga=Ige-Ina mit lge =0,43429

2.1.6 Zahlendarstellung in Stellenwertsystemen

Hierzu dient meist das Dezimalsystem mit der Basis (Grund-
zahl) 10 und den zehn Ziffern 0,1,2, ..., 9. Jeder natiirlichen
Zahl n wird dann eine endliche Folge von Ziffern zugeordnet,
wobei jedes Glied der Folge neben seinem Ziffern- noch
einen  Stellenwert hat  (z.B.  9021=9-10°+0-10*+
2-10'+1-10°). Ist g>1 eine natiirliche Zahl und
{0,1,2,...,g—1 } eine Ziffernmenge, so liBt sich jede na-
tiirliche Zahl n als Ziffernfolge im Stellenwertsystem mit der
Basis g eindeutig darstellen.

n= (amam,mmfzuﬂ]an)g = Z“iﬁ"
=
fir a; €{0,1,2,...,g—1}.

Das Binir- oder Dualsystem hat die Basis 2 und die Ziffern-
menge {0, 1}. Die Darstellung der natiirlichen Zahl 18 ist
z.B. (10010), =1-2*+0-23+0-22+1-2' +0-2° = (18)
= 18. Da das Binirsystem ebenso wie das Dezimalsystem ein
Stellenwertsystem ist, sind die fiir das Rechnen mit Stellen-
werten giiltigen Regeln iibertragbar. Lediglich das kleine
Einspluseins und Einmaleins sind verschieden. Im Binir-
system gilt:

Addition 0+0=0;0+1=1;14+0=1;1+1=10.

Multiplikation 0-0=0;0-1=0;1-0=0;1-1=1.
Beispiel: Addition bzw. Multiplikation von Dezimalzahlen im Binir-
system.

41413 13-5
1101-101
1101
101001 0000
+ 1101 1101
11 Ubertriige 111
110110 (=54) 1000001 (=65)

Das Hexadezimalsystem hat die Basis 16 und die Ziffernmen-
ge {0, 1,2,...,9, A, B, C, D, F}. Dabei entsprechen die he-
xadezimalen Ziffern A, B, ..., F den Dezimalzahlen 10, 11,
..., 15. So ist

(940),,=3 16> +10-16" +12-16° = (3AC) .



A8 Mathematik — 2 Zahlen

2.1.7 Endliche Folgen und Reihen. Binomischer Lehrsatz
Eine endliche reelle Zahlenfolge ist durch eine reellwertige
Funktion auf einer endlichen Menge 7 ={1,2,3, ..., n}, der
Indexmenge, erklirt, die jedem k €1 genau eine reelle Zahl ax
zuordnet.  Sie wird dargestellt durch (ay), oder
(ar,az, ..., ay) oder (ay) fiir k€ I. Die Zahlen ay heiBen Glie-
der der Folge. Folgen konnen durch verschiedenartige Zuord-
nungsvorschriften erklirt sein. Oft lassen sie sich als Funk-
tionsgleichungen ay = f (k) darstellen.

Arithmetische Folgen

Bei einer Folge (ay) fiir k €/ ={1,2, ..., n} heiBt die Diffe-
renz (s. A10.6.3).

Alay = ag ) —ax

fiir k€ {1,2,&...,n—1} von 1. Ordnung,
Azak:A'ak“ —Ala

fiir k€ {1,2,>...,n—2} von 2. Ordnung,
Nag=N"a, — AN

fiir k€ {1,2,>...,n—j} von j—ter Ordnung.

Haben fiir jedes k€{1,2,...,n—j} die Differenzen j-ter
Ordnung den gleichen Wert, dann heifit die Folge (ay) arith-
metische Folge j-ter Ordnung. Einfache Beispiele fiir arithme-
tische Folgen 1., 2. und 3. Ordnung sind (1,2,3,4, ..., n) mit
Alay=1,(1,4,9,16,...,n%) mit A% =2,(1,8,27,64,

.,n%) mit A’a, =6. Insbesondere ist jede arithmetische
Folge 1. Ordnung darstellbar durch die Gleichung

ag=a+ (k—1)d fir kel={1,2,3,...,n}
(a Anfangsglied und d Differenz der Folge).

Geometrische Folge. Bei ihr hat der Quotient ay./ax von
zwei aufeinanderfolgenden Gliedern stets den gleichen Wert
g. Mit dem Anfangsglied a wird

ay=aq""" fir kel={1,2,...,n}.
Reihen. Ist (ay) fiir k € {1,2,3, ..., n} eine reelle Zahlenfol-
ge, dann heifit der Ausdruck
n
ap +u2+u3+m+un:ZakA
k=1

endliche reelle Reihe mit den Gliedern ay,as, ..., a,. a; bzw.
ay sind das Anfangs- bzw. Endglied.
Fiir das Rechnen mit dem Summenzeichen gelten die Regeln

n

n n n n
Zc-ak:cZuk, Z(dk+hk)zzuk+zbk~
= = = =

k=1

Xn:uk = i“k + 2": ay  (Zerlegung),
k=1 k=1

k=mt1
n n+j
Zak = Z ax_j (Indexverschiebung), j € Z
k=1 K=1+4j
n m
Z 1=n, ay = dap,.
k=1 k=m

mund n sind natiirliche Zahlen, wobei 1 = m<n.

Arithmetische Reihen. Sie sind aus den Gliedern einer arith-
metischen Folge aufgebaut. Die Summenformel fiir die arith-
metische Reihe 1. Ordnung lautet

a+(a+d)+(a+2d)+...+[a+(n—1)d]

:ij[ﬁ(k— 1)d] = (n/2)[2a+ (n — 1)d).
k=1

Sonderfille von arithmetischen Reihen 1., 2. und 3. Ordnung
sind

ik:n(n+ 1)/2, ikz =n(n+1)(2n+1)/6,
k=1 k=1

i/é =[n(n+1)/27.
k=1

Geometrische Reihe. Sie besteht aus den Gliedern einer geo-
metrischen Folge und hat die Summenformel
at+aq+aq’+...+aq""!
n

*ZGCIFI 7{ e fir q=1,
= =4 g
& a2 fir q#1
(a Anfangsglied und ¢ Quotient der Reihe). Wird a durch
b"~! und g durch a/b ersetzt, so ergibt sich fiir a #b

" a4+ d b !

= Zak’lb”’k _rea oder

—~ b—a
W —d = (b—a)(p" +ab?
+a b 4 d b+,

Binomischer Lehrsatz

Das Zeichen n! (n-Fakultit) ist erklért durch
n!=1.2-3-...-n firn€N und 0'=1.

Es hat nur fiir nichtnegative ganze Zahlen einen Sinn. So ist

41=1-2-3-4=24.

Der Binomialkoeffizient (D (c iiber k), wobei ¢ eine beliebi-

ge reelle Zahl und k eine nichtnegative ganze Zahl ist, ist er-
kldrt durch

(c) cle=1)(c=2)...[c—(k—=1)]

e fir ke N und

pe
(o) o
b (CD_ChEi-nE-y s
.B. 3 i .

Ist insbesondere ¢ eine positive ganze Zahl n, so ergibt sich
. n ol " ny o
hieraus (k) =Tmn fir n=k>0, (O) =1und (k) =0 fiir

0<n<k.

G 6 6
L /A 1
Bild 3. Pascalsches Zahlendreieck

Diese Binomialkoeftizienten werden anschaulich durch das
Pascalsche Zahlendreieck wiedergegeben (Bild 3), aus dem
sich

(n) ( n ) d (n) n n n+1

= un =

k n—k k k+1 k+1

ablesen lassen. Hiermit kann durch vollstindige Induktion der
binomische Lehrsatz bewiesen werden.

N
+b)" = " nz0, ganz;
(a+b) ;(k)a n ganz
z.B.

(ath) — (3)& + G)az(ib) + (2>a(ib)2 + @ (4b)®

=d® +3a’b+3ab® £ .



2.1.8 Unendliche reelle Zahlenfolgen und Zahlenreihen

Eine reellwertige Funktion auf der Menge N der natiirlichen
Zahlen, durch die jedem n €N genau eine reelle Zahl a, € R
zugeordnet wird, heifit unendliche reelle Zahlenfolge auf N
und wird dargestellt durch

(ay), €N oder (aj,a,as,...) oder (a,) fiir n€N.
Es heilen N die Indexmenge und a, das allgemeine Glied der
Folge.

Grenzwerte. Eine Zahl a heiBt Grenzwert der Folge (a,) auf

N oder (a,) konvergiert gegen a oder ist eine a-Folge; in Zei-

chen lim a, =a oder a, — a fiir n— oo, wenn es zu jeder
n—oo

Zahl £>0 ein NeN gibt, so daB |a, —a| < ¢ fiir alle n>N.
Konvergente Folgen mit dem Grenzwert 0 heiflen Null-Fol-
gen.

Beispiele: Die harmonische Folge (1/n) fiir n€ N ist Nullfolge, d.h.

lim (1/n) =0, da |1/n|=1/n<e fiir alle n>1/e= N.

o0

Die geometrische Folge (¢"') fir n€N und |g|<1, g#0 ist

Nullfolge, d-h. lim¢"' =0, da |¢"'|=|g" ' <& fir alle n>
00

1+ (1ge/lglql) =N (iglg| < 0!).

Folgen, die keinen Grenzwert haben, heilen divergent. Eine

Folge (ay) auf N heiBt divergent gegen plus bzw. minus

unendlich, in Zeichen lim a, = 00, wenn es zu jeder Zahl
n—oo

M ein NeN gibt, so dal M < a, bzw. a, < M fiir alle n>N.
Jede monotone und beschrinkte Folge hat einen Grenzwert.
Sind die Folgen (a,) und (b,) konvergent, und gibt es ein
NeN, so daB a,=b, fir alle n>N, dann ist
lim a, = lim b,.
n—c0 n—o0
Aus lima,=a und limb,=5b folgen lim|a,|=al,
n—00 n—o0

lim(cay ) = ca fiir jedes c€ R,

lim(ay £by) =a=+b, lim(anby,)=ab,

limay /by =a/b, by,b#0.

Reihen

Ist (a,) eine unendliche reelle Zahlenfolge auf N, dann ist
mit der Folge der Partialsummen

n

Sp=ay +ag+...+an:2ak (neN)

=1

eine unendliche reelle Zahlenfolge (s,) auf N erklirt, die un-
endliche reelle Zahlenreihe heif3t

x

Zak:m tart. . Aan ...

=1

Konvergiert die Folge (s,) gegen den Grenzwert s, so heifit
die Reihe konvergent und s ist ihre Summe

x n
5= E ay = lim E ay = lim s,.
— =0 £~ 00

Eine Reihe, die nicht konvergiert, heifit divergent.

Beispiel: Die unendliche geumetriﬂche Reihe. Thre n-te Partialsumme
lautet s, = Zuq = a

ist lims, = a/(l —q), und ddml( ergibt sich

q#1. Wegen llmc/ =0 fiir [¢|<1,

K Zaq"":a/(l—q) fiir |g| < 1.

n=1

Fiir |¢| = 1 ist die geometrische Reihe divergent.

S
Die Reihe Zm Wegen jpbyy=i—p lautet die
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. - 1 ( l) (1 1)
n-te  Part Sp = =[1- +{=== L+
! ;kml) 2)"\273

Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe
oc
ist lim a, = 0. Fiir konvergente Reihen mit E a, =A und
n—o0 :
x

an =Bgilt: ican :cia“ =CA;
1 [

1

i ay +by) Za“iZb —A+B.

Konvergenzkriterium von Leibniz. Ist die Folge (a,) auf N

mit a, > 0 eine monotone Nullfolge, dann ist die alternieren-
x

de Reihe Z(— 1)"a, konvergent.
T

o
Beispiel: Die Reihe > (—1)""'(1/n) ist konvergent, weil die Folge

T
(1/n) auf N eine monotone Nullfolge ist. Es gilt

i(—l)””(l/n):lnl

[

o0
Eine Reihe Zan heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
1

% %
Z |an| konvergent ist. Jede absolut konvergente Reihe Zan
1 T

ist konvergent, und es gilt

Sa|= Sl
1 1

Eine Reihe Zrn mit ¢, =0 fiir alle n€N heifit beziiglich
o 1
>_an
1
- (konvergente) Majorante, wenn es einen Index N€ N gibt,
so daB |ay| = ¢, fiir alle n = N, und wenn sie konvergiert;

- (divergeme) Minorante, wenn es einen Index NeN gibt,
so daB |ay| = ¢, fiir alle n = N, und wenn sie divergiert.

Majoranten- und Minorantenkriterium. Besitzt eine Reihe
eine (konvergente) Majorante, dann ist sie absolut konver-
gent. Besitzt sie eine (divergente) Minorante, dann ist sie
nicht absolut konvergent. Demnach sind Reihen mit nichtne-
gativen Gliedern, die eine (divergente) Minorante besitzen,
divergent.

0
Die verallgemeinerte harmonische Reihe Zl/n” ist fiir
1

a>1 konvergent und fiir a = 1 divergent.
%

Beispiel: Die Reihe Zl/\/n(n+ 1) ist divergent, da wegen
[

1/y/n(n+1)>1/(n+1) die Reihe Z 1/(n+1) eine (divergente)

T
Minorante ist.

Wurzel- und Qunlientenkriterium Existieren die Grenz-

werte hm V/ |an| bzw. 11m , dann ist die Reihe Zan

. . a
fiir lim y/|ay| <1 bzw. lim il o konvergent und
=00 o0

. - a )
fiir lim 4/|aa] > 1 bzw. lim || > 1 divergent.
o P
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z=(a,b)=a+ib

Z=(a,-b)=a-ib
Bild 4. GauBsche Zahlenebene

Existieren die Grenzwerte nicht oder sind sie gleich 1, dann
sind die Kriterien auf die Reihe nicht anwendbar.

2.2 Komplexe Zahlen

2.2.1 Komplexe Zahlen und ihre geometrische
Darstellung

Die Menge € der komplexen Zahlen ist eine Erweiterung der
Menge R der reellen Zahlen. Die komplexen Zahlen sind als
geordnete Paare von reellen Zahlen definiert:

z=(a, b), wobei a=Re(z) €R der Realteil von z und
b=1Im(z) € R der Imaginirteil von z heift. Sie kénnen daher
in einem ebenen Koordinatensystem (Bild 4) als Punkte der
Gaufischen oder komplexen Zahlenebene oder als Zeiger dar-
gestellt werden.

Die Gleichheit zweiter komplexer Zahlen ist erklirt durch:
(ar,by) = (a2,by) genau dann, wenn a; =a, und by = b,. Ist
z=(a, b), dann heift z = (a,—b) konjugiert zu z.

2.2.2 Addition und Multiplikation

Addition : 2 +2=(a1,by) + (a2, b2)
= (a1 +ay,by +by),
Multiplikation : 2 - 23 = (a1, b1)(a2,b2)
= (a1a2 — bibr,a1b + b1ay).
Wegen (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (,0)(0,1) gilt mit
(a,0)=aund (0,1) =i

z=(a,b) =a+bi, wobeii=i-i=—1.

Rechenregeln
Addition : (a1 +b1i) + (a2 + bai)

= (a1 +a2) + (b1 +b2) >1,
Subtraktion : (a1 +byi) — (a2 + bai)

= (a1 —a2) + (b1 —b2) > 1,
Multiplikation :  (a; + byi)(az + bai)
= (a1a —b1by) + (a1hr + byaz) > 1,
ay+bi (a1 +bii)(aa — bi)
ay+byi (ay+by >1i)(ay — bai)
(a1az +biby) + (bray —arby) > i

Division :

a3+ b3
ajay +biby  biay —aib; .
_aemoiz i T Aimy
a3+ b3 a}+ b3

&+b3>0

Konjugiert komplexe Zahl zu z=a+bi ist Z=a—bi. Es
gilt

Q=nutau=0+n a0=a2 u/2=4/2

Bild 5. Polarkoordinaten

2.2.3 Darstellung in Polarkoordinaten.

Absoluter Betrag

Mit a=rcosg und b=rsing ist z=a-+bi=r(cosp
+ising). Geometrisch (Bild 5) bedeutet r die Linge des Zei-
gers z und ¢ den Winkel zwischen dem Zeiger z und dem po-
sitiven Teil der reellen Achse. r=|z| heiBt absoluter Betrag
oder Modul von z, ¢ = Arg(z) das Argument von z. Es gilt

r=lz|=va*+b cosp=a/r, sinp=>b/r.
Der Winkel ¢ mit — < ¢ = © heift Hauptwert von Arg(z).
Multiplikation und Division. Mit z; = ry(cos¢; +ising,)
und z; = r>(cos @, +ising,) gilt

2122 = rir2[eos(p) +@,) +isin(p, +¢,)] und

21/22 = (r1/r2)[cos(p) — y) +isin(p, —,)].
Fiir z=r(cos¢ +ising) lautet die konjugiert komplexe Zahl
Z=r[cos(—¢) +isin(—¢)] = r(cosp —ising), und es gilt
z-z=roderr=+/z-z=|z.

Moivresche Formel. Die Multiplikationsregel liefert mit

z=r(cosp+ising)
2" =r"[cos(np) +isin(np)], neN.

Absoluter Betrag. Es ist |z| =0 fiir alle z€ € und | z|=0 ge-
nau dann, wenn z=0;

lziza| = laillz2l, |21 /z2] = |21]/]zl,
||lz1] = |z2]| = |21 + 22| = |z1| +|z2| (Dreiecksungleichung).

2.2.4 Potenzen und Wurzeln

Ist z=r(cosp+ising) #0 und a eine beliebige reelle Zahl,
dann ist

r(cosg+ising)]”

= r"{cos|a(p + 2kn)] + isin[a(p + 2km)]}
mit ke Z={0,+1,+£2,43,...}. Fiir k=0 ergibt sich der
Hauptwert z* = r“[cos(ap) + isin(agp)].
Fiir a>0 wird 0“ =0 festgesetzt. Ist a=n eine ganze Zahl,
dann ist cos[n(¢+ 2kn)] =cos(ng) und sin[n(e -+ 2km)]
=sin(ng), so daB gilt

2" =1"[cos(ng) +isin(ng)], n€Z.

Fiir a= 1/n mit n€ N wird festgesetzt z'/" = {/z, so daB

24z =7 =y (COSM‘FiSinM)
n n

=4/r <cos(p7Jr 2kn +i sin? T + 2kn> s
n n

ke{0,1,2,3,>...,n—1}.
Hierbei hat 3/Z fiir r>0 genau n verschiedene Werte mit dem

gleichen Betrag %/7. Sie liegen in der GauBschen Zahlenebene
in den Eckpunkten eines regelmifigen n-Ecks.



Beispiel: Wertemenge von 3/—1. Wegen —1 = cos +isinm ist

V=T=1"3(cosm+isinm)'/* =7 CDSLM‘FiSinw
VT =17 VA =VT - E

5 1 .V3
fiir k € {0,1,2}.Somit gilt V-1 = {54»1%,—1_—

2.3 Gleichungen
2.3.1 Algebraische Gleichungen

ap?' + a1 f a4 a1z +a, =0 mit  n=
0,1,2, ..., wobei ag,ay,as, ..., a, Konstante (Koeffizienten
der Gleichung) und z eine Variable (Unbekannte) bedeuten,
heiBt fiir ap # 0 eine algebraische Gleichung n-ten Grades.

Fundamentalsatz der Algebra. Jede algebraische Gleichung
n-ten Grades (n=1) hat in der Menge der komplexen Zahlen
mindestens eine Losung oder Wurzel. Sind die Koeffizienten
reell, dann ist die zu einer Losung konjugiert komplexe Zahl
ebenfalls eine Losung.

Losungsformeln fiir algebraische Gleichungen
1. Grades (lineare Gleichung) apz+a; =0: z=—ay/ay.
2. Grades (quadratische Gleichung) a?? +ajz+ay= 0:

2 >
—A g (Ll) _a_ —adyehaa
an

7=
< 2ay ay 2ap

Von der komplexen Wurzel / af —4apa, ist stets der Haupt-
wert zu nehmen.

Fiir reelle Koeffizienten bestimmt die Diskriminante
A =da} —4aga, der quadratischen Gleichung Anzahl und Art
der Losungen, und zwar fiir

A >0 zwei reelle(—a; £ \/a? — dagas) 2a,
A =0 eine reelle — a; /2ay,
A <0 zwei konjugiert komplexe
(—ay £iy/4apa, —a?)/2ay.
Beispiel: Die Gleichung 42> +4z+5=0 hat die Diskriminante

A= —4, und ihre Losungsformel lautet
z=—(1/2) +i.

3. Grades (kubische Gleichung) apz® +aiz* +arz+a3 =0:

Die Koeffizienten ay,a;,a,,a3 werden als reell vorausgesetzt.

Die Gleichung wird durch die Substitution z =y — (a;/3ao)

und anschlieBende Division durch qq auf die reduzierte Form
Y 4pytq=0

gebracht. Diese Gleichung 3. Grades hat die Losungsformeln
Y= u+v,y=eu+ e, y=e*u-+ev, wobei

u=\/~4/24+/(a/2) + (p/3)" und
v=1/-a/2=/(@/2 + (p/3)’,

1 3
£=c0s120° +isin120° = —§+§i und
&% =cos(—120°) +isin(—120°) = 7%—?i.

Von den komplexen Wurzeln ist stets der Hauptwert zu neh-
men. Die Gleichung y* + py + ¢ =0 hat fiir
(¢/2)* +(p/3)* >0 eine reelle und zwei konjugiert
komplexe Losungen,
(9/2)* + (p/3)* =0 zwei verschiedene reelle Losungen,
wobei p#0und g #0,

2.3 Gleichungen All

(4/2)*+(p/3)* <0 drei verschiedene reelle Losungen.

Beispiel: Die Gleichung z* +9z% + 182+ 9 = 0 geht durch die Substi-
tution z=y-3 iiber in

¥ =9y +9=0.

Fiir die einzelnen Ausdriicke ergeben sich die Werte

(@/2) +(p/3)* = =27/4, \/(@/2)" +(p/3)* =3V3i/2,
—a/2\/(@/2) + (/3 = V3 (=V3/221/2)
= /3 [cos(£150°) + isin(+150°)]

und damit
u=1/3(cos50° +isin50°), v = v/3[cos(—50°) +isin(—50°)};
eu=/3(cos 170° +isin 170°), ev=/3(cos70° +isin70°);
&2u=/3[cos(~70°) +isin(~70°)],
£20 = V/3[cos(—170°) +isin(—170°)].

Fiir y ergeben sich dann y=2v/3c0s50°, y=2v/3cos170°,

y:2\/§cos70°, woraus wegen z=y-3 die Formeln fiir die Aus-
gleichsgleichung folgen.

2.3.2 Polynome

Py(z) =ap?" + a1 ' +arx2" 2 + ...+ ap12+a, mit ap #0.
P, heiit Polynom oder ganze rationale Funktion n-ten Gra-
des. Die Konstanten ag,a;,as, ..., a, heiffen die Koeffizien-
ten und n der Grad des Polynoms, n=Grad P,. Die Koeffizi-
enten sind hier stets reell, wihrend fiir die Variable z auch
komplexe Zahlen zugelassen werden. Beim Null-Polynom
sind alle Koeffizienten Null. Die Werte z, die Losungen der
algebraischen Gleichung n-ten Grades P,(z) =0 sind, heifien
Nullstellen des Polynoms P,,.

Zerlegung eines Polynoms in Linearfaktoren. Fiir eine be-
liebige Zahl 2 4Bt sich das Polynom auch darstellen durch
Py (z) = On-1(2)(z— A) + Py (A). Hierbei ist Q,—(z) ein Poly-
nom (n-1)-ten Grades.

On1(2) =bo?" ' 4+ 512" 2+ A by 2zt by

Seine Koeffizienten by,by,bs, ..., b, lassen sich durch die
Koeffizienten von P, (z) und durch 2 gemi$ den Rekursions-
formeln ausdriicken.

by =ay, byx=0bx_1A+ax, wobei by, =P,(2).

Sie konnen leicht mit Hilfe des Horner-Schemas berechnet
werden (s. A10.4.4).

Zerlegungssatz: Jedes Polynom n-ten Grades mit n =1 laBt
sich als Produkt von n Linearfaktoren und dem Faktor ay dar-
stellen.

Pu(2) =ao?" +ai?" .t an 1zt an
=ap(z—2)(z—22)(z—23)...(2—zn).
Das System der Zahlen z;,22,23, ..., Zn, die nicht notwendig

voneinander verschieden sind, heift ein vollstindiges System
von Nullstellen des Polynoms P,,.

Beispiel: Das Polynom Py(z) = (1/2)z* — (3/2)2 + 222 — 4 hat die
vier Nullstellen z; =—1,2, vi3=1+iV3,24 =1—1V/3. Seine

Produktdarstellung mit Linearfaktoren lautet demnach

Py(2) = (1/2)(z+ 1)(z—2)z— (1 +iV3)][z — (1 —iV3)].

Aus dem Zerlegungssatz folgt: Ein Polynom n-ten Grades hat
hochstens n Nullstellen. Hat es mehr, so ist es das Nullpoly-
nom.

Identitdtssatz: Zwei Polynome sind dann und nur dann iden-
tisch gleich, wenn ihre Koeffizienten gleich sind.
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