2. Verformungen. Verzerrungen

2.1 Verschiebung und Verformung beim Zugstab

Der einfachste Fall von Verformung ist bei einem Zugstab zu beobachten.
Abb. 2.1 dient zur Erlduterung. Der Zugstab trigt zwei Marken, die vor der
Verformung den Abstand ¢ haben. Thre Lage vor der Verformung wird durch
die Koordinaten z = 0 und x = ¢ auf einer x-Achse angegeben, die raumfest,
d.h. nicht auf dem Stab fest ist. Als Ergebnis irgendwelcher physikalischer
Einwirkungen, die hier nicht interessieren (Bewegungen, Temperaturinderun-
gen, Krifte), verschieben sich die Punkte des Stabes ldngs der z-Achse. Dabei
kann sich die Entfernung der Mefimarken &ndern, sie mufl sich aber nicht
indern. Diese Uberlegung zeigt, dal man zwischen Verschicbungen und Ver-
formungen unterscheiden muf3. Als Maf fiir die Verschiebung wird die Funk-
tion u(x) eingefiihrt. Sie ist definiert als die Verschiebung in z-Richtung, die
cin Punkt erfahrt, der sich urspriinglich an der Stelle  befunden hat. In
Abb. 2.1 sind die Verschiebungen u(0) und u(¢) der beiden Mefimarken des
Stabes gekennzeichnet. Die hier interessierende Verformung, die Verldngerung
A/ der Entfernung der Mefimarken, ist die Differenz

AL = u(l) — u(0) (2.1)
der Verschiebungen.
[ [+Al
= — FH=——
-\ \
u(0)
u(l)

x=0 x=I

Abb. 2.1. Ein Stab mit zwei Mefimarken bei x = 0 und bei z = £ in einer Aus-
gangslage (links) und nach einer Verschiebung und Verformung entlang der (unbe-
weglichen) z-Achse. Verschiebungen u(0) und w(¢) und Lingenanderung A/
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Ax

u(x)

x u(x+Ax)

x x+Ax

Abb. 2.2. Dieselbe Darstellung wie in Abb. 2.1. Diesmal liegen die Mefimarken
auf dem Stab bei z (beliebig) und bei z + Az

Man betrachte nun zwei Punkte des Stabes, die sich urspriinglich an den
beliebig gewihlten, benachbarten Stellen x und x + Az befunden haben. Das
zwischen ihnen liegende Stabstiick der urspriinglichen Linge Az erfihrt eine
Verldngerung Auw, die sich, wie Af in (2.1), als Differenz der Verschiebungen
darstellt:

Au =u(z + Azx) — u(x).

In Abb. 2.2 werden die Groflen dieser Gleichung gezeigt. Das Verhaltnis aus
Verlangerung und urspriinglicher Lange ist

Au  u(z+ Az) — u(z)

Az Az ’

Beim Grenziibergang Az — 0 geht dieses Verhiiltnis iiber in die Ableitung
du/dz. Sie wird Dehnung e(x) des Stabes an der Stelle x genannt:

_du
T da’

e(x) (2.2)
Die Dehnung spielt in der Elastizitdtstheorie und in der Festigkeitslehre eine
wichtige Rolle, wie im néchsten Kapitel gezeigt wird. Es ist deshalb sinnvoll,
Aussagen iiber Verformungen mit Hilfe der Funktion ¢(z) zu machen. Die

Verldngerung A¢ des Abstandes der Mefimarken ist mit (2.1)

4 14
Al =u(l) —u(0) = /_ —q—qf dz = /0 e(z) dz. (2.3)

Es kann der Sonderfall eintreten, dafl €(z) unabhiingig von x ist, d.h. ¢(z) =
€ =const. Dann ist die Verldngerung

¢
Afze/ dx =€,
0

woraus sich

N (2.4)
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ergibt. Diese Gleichung darf nicht als allgemeingiiltige Definition der Dehnung
verstanden werden! Wenn ¢(z) nicht konstant ist, liefert die Gleichung nur
einen Mittelwert fiir €(z). Die allgemeingiiltige Definition der Dehnung ist in
(2.2) angegeben.

2.2 Verschiebungen und Verformungen in einer Ebene

Verschiebungen und Verformungen in nur einer Koordinatenrichtung, wie
beim Zugstab, sind ein einfacher Sonderfall. Im allgemeinen Fall hat man
es mit Verschicbungen und Verformungen in allen drei Koordinaten des
Raumes zu tun. Alle wesentlichen Unterschiede zum eindimensionalen Fall
werden schon in dem technisch besonders wichtigen Fall deutlich, in dem
Verschiebungen und Verformungen nur in einer Ebene auftreten. Zur Veran-
schaulichung stelle man sich ein ebenes Blech vor, das an einer Seite festgehal-
ten ist und das durch irgendwelche physikalischen Ursachen so verformt wird,
dafl alle Punkte in der Blechebene bleiben. Ein auf dem unverformten Blech
markiertes Rechteck wird bei diesem Vorgang parallel zu sich verschoben,
gedreht und in seiner Form verdndert. Abb. 2.3 zeigt die Situation vor und
nach der Verformung.

Einschrinkende Voraussetzungen: Um die mathematische Beschreibung der
Verformung zu vereinfachen, werden folgende Einschrinkungen vorausge-
setzt:

1. Alle Winkeldrehungen sind sehr klein

2. Jede auf dem Korper markierte Linie darf sich nur so verformen, daf} ihre
Léangenabnahme oder Zunahme im Verhéltnis zur Liange vor der Verfor-
mung sehr klein ist.

Bei Metallen, Glas, Stein, Holz und bei vielen anderen Werkstoffen kann man
z.B. voraussetzen, dafl das in (2) genannte Verhiltnis kleiner als 0,01 ist,
weil fiir groflere Langendnderungen Temperaturinderungen und/oder Krifte
notig sind, denen der Werkstoff ohne schidigende Verédnderungen gar nicht
standhalten kann. Die Einschrankungen schlieBen nicht aus, dafl der un-
tersuchte Kérper grofie Parallelverschiebungen (translatorische Verschiebun-

nach der Verformung
(stark tibertrieben)

N vor der Verformung

Abb. 2.3. Grofle ebene Verformung eines Kérpers mit aufgezeichnetem Rechteck
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Abb. 2.4. Die Entfernung der Punkte A
und B kann sich stark dndern, ohne daf}

A
( ( irgendeine ganz im Korper liegende Linie
B von A nach B ihre Linge stark dndert

gen) ausfithrt. Sie schliefen auch nicht aus, dafl z.B. bei der schwingenden
Stimmgabel in Abb. 2.4 die Punkte A und B ihre Entfernung gegeniiber
der Ruhelage stark verindern, denn die gerade Verbindungslinie der Punkte
kann nicht auf dem Korper markiert werden. Dieses Beispiel zeigt, daf§
grofie Forminderungen der Art, wie sie z.B. als Durchbiegungen von Stidben
auftreten, zugelassen werden.

2.2.1 Dehnungen und Scherung

Nach diesen Vorbemerkungen wird noch einmal ein Rechteck betrachtet, das
auf dem Blech in Abb. 2.3 vor der Verformung aufgezeichnet wird. Seine Kan-
ten der endlichen Liangen Az und Ay sollen vor der Verformung parallel zu
den Achsen eines raumfesten x, y-Systems liegen (Abb. 2.5). Nach der Verfor-
mung ist das Rechteck beliebig parallel verschoben, wenig gedreht und wenig
verformt. Es hat dann eine krummlinig begrenzte Form ohne rechte Winkel
in den Ecken. Wenn man das Ausgangsrechteck immer kleiner macht, erhélt
man nach der Verformung immer genauer ein Parallelogramm (um das zu se-
hen, iiberdecke man ein grofles Rechteck mit einem Raster aus vielen kleinen
und zeichne das verformte Raster in das krummlinig verformte Rechteck). In
Abb. 2.5 ist ein Parallelogramm gezeichnet, weil spéter der Grenziibergang
Az — 0, Ay — 0 vollzogen werden soll. Drehung und Verformung sind stark
iibertrieben dargestellt.

M ——ux,y+ 4y)
u(x, y)

v(x,y+4y)

y+4y

b x+d4x x
Abb. 2.5. Ebene Verschiebungen u und v aller vier Ecken eines urspriinglich
rechteckigen Koérperelements. Der Verzerrungszustand im Punkt (z,y) wird durch
die Dehnungen ¢, und ¢, und die Scherung «z, beschricben
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Die Ecken des unverformten Rechtecks haben von links unten angefan-
gen und im Uhrzeigersinn fortschreitend die Koordinaten (z,y), (z,y + Ay),
(z + Az,y + Ay) bzw. (z + Az, y). Jede Ecke wird in z- und in y-Richtung
verschoben. Diese Verschiebungen werden u bzw. v genannt. Beide sind Funk-
tionen der Koordinaten z und y, an denen sich der verschobene Punkt ur-
spriinglich befunden hat. So sind z.B. u(z + Az,y) und v(z + Az,y) die
Verschiebungen des Punktes rechts unten im Rechteck. Fiir drei Eckpunkte
sind Verschiebungen in Abb. 2.5 angegeben.

Als Mafle fiir die Verformung des Rechtecks interessieren zunéchst die
Verlangerungen seiner Seiten. Wie beim Zugstab werden sie als Differenzen
von Verschiebungen ausgedriickt. Die Seite der Lange Ax verldngert sich um

Au = ——[u(z + Az,y) — ulz, )] ~ u(z + Az,y) — u(z, y)

COS &

und die Seite der Lange Ay um
Av = v(z,y + Ay) —v(z,y).
Die Verhéltnisse der Verlidngerungen zu den urspriinglichen Langen sind

Au _ u(z+ Az,y) — u(z,y) Av  v(z,y+ Ay) —v(z,y)

Az Az ’ Ay Ay

Beim Grenziibergang Ax — 0, Ay — 0 streben diese Verhiltnisse gegen die
partiellen Ableitungen du/0x bzw. dv/dy. Sie werden Dehnung €, (z,y) in z-
Richtung bzw. Dehnung ¢,(z,y) in y-Richtung genannt, beide als Funktionen
von z und y:

ou ov

Beide Grofien werden besonders anschaulich, wenn man sich in e, (z,y) die
Koordinate y als Konstante und in €,(z,y) die Koordinate x als Konstante
vorstellt (das tut man ja auch, wenn man die partiellen Ableitungen bildet).
Dann hat €, dieselbe Bedeutung wie € in (2.2) beim Zugstab, und €, hat diese
Bedeutung fiir die Querrichtung. Aus der Einschrinkung (2) auf S. 30 folgt,
daB €, (z,y) und €, (z,y) fiir alle z und y sehr kleine Zahlen sind.

In Abb. 2.5 interessiert auBer Lingeninderungen auch die Anderung
der urspriinglich rechten Winkel. Als Ma$ fiir diese Anderung wird die
Verkleinerung des urspriinglich rechten Winkels an der Ecke mit den Ko-
ordinaten (z,y) gewéhlt, d.h. die Abnahme des Winkels zwischen den Pa-
rallelen zur positiven x-Achse und zur positiven y-Achse. Dieses Mafl wird
Scherung vz, genannt. Weil die z-Achse und die y-Achse in der Definition
gleiche Rollen spielen, kann man auch -, sagen. Wie €, und ¢, ist auch 7.,
eine Funktion der Koordinaten z und y, bei denen sich der betrachtete Punkt
vor der Verformung befunden hat: vy, (2, y) = Vzy (2, y). Fiir Dehnungen und
Scherungen wird als Obergriff die Bezeichnung Verzerrung gebraucht.



2.2 Verschiebungen und Verformungen in einer Ebene 33

In Abb. 2.5 ist 7gy(z,y) eingezeichnet. In diesem Beispiel ist der ur-
spriinglich rechte Winkel kleiner geworden, so daf v, (z,y) positiv ist. Man
kann 7, als Summe der Winkel o und [ ausdriicken. Wegen der Kleinheit
der Winkel gilt a &~ tan o und g = tan 3. Aus dem Dreieck unter dem Paral-
lelogramm liest man ab:

v(x + Az, y) —v(z,y)
U(.Z‘+A.Ty) 42)(1'7y) Azx

o~ tana = o Wz 1 Az, y) — ulz,y) - u(xr + Az, y) — u(z,y)
Az

Beim Grenziibergang Ax — 0 wird daraus
v

Ao T T4 ez (x,y)

oder, da €;(x,y) sehr klein gegen 1 ist,

. v
Iim a~ —.
Az—0 ox

Ebenso findet man am Dreieck mit dem Winkel 3

u(z,y + Ay) —u(z,y)
u(z,y + Ay) — u(z,y) Ay

3~ t = = ,
BV . e ) T CAV R V) R0
Ay
du
y _Ou

1' —_ T ~ =
A;ISOB 1+ ey(z,y) Oy

Damit ist die Scherung an der Stelle (x,y):

ov  Ou
A/:l:;t/(xa y) = f)/yir/(w7 '(/) = 8_ .-

-t 5 (2.6)

In den meisten technisch interessierenden Fillen ist 7., dem Betrag nach
kleiner als 0,01 im Bogenmaf3.

2.2.2 Dehnungen und Scherung in einem gedrehten
Koordinatensystem

Man muf sich jetzt die Frage vorlegen, ob der Verzerrungszustand des Blechs
an einer bestimmten Stelle (z,y) eindeutig beschrieben ist, wenn die drei
Funktionen €;(z,y), €,(x,y) und 7., (x,y) an dieser Stelle bekannt sind. Um
diese Frage zu beantworten, mufl man ein &, n-Koordinatensystem einfiihren,
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y
n
u(x,y)
Vix,y)
v(x, )
U(x,y)
(x,») ¢ Abb. 2.6. Ein Kérperpunkt mit den Ko-
&mn ordinaten (z,y) und (£,7) und seine Ver-
? schiebungskoordinaten in beiden Koordi-
X natensystemen

das gegen das z,y-Koordinatensystem um einen Winkel ¢ gedreht ist. In
diesem Koordinatensystem mufl man die Dehnungen e¢c und ¢, und die
Scherung 7e, berechnen. Sie sind in diesem Koordinatensystem genauso
definiert, wie €, €, und ~y,, im x, y-System. Wenn sich € und €, und 7, ein-
deutig als Funktionen von €, €, 7z, und ¢ ausdriicken lassen, dann lautet die
Antwort auf die Frage ja. Die Frage erscheint sehr abstrakt. Sie gewinnt aber
eine grofle praktische Bedeutung, wenn man folgendes bedenkt. In der Praxis
miissen Verzerrungen e, €, und vy,;, an verformten Kérpern meftechnisch
bestimmt werden. Fiir Dehnungen stehen einfache und sehr genaue Mef3ver-
fahren zur Verfiigung. Dagegen lassen sich schr kleine Winkel ~,, nur mit
groffem Aufwand und ungenau messen. Ein Ausweg aus dieser Schwierigkeit
besteht darin, dafl man Dehnungen nicht nur in z- und in y-Richtung mift,
sondern auch in einer gegen die beiden Achsen gedrehten Richtung. Wenn
die Dehnung in dieser Richtung eine eindeutige Funktion von €., €, vz, und
dem Drehwinkel ist, dann kann man daraus riickwérts v;, bestimmen. Mit
dieser Motivation wird nun die anfangs gestellte Aufgabe untersucht.

Abb. 2.6 zeigt das z, y-System und ein um den Winkel ¢ gedrehtes &, n-
System. Der Winkel ¢ ist positiv bei einer Drehung von der z-Achse aus
im Rechtsschraubensinn um die z-Achse. Der mit (x,y) bezeichnete Punkt
soll den linken unteren Eckpunkt des unverformten Rechtecks von Abb. 2.5
bezeichnen. Im gedrehten System hat er die Koordinaten (&, n). Zwischen den
beiden Koordinatenpaaren bestehen die einfach ablesbaren Beziehungen

£

T

xcosp + ysing, N = —xsing + ycos (2.7)
£cosp —nsing, y= Esinp + ncosp. (2.8)

I

Il

Der Punkt wird bei der Verformung in z- und in y-Richtung um Stiicke u(z, y)
bzw. v(x,y) verschoben. Seine Verschiebungen in ¢- und in 7-Richtung seien
U(z,y) bzw. V(x,y) genannt. Sie sind in Abb. 2.6 ebenfalls eingezeichnet.
Gl. (2.7) gilt auch fiir die Verschiebungen:

Ulz,y) = u(z,y)cosp+v(x,y)sing,

(2.9)
V(z,y) = —u(z,y)sinp + v(x,y) cos p.

Den Definitionen fiir Dehnungen und Scherungen im x, y-System, nédmlich
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ou ov ov  Ou

= , = =+ 2.10
= B Kl oy’ Yoy = By + Oy (2.10)
entsprechen im &, n-System die Definitionen

ou ov ov. oU
€ == — €, = — = — _—
3 85 ’ n 87] ? 7577 ag
Damit sind alle fiir die Umrechnung erforderlichen Beziehungen zusam-
mengestellt. Fiir ¢ erhélt man nach der Kettenregel zunéchst

L
€T 9r 0 oy o€
Darin ist mit (2.9)

a—U—%cos +@sin Qq—@cos +—(?Esin
Bz 0x PP T g NP By T gy (¥ T gy ¥
Weiterhin ist mit (2.8)
9r Cos @, @ = sin ¢.
23 29

Also erhilt man

ou ov . ou ov . .
€ = (8_1 cos + O sm<,0) Cos  + (87/ Cos ¢ + y Sln(P) s

= a_u cos? p + 8— sin? o + (dv + QE) sin ¢ cos
Oz ? Ay v Ox Oz peosy.

Wegen (2.10) ist das
€c = €5 OS2 @ + €, SN @ + Y4y Sin @ cos p. (2.11)

Die Dehnung ¢, erhélt man, wenn man in e den Winkel ¢ durch ¢ + 7/2

ersetzt. Die Formel wird nicht weiter gebraucht.
Nach demselben Verfahren, das e lieferte, erhalt man

oV dx 0OV dy oU ox 0U 0y
Yen = (833 o€ oy ag) (% on Ty an)
= [( - 6_u siny + 6_ cosgo) cos ¢ + (— @ sin ¢ + @ coscp) singo}

ox ox dy oy

{ (l Ccos © + d— Sln(p) sin g + (—Q— Cos p + Q— smgo) coscp}
oz ox 0 Oy

v
(ﬁ__>28m(ﬁcosw+(bﬁ ) cos® p — sin go)
oder
Yeny = —(€z — €,) 250 9 COS P + Yay (cOs® p — sin® ). (2.12)

Die Gleichungen (2.11) und (2.12) beantworten bereits die eingangs gestellte
Frage: e, €, und g, lassen sich in der Tat eindeutig als Funktionen von e,
€y, Yoy und ¢ darstellen. Zwei Dehnungen und eine Scherung beschreiben
also den ebenen Verzerrungszustand vollstdndig und eindeutig.
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2.2.3 Der Mohrsche Dehnungskreis

Fiir die praktische Anwendung der Beziehungen fiir e und ~¢, werden noch
die Additionstheoreme

2sinpcosp =sin2p, cos® o = 1(1+cos2p), sin®p = (1 — cos2y)
eingefithrt. Dann nehmen (2.11) und (2.12) die Formen an:

ee = L(ex +ey) + e — €) cos 20 + Ly, sin 20, (2.13)

Nl= N

1ven = — L(ex — €y) sin 20 + L5, cos 2¢. (2.14)
Diese Gleichungen haben diesclbe Form, wie die Gln. (1.25) und (1.26) fir
Spannungen beim ebenen Spannungszustand. Die Dehnungen entsprechen
den Normalspannungen, und die halbe Scherung entspricht der Schubspan-
nung. Mit dieser Analogie haben sich die Verzerrungen e, €, und %’ymy =
éfyym als Koordinaten eines Tensors 2. Stufe erwiesen. Man nennt ihn den
Verzerrungstensor.

Nach denselben Konstruktionsvorschriften, die in Abb. 1.12 bis Abb. 1.14
erldutert wurden, kann man Dehnungen und halbe Scherungen fiir gedrehte
Achsensysteme aus einem Mohrschen Dehnungskreis ablesen. Er wird in
einem Diagramm mit den Achsenbezeichnungen e und %'7&7 gezeichnet
(Abb. 2.7). Fiir jeden ebenen Verzerrungszustand gibt es ein Dehnungshaupt-
achsensystem, in dem die Dehnungen extremale Werte annehmen, wahrend
die Scherung null ist. Die Lage der Hauptachsen im z, y-System wird durch
Winkel ¢7 und @9 angegeben, und die Hauptdehnungen werden €; und es
genannt. Diese Groflen sind aus dem Mohrschen Kreis ablesbar. Man kann
sie auch aus Formeln berechnen, die analog zu (1.28) und (1.31) sind:

2. %"/Zy Yy

tan 2p; o = = , (2.15)
€ — €y €z — €y
€12 = 3(€z +6€) \/%(ez —€y)? + %Fygy. (2.16)
37en(®)
=0
1
sere) A
2¢
P, v 1% 1P _
% 200 I [81 &g(p) .
e Abb. 2.7. Der Mohrsche Dehnungskreis
2¢ entsteht aus dem Mohrschen Span-
® nungskreis in Abb. 1.12a und Abb. 1.14,
wenn man o durch € und 7 durch v/2 er-

setzt
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Abb. 2.8. Wenn das auf einem Korper
markierte, dick gezeichnete Quadrat
sich zu dem kantenparallelen Rechteck
verformt, dann liegen die Kanten in den
Dehnungshauptachsen. Das unter 45°
gedrehte, diinn ausgezogene Quadrat

y erfihrt bei demselben Verzerrungs-
zustand die groftmogliche  Scherung
x
(Hauptscherung)

Abb. 2.8 veranschaulicht den Begriff Dehnungshauptachsen. Sie zeigt links
in einem z,y-System in dicken Linien ein infinitesimal kleines Quadrat vor
der Verformung. Nach der Verformung (rechts) sind die rechten Winkel er-
halten geblieben. Die Scherung <, ist also null. Daraus schlieit man, daf
die Kanten des Quadrats die Richtungen der Dehnungshauptachsen haben.
Eine Seite des Rechtecks ist linger und die andere ist kiirzer als die Seite
des urspriinglichen Quadrats. Daran erkennt man, dafl eine Hauptdehnung
positiv und eine negativ ist. Dem Quadrat ist in diinnen Linien ein weit-
eres Quadrat einbeschrieben. Seine Seiten sind um 45° gegen die Dehnungs-
hauptachsen geneigt. Aus dem Mohrschen Kreis ergibt sich, dafl zu diesen
Achsen die maximale bzw. die minimale Scherung gehort. Dem entspricht
die starke Abnahme bzw. Zunahme der rechten Winkel bei der Verformung.
Entsprechend der Gl. (1.32) fiir die Hauptschubspannung 7,4, gilt fiir diese
sog. Hauptscherung:

Vmaz = |€1 — €2]. (2.17)

2.2.4 Dehnungsmessung

Dehnungen werden in der Praxis mit einem sog. Dehnungsmefstreifen ge-
messen. Das ist ein Kunststoffstreifen, in den in vielen engen M&anderwin-
dungen ein aus Metallfolie herausgeétzter elektrischer Leiter eingebettet ist
(ADbb. 2.9). Das von den Leiterbahnen eingenommene Rechteck ist in beiden
Richtungen nur wenige Millimeter lang. Der Streifen wird fest auf den Korper
geklebt, dessen Dehnungen man messen will, so dafl er dieselben ebenen Ver-
zerrungen erfahrt wie der Korper an dieser Stelle. Wenn eine Dehnung e,
in Richtung der eingezeichneten x-Achse auftritt, wird der elektrische Leiter
etwas ldnger. Dabei wird er zugleich etwas diinner (diese Erscheinung wird
in Abschnitt 3.3 erkldrt; hier mag die Feststellung geniigen). Verldngerung
und Dickenabnahme erhéhen den elektrischen Widerstand. Darauf beruht das
MeBverfahren. Man legt eine elektrische Spannung an die Enden und mifit die
Stromstéarke. Nach einem Eichversuch kann man die Groéfle von e, direkt am

X
% Abb. 2.9. Dehnungsmefistreifen



38 2. Verformungen. Verzerrungen

“\ Abb. 2.10. Dehnungsmefstreifenrosette
mit o = 60°

L

Abb. 2.11. Die Rosette mifit die
Dehnungen ¢_,, €y und €y, in bekann-
ten Richtungen auf einem Korper. Diese
Richtungen werden in dem noch unbe-
kannten xz, y-System der Dehnungshaupt-
achsen durch den Winkel 1 gekennzeich-
net

Amperemeter ablesen. Eine Dehnung in y-Richtung und eine Scherung v,
haben auf den Widerstand keinen Einflufl. Es gibt sog. Dehnungsmefstreifen-
rosetten, auf denen drei Leiterbahnen so angeordnet sind, dafl Dehnungen in
drei Richtungen gemessen werden, die paarweise um denselben Winkel «
auseinanderliegen (Abb. 2.10). Ublich sind & = 45° und a = 60°. Aus den
drei Mefwerten und dem Winkel o konnen sowohl die Lage der Dehnungs-
hauptachsen als auch die Hauptdehnungen berechnet werden. Das wird im
folgenden gezeigt.

In Abb. 2.11 sind in diinnen Linien die drei Mefrichtungen und dick das in
seiner Lage noch unbekannte System der Dehnungshauptachsen gezeichnet.
Die Hauptachsen werden mit x bzw. y bezeichnet. Dann ist

€ = €71, ¢y = €2, Yoy = 0,

wobel €; und ey noch unbekannt sind. Der ebenfalls unbekannte Winkel,
um den die mittlere Mefrichtung aus der z-Achse herausgedreht ist, sei ¢
genannt. Er ist positiv bei einer Drehung von der x-Achse aus im Rechts-
schraubensinn um die z-Achse. Diese Vereinbarung liegt allen Beziehungen
im Mohrschen Kreis zugrunde. Die beiden dufleren Mefirichtungen sind dann
um 1 —a bzw. um 1+« gegen die z-Achse gedreht. Die gemessenen Dehnun-
gen werden ¢ fiir die mittlere und e_,, bzw. e, fiir die dufleren Mefrichtun-
gen genannt. Sie sind mit den Hauptdehnungen im z, y-System durch (2.13)
verkniipft:

(61 — €2) cos(2y) — 2a)

o =3l +e)t+}

(€1 + €2) + 2 (e1 — €2)(cos 24 cos 2a + sin 2¢ sin 2cv),
l
2

[}

ol D=

€ = 2(1—}'62) (e1 — €2) cos 29,
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€ra = %(61 +e2) + %(61 — €2) cos(2¢) + 2)
= (€1 +€2) + 3(e1 — €2)(cos 21p cos 2ac — sin 21 sin 2a).

Das sind drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten €1, €5 und . Mit den
Abkiirzungen

A=1(e1+e), B=j3(e—e)cos2ip, C=3(eg—e)sin2g (218)
lauten die Gleichungen

€_q = A+ Bcos2a -+ Csin2a,
€0 :A+B, (219)
€ro = A+ Bcos2a — C'sin2a.

Daraus folgt

€—q — €+ = 2C sin 2a,
(2.20)
260 — €—q — €44 = 2B(1 — cos2a).
Division dieser beiden Ausdriicke liefert
€—q — €4q B C  sin2«
260 —€_o — €4q B 1l—cos2a’
Aus (2.18) folgt C/B = tan 24 und folglich
1—cos?2 e
tan2y = — 02 C-a T Cha (2.21)

sin2a 260 — € o — €4

Von den zwei um 90° verschiedenen Losungen dieser Gleichung fiir ¢ wéhlt
man willkiirlich eine aus. Weiterhin folgt aus (2.18), (2.19) und (2.20)
2€0 — €—o — €4a €_o + €4a — 2€0 COS 2c
e )= A=¢o — B =¢n — o
s(ete) 0 € 2(1 — cos 2a) 2(1 — cos 2a) '
C _ € — C+a
sin2y ~ 2sin2asin2¢°

sla—e)=
Addition bzw. Subtraktion dieser beiden Gleichungen liefert schliefllich die
gesuchten Hauptdehnungen:

€—o + €1 — 269 COS 20 €—aq — €ta
2(1 — cos 2a) 2sin 2asin 21)

o= (2.22)

Darin ist sin2¢) die Grofle aus (2.21). Mit diesen Ergebnissen fiir €, €5 und
1 ist die Aufgabe gelost.

Beispiel 2.2-1

Mit einer Dehnungsmefstreifenrosette mit dem Winkel v = 45° werden die Dehnun-
gen o = 5-107% € o = 2,27-107°, ¢1o = 5,73 - 107° gemessen. Man zeichne
Abb. 2.11 fiir diesen konkreten Fall. Wie grof§ ist die maximale Scherung im Bo-
genmafl und im Gradmaf3?

Losung: (2.21) und (2.22) vereinfachen sich mit o = 45° zu
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£=2-10"° £,=2-10"3
(a) (b)

Abb. 2.12. Dehnungshauptachsen und Hauptdehnungen €;, ¢2 im System der
MeBachsen fur die Losungen ¢ = 60° (a) und ¢ = —30° (b). Die Bilder unter-
scheiden sich nur durch die Bezeichnung der Hauptdehnungen

€—aq — €ta 2,27 —5,73
tan 2y = = =-1,73
Y = e n— e 10-2,27-5.73 ’
€+ €Eta €—a — €+a _5 —1,73 _5
e1.2 2 2sin 2¢) 0 sin 29
Die erste Gleichung hat die Lésungen 1 = 60° und ¢ = —30°. Sei willkiirlich
1) = 60°. Dann erhélt man aus der zweiten Gleichung ¢; = 2 - 1075 und e =

6-1075. Damit wird Abb. 2.12a gezeichnet. Die Losung ¢ = —30° liefert denselben
Verzerrungszustand. Mit ihr erhélt man némlich ¢ = 6-107° und €2 = 2- 1077
und damit Abb. 2.12b. Das ist derselbe Sachverhalt. Die maximale Scherung ist
Ymaz = |€1 — €2]/2 = 4-107° = 0,0023°. Sie tritt in einem Achsensystem auf, das
gegen das Hauptachsensystem um 45° gedreht ist.

2.3 Verschiebungen und Verformungen im allgemeinen
rdumlichen Fall

Die Methoden zur Beschreibung des ebenen Verzerrungszustandes lassen sich
ohne Miihe fiir den allgemeinen rdaumlichen Fall verallgemeinern. Auch hier
sollen die einschréinkenden Voraussetzungen von S. 30 gelten. Abb. 2.13 zeigt
im Vordergrund vor der Verformung einen Quader der Abmessungen Az,
Ay und Az mit Kanten parallel zu den Achsen eines raumfesten z,y, z-
Systems. Man muf} ihn sich an einer beliebigen Stelle im Innern des betrach-
teten Korpers genauso markiert denken, wie das Rechteck auf dem Blech
in Abb. 2.5. Nach einer beliebig groflen Parallelverschiebung, einer kleinen
Drehung und einer kleinen Verformung hat der Quader (bei hinreichend
kleinen Abmessungen Az, Ay und Az) die hinten gezeigte Gestalt eines
Parallelepipeds mit verdnderten Lingen und Winkeln. Fiir jeden Koérper-
punkt miissen Verschiebungen in allen drei Achsenrichtungen und jeweils als
Funktion von allen drei Koordinaten definiert werden. Der Eckpunkt, der
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Abb. 2.13. Die rdumliche Verallgemeinerung von Abb. 2.5. Verschiebungen und
Verformungen an einem infinitesimal kleinen Quader aus einem Korper. Die

urspriinglich die Koordinaten (x,y, z) hatte, wird entlang den z-, y- und z-
Achsen um Stiicke verschoben, die u(z,y,2) bzw. v(z,y, z) bzw. w(x,y, 2)
genannt werden. Entsprechend den Uberlegungen, die zu (2.5) und (2.6)
fithrten, kann man nun drei Dehnungen und drei Scherungen definieren:

ou M ow
Cz(x>y74) - 557 Ey(x,y,z) = 5.;7 €z($,y,z) — &,

ov  Ju
Yey (T, Y, 2) = Ve (2,9, 2) = o + 50

o (2.23)
8’(1/ a'u
'sz(fI,‘,y, Z) = fYZy(wava) = O_y + %a
ou  Ow
’sz(xvyaz) = ’Yzz(ZE,y,Z) = —é; + %

Die Dehnungen bediirfen keiner weiteren Erkldrung. Die Scherungen sind
diejenigen kleinen Winkel, um die sich urspriinglich rechte Winkel zwischen
Kanten des Quaders an der Ecke (z,y, z) verkleinern. So ist z.B. 7v,.(z,y, 2)
der Winkel, um den sich der rechte Winkel zwischen den Kanten in positiver
y- und in positiver z-Richtung verkleinert. Alle Scherungen sind in Abb. 2.13
eingezeichnet.

Die Dehnungen und die halben Scherungen sind die Koordinaten des Ver-
zerrungstensors fiir den raumlichen Verzerrungszustand. Sie werden wie die
Koordinaten des Spannungstensors in (1.2) in einer symmetrischen Matrix
zusammengefafit:

€& 3Voy 3Vex
CRCTIC T (2.24)
Ve 3Vyz €2

Auch fiir den rdumlichen Verzerrungszustand gibt es ein System orthogo-
naler Dehnungshauptachsen, in denen die sog. Hauptdehnungen €;, ¢; und
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€3 auftreten, wihrend alle Scherungen null sind. Man mufl sich das an-
schaulich so vorstellen: Bei einer bestimmten Ausrichtung des Quaders von
Abb. 2.13 im Kérper bleiben die rechten Winkel erhalten. In dieser Aus-
richtung haben die Kanten des Quaders die Richtungen der Dehnungshaupt-
achsen fiir den betrachteten Kérperpunkt. Die dabei auftretenden Dehnungen
der Kantenlédngen sind die Hauptdehnungen.

Wenn fiir ein bestimmtes z, y, z-System alle Koordinaten des Verzerrungs-
tensors in (2.24) gegeben sind, kann man die Lage der Dehnungshauptachsen
im x,y, z-System und die Gréflen der Hauptdehnungen rechnerisch bestim-
men. Dabei ergeben sich Gleichungen, die genauso aufgebaut sind wie (1.10)
bis (1.13), aus denen Hauptspannungen und die Lage von Spannungshaupt-
achsen berechnet werden. In den Gleichungen mufl man jeden Buchstaben o
durch € und jeden Buchstaben 7 durch %’y ersetzen. An die Stelle von o in
(1.12) tritt z.B. e. Diese Gleichung liefert die drei Hauptdehnungen €1, €2 und
€3.

2.4 Ubungsaufgaben

2.1 In die Achse eines geraden Stabes der Léange ¢ wird eine z-Achse so gelegt, dafl
in der Stabmitte x = 0 ist. Durch eine geeignete ungleichméflige Erwarmung
des Stabes wird eine mit z verdnderliche Dehnung e in der Form ¢(z) =
eo(xz/0)® mit g =const erzeugt. Wie groB sind die Verlingerungen der linken
Stabhilfte (Al;), der rechten Stabhilfte (A¢.) und des gesamten Stabes
(Alges)? Wie grof sind die mittleren Dehnungen der linken Stabhélfte (€me),
der rechten Stabhilfte (Emrc)s und des gesamten Stabes (€mges)?

Geg.: £ = 1m, ¢g = 64 - 107

2.2 Das Gerédt in Abb. A2.2 besteht aus zwei starren Hebeln und einem ela-
stischen Spanndraht. Wie grof} ist die Dehnung ¢ im Spanndraht bei einer
Verkleinerung der Spaltbreite d um Ad?

Geg.: £ =20cm, a = 5cm, d = 2mm, Ad = 0,1 mm, o = 40°

Abb. A2.2.

2.3 Der rechteckige Blechstreifen in Abb. A2.3 (durchgezogene Linien) wird in der
x,y-Ebene so verformt, daf er die gestrichelte Lage einnimmt. Die Verzerrung
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ist homogen. Wie grof sind ¢, €, und ~e, im eingezeichneten £, n-System?
Geg.:a=2m,b=0,5m, Aa = 1mm, Ab=0,4mm, ¢ = 30°

e o —

a Abb. A2.3.

2.4  Der rechteckige Blechstreifen in Abb. A2.4 wird in der z,y-Ebene so ver-

2.5

2.6

formt, daf alle Parallelen zur z-Achse in Parallelen zu der Parabel y = ax®
iibergehen, wihrend alle Parallelen zur y-Achse in sich verschoben werden. Die
Parabel y = az? wird durch den Punkt z; = 1000 mm, y; = 10 mm bestimmt.
Wie grof ist die Scherung 7y, des Blechs als Funktion von x fiir alle Punkte,
die vor der Verformung auf der Geraden y =const lagen?

i Abb. A2.4.

An den Enden eines zylindrischen Stabes mit der Lange ¢ und dem Radius r
greifen in entgegengesetzten Richtungen Torsionsmomente gleicher Grolie M
an. Die Verformung des Stabes kann sowohl durch den Verdrehwinkel ¢ der
beiden Stabenden gegeneinander als auch durch den Steigungswinkel v der
wendelférmig verformten Mantellinien des Zylinders beschrieben werden. 7y ist
die Scherung eines urspriinglich rechteckigen Flichenelements zwischen zwei
Mantellinien. Driicken Sie ¢ durch v, £ und r aus. Welche Léange ¢p mufl der
Stab haben, damit bei der Scherung v = o der Verdrehwinkel ¢ = 27 ist?
Geg.: £, 7 =10cm, v = 1073 =~ 0,05°

Das Brett der Dicke d in Abb. A2.6 wird durch an den Enden angreifende
Momente gebogen. Da die Schnittgréfe M, (x) lings des Brettes konstant ist,
wird das Brett zu einem Kreisbogen verformt. Die Mittelschicht des Brettes
wird nicht gedehnt. Welchen Kriimmungsradius pm.» mufl die Mittelschicht
mindestens haben, wenn die Dehnung in den &duflersten Fasern des Brettes
dem Betrage nach die Grofle €4, nicht tiberschreiten darf?

Jeg.: d =5cm, €maz = 5-107°

Z /

M Abb. A2.6.



44 2. Verformungen. Verzerrungen

2.7 In einem Punkt der Oberfliche eines Korpers werden bei zwei verschiedenen
Belastungen mit Dehnmefstreifenrosetten die Verzerrungszustéinde gemessen.
Daraus werden in dem einen Fall die in Abb. A2.7 gekennzeichneten Deh-
nungshauptachsen z,y mit den Hauptdehnungen ¢, und ¢, ermittelt und in
dem anderen die Dehnungshauptachsen &, 7 mit den Hauptdehnungen e und
¢n. Wie grof3 sind die Hauptdehnungen €; und e2, wenn beide Belastungen
gemeinsam am Korper angreifen? Unter welchem Winkel ¢o im mathematisch
positiven Sinn liegt die Hauptachse der grofieren Hauptdehnung gegen die
z-Achse geneigt? Um welchen Winkel ~,, verkleinert sich dabei der gekenn-
zeichnete 90°-Winkel? Hinweis: Die Verzerrungszustinde beider Belastungs-
falle miissen linear iiberlagert werden.

Geg: e, =104 ¢y = —2-107% ¢ =1,5-107% ¢, =0,5-107*

™

/é

30° x

Abb. A2.7.
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