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Menschenverstand, Logik
und Beweis

Empfindungen, Wahrnehmungen und Aktionen prigen alles
Lebendige und fihren — durch Wiederholen und Lernen — zur
elementaren Erfahrung;

Kommt die Sprache, das heif3t Beschreiben und Argumentie-
ren, hinzu, dann gelangen wir auf eine héhere Stufe des Erlebens
und der Verarbeitung von Erlebtem. Diese Stufe konsistenter
Lebenserfahrung ist das Fundament des gesunden Menschen-
verstandes.

Die im Gedichtnis gespeicherten Lebensereignisse kénnen
auf zweierlei Arten miteinander verkniipft werden: mit Hilfe der
(beteits erwihnten) Induktion, dem SchlieBen von Einzelfillen
auf das Allgemeine, und der Deduktion, der Ableitung des Beson-
deren aus dem Allgemeinen. Diese Verkniipfungen vervollstin-
digen den gesunden Menschenverstand weiter — was wiederum
Voraussetzung fiir vorwissenschaftliche Erkenntnis, wissen-
schaftliche Theorien und Planungen ist.

Wihrend die Induktion, wie wir gesehen haben, keinetlei posi-
tive Gewissheit zur Folge haben kann, ldsst die deduktive Me-
thode sehr wohl Schlisse mit Gewissheit zu. Die Korrektheit
des Schlusses bedeutet jedoch nicht die faktische Wahrheit von
Aussagen, wie ich an einigen Beispielen zeigen werde. Dennoch
ist die deduktive Logik bei allem Denken, das Aussagen schafft
und miteinander verkniipft, unverzichtbar.

Der Mensch ist frei und fihig, auch allen Gesetzen der Logik
zuwiderzuhandeln. Selbst das Unwahrscheinliche, Unnaturliche



2 Abenteuer Mathematik

und Absurde kann er Wirklichkeit werden lassen. Extreme Un-
gleichheit kann er ebenso erzwingen wie das andere Extrem, die
Gleichheit. Hinzu kommt, dass die Umgangssprache organisch
gewachsen, komplex und oft mehrdeutig ist. Auch sehr ein-
fach konstruierte sinnvolle Sitze sind nicht frei von logischen
Widersprichen; man denke etwa an die Russell’sche Antinomie
(Der Barbier, der alle rasiert, die sich nicht selbst rasieren) oder
noch an die Antinomie des Liigners (Wenn ich sage: »Ich lige,
lige ich und spreche gleichzeitig die Wahrheit). Um solche Wi-
derspriiche zu vermeiden, ist, wie der berithmte Logiker Alfred
Tarski gezeigt hat, sowohl eine Einschrinkung der Benutzungs-
regeln als auch eine Formalisierung notig, die tber den Alltags-
verstand hinausgeht. Aber auch die so formalisierte Logik ist
nach Karl Popper eine Erweiterung der menschlichen Sprache
— und alle Wissenschaft und Philosophie aufgeklirter Alltagsver-
stand. Somit ist auch Mathematik, das Spiel mit Fiktionen nach
den Regeln der Logik, aufgeklirter Alltagsverstand in Form einer
Mischung aus formalen und natirlichen Sprachen.

Logisches Schlielen ist aber auch ein niitzlicher Bestandteil
der Kommunikation. Logik macht die Menschen kritischer und
hilft, Irrefihrung durch Pseudoargumente zu verhindern. Alf-
red Tarski: »Das Hauptproblem, dem sich die Menschheit heute
gegeniibersicht, ist das der Normalisierung und Rationalisierung
menschlicher Beziehungen.«

Nun folgen ein paar Aspekte der elementaren Logik, sofern
sie fur das Weitere von praktischer Bedeutung ist. Dabei habe ich
mich bemiiht, Formalismen so weit wie moglich zu vermeiden.

Ein paar Zutaten: Aussagen

Auf tiefsinnige philosophische Betrachtungen iiber die Bedeu-
tung der Worter »wahr« und »falsch« will ich hier verzichten.
Innerhalb der Logik gehéren sie zu den evidenten, nicht weiter
definierten Grundbegriffen.
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Sehen wir in einem Wortetbuch nach, was das Wort »Aus-
sage« bedeutet, so erfahren wir unter anderem, dass es sich um
eine »sprachlich gefasste Mitteilung« handelt. In den folgenden
Uberlegungen steht dieser Begriff fiir jede Zusammenstellung
von Zeichen, die einen Sinn ergeben und die Eigenschaft haben,
entweder wahr oder falsch zu sein, aber nicht beides zugleich.
Die Entscheidung dattiber, ob eine Aussage wahr oder falsch ist,
muss prinzipiell méglich sein, auch wenn sie erst zu einem spite-
ren Zeitpunkt getroffen werden kann — wie etwa bei Prognosen.

In jeder der nichsten drei Zeilen steht eine Aussage:

(1) Det Mars besteht aus griitnem Kise.
2)1+1=3.
(3) Morgen dndert sich das Wetter, oder es bleibt, wie es ist.

Dagegen enthilt keine der folgenden Zeilen eine Aussage:
(4) Haltet den Dieb!

G) KN, +Noee ce+ LGOI 46N
(6) Diese Aussage ist falsch.

Die Erzeugung neuer Aussagen aus vorhandenen ist ein kreativer
Prozess, der in hochstem MalBe wiinschenswert ist; schlieBlich
mé&chte man nicht in einem abgeschlossenen, sterilen Gebiu-
de feststechender Aussagen gefangen sein. Es gibt verschiedene
Méglichkeiten, vorhandene Aussagen zu neuen Aussagen zu ver-
kntipfen.

Die einfachste Operation, die wir auf eine einzelne Aussage
anwenden kénnen, ist die Negation oder Verneinung. Nehmen wir
als Beispiel die Aussage »Der Mars besteht aus grinem Kise«
und kiirzen sie mit p ab. Nun bilden wir aus p die neue Zeichen-
zusammenstellung »nicht p«. Sie wird dadurch zu einer Aussage,
dass wir festsetzen: »nicht p« ist unter genau denselben Bedin-
gungen wahr, unter denen p falsch ist — und »nicht p« ist unter
genau denselben Bedingungen falsch, unter denen p wahr ist.
Diese Festsetzung versieht »nicht p« mit derselben Eigenschaft
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wie die vorgegebene Aussage p (ndmlich entweder wahr oder
falsch, aber nicht beides zugleich zu sein), und daher ist auch
»nicht p« eine Aussage.

Wie wird nun »nicht p« als vollstindiger Satz ausgedriickt?
Nach den Regeln der Grammatik kann man einen Satz vernei-
nen, indem man an passender Stelle das Wértchen »nicht« ein-
schiebt. Die Aussage »Der Mars besteht aus grinem Kiése« bietet
dazu zwei Méglichkeiten, die einen Sinn ergeben: (a): Nicht der
Mars besteht aus gritnem Kise. Und (b): Der Mars besteht nicht
aus grinem Kise.

Es ist leicht zu erkennen, dass die Aussage (a) nicht die Nega-
tion von p sein kann. Also muss es die Aussage (b) sein. Aller-
dings ist auch hier unklar, ob sich das Wortchen »nicht« auf griin
oder auf Kise bezieht — oder auf beide Bezeichnungen gemein-
sam. Wir sind gut beraten, wenn wir letzteres gelten lassen.

Wir kénnen natiirlich auch andere Umschreibungen voraus-
schicken, zum Beispiel »Es ist nicht der Fall, dass ...« oder »Es
ist falsch, dass ...« Solche Konstruktionen sind eindeutig und
fihren erfahrungsgemal nicht zu Missverstindnissen.

Die Vereinbarungen zu einer (nun beliebigen) Aussage p und
zu ihrer Verneinung (nicht p) lassen sich in einer iibersichtlichen
Tabelle darstellen; dabei werden die Buchstaben »W« und »F«
als Abkiirzungen fiir »wahr« und »falsch« benutzt. Diese Tabelle
(Tab. 1) wird Wahrheitstafel von »nicht p« genannt, denn sie kenn-
zeichnet die Bedingungen, unter denen »nicht p« wahr ist. (Na-
tirlich nennt sie auch die Bedingungen, unter denen »nicht p«
falsch ist.)

Die Operation der Verneinung wird an einer einzigen Aussage
vorgenommen. Wir kénnen aber auch zwei oder mehr Aussa-
gen zu einer neuen verkniipfen. Wenn p und q zwei Aussagen

Tab. 1 Wabhrheitstafel fur »nicht p«.

p nicht p

W F
F W
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Tab. 2 Wahrheitstafel fur »p und g« und »p oder q«.

p q pundq p oder q
W w W W

w F F w

F w F w

F F F F

sind, so kénnen wir die beiden Zeichenzusammenstellungen »p
und q« und »p oder q« bilden. Diese beiden Operationen ver-
kntipfen jeweils zwei Aussagen zu einer einzigen. Jede von thnen
wird dadurch zu einer Aussage, dass wir die in Tabelle 2 gezeig-
ten Festsetzungen tiber die Wahrheit beziehungsweise Falschheit
treffen.

Die Aussagen »p und q« und »p oder q« entsprechen im We-
sentlichen dem tblichen Sprachgebrauch. Auf einen Punkt ist
allerdings zu achten: Das Wort »oder« wird in der Umgangs-
sprache in zweierlei Bedeutung gebraucht. Manchmal bedeutet
es, dass genan eine (veine und nur eine«) von zwei Moglichkei-
ten zutrifft (Beispiel: Morgen Mittag werde ich in Miinchen oder
in Hamburg sein), und manchmal, dass mindestens eine von zwei
Méglichkeiten zutrifft — mitunter auch beide (Beispiel: Bei Regen
oder Sturm findet das Fest im Saal statt). In der Mathematik hat
man sich auf die zweite dieser beiden Deutungen geeinigt. Wir
werden also »oder« stets im (nicht ausschlieBenden) Sinne von
»mindestens eine von zwei Moglichkeiten« verwenden. Meinen
wir dagegen genan eine von zwei Méglichkeiten, sprechen wir von
rentweder ... oder«.

Eine Aussage »p oder q«, die immer wahr ist, erhalten wir,
wenn wir fir die Aussage q die Verneinung von p einsetzen: »p
oder nicht p« ist offenbar stets wahr und wird Tautologie genannt:
Es regnet, odet es regnet nicht.!

! Gewisse Teiltautologien nach dem Halb-voll-halb-leer-Muster fithren zu
witzigen Aussagen, etwa wenn jemand eine faule Katze sagen lasst: »Wer mit-
tags aufsteht, verschlift nicht den ganzen Tag.« Auch streng befolgte Logik in
Alltagssituationen kann zu komischen Effekten fiihren, wie die scharfsinnige
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Tab. 3 Wahrheitstafel fir »wenn p, so g« und fur »p dann und nur
dann, wenn q«.

p q wenn p, so q p dann und nur
dann, wenn q

w w w w

w F F F

F W W F

F F w w

Es gibt noch zwei weitere wichtige Operationen, mit denen je-
weils zwei Aussagen zu einer einzigen verkniipft werden: »wenn
P, so q« und »p dann und nur dann, wenn q«. Sie sind in Tabelle
3 dargestellt. Da viele mathematische Sitze eine der beiden For-
men haben, muss man diese Verkniipfungen schon kennen, um
den Inhalt der Sitze zu verstehen — noch ehe man diese zu be-
weisen versucht oder einen gegebenen Beweis verfolgt.

Die Aussage »wenn p, so q« kann als die Forderung betrachtet
werden, dass in jedem Fall, in dem die Aussage p wahr ist, auch q
wahr sein soll. Mehr ist nicht verlangt; insbesondere wird fiir den
Fall, dass p falsch ist, iberhaupt nichts gefordert. Aus der Aus-
sage »Wenn es regnet, gehe ich ins Kino« kann nicht geschlossen
werden, dass ich nicht ins Kino gehe, wenn es nicht regnen sollte
— im hidufigen Gegensatz zur Umgangssprache. Vielleicht meine
ich ja, dass ich in den Biergarten und nicht ins Kino gehe, wenn
es nicht regnet; das ist aber kein Bestandteil meiner Aussage
mehrt. (Aus der Tatsache allerdings, dass ich bt ins Kino gehe,
kann sehr wohl geschlossen werden, dass es nzht regnet: Dies ist
nimlich dquivalent zu meiner urspringlichen Aussage, wie wir
noch sehen werden.) Eine dhnliche Situation haben wir, wenn es
heiB3t: Ein Genie wird zeit seines Lebens verkannt. Selbst wenn
dies wahr wire, konnte ein Verkannter nicht daraus folgern, er sei
cin Genie. Ein Akzeptierter, das heif3t nicht Verkannter, miisste

Naivitat von Kleinkindern, von Alf oder auch Pumuckl aus den bekannten
Fernsehserien zeigt.
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aufgrund dieser Aussage aber sehr wohl zu dem Schluss kom-
men, dass er eben kein Genie ist.

Es soll noch einmal betont werden, dass die Aussage »wenn p,
so q«weder behauptet, dass p wahr ist, noch dass q durch irgend-
ein Verfahren aus p hergeleitet werden kann. Alles, was ausgesagt
wird, ist dies: Jedes Mal, wenn die Aussage p wahr ist, trifft es
auch zu, dass q wahr ist. Nach unseren Festlegungen ist jede der
folgenden Aussagen wahr:

e Wenn2+2=5s03+4=7.
o Wenn2+2=5s03+4=06.
e Wenn2+2=4,s03+4=7.

Dagegen ist folgende Aussage falsch:
o Wenn2+2=4 s03+4=06.

Ein Blick auf die Wahrheitstafel fiir »wenn p, so q« bestitigt die
Behauptung, die ersten drei Aussagen seien wahr und die vierte
falsch.

Jede Aussage der Form »wenn p, so q« nennt man Implikation
(auch Bedingungssatg), wobel wwenn p« als VVordersatz und »so q«
als Hintersatz bezeichnet wird. Implikationen lassen sich auf vet-
schiedene Weise formulieren, zum Beispiel:

e wenn p, dann q

e pist hinreichend fir q
e qist notwendig fir p
e pimpliziert q

e qfolgtausp

® pnur, wenn q

Wichtig ist nur, daran zu denken, dass jede dieser Formulierun-
gen dasselbe behauptet wie die Aussage »wenn p, so q«. Eine
gewisse Routine bei den verschiedenen Formulierungen dersel-
ben Aussage ist unerlisslich, um der benutzten Umgangssprache
— die man ja nicht Gibertrieben formalisieren méchte — die nétige
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Klarheit und Eindeutigkeit zu geben. Ubetlegen Sie sich doch
beispielsweise einmal die verschiedenen Formulierungsmdoglich-
keiten fiir die Aussage: »Wenn das elektrische Licht brennt, dann
ist die Sicherung intakt.«

Es wiire ein Irrtum zu meinen, die Alltagssprache und die Spra-
che der Logik seien absolut verschieden und die Regeln fir den
Gebrauch der Worter »wenn ... dann ...« lieBen keine Ausnah-
men zu. In Wirklichkeit schwankt er, und gelegentlich sto3en wir
auf Fille, in denen er die aufgestellten Regeln nicht erfillt. Stellen
Sie sich vor, ein Freund befasst sich mit einem sehr schwierigen
Problem, und Sie glauben nicht, dass er es jemals 16sen werde. Sie
driicken nun diesen Unglauben in scherzhafter Form aus: »Wenn
du dieses Problem 16st, fresse ich einen Besen.« Die Bedeutung
ist vollig klar. Sie haben eine Implikation gebildet, deren Hinter-
satz zweifellos falsch ist (da Sie nicht im Traum daran denken,
einen Besen zu fressen — selbst wenn Thr Freund wider Erwarten
sein Problem 16sen sollte). Da Sie im ubrigen die Wahrheit der
ganzen Implikation behaupten, behaupten Sie damit die Falsch-
heit des Vordersatzes, das heif3t, Sie geben Ihrer Uberzeugung
Ausdruck, dass der Freund sein Problem auf keinen Fall 16sen
wird. Andererseits ist es auch vollig klar, dass Vordetr- und Hin-
tersatz der Implikation tiberhaupt nicht miteinander zusammen-
hingen.

Die zweite Aussage in der Wahrheitstafel von Tabelle 3, »p
dann und nur dann, wenn qg, ist eine Abkiirzung fiir »p ist waht,
wenn q wahr ist, und p ist nur dann wahr, wenn q wahr ist,
ein Zusammenhang, dem wir auch die Form »wenn p, so g, und
wenn q, so p« geben kénnen. Wie Tabelle 3 zeigt, fordert diese
Aussage, dass p und q denselben Wahrheitswert haben, das heif3t,
dass beide zugleich wahr oder zugleich falsch sind.

Zwei Aussagen p und q mit demselben Wahrheitswert heiflen
dquivalent. Wenn p und q dquivalent sind und wenn bewiesen wer-
den soll, dass p wahr ist, so kann man diesen Beweis auch fithren,
indem man nachweist, dass q wahr ist. Wie bei der Implikation
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gibt es auch fiir die Aquivalenz verschiedene Formulierungsmég-
lichkeiten; die gebrduchlichsten von ihnen:

e p dann und nur dann, wenn q

¢ qdann und nur dann, wenn p

e p genau dann, wenn q

e wenn p, so q, und umgekehrt

e pist notwendig und hinreichend fiir q

Die Wendung »dann und nur dann, wenn« ist auch sehr ge-
briuchlich beim Aufstellen von Definitionen, das heil3t von Kon-
ventionen, durch die festgelegt wird, welchen Sinn man einem
neuen Ausdruck geben will.

Spezifikationen namens Quantoren

In der Mathematik kommen oft Ausdriicke vor, wie zum Bei-
spiel x> > —1, die eine (hier: x) oder mehrere Variable enthalten.
Solche Ausdriicke sind keine Aussagen, denn wir kénnen von
ihnen nicht behaupten, dass sie entweder wahr oder falsch sind,
solange wir nichts Giber die Werte der in ihnen vorkommenden
Variablen wissen (falls wir fir x »Katze« einsetzen, wird der Aus-
druck sinnlos).

Ein solcher Ausdruck kann aber dadurch zu einer Aussage wer-
den, dass wir gewisse Bedingungen hinzuftigen, die sich auf die Va-
riable x beziehen. Sie werden Quantoren genannt. Von Interesse sind
in unserem Zusammenhang zwei verschiedene Typen. Mit ihrer Hil-
fe konnen wir aus x* > —1 zwei Aussagen, zwei Sitze gewinnen:

(1) Fiir alle reellen Werte von x gilt x> > —1.
(2) Es gibt einen reellen Wert von x, fir den x* > —1 gilt.

Wer nicht genau weil}, was eine reelle Zah/ ist, wird mit diesen
Aussagen wenig anfangen kénnen. Nun habe ich ein kleines Pro-
blem: Es gibt ndmlich keine Definition der reellen Zahlen, die
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sowohl genau als auch einfach wire. Dass eine reelle Zahl of-
fiziell als »Dedekind’scher Schnitt in der Menge der rationalen
Zahlen« definiert wird, ist nicht sehr hilfreich. Es klingt, als ob
ein Dedekind’scher Schnitt so etwas wie ein Kaiserschnitt wire,
durch den reelle Zahlen auf die Welt kommen. Dabei gibt es ein
ganz und gar vertrautes, einfaches Bild einer reellen Zahl: sie ist
nichts anderes als ein Punkt auf einer Geraden.

Denken Sie sich eine Gerade, und wihlen Sie zwei Punkte auf
ihr — einen, den Sie ,,null (0), und irgendwo rechts von ihm einen
anderen, den Sie ,eins“ (1) nennen. Dadurch haben Sie auf der
Geraden ein Streckenstiick der Linge 1 bestimmt, und der Punkt
»eins® stellt die reelle Zahl 1 dar. Auch jedes andere Strecken-
stlick, zum Beispiel die Diagonale eines Quadrats mit der Seiten-
linge 1, bestimmt eine reelle Zahl auf der Geraden; Sie brauchen
das Streckenstiick nur richtig darauf zu legen: das linke Ende auf
den Punkt 0. Das rechte Ende des Streckenstiicks markiert dann
cinen Punkt, der die reelle Zahl V2 (Quadratwurzel von 2) visua-
lisiert. Jede reelle Zahl wird also durch einen Punkt der Geraden
dargestellt. Und umgekehrt visualisiert jeder Punkt der Geraden
eine reelle Zahl. Die Gerade Zs# der »reelle Zahlenraum« — den
Mathematiker meistens mit dem Symbol R bezeichnen. Dies ist
keineswegs eine genaue und erschopfende Definition, sondern
soll — als kleine Hilfe — nur einen fiir unsere Zwecke austreichend
klaren Eindruck von einer reellen Zahl vermitteln. Doch nun zu-
rick zu den beiden Behauptungen tiber reelle Zahlen.

Jeder der obigen Sitze (1) und (2) ist wahr. Satz (1) kann of-
fenbar auch so ausgedriickt werden: Wenn x eine reelle Zahl ist,
dann gilt x> > —1. Im Satz (2) hat die Formulierung »Es gibt einen
reellen Wert ...« die Bedeutung »Es gibt mindestens cinen reellen
Wert ...« Der Quantor »Fir alle ...« heil3t Alguantor, der Quan-
tor »Hs gibt einen ...« heillt Existenzquantor.

% In der Umgangssprache geben beide Quantoren oft zu Kontroversen Anlass.
So war zu Beginn des Jahres 1997 die Ausstellung »Vernichtungskrieg, Ver-
brechen der Wehrmacht 1941 — 1944« fiir die einen Dokumentation einer his-
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Beiden Quantoren kommt in der Mathematik eine beson-
ders wichtige Rolle zu. Oft werden Aussagen tber alle Elemen-
te ciner unendlichen Menge gemacht. Beispiclsweise besagt die
Goldbach’sche Vermutung (auf die ich noch eingehen werde),
dass jede gerade natiirliche Zahl gréB3er als 2 Summe von zwei
Primzahlen ist. Hier gentigt es keineswegs, eine noch so grof3e
Uberpriifung zu starten — etwa mit Computerhilfe; der Beweis
— der bis heute noch nicht erbracht werden konnte — muss sich
auf alle (unendlich vielel) geraden Zahlen erstrecken, quasi auf
einen Schlag. Auch Existenzbehauptungen sind dullerst wichtig,
Definieren kann man zwar alles, zum Beispiel die beriihmte Eier
legende Wollmilchsau; von Interesse ist aber, ob so etwas exis-
tiert.

Solange Sitze gebildet werden, in denen ein einziger Quantor
auf einen Ausdruck mit nur einer Variablen angewendet wird,
gibt es erfahrungsgemil keine Missverstindnisse. Es ist jedoch
nicht immer sofort ersichtlich, was gemeint ist, wenn zwei Quan-
toren nacheinander in demselben Ausdruck vorkommen. Man
hat hierfiir eine Vereinbarung getroffen, die an den folgenden
Beispielen erliutert wird:

(3) Zu jeder positiven Zahl x gibt es eine positive Zahl y, so dass
gilt: x* >y~

(4) Es gibt eine positive Zahl y, so dass fiir jede positive Zahl x
gilt: x* >y~

Diese beiden Aussagen sind nicht gleichwertig. Um deutlich zu
machen, worin der Unterschied liegt, veteinbaren wir, dass die
Reihenfolge, in der die Variablen x und y im jeweiligen Satz ge-
nannt werden, auch die Reihenfolge bestimmt, in der ihre Werte
festgelegt werden.

torischen Tatsache (Existenzquantor), fiir die anderen dagegen — vor allem in
Miinchen — eine unzulissige pauschale Verurteilung (Allquantor).
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In Satz (3) wird zuerst x, dann y genannt, was bedeutet, dass
der Wert fiir x zuerst gewihlt und dass dann unter Berticksichti-
gung der fiir x getroffenen Wahl ein Wert fiir y festgelegt wird. Es
gibt noch einen zweiten Unterschied zwischen den beiden Fest-
legungen: Fir x missen wir a/e positiven Werte durchprobieren
— zumindest prinzipiell —, wihrend wir far y nur eznen Wert be-
nétigen, der sich allerdings bei Anderung (das heiB3t bei erneuter
Festlegung) von x auch wieder dndern kann. Wie auch immer die
positive Zahl x gewihlt wird, wir kénnen zum Beispiel fir y den
(positiven) Wert x/2 nehmen: x* > y* wird zu x* > (1/4)x% ein
Ausdruck, der fiir jede positive Zahl x zutrifft. Satz (3) ist somit
waht.

Satz (4) ist dagegen falsch — und das soll nun gezeigt werden.
Hier wird y an erster und x an zweiter Stelle genannt. Daher
muss zuerst eine Zahl fiir y gewihlt werden — eine Wahl, die bei
der nachfolgenden Festlegung von x bekannt sein muss. Wieder
geniigt ein einziger Wert flir y, aber fir x muss jede mogliche
Wahl ins Auge gefasst werden. Es stellt sich heraus, dass es
unmoglich ist, ein einziges y so zu wihlen, dass fir den nun
festgehaltenen Wert y fiir alle méglichen Zahlen x, die wir nach-
einander cinsetzen konnen, stets x? > y? gilt. In der Tat, nehmen
wir an, irgendjemand habe uns die spezielle positive Zahl z als
geeigneten Wert fiir y vorgeschlagen, dann ist einer der Werte,
die fur x in Frage kommen, die Zahl z/2. Mit diesen Werten
wird dann x* > y? zu (1/4)2*> > 2, ein Ausdruck, der fiir keine
positive Zahl zutrifft.

Sehr dhnlich verhalt es sich zum Teil mit den folgenden Paaren
von Aussagen — wie sich der Leser leicht tiberlegen mag:

(al): Fur jedes x gibt es ein y, so dass x + y=5 gilt.
(a2): Es gibt ein y, so dass x + y=>5 ist fur jedes x.

(b1): Fir jeden Mann gibt es eine vollkommene Frau.
(b2): Es gibt eine vollkommene Frau fiir jeden Mann.
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Die diskutierten Beispiele illustrieren auch die Argumentations-
weise, mit deren Hilfe man Aussagen, in denen Quantoren vot-
kommen, zu beweisen hat. Zum Beweis ihrer Wahrheit muss
man sich bei Aussagen der Form »Fir alle x gilt ...« alle Werte
fiir x nacheinander eingesetzt denken — oder aber cine Begriin-
dung angeben, die fiir alle zugelassenen x-Werte gtltig ist. Um zu
beweisen, dass die Aussage falsch ist, geniigt es, einen einzigen
zugelassenen Wert fir x anzugeben, fiir den die (durch die drei
Punkte angedeutete) Bedingung nicht erfiillt ist. Man nennt einen
solchen x-Wert ein Gegenbeispiel fir die betreffende Aussage.

Betrachten wir dagegen eine Aussage der Form »Es gibt ein x,
so dass ...« so geniigt es fiir den Beweis ihrer Wahrheit, einen
einzigen zugelassenen Wert fiir x anzugeben, fiir den die (durch
die drei Punkte angedeutete) Bedingung erfillt ist. Dagegen wiir-
de der Beweis dafiir, dass die Aussage falsch ist, erfordern, dass
Jeder fir x zugelassene Wert berticksichtigt wird.

Ein paar Rezepte: Beweise

Fast unmerklich sind wir von einfachen Aussagen, von Opera-
tionen, die wir auf sie angewendet haben, beziehungsweise Ver-
kntpfungen zwischen ihnen mit Hilfe der vorstehenden Beispiele
auf das Konzept der Beweisfithrung gekommen. Und genau da-
rum geht es in der Logik, nimlich um die Folgerungsbezichung,
die zwischen Annahmen (Pramissen) und der Behauptung (Conclu-
sio, Schlussfolgerung) eines korrekten Schlusses (Deduktion) besteht.
Logik ist die Wissenschaft — nicht selten auch die Kunst — des
SchlieBlens. Ein Schluss ist dann und nur dann korrekt, wenn es
nicht der Fall ist, dass seine Primissen waht und die Conclusio
falsch sind.

Man muss kein besonders scharfsinniger Sherlock Holmes
sein, um einzusehen, dass in dem folgenden (korrekten) Schluss,



14 Abenteuer Mathematik

der in allen Lehrbiichern der Logik steht, die (wahre) Conclusio
aus den (wahren) Primissen folgt:

Alle Menschen sind sterblich;

alle Griechen sind Menschen;

also sind alle Griechen sterblich.

Aber: Es kiimmert die Logik nicht, ob die Primissen oder die
Conclusio tatsichlich wahr oder falsch sind; fur die Korrektheit
ist nur gefordert, dass die Conclusio wahr sein muss, wenn die
Pramissen wahr sind. Demnach kann es neben korrekten Schlus-
sen, in denen Primissen und Conclusio wahr sind (wie im obigen
Beispiel), auch Deduktionen geben, die ebenfalls vollig korrekt
sind, aber eine oder mehrere falsche Primissen und (odet) eine
falsche Conclusio enthalten. Ein paar solcher Beispiele will ich
nun nennen.

Beispiel fiir einen korrekten Schluss mit lauter falschen Aus-
sagen:
Alle Menschen sind klug;
alle Primaten sind Menschen;
also sind alle Primaten klug,

Es ist aber keineswegs so, dass falsche Primissen bei einem kor-
rekten Schluss immer zu einer falschen Conclusio fithren miis-
sen, wie folgendes Beispiel zeigt:

Alle Politiker sind alt;

alle Achtziger sind Politiker;

also sind alle Achtziger alt.

Vielmehr kann aus einer falschen Primisse a/les folgen. Genau
das ist der Grund, weshalb Mathematiker in logischer Hinsicht
so genau und pingelig sein missen. Bertrand Russell wurde ein-
mal gefragt, ob er denn aus 2+ 2=3 folgern kénne, dass er der
Papst sei. »Na klar«, antwortete Russell. »Aus 2+2 =3 folgt 2=1.
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Der Papst und ich sind zwei Personen. Da aber 2 gleich 1 ist, sind
wir nur eine Person. Also bin ich der Papst.«

In all diesen Fillen sehen wir, dass die Conclusio wahr sein
miisste, wenn die Primissen wahr wiren — ganz gleich, wie es um
die Wahrheitswerte der einzelnen Aussagen tatsichlich steht; und
das gentigt fiir die Korrektheit. Es gibt nur eine einzige Kombi-
nation von Wahrheitswerten, die in einem korrekten Schluss #icht
vorkommen kann: wenn die Primissen wahr und die Conclusio
falsch sind. All dies zeigt, dass die Korrektheit eines Schlusses
nicht einfach von den Wahrheitswerten von Primissen und Con-
clusio abhingt. Sie garantiert nur, dass die Conclusio wahr ist,
falls die Primissen wahr sind; sie liefert uns keinerlei Hinweis da-
rauf, ob auch nur eine einzige Primisse tatsichlich wahr ist, und
auch keine Information uber den Wahrheitswert der Conclusio,
falls mindestens eine Primisse falsch ist.

In manchen Fillen kann es aulerordentlich schwierig sein, die
Frage nach der Korrektheit zu beantworten. So hat zum Beispiel
noch niemand die nétigen Entdeckungen gemacht, um zu ent-
scheiden, ob der folgende Schluss korrekt ist: Als Pramissen sind
alle bewiesenen Sitze der Mathematik zugelassen; also ist jede
gerade ganze Zahl grofler als 2 die Summe zweier Primzahlen.
Die Schwierigkeit rithrt nicht etwa von der Unbestimmtheit her,
die in dem einen oder anderen Teil dieser Aussage stecken mag,
Die Behauptung, um die es geht, ist £/ar (es handelt sich um die
Goldbach’sche Vermutung); das Problem besteht datin, heraus-
zufinden, ob sie wahrist — wahr im Sinne eines korrekten Schlus-
ses aus den Primissen.

Um es noch einmal deutlich zu sagen: In der Logik kommt es
nicht auf die faktische Wahrheit von Aussagen an, sondern auf
die Korrektheit von Schliissen. (Korrektheit und Wahrheit haben
in der Logik genauso viel bezichungsweise wenig miteinander zu
tun wie Recht und Gerechtigkeit im sozialen Leben.)
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Satze als Implikationen:
Beweisspielarten

Viele mathematische Sitze kénnen in der Form einer Implikation
angegeben werden: Wenn p, so q. Doch wie beweist man solche
Implikationen? Wir kénnen die duBlere Form eines Beweises wie
folgt darstellen:

Es sei p.

Dann ... (bla bla bla) ...

Also gilt q.

Wie kann die Argumentationskette »Dann ... (bla bla bla) ...«
schliissig und nachvollziehbar konstruiert werden? Es ist nun an
der Zeit, ein paar Verfahren anzugeben, mit denen Implikationen
bewiesen werden konnen.

An dieser Stelle schiebe ich einen kleinen Nachtrag tGiber die
Implikation ein, genauer: iber dquivalente Formen der Implika-
tion.

Durch das Aufstellen der Wahrheitstafeln fiir die folgenden
beiden Aussagen ist leicht zu erkennen, dass diese dquivalent
sind:

e (a): »Wenn p, so q.« (Beispiel: Wenn es regnet, gehe ich ins

Kino.)

e (b): »Wenn nicht q, so nicht p.« (Wenn ich nicht ins Kino gehe,
regnet es nicht.)

Auch die folgenden Aussagen sind zur Implikation »wenn p, so
q« dquivalent:

¢ (c):»Wenn p und nicht g, so q.«

e (d): »Wenn p und nicht q, so nicht p.«

Es gibt noch weitere gebriuchliche Aquivalenzen der Impli-
kation. Auch wenn die letzten beiden Aussagen etwas formal
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anmuten und seltsam klingen, sofern wir sie auf umgangssprach-
liche Beispiele anwenden, sind sie mit der Implikation »wenn p,
so q« dquivalent; die Wahrheitstafeln zeigen es.

Die dritte Spalte in der Wahrheitstafel von Tabelle 3 (Seite
0) zeigt, dass wir in der Mathematik keine Implikationen zu be-
trachten brauchen, in denen sich p als falsch erweist; denn in
diesen Fillen ist »wenn p, so q« wahr, unabhingig davon, was fiir
eine Aussage fiir q eingesetzt wird. Bei mathematischen Uber-
legungen koénnen wir daher unsere Aufmerksamkeit auf Impli-
kationen beschrinken, in denen p wahr ist. Fur diese Fille zeigt
uns aber die Tabelle 3, dass »wenn p, so q« unter genau denselben
Umstinden als wahre Aussage betrachten kénnen, unter denen q
wahr ist. Somit besteht also ein méglicher Weg, die Implikation
»wenn p, so q« zu beweisen, darin, mit der (wahren) Vorausset-
zung p zu beginnen und aus ihr abzuleiten, dass dann auch g
wahr ist. Zu dieser Ableitung diirfen beliebige logisch korrekte
Schliisse benutzt werden. Ein Beweis, der auf diesem Wege ge-
fihrt wird, wird als direkter Beweis der Implikation »wenn p, so q«
bezeichnet.

Als Beispiel (B-1) beweisen® wir folgende Implikation:

Wenn n eine ungerade natiitliche Zahl ist, so ist auch n* (=
n - n) ungerade.

Beweis: Sei n eine ungerade natirliche Zahl. Jede ungerade
natlirliche Zahl n kann in der Form n=2m+1 dargestellt
werden, wobei m eine nichtnegative ganze Zahl ist. Qua-
driert man beide Seiten dieser Gleichung, so folgt:

n® = (2m + 1)%

? Beweise in Kisten kénnen tibersprungen werden; das tut dem Verstindnis des
Haupttextes keinen Abbruch. Der Leser kann bei Bedarf spiter darauf zuriick-
kommen.
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist offensichtlich das Qua-
drat einer Summe. Wenn wir darauf den (vielleicht noch aus
dem Schulunterricht bekannten) binomischen Lehrsatz

(a + b)* = a? + 2ab + b?
anwenden, so folgt:
n®=4m?+ 4m + 1.

Die rechte Seite dieser Gleichung kann leicht in die Form
2k +1 gebracht werden, wobei k eine geeignete nichtnega-
tive ganze Zahl ist:

n?=202m? +2m) + 1= 2k + 1.

Diese Darstellung zeigt aber, dass n® ungerade ist, und da-
mit ist der Beweis erbracht.

Dies ist kein bis in die kleinstmdglichen Schritte gehender Be-
weis. Wir haben auf Bekanntes oder bereits Bewiesenes zurtck-
gegriffen (zum Beispiel auf die allgemeine Darstellung einer
ungeraden Zahl, auf die arithmetischen Rechenregeln und auf
den binomischen Lehrsatz). Das ist erlaubt. Komplexere Be-
weise werden zuerst oft nur in gréferen Argumentationslinien
konzipiert; erst nach und nach werden dann die Beweisschritte
verfeinert. Fur den direkten Beweis besteht hier die Grundidee
darin, den binomischen Lehrsatz auf die Darstellung des Quad-
rats einer ungeraden Zahl anzuwenden: 2n +1)* = 4n” + 4n + 1.
Der Rest ist Arrangement.

Wollte man die bewiesene Aussage penibel und vollstindig aus
der formalen Logik ableiten, wiirde so ein Projekt bald uniiber-
sichtlich werden. Fiir den Mathematiker (wie auch fir den Laien)
ist beispielsweise die mathematische Aussage »1 +1 =2« trivial.
Und doch: In ihtem legendiren und monumentalen Versuch
»Principia Mathematica«, die Mathematik als strenge Methode
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der Logik aufzubauen, bendtigen Bertrand Russell und Alfred N.
Whitehead immerhin 362 Seiten, bis sie in der Lage sind, diese
arithmetische Aussage zu beweisen.

Wir haben schon bemerkt, dass im Fall der Aquivalenz zweier
Aussagen ein Beweis fir eine der beiden Aussagen zugleich als
Beweis fur die andere gilt. Auf Seite 16 habe ich unter (b) bis (d)
dquivalente Formen der Implikation (a) »wenn p, so q« angege-
ben. Da jede dieser vier Aussagen die Form einer Implikation
hat, kann es sein, dass wir fir die eine oder andere von ihnen
einen direkten Beweis anzugeben vermégen. Einen direkten Be-
weis flir eine der Aussagen (b) bis (d) nennt man einen indirekten
Beweis oder auch Widerspruchsbeweis der Implikation »wenn p, so
q«. (Fur besondere Formen indirekter Beweise gibt es noch an-
dere Namen, auf die ich hier nicht eingehe.)

Ein Alibi wird in Krimis als indirekter Beweis vorgefiihrt. Das
formale Schema ist stets das gleiche: Angenommen, ich wire
zur Tatzeit am Tatort in Miinchen gewesen. Dann hitte ich aber
nicht gleichzeitig am Betriebsausflug nach Salzburg teilnehmen
kénnen, was Frau Miiller, mit der ich mich unentwegt unterhal-
ten habe, sicher bestitigen wird. Dies ist ein Widerspruch zur
Anfangsannahme, da ich mich nicht gleichzeitig an verschiede-
nen Orten befinden kann. Folglich ist sie falsch.

Beispiel (B-2)

Folgende Implikation ist indirekt zu beweisen: Wenn n eine
natiirliche Zahl ist, deren Quadrat gerade ist, so ist auch n
gerade.

Wir kénnen einen indirekten Beweis fir die Implikation
»wenn p, so g« liefern, indem wit einen direkten Beweis fir
die Implikation »wenn nicht q, so nicht p« durchfithren.
Wenn wir sie voll ausschreiben, so wird daraus: Wenn n kei-
ne gerade natiirliche Zahl ist, so ist n auch keine natiirliche
Zahl, deren Quadrat gerade ist. Somit lautet die Hauptidee
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fir den indirekten Beweis: Falls n eine ungerade natiirliche
Zahl wite, so folgte nach Beispiel (B-1), dass n* ebenfalls
ungerade wire. (In dieser Kurzfassung fehlen einige Schrit-
te — lassen Sie sich dadurch nicht aus der Ruhe bringen.)

Der nichste Fall (B-3) stellt geradezu ein Paradebeispiel fiir einen
indirekten Beweis dar. Betrachten wir die Gleichung x-x =2 oder
kurz x*=2, wobei x eine unbekannte (positive) Zahl sein soll,
und fragen: Welche Zahl, mit sich selbst multipliziert, ergibt 2?
Es ist soweit klar, dass x keine ganze Zahl sein kann. Deshalb die
Frage: Von welcher Natur ist die Losung? Kénnen wir als Losung
einen Bruch n/m finden, worin n und m ganz sind? Wie der
Beweis im folgenden Kasten zeigt, ist dies in der Tat unmdoglich.
Bezeichnen wir die gesuchte Losung mit 4. Es gilt also
A b= W2=),

Beispiel (B-3)

Zeige, dass #, die positive Losung der Gleichung x* =2, it-
rational ist (damit ist gemeint, dass # nicht als gekirzter
Bruch dargestellt werden kann).

Indirekter Beweis: Angenommen, # sei rational; dann kann
& als gekiirzter Bruch dargestellt werden, etwa ¢ = n/m,
worin n und m ganz und teilerfremd sind. Dann folgt n =
# - m und nach Quadrieren beider Seiten n* = #2-m?=2m?
(denn fur #* konnen wir ja 2 schreiben).

Diese Gleichung zeigt, dass n eine ganze Zahl ist, deren
Quadrat gerade ist, und das bedeutet nach Beispiel (B-2),
dass auch n selbst gerade ist. Wir diirfen folglich n in der
Form einer allgemeinen geraden Zahl schreiben, n=2r (mit
einem geeigneten 1), und finden nach Einsetzen in die obige
Gleichung:

n* = (2r)* = 2m? oder 41> = 2m?* oder 21> = m>
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Diese Gleichung zeigt aber, dass auch m eine ganze Zahl ist,
deren Quadrat gerade ist. Daher ist m ebenfalls gerade, und
das widerspricht der Annahme, dass n und m teilerfremd
sind. Damit ist aber die Behauptung bewiesen.

Anmerkung, Natirlich haben Sie es erraten: Die Losung 4 wird
gewohnlich als V2 (»Quadratwurzel von 2«) geschrieben, mit dem
»Wurzelzeichen« \ (auch »Radikalzeichen« genannt). Es liegt
nicht an der Symbolik, ob eine Zahl irrational ist, sondern allein
am Beweis; (z. B. ist die positive Quadratwurzel von 4, \/4, nicht
irrational, sondern sogar ganz, nimlich 2.)

Wie man sich hoffnungslos
verbeif3t

Mathematische Beweise vermitteln oft den Eindruck, dass sie
cine Ansammlung von Ritseln und Tricks sind: Mathematik ist
im Bewusstsein vieler Menschen schwer nachvollziechbare Ge-
dankenakrobatik. Doch ganz so schlimm ist es nicht: Mathema-
tiker kochen auch nur mit Wasser; auch sie haben keine fertigen
Rezepte, um neue Aussagen zu beweisen, sie bendtigen eine
gewisse Erfahrung, vergleichbar der eines Schachspielers. Die
»Eréffnungsmoglichkeiten« fir einen Beweis sind allerdings oft
vielfaltiger als beim Schachspiel, und so ist es auch nicht verwun-
detlich, dass sich zahlreiche einfach zu verstehende Aussagen bis
heute einer Beweisfithrung (beziehungsweise einer Widerlegung)
widersetzt haben. Betrachten wir ein solches Beispiel.

Vor etwa dreilig Jahren waren die Lehrbiicher des deutschen
Mathematikers Lothar Collatz (1910 bis 1990) vielen Studenten
vertraut. Seine »Optimierungsaufgaben« (zusammen mit Wolf-
gang Wetterling) und seine »Numerische Behandlung von Diffe-
rentialgleichungen« zieren immer noch ein Biicherregal meines
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Arbeitszimmers. Bereits als er selbst noch studierte, hatte sich
Collatz ein Problem gestellt, das bis heute nicht geldst werden
konnte. Dabei scheint es geradezu beleidigend einfach zu sein:

Fir das erste Glied a; unserer Folge nehmen wir eine beliebige
natiirliche Zahl. Ist nun diese Zahl gerade, dann soll das nichste
Glied, a,, die Halfte von a betragen:

a =a/2.

Ist dagegen a  ungerade (und wiirde deshalb nach Halbierung
keine natiirliche Zahl ergeben), dann soll das nichste Glied a, wie
folgt gebildet werden:

a,=3-a + 1 (oderkurz 3a + 1).

Alle nachfolgenden Glieder (a,, a,, a,, ...) werden ebenfalls nach
dieser Regel gebildet.

Ein Beispiel. Nehmen wir als Anfangsglied a, die Zahl 50. Da
50 gerade ist, lautet das nichste Glied a = 50/2=25. Dieses Glied
ist ungerade, folglich ist das dritte Glied a,=3a +1=3-25+1=76.
Diese Zahl lasst sich wieder halbieren, und wit erhalten als viertes
Glied a, = 38. Das nichste Glied a, ist gleich 19, a_ gleich 58 (das heil3t,
wir missen 3-19+1 bilden, da 19 ungerade ist) und so weiter.

Immer, wenn ein Folgenglied gerade ist und daher durch 2 geteilt
werden kann, ist das ndchste Folgenglied kleiner, und immer, wenn
ein Folgenglied ungerade ist, wird das nachfolgende gréBer sein.

Man stellt sehr schnell fest, dass man nach einigem Auf und
Ab auf die Zahl 1 trifft — und dass man sich von da an ewig in
der Schleife 1 — 4 — 2 — 1 dreht, wie wir an einigen Beispielen
sogleich sehen werden.

Dieses Collatz’sche oder (3n+ 1)-Problem®, wirft die Frage
auf, ob man izmmer, also unabhingig von der natiirlichen Zahl a,
von der man ausgeht, irgendwann auf die Zahl 1 st6Bt.

* Es witd als »Problem E16« aufgefiihrt in: Richard K. Guy, »Unsolved Prob-
lems in Number Theory«, New York/Heidelberg/Berlin 1981.
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Tab. 4 Folgen des (3n+1)-Problems fur die naturlichen Zahlen von
1 bis 9.

a, Folge

1 15452515452 1usw.

2 251-54-52->51-54—-2—1usw.

3 3510->55-516-58-54-52—->1—->4—-52—>1usw.

4 4-52—-51—-4—-2—1usw.

5 5516-58-54-52->51-54—-52—1usw.

6 6>53-510->55-516-58—-4-52—>1—-54—-2—1usw.
7 7-522-511—->534—-517—->552—-526—->13—-540—- 20—

1M0-55-516-58—->4—>52—>1usw.
854-52>51->54—->52—>1usw.
9 9528514—-57—-522-511->534—-517—>552—-526->13—>
40—-520-510->5->16—>8—->4 -2 — 1 usw.

]

Rechnen wir einige Beispiele durch, wobei wir fiir a; der Reihe
nach die ersten neun natiirlichen Zahlen nehmen (Tabelle 4).

Bis heute ist die Behauptung, die Folge fithre immer zu 1,
nicht bewiesen und daher nur eine Vermutung. Dabei wurden
alle Zahlen bis 700 Milliarden mit dem Computer getestet. Ein
mogliches Gegenbeispiel, das die Vermutung widerlegen wiirde,
kann es nur oberhalb dieser gigantischen Prifstrecke geben und
wird bestimmt nicht einfach zu finden sein. »Es gibt bis heu-
te keine durchschlagende theoretische Einsicht, mit der sich die
Vermutung beweisen oder widetlegen lieBe.« So kennzeichnet
Albrecht Beutelspacher die Situation in seinem unterhaltsamen
Buch »In Mathe war ich immer schlecht ...«. Mit elementaren
Mitteln gelangt man rasch zu Fragen und Vermutungen ohne
Ende. Jeder kann versuchen, dieses leicht verstindliche, offene
Problem zu 16sen. Aber Vorsicht — man kann sich seht schnell
darin verstricken und verbeiBen! Ein paar elementare Uberlegun-
gen dazu kénnen Sie spaleshalber nachvollziehen.!* Und selbst-
verstindlich auch eigene Beweisideen erproben.

* Hochgestellte Ziffern, denen auf dieser Seite keine FuBnoten entsprechen
— wie hier die 1 —, verweisen auf die Anmerkungen, ab Seite 339. Auch eine
Verwechslung mit Potenzen ist nicht zu beftirchten.
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Ratschlage eines berufenen
Mathematikers

George Pélya (1888 bis 1985) gibt heuristische Ratschlige, die er
auf den Innendeckel seines Buches »Schule des Denkens« (engli-
scher Titel: vHow to Solve It«) setzen lief3:

e »Erstens: Du musst die Aufgabe verstehen.

e Zweitens: Suche den Zusammenhang zwischen den Daten
und den Unbekannten. Du musst vielleicht Hilfsaufgaben
betrachten, wenn ein unmittelbarer Zusammenhang nicht
gefunden werden kann. Du musst schlieBlich einen Plan der
Lésung erhalten.

e Drittens: Fihre deinen Plan aus.

e Viertens: Prife die erhaltene Losung.«

Auf dem gegeniiberliegenden Innendeckel werden diese Richt-

linien dann bis auf die niedrigste Stufe von Einzelstrategien auf-

gegliedert, die im geeigneten Moment ins Spiel gebracht werden

kénnen:

e »Wenn du die vorgegebene Aufgabe nicht 16sen kannst, schau
dich nach einer geeigneten verwandten Aufgabe um.

¢ Beginne von hinten.

e Beginne von vorn.

e Schrinke die Bedingung ein.

e Erweitere die Bedingung.

e Suche ein Gegenbeispiel.

e Rate und teste.

e Teile und hertsche.

o Andere die Begriffsform.«

Wer glaubt, noch unbewiesene Aussagen beweisen zu kénnen,
halte sich vor Augen, was David Hilbert, einer der gréfiten Ma-
thematiker um die Jahrhundertwende, auf die Frage geantwortet
hat, warum er sich nicht bemihe, die Fermat’sche Vermutung
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(auch als »letzter Fermat’scher Satz« bekannt; siche den Abschnitt
»Das Vermichtnis des professionellen Amateurs« ab Seite 43) zu
beweisen: Ehe er beginne, miisste er sich drei Jahre lang intensiv
darauf vorbereiten, und seine Zeit sei ihm zu kostbar, um sie in
Aktivititen zu stecken, die wahrscheinlich zu einem Misserfolg
fihren wiirden.

Der formale, manchmal strenge Charakter der Mathematik ist
Ausdruck einer gewissen »Macht« der Beweise: In jedem mathe-
matischen Beweis steckt — gleichsam in potenzieller Weise — eine
unbeschrinkte Anzahl anderer analoger Beweise. Eine bewiese-
ne Aussage iber ein beliebiges ebenes Dreieck ist zum Beispiel
gtiltig fiir alle denkbaren, unendlich vielen ebenen Dreiecke. Sehr
deutlich tritt dieser Umstand bei dem folgenden Beweisverfahren
zutage. Es heil3t Beweis durch vollstindige Induktion und schlieB3t die
elementate Beweisrezeptur ab.

Endlicher Beweis unendlich vieler
Aussagen

Bei der Einfithrung des Allquantors (Seite 10) habe ich schon er-
wihnt, dass oft Aussagen iiber alle Elemente einer unendlichen
Menge gemacht werden. Da niitzt es nichts, eine (Computer-)
Uberpriifung — und sei sie noch so umfassend — zu starten; es
ist vielmehr ein Beweis erforderlich, der sich auf die unendlich
vielen Objekte, fir die die Behauptung gelten soll, erstreckt. Ein
mathematisches Verfahren, das den Beweis unendlich vieler Aus-
sagen — quasi auf einen Schlag — bewerkstelligt, ist die vollstidn-
dige Induktion.

Betrachten wit einen Satz S und eine unendliche Folge von
Sitzen S, S,, S,, ... von der Art, dass S dann und nur dann wahr
ist, wenn jeder einzelne der Sitze S, S, S,, ... wahr ist. Dazu
zwei Anmerkungen:
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1. Im Ausdruck S, (beispielsweise) ist die »3« eine Nummer und
heil3t Index (Mehrzahl: Indizes). Ein Index dient lediglich der
Nummerierung der Glieder (Terme, Ausdriicke) einet (end-
lichen oder unendlichen) Liste. Oft, wie auch hier, wird der
Index so gewihlt, dass er mit der (natiitlichen) Vatiablen n
des entsprechenden Satzes gleichgesetzt wird; also bezeichnet
S,, die spezielle Aussage, fiir die die Variable n den Wert 37
erhilt.

2. Die drei Pinktchen deuten an, dass es so weitergeht, und daher
muss der Leser wissen, wie es weitergeht. Das ldsst sich bestim-
men, indem gentigend viele Anfangsterme angegeben werden.
Auch in unserem Fall brauchen wir nicht blind zu raten: Der
Satz, der nach S, kommt, ist S, — und natiirlich so weiter.

S ist also dquivalent zur Aussage »S, und S, und S, und ...« die
sich aus unendlich vielen Aussagen zusammensetzt.

Meistens behaupten Sitze dieser Art, dass eine Bedingung, in
der eine Variable n vorkommt, erfillt wird, sobald man fiir n eine
beliebige natiirliche Zahl einsetzt.

Beispiel (B-4)

Der Satz S:
»Wenn n ganz und positiv ist, so gilt
142434 ... +n:w«
kann ausgedriickt werden durch:

112
Sl.l_T
undSZ:1+2:¥
unde,:l—|—2—i-3=32%4

und so weiter mit unendlich vielen Aussagen.

Auf welche Art konnen wir versuchen, einen solchen Satz zu
beweisen? Die bisher angegebenen Methoden dienen zum Be-
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weisen beliebiger Implikationen. Natiitlich kann es vorkommen,
dass eine der Methoden bequemer zum Ziel fithrt als eine ande-
re, oder auch, dass uns mit den angegebenen Methoden gar kein
Beweis gliickt.

Fir Fille wie Beispiel (B-4) steht uns die Methode der voll-
stindigen Induktion zur Verfiigung. Der Beweis wird in zwei
Schritten gefiihrt:

Sehrirt 1: Beweis des Satzes S,.
Schritt 2: Beweis der Implikation: Wenn S, s0 S _ .
Zum Beweis des Satzes S, (Schritt 1) darf jede anwendbare Me-
thode benutzt werden. Oft gelingt es, die spezielle Aussage ein-
fach nur zu verifizieren (durch Einsetzen des Wertes 1 fir die
Variable n in den formelmifligen Ausdruck von Satz S ).

In Zusammenhang mit Schritt 2 ist ein Punkt besonders zu
beachten: Es geht nicht um die Frage, ob S, wahr ist oder nicht,
sondern nur darum, dass jedes Mal, wenn S_wahr ist, gefolgert

werden kann, auch S_ . sei wahr. Bewiesen werden muss also

k+1
die Implikation »Wenn S, so S_, ,«. AuBerdem miissen wir noch
sicher sein, dass der Beweis, den wir fiir die Implikation »Wenn
S, s0 S, «geben, fiir jede natlrliche Zahl k giiltig ist. Im nach-

folgenden Kasten finden Sie den detaillierten Beweis.

Beweis des Satzes S von Beispiel (B-4)

Satz S: Wenn n ganz und positiv ist, so gilt
14243+ - +n= 2080

Beweis durch vollstindige Induktion:

Schritt 1. Der Satz S, besagt 1 = 12—2 und das ist offenbar
richtig;

Schritt 2. Wir beweisen die Implikation »Wenn S, so S «,
worin S _die Aussage

142434 - +k="EED
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und N die Aussage
(k+1) - (k+2)
2
ist. Fir diese Implikation werden wir einen direkten Beweis
fihren.

14243+ +k+k+1)=

Wir gehen davon aus, dass S, Induktionsannabme genannt,
wabhr ist; dass wir also Gberall dott, wo 1 + 2 +3 + -~ + k
steht, k(k + 1)/2 schreiben konnen.

Damit lautet die Aussage S, | wie folgt:

k-k+1
1+2+3+---+k+(k+1)=%+(k+1).

Die rechte Seite der Gleichungergibt (k+1) - (k+2)/2,wenn
wir die darin vorkommenden Terme auf den gemeinsamen
Nenner 2 bringen und vereinfachen. Somit haben wir die
Aussage S, aus S_hergeleitet. Da diese Uberlegungen far
jede positive ganze Zahl k gelten, ist der Satz S bewiesen.

Wodurch sind wir berechtigt, die Schritte 1 und 2 als Beweis fiir
den Satz S gelten zu lassen? Oft wird diese Giiltigkeit einfach als
Axiom postuliert; ein Axiom ist ein grundlegender Lehrsatz, der
als giltig angesehen wird und der nicht weiter bewiesen zu wer-
den braucht. Sinnverwandt ist der Begriff des Postulats — eine
Grundannahme, die unbeweisbar, aber glaubhaft ist. Es ist aber
durchaus plausibel, die Schritte 1 und 2 als Beweis anzuerkennen,
ohne sie axiomatisch zu fordern: Wenn ein Satz fir eine konkrete
natiirliche Zahl n gilt und wenn bewiesen wird, dass er, wann
immer dies fiir eine beliebige natiirliche Zahl k der Fall ist, zwin-
gend auch fir den Nachfolger k + 1 gilt, dann muss der Satz wohl
fir alle natiirlichen Zahlen (ab n,) giiltig sein.

Beide Schritte — sowohl der Nachweis flir einen konkreten
Fall als auch der Schluss von k auf k+1, Induktionsschiuss ge-
nannt — sind unetlisslich. Es kann durchaus sein, dass der In-
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duktionsschluss gelingt, die Behauptung aber trotzdem fur keine
natiirliche Zahl wahr ist. Oder umgekehrt: Der Nachweis fur
cinen konkreten Wert gelingt, aber der Induktionsschluss versagt.

Der »Satz vom Affen«

Die Sitze, die sich durch vollstindige Induktion beweisen lassen,
sind Legion — in allen Beteichen der Mathematik. Ein skurriles
Beispiel: Betrachten wir das deutsche Alphabet, dem wir das
Leerzeichen (den Zwischenraum) und die Interpunktionszei-
chen hinzufiigen. Damit kann nicht nur jedes Wort, jeder Satz,
sondern auch jede beliebige Folge daraus mechanisch konstruiert
werden. In der entstehenden unendlichen Liste stehen sinnlose
Kombinationen neben berithmten Werken. Auch das Buch, das
Sie gerade lesen, sowie alle kiinftigen Biicher lassen sich auf diese
Weise erzeugen — und zwar in allen moglichen Variationen, also
zum Beispiel auch ohne Druckfehler. Da dies, so meint man,
auch ein Affe konnte, nennt man diese Einsicht den »Satz vom
Affen« Die Menge aller Worter tiber einem gegebenen Alphabet
ist abzahlbar.

Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion nach der An-
zahl” der Worter der Linge n Uber einem gegebenen Alphabet.

¢ Abziihlbar wird eine Menge genannt, wenn man alle ihre Elemente durchnumme-
rieren kann. Im nichsten Kapitel gehe ich ausfiihrlich darauf ein. Der Ausdruck
»Worter zber einem Alphabet« (statt »Worter aus einem Alphabet«) hat sich in
der mathematischen Umgangssprache eingebiirgert — auch in wortlicher Uber-
setzung im Englischen und Franzésischen. Sinngemil bedeutet der Ausdruck,
dass alle Buchstaben des Alphabets zur Bildung von Woértern herangezogen
werden (und nicht blof3 ein Teil davon).

" »Vollstindige Induktion nach der Anzahl ...« ist ebenfalls ein Ausdruck der
mathematischen Umgangssprache, der spezifiziert, nach welcher Variablen der
Beweis zu fiihren ist. Gelegentlich sagt man auch kurz »Induktion Zber (n zum
Beispiel)«
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Vielleicht mussten Sie in der Schule mit dem »binomischen
Lehtsatz« votlieb nehmen, der ebenfalls durch Induktion tber n
bewiesen wird:

(a + b)" = a” + Kauderwelsch + b".

Spezialfall: (a + b)? = a* + 2ab + b Ach ja.

Im Prolog (Seite XXV) sprach ich von der Induktion (als dem
SchlieBen von Einzelfillen auf das Allgemeine in den Naturwis-
senschaften) und vom damit verwandten Prinzip der Kausalitdt
(dem Postulat der Verkniipfung von Ursache und Wirkung): Die-
se naturwissenschaftlichen Denkweisen sind Karl Popper zufol-
ge keine Quelle sicherer Erkenntnis, weil wir die Natur doch nur
bruchstiickhaft kennen kénnen und sie so komplex ist, dass sich
Gegenbeispiele nie mit Sicherheit ausschlieBen lassen. Diese In-
duktion kann nie vo/lstindig sein.

Das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion in der Mathe-
matik ist ebenfalls ein Schluss von Einzelfillen auf das Allgemei-
ne — nur mit dem Unterschied, dass hier a// (unendlich viele, aber
wohldefinierte) Einzelfille auf einen Schlag erfasst und bewiesen
werden. Die Einschrinkung auf eine Giberschaubare Gesetzmi-
Bigkeit, die in mathematischen Aussagen zum Ausdruck kommt,
macht es moglich, unendlich viele Spezialfille in einem kinst-
lichen, einfachen Rahmen zu verallgemeinern — ohne Ausnahme.
Um sie von der Induktion in den Naturwissenschaften deutlich
zu unterscheiden, wird die vollstindige Induktion oft auch »ma-
thematische Induktion« genannt.

An dieser Stelle méchte ich noch eine Bemerkung tGber das
formale Wesen vieler mathematischer Beweise anbringen, also
iber den Abschnitt »Dann ... (bla bla bla) ...« det sich zwischen
den beiden Teilen »Es sei p« und »Also gilt q« einer Implikation
befindet. In vielen Fillen scheint diese Argumentationskette fiir
den Laien nicht leichtverstindlich konstruiert zu sein. Der Leser
moge sich trésten: Fiir den Berufsmathematiker sind die Beweise
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auch nicht immer einfach nachzuvollziehen. Auch er muss sich
oft gehorig anstrengen, um einen fir ihn neuen Beweis wiirdigen
zu kénnen. Das liegt einfach daran, dass sich der Urheber eines
Beweises wie ein Architekt verhdlt, der sein fertiges Gebdude der
Offentlichkeit vorstellt: Das Werk glinzt, aber es ist ihm nicht
anzusehen, wie es im Detail konstruiert wurde; lingst sind die
Hilfskonstruktionen und das Baugeriist wieder abmontiert und
verschwunden. Das erinnert an die dgyptischen Pyramiden: Bei
einigen weils man bis heute nicht mit Sicherheit, wie sie genau
gebaut wurden — aber sie stehen.
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