ETH Theoretische Informatik

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich

Swiss Federal Institute of Technology Zurich Prof Dr J HrokaVIé
Department Informatik Prof. Dr. M. Bléser
1. Ubung

) Ziirich, 22. Oktober 2004
Bitte beachten: Geben sie unbedingt die Ubungsgruppe an, an der Sie teilnehmen
(Nummer und Raum oder Name des Ubungsgruppenleiters).

Aufgabe 1
Gegeben sei ein Alphabet ¥ = {0, 1, #}.

(a) Bestimmen Sie die Anzahl der verschiedenen Worter der Lange n iiber ¥ mit genau
k Vorkommen des Symbols #.

(b) Bestimmen Sie die Anzahl der verschiedenen Wérter der Lange n iber ¥ mit hochstens
k Vorkommen des Symbols #.

Hier wie in allen Aufgaben gilt: Antworten sind stets zu begriinden, eine reine Zahl
ist keine Losung! 10 Punkte

Aufgabe 2

(a) Geben Sie eine Sprache L # {\} an, fiir die L' = L gilt fiir alle ¢ > 1, und begriinden
Sie Thre Behauptung. Gibt es eine endliche Sprache L, die diese Bedingung erfiillt?

(b) Geben Sie die Sprache L = {a"b"c¢" | n > 1} als Durchschnitt zweier Sprachen L,
und L, an, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

(1) L1 % L2 und L2 % L17
(i) Ly, Ly € {a} {0} {c}™,
(iii) L; — L und Ly — L sind unendliche Sprachen.

10 Punkte

Aufgabe 3

(a) Wieviele unterschiedliche Teilworte kann ein Wort der Lénge &k (k € IN) maximal und
wieviele minimal haben?

(b) Geben Sie fiir den Fall k& = 5 jeweils ein Wort mit moglichst vielen und eins mit
moglichst wenigen Teilworten an. Wéhlen Sie hierzu ein geeignetes Alphabet.

10 Punkte

Abgabe: Bis Freitag, den 29. Oktober 2004 in der Vorlesung



ETH Theoretische Informatik

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich

Swiss Federal Institute of Technology Zurich Prof Dr J HrokaVIé
Departement Informatik Prof. Dr. M. Bléser

2. Ubung

Ziirich, 29. Oktober 2004
Webseite: Die Einteilung der Ubungsgruppen, Musterlosungen und weitere Informationen
zur Vorlesung finden Sie vorldufig unter

http://www2.inf.ethz.ch/ sseibert/theoInf0405/

Bitte beachten: Geben sie unbedingt die Ubungsgruppe an, an der Sie teilnehmen
(Nummer und Raum oder Name des Ubungsgruppenleiters).

Aufgabe 4

Sei h ein Homomorphismus von ¥; nach ¥,. Beweisen Sie mit Hilfe der Induktion, dass
fiir jedes Wort ©x = 2129 ... 2, x; € X flirallet=1,...,m,

h(z) = h(x1)h(xs) ... h(zp).

10 Punkte

Aufgabe 5

(a) Sei h ein Homomorphismus von ¥; nach 3.
Fiir eine Sprache L C X7 ist h(L) = {h(w) |w € L}.

Seien L, Ly C ¥7. Beweisen oder widerlegen Sie die folgende Aussage:
h(Ly)h(Ls) = h(L1Ls).
(b) Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussage:
({a}{b}")" = ({a.b}")".

10 Punkte
(bitte wenden)



Aufgabe 6

(a) Existiert ein Alphabet X, so dass fiir alle Sprachen L, Ly C ¥* stets LijLs = Lol
gilt?

(b) Existiert ein Alphabet ¥, so dass fur alle Sprachen Ly, L, Ly C 3* stets

Ll(LQ N Lg) == L1L2 N L1L3

gilt?
Beweisen sie Ihre Behauptung.
10 Punkte
Aufgabe 7
Geben Sie eine unendliche Folge von Wortern yq, y2, ys, . .. mit |y;| < |y;11] an, so dass eine
Konstante ¢ existiert und so dass fiir alle s =1,2,3, ...
K(y:) < [log, log, log, [yil] + ¢

gilt. 10 Punkte

Abgabe: Bis Donnerstag, den 4. November 2004, 13.00 Uhr.
Es stehen hierzu Sammelkésten im Hauptgebidude im Raum E 18.1-5 zur Verfiigung.
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3. Ubung

Ziirich, 5. November 2004
Die Webseite zur Vorlesung findet sich ab sofort unter der Adresse

http://www.ita.inf.ethz.ch/theoInf0405/

Bitte beachten: Geben sie unbedingt die Ubungsgruppe an, an der Sie teilnehmen
(Nummer und Raum oder Name des Ubungsgruppenleiters).

Aufgabe 8
Es sei p ein Polynom in einer Variablen und L C (¥;,,)* eine unendliche rekursive Sprache
mit der Eigenschaft, dass

|L N (Zpoot)™| < p(m) fiir alle m € IN'\ {0}.

zp sei fiir alle n € IN'\ {0} das n-te Wort in L beziiglich der kanonischen Ordnung.
Wie kann man K (z,) in Abhéngigkeit von |z,| nach oben beschréanken? 10 Punkte

Aufgabe 9

In Lemma 2.6 der Vorlesung setzen wir eine unendliche steigende Folge von natiirlichen
Zahlen nq,ng, ns, ... mit der Eigenschaft K(n;) > [log, n;]/2 voraus.

Wie weit kann man diese Voraussetzung abschwéchen (d.h. die rechte Seite der Ungleichung
verkleinern), ohne die Aussage des Lemmas zu verletzen? 10 Punkte

Aufgabe 10
Zeigen Sie, dass Primzahlen keine zufilligen Zahlen sind, d.h. dass fiir alle hinreichen grofien
Primzahlen p gilt:

K(p) < [logy(p+1)] — 1.

Hinweis: verwenden Sie den Primzahlsatz. 10 Punkte

Aufgabe 11
Beweisen Sie, dass fiir alle i,n € IN—{0}, i < n, 2"~ unterschiedliche Worter z in (Xp,001)"
existieren, so dass

K(xz) >n —i.
10 Punkte

Abgabe: Bis Freitag, den 12. November 2004, 10.30 Uhr in die Sammelkésten im
Hauptgebdude im Raum E 18.1-5.
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4. Ubung

Ziirich, 12. November 2004
Bitte beachten:

e Geben Sie unbedingt die Ubungsgruppe an, an der Sie teilnehmen (Nummer und
Raum oder Name des Ubungsgruppenleiters).

e Zur Angabe eines endlichen Automaten reicht dessen Darstellung als Diagramm aus.

e Zustandsklassen sind stets explizit anzugeben. (Sie sollen also nicht einfach die
Definition einer Zustandsklasse kopieren.)

Aufgabe 12
Es sei L := {x € {a,b}* | |z|, ist gerade und |z|, mod 4 € {1,3}}.
Konstruieren sie einen endlichen Automaten M mit L(M) = L, und geben Sie zu allen
seinen Zustidnden ¢ die zugehorigen Klassen Kl[g] an.
10 Punkte

Aufgabe 13

Es sei L := {20101y | =,y € {0,1}*}.

Konstruieren Sie einen endlichen Automaten M mit L(M) = L, und geben Sie zu allen
seinen Zustidnden ¢ die zugehorigen Klassen Kl[g] an. 10 Punkte

Aufgabe 14

Es sei L := {z € {0,1}* | ||y mod 3 = 2 und z = 00yllz fiir Worte y,z € {0,1}*}.
Stellen Sie die Sprache L geeignet als Schnitt zweier reguldrer Sprachen L; und Ly dar.
Entwerfen Sie fiir L; sowie fiir Ly jeweils einen endlichen Automaten, und konstruieren Sie
dann daraus mit Hilfe der aus Lemma 3.2 bekannten Methode einen endlichen Automaten
fir L. 10 Punkte

(bitte wenden)



Aufgabe 15
Es sei L := {0"1?"2%" | n € N}. Beweisen oder widerlegen Sie:

LELRE

10 Punkte

Aufgabe 16*

Beweisen Sie folgende zu Behauptung (3.1) aus Lemma 3.2 dquivalente Behauptung:
Fiir alle Zusténde p; € Q1 und alle Zustédnde ps € Q5 und alle Worter x € 3* gilt:

(qo1, ) v, (p1,A) und (o2, ®) s (p2;A) <= ((qo1,902), ) Far ((p1,p2), N)

Fiithren Sie einen Induktionsbeweis, aber ohne Verwendung der Funktion 5.
Hinweis: Fine Moglichkeit besteht darin, die Schrittrelationen by, Fay, und Fp; zu ver-
wenden. 10 Zusatzpunkte

Abgabe: Bis Freitag, den 19. November 2004, 10.30 Uhr in die Sammelkéisten im
Hauptgebdude im Raum E 18.1-5.
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5. Ubung

) Ziirich, 19. November 2004
Bitte beachten: Geben Sie unbedingt die Ubungsgruppe an, an der Sie teilnehmen
(Nummer und Raum oder Name des Ubungsgruppenleiters).

Aufgabe 17

Konstruieren Sie einen (deterministischen) endlichen Automaten fiir die folgende Sprache:

L=Aw;...w, | w; €{a,b}, furalle 1 <i<n,
und es existiert ein j € {1,...,n — 3},

so dass w; = wji3}.

10 Punkte
Aufgabe 18
Zeigen Sie, dass jeder (deterministische) EA, der die Sprache
L ={x11001y | z,y € {0,1}"}
akzeptiert, mindestens 6 Zusténde hat. 10 Punkte

Aufgabe 19
Fiirw=w;...w, € X", w; € X fiir alle 1 <i <n, sei w? :=w,...w;.
Es sei L := {ww | w € {a,b}"}. Beweisen oder widerlegen Sie, dass L regulir ist,

(a) indem Sie das Pumping-Lemma anwenden und
(b) indem Sie die Methode der Kolmogorov-Komplexitidt anwenden.

10 Punkte



Aufgabe 20

Es sei L := {a" | n € N}. Beweisen oder widerlegen Sie:
L e L(EA) (L ist regulér.)

10 Punkte

Aufgabe 21%*

Es sei L := {zz®y | x,y € {a,b}T}. Beweisen oder widerlegen Sie:
L e L(EA) (L ist regulér.)

10 Zusatzpunkte

Aufgabe 22*

Es sei L := {110y | =,y € {0,1}*} U {2011y | =,y € {0,1}*}. Konstruieren Sie einen
endlichen Automaten M mit L(M) = L und fithren Sie in Analogie zum Beweis von
Lemma 3.5 einen Beweis dafiir, dass L(M) = L gilt. 10 Zusatzpunkte

Abgabe: Bis Freitag, den 26. November 2004, 10.30 Uhr in die Sammelkéisten im
Hauptgebdude im Raum E 18.1-5.
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6. Ubung

Ziirich, 26. November 2004
Aufgabe 23

Konstruieren Sie fiir die Sprache
L ={z €{a,b}" ||z, ist gerade und |z|, > 3}

einen (deterministischen) EA M mit L(M) = L mit minimaler Anzahl von Zusténden.
Beweisen Sie, dass es keinen endlichen Automaten fiir L gibt, der mit weniger Zustdnden
auskommt als der von Thnen konstruierte Automat M. 10 Punkte

Aufgabe 24

Konstruieren Sie fiir die Sprache
L = {a” | p ist Primzahl}

eine (deterministische) TM M mit L(M) = L. Begriinden Sie, weswegen L(M) = L gilt.
Hinweis: Verwenden Sie ein hinreichend grosses Arbeitsalphabet. 10 Punkte

Aufgabe 25

Verwenden Sie bei den folgenden beiden Teilaufgaben eine Programmiersprache Threr Wahl,
achten Sie aber darauf, dass Sie trotz eventueller Informalitdten der verwendeten Syntax
nur die erlaubten Operationen verwenden.

(a) Schreiben Sie ein Programm, das den Befehl
<if [ > J then goto 1 else goto 2>

nur mit Hilfe der Operationen +1, —1 und des Tests auf 0 realisiert.

(b) Schreiben Sie Programme, die fiir zwei gegebene Zahlen a,b € N die Addition a + b
und die Subtraktion a — b nur mit Hilfe der Operationen 41, —1 und des Tests auf 0
berechnen.

10 Punkte

(bitte wenden)



Aufgabe 26
Sei M die folgende N'TM:

(a) Geben Sie die ersten 6 Ebenen (alle Konfigurationen bis nach 5 Berechnungsschritten)
der Berechnungsbaume T)(x) fiir x = 01 und fiir = 0010 an.

(b) Geben Sie die Sprache an, die von M akzeptiert wird.
10 Punkte

Aufgabe 27*

Beweisen Sie folgendes Lemma, das <modifizierte Pumping-Lemmasx-:
Es sei L C Y* reguldr. Dann existiert eine Konstante nyg € N, so dass sich jedes Wort
w € X* mit |w| > ng in drei Teile y, z, z zerlegen ldsst, d.h. w = yzz, wobei

1. |zz| < ng,
2. |z| > 1 und

3. entweder {yxz*z | k € N} C L oder {yz*2 | k e N} N L =.
10 Zusatzpunkte

Aufgabe 28*

Nennen wir das Pumping-Lemma (bzw. das modifizierte Pumping-Lemma) ohne die Be-
dingung (i) das <vereinfachte Pumping-Lemma>.

Finden Sie eine irreguldare Sprache L, auf die das vereinfachte Pumping-Lemma zutrifft,
d.h. finden Sie eine Sprache L, fiir die kein EA M existiert mit L(M) = L, fiir die aber
gilt, dass eine Konstante ny € N existiert, so dass sich jedes Wort w € ¥* mit |w| > ng in
drei Teile w = yxz zerlegen lédsst, wobei

e r # )\ und
e entweder {yz*z | k € N} C L oder {yz*z |k e N} N L = 0.
Beweisen Sie, dass L die geforderten Eigenschaften hat. 10 Zusatzpunkte

Abgabe: Bis Freitag, den 3. Dezember 2004, 10.30 Uhr in die Sammelkésten im
Hauptgebdude im Raum E 18.1-5.
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7. Ubung
Ziirich, 3. Dezember 2004
Aufgabe 29
(a) Seien A und B zwei abzéhlbare Mengen. Beweisen Sie, dass A U B abzéhlbar ist.
(b) Beweisen Sie, dass IN x IN x IN abzéhlbar ist.

10 Punkte

Aufgabe 30

Beweisen Sie, dass die Sprache
Lqgiag = {w € {0,1}" | w = w;2 fiir ein ¢ € IN, und M; akzeptiert w;> nicht}

nicht in Lgp ist (vgl. Satz 5.5 aus der Vorlesung). 10 Punkte

Aufgabe 31
Zeigen Sie, dass die Sprache

L = {Kod(M)#x#0" | z € {0,1}*,i € IN, M hat mindestens i + 1 Zustiinde,
und wihrend der Berechnung von M auf x wird der i-te

Zustand von M mindestens einmal erreicht }

nicht rekursiv ist. 10 Punkte
Aufgabe 32
Beweisen Sie, dass Ly EE-reduzierbar auf Ly ist. 10 Punkte

Abgabe: Bis Freitag, den 10. Dezember 2004, 10.30 Uhr in die Sammelkisten im
Hauptgebidude im Raum E 18.1-5.
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8. Ubung

Ziirich, 10. Dezember 2004

Aufgabe 33
Seien L € Lzp und LE € Lpp. Zeigen Sie, dass dann auch L € L5 gilt. 10 Punkte

Aufgabe 34

Beweisen Sie die folgende Aussage:

Sei M eine Mehrband-Turingmaschine, die immer hélt. Dann existiert eine zu
M &aquivalente Mehrband-Turingmaschine A mit

Timey(n)

Timey(n) < 5

+ 2n.

10 Punkte

Aufgabe 35
Welche der folgenden Aussagen sind korrekt? Begriinden Sie Thre Antwort.

(a) 2™ € ©(2"*) fiir jede positive Konstante a € IN.
(

b) 20" € ©(2") fiir jede positive Konstante b € IV.

d) (n+1)! € O(n)).

)
)
(c) log,n € ©(log, n) fiir alle reellen Zahlen b, ¢ > 1.
()
(e) log(n!) € ©(n -logn).

10 Punkte

Aufgabe 36

Beweisen Sie, dass die Funktion f(n) = ¢" fiir jede Konstante ¢ € IN, ¢ > 2 zeitkonstruier-
bar ist. 10 Punkte



Aufgabe 37*

Vervollstindigen Sie den Beweis des Satzes von Rice, indem Sie den Fall II. beweisen, d.h.:

Fiihren Sie einen detaillierten Beweis von Ly, <gg L, falls Kod(My) ¢ L,
wobei L wie im Beweis von Satz 5.9 (Satz von Rice) gewihlt ist.

10 Zusatzpunkte

Aufgabe 38*
Wir betrachten die folgende Sprache:

L = {Kod(M) | M hilt auf jeder Eingabe}.
(a) Zeigen Sie, dass L nicht rekursiv ist.

(b) Beweisen oder widerlegen Sie, dass L rekursiv aufzihlbar ist.

10 Zusatzpunkte

Abgabe: Bis Donnerstag, den 23. Dezember 2004, 10.30 Uhr in die Sammelkésten
im Hauptgebdude im Raum E 18.1-5.
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9. Ubung

Ziirich, 23. Dezember 2004

Aufgabe 39
Seien f: IN — IN und g : IN — IN zwei zeitkonstruierbare Funktionen. Zeigen Sie, dass
dann auch f-g: IN — IN, f-g(n) = f(n) - g(n), zeitkonstruierbar ist. 10 Punkte
Aufgabe 40
Analysieren Sie die Zeitkomplexitit der deterministischen Simulation einer NTM aus Satz
4.2 der Vorlesung. 10 Punkte
Aufgabe 41
Analysieren Sie die Zeitkomplexitéit der (k + 2)-Band-TM A aus dem Beweis des Satzes
6.5. 10 Punkte
Aufgabe 42

Beschreiben Sie einen Polynomialzeit-Verifizierer fiir die folgenden Sprachen:
(a) COMPOSITE = {x € (Zp001)* | Nummer(x) ist keine Primzahl},

(b) HK = {z € {0,1,#}* | = kodiert einen ungerichteten Graphen, der einen
Hamiltonischen Kreis enthélt}.

10 Punkte
Aufgabe 43*
Zeigen Sie, dass die Funktion
f:IN—= N, f(n)=[Vn]
platzkonstruierbar ist. 10 Zusatzpunkte

Abgabe: Bis Freitag, den 14. Januar 2005, 10.30 Uhr in die Sammelkésten im Haupt-
gebdude im Raum E 18.1-5.



ETH Theoretische Informatik

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich

Swiss Federal Institute of Technology Zurich Prof_ DI'_ J HrokaVié
Departement Informatik Prof. Dr. M. Blaser

10. Ubung
Ziirich, 14. Januar 2005
Aufgabe 42
(a) Beschreiben Sie einen Polynomialzeit-Verifizierer fiir die Sprache

COMPOSITE = {z € (Zpo01)" | Nummer(z) ist keine Primzahl}.

(b) Beschreiben Sie einen Polynomialzeit-Verifizierer und eine polynomielle NTM fiir die
Sprache HK (das Problem des Hamiltonischen Kreises aus Beispiel 2.4).

10 Punkte
Aufgabe 44
Sei
NEXPTIME = U NTIME(Q”d)
deN
und sei
VEXPTIME = U{V(A) | A ist ein (2")-Verifizierer}.
deN
Beweisen oder widerlegen Sie:
NEXPTIME = VEXPTIME.
10 Punkte

Aufgabe 45

Beweisen Sie Lemma 6.8 der Vorlesung, d.h. beweisen Sie

Seien Ly und Lo zwei Sprachen. Falls Ly <, Ly und L; ist NP-schwer, dann ist

auch Lo NP-schwer.
10 Punkte



Aufgabe 46
Das Problem SETCOVER ist wie folgt definiert:

SETCOVER = {((X,F),k) | X ist eine endliche Menge und F C P(X), und
es existiert ein C' C F, mit X = (Jg. S und |C| < K},

wobei P(X) die Potenzmenge von X bezeichnet.
Zeigen Sie, dass SETCOVER NP-vollstandig ist. 10 Punkte

Abgabe: Bis Freitag, den 21. Januar 2005, 10.30 Uhr in die Sammelkésten im Haupt-
gebdude im Raum E 18.1-5.
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11. Ubung
Ziirich, 21. Januar 2005

Aufgabe 47
Geben Sie eine polynomielle Reduktion von VC auf CLIQUE an, d.h. zeigen Sie

VC <, CLIQUE.

10 Punkte

Aufgabe 48
Das Problem HITTING-SET ist wie folgt definiert:

HITTING-SET = {((X,F),k) | X ist eine endliche Menge und F C P(X), und
es existiert ein C' C X, mit
CnNS #0 fir alle S € F und |C| < k.},

wobei P(X) die Potenzmenge von X bezeichnet.

Zeigen Sie, dass HITTING-SET NP-vollsténdig ist. 10 Punkte
Aufgabe 49
Beweisen Sie, dass MIN-VC ein NP-schweres Optimierungsproblem ist. 10 Punkte

(bitte wenden)



Aufgabe 50

Sei U ein Optimierungsproblem, sei A ein zuléssiger Algorithmus fiir U. Sei f : N — N
eine Funktion. Wir sagen, dass A ein f(n)-Approximationsalgorithmus fiir U ist, falls

Gitea(z) < f(n)
fiir jede Eingabe x der Léange n. Beweisen Sie die folgende Aussage:

Falls P # NP gilt, dann existiert fiir jedes & € N kein polynomieller (n*)-
Approximationsalgorithmus fiir TSP.

Tipp: Benutzen Sie, dass das Problem des Hamiltonschen Kreises (HK) (Beispiel 2.4) NP-
vollstandig ist. 10 Punkte

Aufgabe 51*
Finden Sie fiir jede ganze Zahl n > 4 eine Instanz I,, des A-TSP mit der Eigenschaft

SB(1,,) S 2n — 2
Opta_rsp(ln) — n+1°

Dabei bezeichne SB(7,) den maximal moglichen Wert einer von SB auf I, berechneten
Losung. 10 Zusatzpunkte

Abgabe: Bis Freitag, den 28. Januar 2005, 10.30 Uhr in die Sammelkésten im Haupt-
gebédude im Raum E 18.1-5.
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