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8 Poincaré Lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
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8.5 Poincaré Lemma with Constraints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

8.5.1 A First Result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
8.5.2 A Second Result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
8.5.3 Some Technical Lemmas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

9 The Equation divu = f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
9.1 The Main Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
9.2 Regularity of Divergence-Free Vector Fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181
9.3 Some More Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182

9.3.1 A First Result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
9.3.2 A Second Result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

Part III The Case k = n

10 The Case f ·g > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
10.1 The Main Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
10.2 The Flow Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193
10.3 The Fixed Point Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
10.4 Two Proofs of the Main Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

10.4.1 First Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
10.4.2 Second Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

10.5 A Constructive Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

11 The Case Without Sign Hypothesis on f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
11.1 Main Result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
11.2 Remarks and Related Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
11.3 Proof of the Main Result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217
11.4 Radial Solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222
11.5 Concentration of Mass . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229
11.6 Positive Radial Integration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235

Part IV The Case 0≤ k≤ n−1

12 General Considerations on the Flow Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255
12.1 Basic Properties of the Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255
12.2 A Regularity Result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258
12.3 The Flow Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261

Contents



x

13 The Cases k = 0 and k = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267
13.1 The Case of 0-Forms and of Closed 1-Forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267

13.1.1 The Case of 0-Forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 267
13.1.2 The Case of Closed 1-Forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269

13.2 Darboux Theorem for 1-Forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271
13.2.1 Main Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271
13.2.2 A Technical Result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276

14 The Case k = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285
14.1 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285
14.2 Local Result for Forms with Maximal Rank . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286
14.3 Local Result for Forms of Nonmaximal Rank . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290

14.3.1 The Theorem and a First Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290
14.3.2 A Second Proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291

14.4 Global Result with Dirichlet Data . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292
14.4.1 The Main Result . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292
14.4.2 The Flow Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294
14.4.3 The Key Estimate for Regularity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295
14.4.4 The Fixed Point Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302
14.4.5 A First Proof of the Main Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308
14.4.6 A Second Proof of the Main Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314

15 The Case 3≤ k≤ n−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319
15.1 A General Theorem for Forms of Rank = k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319
15.2 The Case of (n−1)-Forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321

15.2.1 The Case of Closed (n−1)-Forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321
15.2.2 The Case of Nonclosed (n−1)-Forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322

15.3 Simultaneous Resolutions and Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 324
15.3.1 Simultaneous Resolution for 1-Forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 324
15.3.2 Applications to k-Forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326
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