
Contents

Preface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . V

Preliminaries on Ellipticity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . XIII

1 Notions from Topology and Functional Analysis . . . . . . . . . 1

1.1 Topological Vector Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Linear Functionals, Topological Dual, Weak Topology . . . . . . 8

1.3 The Space of Continuous Functions on an Open Subset

of RN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.4 Distributions on an Open Subset of RN . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.5 The Spaces Lp for p ∈ [1,+∞] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

1.6 Exercises for Chapter 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2 Sobolev Spaces and Embedding Theorems . . . . . . . . . . . . . . . 57

2.1 Definitions and First Properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

2.2 Sobolev Embeddings for Wm,p(RN ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

2.3 Generalization to Other Open Sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

2.4 Compact Embeddings in the Case of a Bounded Open Set . . 95

2.5 The Trace on the Boundary of a C1 Open Set . . . . . . . . . . . . . 99

2.6 Exercises for Chapter 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

3 Traces of Functions on Sobolev Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

3.1 The Spaces W 1−1/p,p(RN−1) for p > 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

3.2 The Case of an Open Boundary Other than R
N−1 × ]0,∞[ . 130

3.3 Traces of Functions in W 1,1(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

3.4 Density of C1(∂Ω) in W 1−1/p,p(∂Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

3.5 Higher Order Traces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

IX



X Contents

3.6 Embedding Theorems, Compact Injections . . . . . . . . . . . . . . . . 163

3.7 Exercises for Chapter 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

4 Fractional Sobolev Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

4.1 Tempered Distributions and Fourier Transforms . . . . . . . . . . . 179

4.2 The Sobolev Spaces Hs(RN ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

4.3 The Spaces W s,p(Ω) for 0 < s < 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

4.4 Embeddings of the W s,p(Ω) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210

4.5 Compact Embeddings of the W s,p(Ω) with Bounded Ω . . . . . 216

4.6 The Spaces W s,p(Ω) with s ∈ ]0,+∞[ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219

4.7 Appendix: The Riesz–Thorin Convexity Theorem . . . . . . . . . . 220

4.8 Exercises for Chapter 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

5 Elliptic PDE: Variational Techniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229

5.1 Some Useful Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229

5.2 Notions from Convex Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230

5.3 Solving Elliptic Linear PDE with Dirichlet Boundary

Conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236

5.4 Regularity of the Given Solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243

5.5 Neumann Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250

5.6 Nonhomogeneous Dirichlet and Neumann Problems . . . . . . . . 257

5.7 Elasticity Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259

5.8 The Equation of the p-Laplacian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261

5.9 Maximum Principles for Elliptic PDE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265

5.10 Coercive Problems on Nonreflexive Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . 280

5.11 Minimal Surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282

5.12 Exercises for Chapter 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286

6 Distributions with Measures as Derivatives . . . . . . . . . . . . . . 299

6.1 Results on Measures, Convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300

6.2 Extension of a Positive Measure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307

6.3 The Space of Functions with Bounded Variation . . . . . . . . . . . 314

6.4 Distributions with Gradient in Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323

6.5 Distributions with Gradient in M1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326

6.6 Functions with Deformations in Lp for 1 < p < ∞ . . . . . . . . . 326

6.7 Spaces of Functions with Deformations in L1 . . . . . . . . . . . . . . 328

6.8 The Space of Functions with a Measure as Deformation . . . . 339

6.9 Generalized Green’s Formulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 344

6.10 Functions of a Measure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 348

6.11 Exercises for Chapter 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 360



Contents XI

7 Korn’s Inequality in Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 371

7.1 Harmonicity, Mean values, Hardy Maximal Functions . . . . . . 372

7.2 Hilbert Transform in R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 387

7.3 The Riesz Transforms on R
N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 399

7.4 Korn’s Inequality in W 1,p(Ω) for Bounded Ω . . . . . . . . . . . . . 409

7.5 Exercises for Chapter 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 420

Appendix on Regularity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 435

A.1 L∞ Estimate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 436

A.2 W 1,k and W 1,∞ Estimates When p � 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 441

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 455

Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 459

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 461



http://www.springer.com/978-1-4471-2806-9




