
Contents

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1 Matrix Transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Mathematics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3 The Book’s Structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2 Introduction to Matrix Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.2 Solving a Pair of Linear Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2.1 Graphical Technique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.2.2 Algebraic Technique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2.3 Matrix Technique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.3 Matrix Multiplication . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.4 Identity Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.5 Inverse Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.6 Worked Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.7 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3 Determinants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.2 Linear Equations in Three Unknowns . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.2.1 The Laplace Expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.3 Linear Equations in Four Unknowns . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.4 Worked Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.5 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4 Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.2 Rectangular and Square Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.3 Matrix Shorthand . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.4 Matrix Addition and Subtraction . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.5 Matrix Scaling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

ix



x Contents

4.6 Matrix Multiplication . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.6.1 Vector Scalar Product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.6.2 The Vector Product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

4.7 The Zero Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.8 The Negative Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.9 Diagonal Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.10 The Identity Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.11 The Transposed Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.12 Trace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.13 Symmetric Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.14 Antisymmetric Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.15 Inverse Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.15.1 Cofactor Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.16 Orthogonal Matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.17 Worked Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.18 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

5 2D Matrix Transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
5.2 Transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5.2.1 Homogeneous Coordinates . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.3 Translation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
5.4 Scaling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
5.5 Reflection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5.5.1 Reflection About the x and y Axis . . . . . . . . . . . . . 63
5.5.2 Reflection About a Horizontal or Vertical Axis . . . . . . 64
5.5.3 Reflection in a Line Intersecting the Origin . . . . . . . . 65

5.6 Shearing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.7 Rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

5.7.1 Rotation About an Arbitrary Point . . . . . . . . . . . . . 70
5.7.2 Rotation and Translation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
5.7.3 Composite Rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

5.8 Change of Axes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
5.9 Eigenvectors and Eigenvalues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
5.10 Worked Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
5.11 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

6 3D Transforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
6.2 Scaling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
6.3 Translation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
6.4 Shearing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
6.5 Reflection in a Plane Intersecting the Origin . . . . . . . . . . . . 85
6.6 Rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

6.6.1 Rotation About an Off-Set Axis . . . . . . . . . . . . . . 88
6.6.2 Composite Rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89



Contents xi

6.7 3D Eigenvectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
6.8 Gimbal Lock . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
6.9 Yaw, Pitch and Roll . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
6.10 Rotation About an Arbitrary Axis . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

6.10.1 Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
6.10.2 Vectors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

6.11 Worked Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113
6.12 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

7 Quaternions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
7.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
7.2 Adding and Subtracting Quaternions . . . . . . . . . . . . . . . . 118
7.3 Multiplying Quaternions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
7.4 Pure Quaternion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
7.5 The Inverse Quaternion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
7.6 Unit-Norm Quaternion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
7.7 Rotating Points About an Axis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
7.8 Roll, Pitch and Yaw Quaternions . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
7.9 Quaternions in Matrix Form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

7.9.1 Vector Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
7.9.2 Matrix Method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
7.9.3 Geometric Verification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

7.10 Multiple Rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
7.11 Eigenvalue and Eigenvector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
7.12 Rotating About an Off-Set Axis . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
7.13 Frames of Reference . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
7.14 Euler Angles to Quaternion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
7.15 Worked Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
7.16 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

8 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

Appendix Composite Point Rotation Sequences . . . . . . . . . . . . . 149
A.1 Euler Rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
A.2 Rγ,xRβ,yRα,x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
A.3 Rγ,xRβ,yRα,z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
A.4 Rγ,xRβ,zRα,x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
A.5 Rγ,xRβ,zRα,y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
A.6 Rγ,yRβ,xRα,y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
A.7 Rγ,yRβ,xRα,z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
A.8 Rγ,yRβ,zRα,x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
A.9 Rγ,yRβ,zRα,y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
A.10 Rγ,zRβ,xRα,y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
A.11 Rγ,zRβ,xRα,z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
A.12 Rγ,zRβ,yRα,x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
A.13 Rγ,zRβ,yRα,z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165



http://www.springer.com/978-1-4471-4320-8


