Einleitung.

Zusammenstellung von Sitzen iiber analytische
Funktionen.

In der nachfolgenden KEinleitung sollen einige Definitionen und
Sétze iiber analytische Funktionen zusammengestellt werden, und zwar
in derjenigen vielfach beschrinkten Gestalt, in welcher dieselben inner-
halb der Theorie der elliptischen Funktionen zur Benutzung kommen.
Auf die Beweise der Sitze kann hier zumeist nicht ausfithrlich einge-
gangen werden; es ist in dieser Hinsicht vielmehr auf die Spezialwerke
iiber die Theorie der analytischen Funktionen zu verweisen.!)

§ 1. Begriff der analytischen Funktion einer komplexen Variabeln.

Die komplexe Variabele z = x 4 iy soll alle endlichen komplexen
Werte annehmen konnen und zunédchst auf diese beschrinkt sein. Die
Zahlenebene oder ,z-Ebene®, durch deren Punkte man die Werte von 2
versinnlicht, stellt demnach nur erst den Inbegriff aller ihrer ,im End-
lichen gelegenen® Punkte dar.

Unter einer , Umgebung“ des Punktes z, =z, + ¢y, der z-Ebene
verstehen wir zweckm#Big alle Punkte 2z, fiir welche |2 — 2,| <& zu-
trifft; dabei soll  als eine der Bedingung % > 0 geniigende endliche
reelle Zahl zweckm#Big gew#hlt sein. Wir fassen also der leichten An-
schaulichkeit halber die Umgebung des Punktes 2z = 2, in der z-Ebene
als Inbegriff aller inneren Punkte der Kreisfliche vom Radius & um den
Punkt 2z,. Die Aussage, daB irgendein Satz in ,der“ Umgebung von
& =z, gelte, lduft darauf hinaus, daB sich eine Zahl % angeben liBt,
fiir deren zugehorige Umgebung des Punktes #, der Satz richtig ist.

In einer Umgebung von 2, sei jedem Werte # eindeutig ein be-
stimmter endlicher komplexer Wert w = u + ¢v zugeordnet; diese Zu-
ordnung werde durch das Symbol w = f(s) bezeichnet und w eine
oFunktion® von -z genannt. Sind 2 und z 4 A2z zwei verschiedene
Punkte jener Umgebung, so hat

flz+ 42) — f(2)
0 ety =10

1) Wir beziehen uns vornehmlich auf W. F. Osgood, ,Lehrbuch der Funk-
tionentheorie“, Erster Band, Zweite Auflage (Leipzig und Berlin, 1912); dieses
Werk soll kurz durch Angabe des Autors zitiert werden.
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einen zugehorigen bestimmten endlichen Wert. Man #ndere jetzt bei
festgehaltenem 2z den Wert 42 in irgendeiner Weise entsprechend der
Vorschrift lim 42 = 0, jedoch natiirlich so, daf z + 42 dauernd der
Umgebung von z, angehort. Zeigt sich, dal die entsprechenden Werte (1)
unabhiingig von der besonderen Art, in der der vorgeschriebene Grenz-
ibergang vollzogen wird, einen bestimmten endlichen, allein von # ab-
hingigen Grenzwert besitzen, so bezeichnen wir denselben durch f'(2)
und nennen ihn die ,,4bleitung” von f(2) im Punkte #; wir sagen auch,
die Funktion f(2) habe im Punkie z eine Ableitung.

Man sagt: Die Funktion f(2) verhilt sich in der Umgebung von z,
wanalytisch® oder stellt dortselbst eine ,,analytische Funktion® dar, wenn sie
in jedem Punkte z dieser Umgebung eine Ableitung besitet.r) Ist f(2) in
der Umgebung von 2, analytisch, so kann man aus der Existenz der
Ableitung f'(2) zeigen?®), daf f’(2) in jedem Punkte jener Umgebung
stetig ist. Die Stetigkeit der Ableitung f'(z) braucht demnach nicht als
ein Merkmal in den ,Begriff“ der analytischen Funktion f(z) aufge-
nommen zu werden. Die Stetigkeit von f(z) selbst in einem Punkte #
ist eine unmittelbare Folge der Existenz der Ableitung in diesem Punkte.

Der reelle Bestandteil « und der vom Faktor ¢ befreite imaginire
Bestandteil v der analytischen Funktion:

w=u+ iv =) = f(& + iy)
gind in der Umgebung von 2, eindeutige reelle Funktionen der reellen
Variabeln z und y. Berechnet man fiir einen einzelnen zugehdrigen
Punkt 2 den eindeutig bestimmten Wert f(2) erstlich, indem man sich
dem Punkte # in Richtung der a-Achse annihert, zweitens dadurch,
daB man die Annéherung in Richtung der y-Achse vollzieht, so ge-
winnt man fiir ein und denselben Wert f7(2) die beiden Darstellungen:

) =25 = G+ g ax’
’ __p(u—f—z'v) 1 2}u
f'&)= 10y T oy ’-By

Durch Vergleich der rechten Seiten folgt: Die reellen Funktionen u(z,y)
und v(z,y) befriedigen die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung:
ou  0v ov ou

@ Ga=ay = oy

1) Die Benennung ,,analytisch* hat Weierstraf im AnschluB an Lagrange
eingefithrt. Die oben gewihlte Begriffserklirung der analytischen Funktionen hat
Riemann in Ubereinstimmung mit den Anschauungen Cauchys an die Spitze
gestellt; s. Riemann, ,,Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Funktionen
einer veréinderlichen komplexen GroBe*, Gesammelte mathematische Werke (Leipzig,
1876), 8. 31f.

2) Osgood, S. 225 und 349.
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welche als die ,, Cauchy- Riemannschen Differentialgleichungen” bezeichnet
werden.")

Eine zwei Punkte der z-Ebene verbindende, in dieser Ebene ge-
legene Linie soll ein ,reguldres Kurvenstiick heiBen, wenn sie sich selbst
nicht schneidet, nirgends eine Spitze aufweist, dagegen iiberall (unter
EinschluB der Endpunkte) eine bestimmte Tangente hat, die sich lings
der Kurve nirgends unstetig &ndert. In vielen Fillen reicht man da-
mit aus, als solche Kurvenstiicke gerade Strecken oder Kreisbogen zu
benutzen. Eine ,regulire Kurve“ der z-Ebene soll eine solche Kurve
sein, die aus endlich vielen reguléiren Stiicken zusammengesetzt ist; man
darf annehmen, daB benachbarte Kurvenstiicke in ihrem gemeinsamen
Endpunkte unter einem von z verschiedenen Winkel zusammenstoBen,
da sie anderenfalls nur ein Kurvenstiick bilden wiirden.

Unter T, wollen wir einen zusammenhingenden, im Endlichen ge.
legenen , Bereich® der z-Ebene verstehen, dessen Rand aus n getrennt
verlaufenden, geschlossenen reguliren Kurven besteht; hierbei ist »
irgendeine endliche positive ganze Zahl. Die Randpunkte selber sollen
dem Bereiche T, micht angehdren.?) Der Bereich T, heiBt ,m-fach zu-
sammenhdngend“; durch geeignet gewahlte (» — 1) Querschnitte @),
Qs -+ @,_, kann er in einen einfach-zusammenhingenden Bereich
T, verwandelt werden. Jeder dieser Querschnitte verbindet zwei Rand-
punkte von T, und darf selbst als regulire Kurve gewihlt werden;
die Punkte der Querschnitte sind Randpunkte von T, und gehdren also
nicht mehr diesem Bereiche zu (vgl. Fig. 1, in der =3 ist). Ist es
nicht notig, die Zahl #» hervorzuheben, so
sprechen wir kurz von einem Bereiche T.

Da jeder Punkt des Bereiches T ein
innerer Punkt desselben ist, so liBt sich
um denselben ein Bereich eingrenzen, der
durchweg aus Punkten von T besteht. Ist
jetzt im Bereiche T eine eindeutige und
daselbst iiberall endliche Funktion w=f(2)
erklirt, so sagen wir, sie verhalte sich im
Bereiche iiberall analytisch, falls sie in der Umgebung jeder Stelle von T
eine analytische Funktion darstellf. Sie wird in jedem Punkte z von T
stetig sein und daselbst eine bestimmte endliche und gleichfalls stetige
Ableitung f”(2) besitzen.

1) Betreffs des friilheren Auftretens dieser Gleichungen s. Osgood, S. 226.
2) Der Bereich heifit deshalb ,nichtabgeschlossen“; auch die ,,Umgebung*
eines Punktes z, war oben als ,nichtabgeschlossener* Bereich erklirt.
1*
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So ist z. B. eine rationale ganze Funktion f(#) in jedem Bereiche
T analytisch, und dasselbe gilt z. B. von den Funktionen ¢, sins, cosz.
Dagegen wird sich eine gebrochene rationale Funktion f(2) in allen den-
jenigen etwa in T, gelegenen Stellen nicht mehr analytisch verhalten,
wo sie unendlich wird. Ist m die Anzahl dieser Stellen, so wolle
man in T, um diese Punkte als Mittelpunkte m so klein gewihlte
Kreise beschreiben, daBl diese Kreise weder miteinander noch mit
dem Rande von T, kollidieren. Nimmt man die Flichen dieser Kreise
vom Bereiche T, fort und bereichert man daraufhin den Rand um
jene m Peripherieen, so wird f(#) in dem damit gewonnenen Bereiche
T,,, wieder allenthalben analytisch sein.

§ 2. Von den Integralen der analytischen Funktionen.

Im Bereiche T, in welchem f(#) als eindeutige analytische Funktion
erkliirt ist, ziehen wir von einem festen Punkte 2, nach einem Punkte 2
eine regulire Kurve. Lings dieser Kurve erstrecken wir das Integral:

) [,

wobei wir zur Unterscheidung von der oberen Grenze z die Integrations-
variabele mit £ bezeichnen. Dieses Integral hat einen bestimmten endlichen
Wert?), der einen Zeichenwechsel erfihrt, wenn man iiber die vorgeschrie-
bene Kurve in umgekehrter Richtung, also von ¢ nach z,, integriert.

Gilt weiter zunéchst » =1, und ist im einfach zusammenhingen-
den Bereiche T, eine geschlossene regulire Kurve C gezeichnet, so
wollen wir unter den beiden Richtungen, in denen wir diese Kurve
durchlaufen konnen, eine beliebig, aber fest wihlen. Das in der ge-
wihlten Richtung tiber C erstreckte Integral der analytischen Funktion
f(2) werde mit:
2) Jr@ae

©)

bezeichnet. Alsdann gilt der ,,Cauchysche Integralsaiz“: Das iiber die
geschlossene Kurve C erstreckte Integral (2) der analytischen Funktion f(2)
hat den Wert 0. Dieser fiir die ganze Theorie der analytischen Funk-
tionen grundlegende Satz wird gewdhnlich in der Art bewiesen, daB
man die Stetigkeit der Ableitung f'(¢) beim Beweise benutzt.?) Indessen
hat E. Goursat?) ein Beweisverfahren ausgebildet, das ohne die Stetig-

1) Osgood, S. 277 ff. 2) Osgood, S. 129 ff. und S. 284.

3) 8. dessen Abhandlung ,,Sur la définition générale des fonctions analytiques
d’apres Cauchy*, Amer. Math. Soc. Transact, B. 1, S. 14 (1900); iibrigens s. auch
Osgood, S. 349,
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keit von f’(2) arbeitet. Es wurde dieserhalb auch oben die Stetigkeit
der Ableitung f’(2) nicht in die Begriffserklirung einer analytischen
Funktion aufgenommen.

Indem wir ein fiir allemal daran festhalten, nur regulidre Kurven
als Integrationsbahnen zu benutzen, folgt aus dem Cauchyschen Satze:
Im einfach zusammenhingenden Bereiche T, ist der Wert des Integrals
(1) unabhingig von der swischen z, und z gewdhlten Bahwn, so daf3 das
Integral (1) bei festgehaltener unteren Grenze z, eine ,ecindeutige Funk-
tion I'(z) der oberen Grenze ist:

3) F(s) =[f(oat.

Sind n#mlich zwischen 2z, und 2, wie in Fig. 2, zwei Bahnen O, und C,
gewihlt, so wird, wenn wir an die in der vorgeschriebenen Pfeilrichtung
durchlaufene Kurve C, die entgegen der Pfeil-
richtung beschriebene Kurve C, anfiigen, da-
durch eine geschlossene Kurve C gewonnen.
Durch Zerlegung des iiber diese Kurve C er-
streckten Integrals, das infolge des Cauchy-
schen Integralsatzes den Wert O hat, in die
beiden auf C, und auf die dem Pfeil entgegen % Fig- 2.
durchlaufene Kurve C, bezogenen Summanden ergibt sich, indem wir
neuerdings im zweiten Summanden die urspriingliche Integrationsrichtung
wieder herstellen, der ausgesprochene Satz.

Der Cauchysche Integralsatz kommt unten gewGhnlich in einer
etwas allgemeineren Fassung zur Verwendung. In einem vorgelegten
Bereiche T, denken wir einen durch m regulire Kurven C,, C,, ..., C,
berandeten Teilbereich T, gelegen. Es wird alsdann f(¢) nicht nur in
T,., sondern auch noch in jedem Randpunkte von T, analytisch sein.
Durch Hinzufiigung von (m — 1) Querschnitten verwandeln wir T,, in
einen T, von einfachem Zusammenhang. Fiir eine geschlossene Kurve

C dieses T,” gilt der Cauchysche Integralsatz. Im vorliegenden Falle

diirfen wirals eine solche Kurve C 7
aber auch den gesamten Rand von // /;//
- 7

T,” benutzen, der sich aus den m
Kurven(,,C,,...,C undjeweilsden
beiden ,,Ufern“der Querschnitte ¢,,
Qs ...y @, zusammensetzt. Als
wpositiven Umlaufssinn® sehen wir,
wie bei berandeten Bereichen allge-
mein iiblich ist, den in Fig.3 durch T
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Pfeile angedeuteten an, bei welchem also die Fliche des Bereiches T,” zur
linken Hand gelegen ist. Hierbei werden die beiden Ufer des einzelnen
Querschnittes in entgegengesetztem Sinne zu durchlaufen sein. Zerlegen wir
also das tiber den Gesamtrand C von T,” genommene Integral in die ein-
zelnen Summanden, welche sich auf die genannten Bestandteile von C be-
ziehen, so werden je die beiden Summanden, welche zu den beiden Ufern
des einzelnen Querschnitts gehoren, sich als entgegengesetzt gleich auf-
heben. HEs restieren also nur die auf die m Kurven C, G, ..., C,
bezogenen Summanden. So folgt: Das diber den Gesamirand von T, im
positiven Umlaufssinne erstreckte Integral hat den Wert O:

S > [roaz=o.

k=1 (Clc)

Wir kehren zum Bereiche T, und zu der in demselben gewonnenen
eindeutigen Funktion (3) zuriick. In einer ganz dem Bereiche T, an-
gehorenden Umgebung von # wihle man einen zweiten Punkt (24 42)
und darf alsdann den Wert F'(¢ 4+ 42) als Integral, gefiihrt iiber die
in (38) benutzte Bahn vermehrt um die von 2z nach (2 + 42) gezogene
Gerade, darstellen. Die Differenz der beiden Werte F'(2 + 42) und
F(z) ist demnach gleich dem Integral, genommen iiber diese Gerade:

24+ dz

Fe + 42)— F(2) = [ f(§) ds.

Hieraus folgt vermdoge des Integralbegriffs und der Stetigkeit der Funk-
tion f(#) im betrachteten Punkte #, daB:

. F@+ 4dz)— F(2)
Alzlino 4z -

wie man auch in der Umgebung von # den Grenziibergang lim 42 =0
vollzieht, stets gleich dem bestimmten endlichen Werte f(2) ist. Dar-
aus folgt: Die im einfach zusammenhdngenden Bereiche T, eindeutige
Funktion F(2), d. h. das Integral der Funktion f(2), betrachtet in seiner
Abhiingigkeit von der oberen Grenze z, ist in T, diberall analytisch und haot
f(2) aur Ableitung.

Zu grundlegenden Sitzen fiihrt der Riickgang auf den anfinglich
vorgelegten Bereich T, fiir den Fall, daB » > 1 ist. Wir verwandeln
T, durch (» — 1) Querschnitte @,, @,, ..., @,_, in einen T,” von
einfachem Zusammenhang und wollen dabei, um zwischen einem lin-
ken und rechten Ufer des einzelnen Querschnittes @ unterscheiden zu
konnen, jeden Querschnitt @ in einer der beiden Arten mit einer durch
einen Pfeil anzudeutenden Richtung versehen.
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Im Innern von T, ist die durch das Integral (3) bei festgehaltenem
2, gegebene Funktion F'(¢) eine eindeutige analytische Funktion von 2.
Als neu kommt jedoch hinzu, daB wir die Integration ohne EinbuBle
der bisher gewonnenen Sitze bis zu irgendeinem ,inneren* Punkte z
eines Querschnittes ¢ heran, sowohl von der linken als von der rech-
ten Seite ausdehnen konnen. Wir wollen einen solchen Punkt z,
je nachdem er von links oder von rechts her erreicht wird, mit 2z, bzw.
2, bezeichnen. Einer Erginzung bedarf dabei der Begriff der Umgebung
eines Punktes z oder z,. Die Umgebung eines inneren Querschnitt-
punktes # wird durch @ in zwei Teile zerlegt, wobei dann der links
liegende Teil die Umgebung von z, ist, der rechts liegende Teil aber
die von z,; die vom Querschnitt @ gelieferten Randpunkte der einzel-
nen Umgebung diirfen derselben als zugehorig betrachtet werden. Ent-
sprechend wollen wir jetzt auch jeden inneren Querschnittpunkt z zwei-
mal, niimlich-als #-und 2 dem Bereiche T,” zurechnen.

In dem so ergiinzten Bereiche T, ist F'(2) eindeutig, wobei jedoch
selbstverstéindlich fiir einen inneren Querschnittpunkt z zwischen den
beiden Werten F'(z) und F(z,) zu unterscheiden ist. Hier gilt nun
als erster Satz: Sind z und 2’ irgend zwei innere Punkie eines und des-
selben Querschwittes Q, so gilt:

®) F(z,) — F(z) = F(z,) — F(2),
so daf3 lings Q die Differenz der Funktionswerte in je zwei gegeniiber-
liegenden ,, Uferpunkten® Fkonstant ist. Offenbar ist nimlich jede der bei-
den Differenzen:

F(z)) — F(a), F(z,") — F(z,)
darstellbar als das Integral:

[T

genommen lings des zwischen z und 2’ verlaufenden Teiles von @.
Die lings @ konstante Wertdifferenz (5) werde mit @ bezeichnet;
ist sie, wie wir einstweilen annehmen
wollen, nicht gleich O, so heiBitsie eine
»Periode“ des Integrales f 7§ dg,
eine Benennung, deren Bedeutung spé-
ter ersichtlich werden wird. Wie man
sich mittels Fig. 4 deutlich machen
wolle, kann man ® als Integral:

(6) o= [ dt
(P)

darstellen, wo P eine von # nach z,
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laufende Kurve ist, welche abgesehen von ibren Endpunkten nur aus
inneren Punkten von T,” besteht. Denken wir 2, und 2, unter Fort-
nahme des Querschnitt ¢ wieder in einen Punkt z verschmolzen, so
liefert P eine geschlossene Kurve im urspriinglichen Bereiche T, und
soll, so gedacht, ein , Periodenweg“ des Bereiches T, heifien.

Der Vergleich der Gleichung (6) mit dem Cauchyschen Integral-
satz wird durch folgende Uberlegung niher erldutert. Ist C irgend-
eine geschlossene Kurve im T,, so wird das lings C erstreckte Inte-
gral sich nicht #ndern, wenn man die Kurve C im T, einer stetigen
und ohne Zerreilen vor sich gehenden Gestaltsinderung unterzieht. Es
ist dies eine einfache Folge des Cauchyschen Integralsatzes. Im T,
ist jede geschlossene Kurve durch eine Anderung fraglicher Art auf
einen Punkt zusammenziehbar; der zugehorige Integralwert ist dieser-
halb immer 0. Im T, mit % > 1 ist diese Zusammenziehung auf einen
Punkt keineswegs immer und jedenfalls bei dem obigen Periodenwege
P nicht moglich. Daher 1ift sich tiber das Integral (6) zundchst nur
aussagen, daf es irgendeinen endlichen Wert o hat.

Die gewonnenen Krgebnisse setzen uns in den Stand, auch fiir
n >1 das Integral (3) mit einer im urspriinglichen (unzerschnittenen)
T, frei beweglichen oberen Grenze z als Funktion dieses Argumentes
z zu charakterisieren. Kehren wir noch einmal zum T zuriick und
gestatten der von g, ausziehenden Integrationsbahn eine einmalige
Uberschreitung des Querschnitts @ von der rechten zur linken Seite,
um 2z demnichst wieder auf T, zu beschrinken, so gelangen wir
jetzt in T; zu Funktionswerten F)(¢), welche in den -einzelnen
Punkten # zu den bisherigen Werten F'(2) in der einfachen Beziehung
stehen: '

O Fi(s)=F(e) + o.

Dabei werden sich die Funktionswerte F)(2) auf dem rechten Ufer von
Q stetig und ohne Unterbrechung des analytischen Charakters an die links-
seitigen Werte F'(z) anschlieBen. Die erste Begriffserliuterung einer
analytischen Funktion kniipften wir zwar oben (am Schlusse von § 1)
an eine in T, eindeutige Funktion; es ist aber jetzt sofort verstindlich,
wenn wir (immer unter der Voraussetzung eines von O verschiedenen o)
sagen, das Integral (3) stelle in T, eine mehrdeutige analytische Funk-
tion dar, und es seien F(2) und F,(2) zwei verschiedene ,Zweige” dieser
Funktion.

Die allgemeine Auffassung ist nun unmittelbar gewonnen. Die
(n — 1) gerichteten Querschnitte @,, @, ..., ¢,_, mogen fir unser
Integral (im T;) die konstanten Wertdifferenzen o, o,, ..., @,_; lie-
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fern. Nach Analogie von (6) kénnen wir w, auch als Integralwert fiir
einen bestimmten Periodenweg P, erkliren:

8) o, = [F(©)de.
(#®

Unter den o seien o, @,, ..., w, von O verschieden. Ist dann v > 0,
so st das Integral (3) mit einer in T, frei beweglichen oberen Grenze z
eine unendlich vieldeutige analytische Iunktion, und es wird irgendein
nZweig® dieser Funktion durch den zuerst herausgegriffenen Zweig F(2) in
der Gestalt:

9 F(2) + mo, + myoy, + -+ + m, e,

mittelst ganzer Zahlen') m darstellbar sein; umgekehrt Lonnen wir irgend-
ein System solcher Zahlen m willen und dann immer zu einem Zweige
(9) unserer Funktion mit diesen m gelangen. Man hat eben nur in T,
einen von g, nach z fiithrenden Integrationsweg zu wihlen, welcher die

wieder hinzuzudenkenden Querschnitte @ einzeln in der erforderlichen
Anzahl von Malen tiberschreitet.

§ 3. Erklirung analytischer Funktionen durch Potenzreihen.

Eine zweite von WeierstraB in seinen Berliner Vorlesungen be-
nutzte Methode der Erklirung analytischer Funktionen ist diejenige
durch Potensrethen. Um die Allgemeingiiltigkeit und Bedeutung dieser
Erklarungsweise zu erkennen, ist zundchst an die grundlegenden Kon-
vergenzsitze der Potenzreihen zu erinnern.

Es sei eine kurz durch das Symbol $(2) zu bezeichnende Potenz-
reihe:

1 G+t +el e+

vorgelegt, wobei # eine komplexe Variabele ist und die ¢,, ¢;, ... end-
liche komplexe Konstante bedeuten. Man denke fiir » > 0 die reell
und nicht-negativ zu nehmenden Wurzeln /| ¢, | der absoluten Betrige
der ¢, gebildet. Gibt es dann nach Auswahl einer beliebig groBen po-
sitiven Zahl M stets noch ein (und damit unbegrenzt viele) n, so dafi:

2) Vie|>M
zutrifft, so kann die Reihe (1) fiir kein von O verschiedenes z konver-
gent sein. Hs ist nimlich in diesem Falle leicht zu sehen, daB nach

Auswahl eines bestimmten, nicht verschwindenden # in der Reihe (1)
Glieder nachweisbar sind, welche absolut genommen eine beliebig grof

1) Wenn nichts weiter hinzugesetzt wird, sind hiermit immer irgendwelche
endlichen positiven oder negativen ganzen Zahlen, unter Einschluf der Zahl o,
gemeint.
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gewdhlte positive Zahl iibersteigen. Das aber steht mit dem Begriffe
der Konvergenz im Widerspruch.!)

Soll demnach Konvergenz vorliegen, so muB eine positive endliche
Zahl G angegeben werden konnen, fir welche:

®) 0<ie <6

bei allen # >0 gilt. Man denke sich die Bildpunkte der Zahlwerte
V| ¢, | auf der Zahlenlinie markiert, die also simtlich dem von 0 und G
eingegrenzten Intervall angehoren. Diese unendlich vielen Bildpunkte
werden im genannten Intervalle mindestens eine Hiufungsstelle h auf-
weisen, die auch mit einem der Endpunkte O oder G- zusammenfallen
kann?); es konnen aber auch mehrere oder unendlich viele Hiufungs-
stellen der Bildpunkte von /¢, | vorliegen. Kann man, was bei end-
lich vielen Haufungsstellen stets moglich ist, unter diesen eine angeben,
die dem Zahlwert nach alle iibrigen iibertrifft, so nennen wir deren
Zahlwert g. Ist eine solche Angabe nicht mdoglich, so gibt es fiir
die Hiufungsstellen doch eine obere Girenze, die wir alsdann mit g be-
zeichnen. In jedem Falle ist g eine bestimmte dem Intervall 0 <g < G
angehorende Zahl, welche die folgende Eigenschaft hat: Nach Auswahl
einer beliebig kleinen von O verschiedenen positiven Zahl & gibt es nur
noch endlich viele Indizes %, fiir welche §/| ¢, | > g -+ ¢ ist, aber stets
unendlich viele, fiir welche ¥/| ¢, | > g — ¢ gilt.

Ist nun zundchst g > 0, so ist R = g—?! eine von O verschiedene
endliche positive Zahl. Die Reihe (1) soll alsdann erstlich fiir ein 2
mit einem absoluten Betrage | 2| > R untersucht werden. Man wihle
eine positive Zahl s aus dem Intervall:

l2| >s> R,

8o dafl g > s—! folgt. Eine Zahl ¢ der eben genannten Bedeutung wéhle
man so, dafl auch noch g — &> s~! und also:

s(g—e)=p>1

1) Siehe hier und weiterhin Osgood, S. 89, 96 ff. und 335 ff.
2) Der Punkt 7 heift eine Hiufungsstelle der markierten Punkte i‘/ Te, ], falls

sich in jeder Umgebung von h mindestens ein Punkt §/[¢c,| findet (und damit
unbegrenzt viele). Der Begriff der Umgebung eines inneren Punktes oder eines
Endpunktes vom fraglichen Intervall der Zahlenlinie ist dabei in sinngemiBer
Ubertragung der Erklirung der Umgebung eines inneren Punktes oder Rand-
punktes vom Bereiche T (vgl. 8.1 und 7) zu geben. Uber eine Methode ,fort-
gesetzter Halbierung von Intervallen* oder ,,Einschachtelung immer kleinerer Inter-
valle* zum Beweise der im Texte behaupteten Existenz mindestens einer Héufungs-
gtelle » sehe man Osgood, S. 16 und 31; wir kommen auf diese Methode unten
bei anderer Gelegenheit zuriick.
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gilt. Nun gibt es noch eine nicht begrenzte Anzahl von Indizes n (die
demnach auch nach oben hin nicht unter einer endlichen Grenze bleiben
konnen), fir welche ¥/|c,| > g — ¢ ist. Fiir alle diese gilt:

Ve 12| >s(g—¢) =p,
lCﬂZnI >pn

Mithin sind in der Reihe Glieder nachweishar, die absolut genommen
jede noch so grof gewihlte Zahl iibersteigen; die Reihe ist also fiir
den gewihlten Wert 2 divergent.

Bs sei zweitens ¢ irgendeine unterhalb R liegende positive Zahl
und 2z sei ein beliebiger komplexer Wert, fiir dessen absoluten Betrag
nur |z| < ¢ vorgeschrieben sein soll. Man wihle jetzt eine Zahl » ent-
sprechend der Vorschrift:

o<r<R.

Dann ist g <#»~', und man kann eine Zahl & der Art wihlen, daB
auch noch g + ¢ <»~! und also:

rlg+e=9<1
gilt. Jetzt kann man einen solchen endlichen Index m angeben, daB
Vie,| <g + e fir alle n>m richtig ist. Also wird fiir alle diese
Indizes n:

Vil el <r(@g+o =g,

le,em| <q"
zutreffen. Durch Riickgang auf die -geometrische Reihe erkennt man,
daB die Reihe (1) jetzt absolut und demnach auch unbedingt, d. h. un-
abhéingig von der Anordnung ihrer Glieder konvergiert.

Ist endlich g =0, so konnen wir in der vorstehenden Betrachtung
fiir ¢ eine beliebige endliche Zahl wihlen und gelangen die Konvergenz
der Reihe (1) betreffend zu demselben Ergebnis wie soeben.

In dem am Anfang betrachteten Falle, wo also eine endliche Zahl
g nicht existiert, kénnen wir sagen, es sei g = 0o. Ist g endlich und
>0, so heiit B =g~-! der ,Konvergenzradius“ und der um den Null-
punkt der z-Ebene beschriebene Kreis des Radius R der , Konvergens-
kreis“ der Reihe $(2).') Ist endlich g =0, so tritt die ganse z-Ebene
(vgl.S.1) an Stelle des Konvergenzkreises und $(z) heifit dann ,be-
standig konvergent”.

Um die gewonnenen Ergebnisse formell gleich noch in etwas er-

1) Uber die im Texte gewihlte Art der Einfiihrung des Konvergenzkreises
s. J. Hadamard, ,,Essai sur 1'étude des fonctions données par leur développement
de Taylor*, Journ. de Math. (4) Bd. 8 (1892).
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weiterter Gestalt zum Ausdruck zu bringen, schreiben wir an Stelle
von (1):
4 Gt ale—2)+ 6l —2)+e6E—2)°"+

indem wir unter z, irgendeinen fest gewihlten Wert verstehen. Dabei
soll B(2 — #,) nicht nur eine symbolische Bezeichnung fiir die Reihe
(4) sein, sondern bei einem ¢, fiir welches die Reihe (4) konvergiert,
soll B(2 — z,) zugleich den eindeutig bestimmten endlichen Summen-
wert bezeichnen. Verstehen wir unter ®,(2 — 2,) die von der Summe
der » ersten Glieder dargestellte rationale ganze Funktion (» — 1)®=
Grades:

(B) G,(z—z)=c+ta(z—2)+e(z—2)"+ - +e_(2—2)")
so darf man im Falle der Konvergenz fiir jeden Wert % schreiben:
(6) Pz —2) = 06,05 —2) + R,(e — %)

und nennt R, (2 — 7,) den , Reihenrest”. Fiir ein endliches g > 0 ist
der ,Konvergenzkreis jetzt natiirlich der Kreis vom Radius R =g~
um den Mittelpunkt z,.

Die oben gewonnenen Ergebnisse liefern nun folgenden Satz: Ist
g =00, so ist P(¢ — z,) fiir kein von z, verschiedenes & konvergent. Ist
g endlich, so ses T fiir g >0 ein beliebiger DBereich im ,,Innern® des
Konvergenzkreises und fiir g =0 irgendein fest gewdhlter endlicher Be-
reich der z-Ebene. Im Bereiche T Lonvergiert B (2 — z,) tberall, und zwar
wmn der Art, dafy nach Auswahl einer positiven, von O verschiedenen, aber
beliebig klein wdihlbaren Zahl 0 ein endlicher Index m angebbar ist, so
daf fiir alle n > m die DBedingung:

M B,z — 20)| < 0

erfiillt ist, gleichgiiltig welcher besondere Wert z aus T vorliegt. Da nim-
lich alle Punkte # von T die Bedingung |z| < R erfiillen, bzw. da T
(im Falle g = 0) ein bestimmt gewi#hlter endlicher Bereich sein sollte,
so 4Bt sich in jedem Falle eine Zahl ¢ obiger Bedeutung wihlen usw.
Wie hervorgehoben, gelten die gemachten Angaben fiir alle Punkte 2
in T mit den gleichen Zahlen 0 und m; die Reihe (2 — 7,) heiit
dieserhalb ¢m Bereiche T ,gleichmdfiig” konvergent.

Die Summenwerte (s — 2,) stellen eine im Bereiche T erklirte,
daselbst tiberall eindeutige und endliche ,Funktion® vor. Diese Funktion
B(e — 2,) ist in T aber auch iberall stetig, wie aus (6) und (7) hervor-
geht. Es ist nimlich @,(z — 2,) fiir jedes bestimmte # stetig, und der
Absolutwert des Reihenrestes kann fiir hinreichend groB gewéhltes »
kleiner als 0 gemacht werden.
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Man denke in T von z, nach einer beliebigen Stelle z eine regu-
lire Kurve C gewihlt; dann hat das lings dieser Kurve C erstreckte
Integral:

) SR — 2 ds

einen bestimmten endlichen Wert?). Zufolge (6) gilt fiir jedes n:

f‘B(@ — &) d§ =f@5n(§ — %)d§ +fgﬂn(§ — 4)dg,

wo die rechts stehenden Integrale wieder lings C zu erstrecken sind.
Fiir das erste Glied rechter Hand gilt unabhiéingig von der ausgewihlten
Kurve C:

0.6~ mdt=ale—2) + el — e+ E oo — 2.

Fiir das zweite Glied gilt, da die Linge der Kurve C endlich ist, mit
Riicksicht auf (7) folgendes: Hat man eine positive, von O verschiedene,
aber beliebig kleine Zahl 5 gewihlt, so gibt es einen endlichen Index
m der Art, daf fir alle n > m:

ﬂfﬂ(;—zo)d;i <1
% I

zutrifft. Da nun die unendliche Reihe:

) Gz —2) +3a(e—2) + 560 —2)°+
zufolge des bekannten Gesetzes lim J/n — 1 denselben Kounvergenzkreis

besitzt wie die Reihe (4), so folgt aus den vorstehenden Formeln, daf
der Summenwert der in T gleichmifig konvergenten Reihe (9) gleich dem
Integrale (8) ist.

Hiernach ist der Wert des Integrales (8) von der Auswahl der
Kurve C unabhiingig: Das Integral (8) als Summenwert der Reihe (9)
stellt in-T eine iiberall endliche, eindeutige und stetige Funktion von z dar.
Weiter findet man im AnschluB an (8) wie oben (8. 6): Die gewonnene
Funktion hat im Punkte z eine Ableitung, welche gleich P(z — z,) ist.

Man wolle jetzt die Glieder der Reihe (4) einzeln differenzieren
und die in T wiederum gleichmiBig konvergente Reihe bilden:

(10) PB'e—2)=¢ +2¢(2—2) + 3¢5z — 2))* + -+,

deren Summenwert, wie angegeben, R’(z — z,) heiBe. Die Anwendung

1) Siehe fiir das Folgende Osgood, S. 303 ff.
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der vorstehenden Uberlegung auf die Reihe (10) an Stelle der Reihe (4)
ergibt sofort:

PBe— 20) = ¢ + [P (€ — a)dt.

Somit hat P(# — 2z,) in jedem Punkte z von T eine Ableitung, nim-
lich B'(z — 7,); es ist also P(s# —2,) im Sinne der S. 2 gegebenen
Erklirung in T eine ,analytische Funktion. Indem wir demnach die
frithere Bezeichnung f(#) an Stelle von %5(z — z,) aufnehmen, haben
wir das Ergebnis: Eine Potenzreihe (4) stellt in jedem Bereiche T, der
im Innern ihres Konvergenzkreises bzw. fiir g = 0 als beliebiger endlicher
Bereich gewdhlt wurde, eine analytische Funktion:
(11) f(&) =+ (2 — 2) + (2 — 7)) +
dar, die in T differenziert und integriert werden kann, indem man, kurz
gesagt, Differentiation bzw. Integration an der Reihe (11) ,gliedweise
vollzieht; die dabei entspringenden Reihen haben denselben Konvergens-
kreis wie die Reihe (11), sind also insbesondere fiir g = O wieder ,be-
stindig konvergent®.

Aus der letzten Angabe geht hervor, daf auch:

1'(2) = ¢, + 205(2 — 2) + 3e5(2 — 2)° +

und, indem man dieselbe SchluBweise wiederholt, auch:
£ (2) = mle, + *T D! (n-l- 1)! n+1(5‘30) +("+ 2)! ,,+s(z"'zo)2 L.

in T fiir jedes n eine analytische Funktion darstellt, gegeben durch die
rechts stehende daselbst gleichm#fig konvergente Reihe. Setzen wir
hier und in (11) speziell z = 7, ein, so folgt:
1
=f(zo)2 Cn=mf<n)(zo)7 M‘:l: 2, 37"'
Es folgt: Ist eine analytische Funktion f(2) in einem Bereiche T durch

eine daselbst konvergente Reihe (11) darstellbar, so ist diese Reihe mot-
wendig die Taylorsche Reihe:

(12) £&) = fleg) + 1o 222 + (e E5 20 +

dieser Funktion.

§ 4. Die Cauchysche Integralformel und die Cauchy-
Taylorsche Reihe.

Die Funktion f(z) sei innerhalb und auf dem Rande C eines ein-
fach zusammenhiéingenden Bereiches T, iiberall eindeutig und analytisch.
Man denke jetzt # im Innern von T, irgendwo fest gewihlt, wihrend
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demgegeniiber ¢ ein in T, und auf dem Rande von T, variabeler Punkt
gei. Dann ist der Quotient:

® =

in der Umgebung jedes von z verschiedenen Punktes des Bereiches T,
und natiirlich auch lings des Randes C analytisch'); indessen ist dies
im Punkte = z nicht mehr notwendig der Fall, und insbesondere ist
der Quotient (1) hier sicher nicht mehr analytisch, wenn f(2) von O
verschieden ist, da in diesem Falle dem Quotienten im Punkte 2z kein
endlicher Wert zukommt. Zieht man demnach um # als Mittelpunkt
innerhalb T, eine Kreisperipherie 4 vom Radius # und nimmt die im
Innern von % liegenden Punkte dem Bereiche T, fort, so restiert ein
Bereich T,, und es wird der Quotient (1) in T,, unter EinschluB der
Randkurven C und % iiberall eindeutig und analytisch sein. Der
Cauchysche Integralsatz (4) S.6 ergibt demnach:

f© O g6 _
fc—zng“f?*zdg 0

© (k)

Léngs des Kreises % ist | {— 2 | konstant gleich », und wir konnen
schreiben:

¢ —z=re’ At =1-re’td?,
wobei die Integrationsvariabele & von 2z bis O abzunehmen hat. Kehren
wir die Integrationsrichtung langs % um, so folgt:

f;@ dt = ff(z—f—m‘”)dﬂ

©)

19 ag f (e + re? — ) 0 + 2inf(2).

6
Der Wert des rechts stehenden Integrales ist, wie aus der letzten
Gleichung folgt, unabhingig von 7. Da andrerseits » zwar > 0 ist,
aber ,beliebig“ klein gew#hlt werden kann, und da f(f) im Punkte z
stetig ist, so liegt der Wert jenes Integrales zufolge seiner Bauart,
absolut genommen, unterhalb einer positiven von O verschiedenen, be-
liebig klein gewidhlten Zahl 0. Das fragliche Integral kann also keinen
von O verschiedenen Wert haben. Fiir die im Innern und auf dem
Rande C des Bereiches T, iiberall eindeutige und analytische Funltion

1) Es ist leicht zu sehen, daB, wenn f(z) und ¢(¢) in der Umgebung einer
Stelle z, analytisch sind und ¢(z,) von O verschieden ist, auch der Quotient

Z% in der Umgebung von z, analytisch ist; vgl. Osgood, S. 225.
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f(2) gilt in jedem inneren Punkte z von T, die ,Cauchysche Integral-
formel“t):
(2) f( ) = c)”t/‘f(g) d§7
©)
wo das Integral im positiven Sinne iiber den Rand C auszudehnen ist.

Wie aus (2) hervorgeht, ist der Innenwert f(2) unserer Funktion
durch die lings C stattfindenden Randwerte f({) bereits eindeutig be-
stimmt. Wir kénnen sagen: Ist lings des Randes C eines T, eine stetige
Folge komplexer Werte f(§) gegeben, so gibt es hichstens eine in T,, unter
Einschluf3 des Randes, eindeutige analytische Funktion [(2), welche die
gegebenen Randwerte hat.

Es sei jetzt 2, ein fest gewihlter Wert und f(2) eine in der Um-
gebung von z, eindeutige analytische Funktion. Nach S. 1 besteht diese
Umgebung aus den inneren Punkten einer Kreisfliche mit einem Radius
h >0 um den Mittelpunkt z,. Wir nehmen weiter an, daB auch noch
fiir alle Punkte der Peripherie K des fraglichen Kreises f(2) eindeutig
und analytisch ist. Es sei # ein beliebig, aber fest gew#hlter innerer
Punkt dieses Kreises, wihrend ¢ ein lings der Peripherie variabeler
Punkt sei; dann gilt: ,

(3) 0L iz ’ =g<1,

_‘g___z

wo ¢ eine Konstante ist. Es folgt:

1 1 1 1 Z— 2\
=2 t—a |_5—2% E—ZO'Z(C—ZZ>’
g —7Z, =0
da die rechts stehende Reihe zufolge (3) konvergent ist.
Die Betriige | f(£)| der lings K zutreffenden Funktionswerte £(§)
haben notwendig eine endliche und bestimmte obere Grenze M, so daB

fiir alle Punkte von K: )
IfOl=M

gilt?). Multiplizieren wir demnach die letzte Gleichung mit f(§), so
wird die in:
f (é‘) y )
—2 (e — "—ZO—)TE

1) Osgood, S. 295.

2) Wire eine solche Grenze nicht vorhanden, so wiirde man mittelst der in
der Note S. 10 erwihnten ,Methode fortgesetzter Halbierung* oder ,Einschachte-
lung kleinerer Intervalle (Osgood, S. 16 und 31) zur Existenz mindestens
einer Stelle ¢, von der Art gefiihrt werden, daB in jeder noch so klein gewihlten
Umgebung von §, Betriige |f(¢)| vorkommen wiirden, die eine beliebig groB ge-
wihlte Zahl iibersteigen. Dann aber konnte, da f(,) der Annahme gem#f ein be-
stimmter endlicher Wert ist, 7(¢) im Punkte ¢ nicht stetig und also nicht analy-
tisch sein.
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rechts stehende Reihe lings K gleichmaBig konvergent sein; d. h.
wenn wir:

7(© Y 1)
iy ) e T RO

schreiben, so wird sich nach Auswahl einer beliebig kleinen, positiven,
von O verschiedenen Zahl ¢ stets ein endlicher Index - angeben lassen,
so daf fiir alle Punkte ¢ von K und fiir alle Indizes n > m:

| R0 [ <o
gilt, Durch Integration der letzten Gleichung lings K folgt:

1© y " fvar
J 1€ az— Z((z zo) Sl T}Jmn(g)dg

mit der fiir alle n > m zutreﬂ'enden Ungleichung:
[R©as | <2ah-0
x(IQ() i
Mit Riicksicht auf (2) und unter Benutzung der fiir alle Indizes »
giiltigen Abkiirzung:
f9ag
(4) 2“511@ 7)n+1— n

()

ergibt sich: Der Funktionswert f(2) ist der Summenwert der in:
®) (&) =c+ (e — 2) + e —2) +-
rechts stehenden konvergenien Reihe.

Da 2z im Innern des Kreises K mit dem Radius A > 0 irgendwo
wihlbar war, so ist die Reihe (5) entweder bestindig konvergent oder
sie hat einen von O verschiedenen endlichen Konvergenzradius E. Im

letzteren Falle ist notwendig:
r< R.

Da die Gleichung (5) mit den von £ unabhingigen Koeffizienten ¢ fiir
jeden Punkt # der Umgebung von z, gilt, so konnen wir daselbst die
Statze des §3 auf die Reihe und damit auf die Funktion f(2) in An-
wendung bringen. Die SchluBbetrachtung von § 3 zeigt: Die Reihe (5)
ist identisch mit der Taylorschen Reihe der Funktion f(2); sie wird mit
Riicksicht auf die neue Darstellung (4) ihver Koeffizienten auch die
»Cauchy-Taylorsche Reihe“ der Funktion genannt.
Durch Vergleich der beiderseitigen Darstellung von ¢, folgt:
n!
(@) =537z g sy dt
Y
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 2
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Unter Zuhilfenahme des Cauchyschen Integralsatzes (4) S. 6 und bei
Fortlassung des unteren Index an z, folgern wir leicht die sich an (2)
anschliefende Gleichung:

!
(6) @) = 5= f ﬁnd@,

©
welche unter den Voraussetzungen der Cauchyschen Integralformel (2)
fiir jedes » richtig ist.

Als Hauptergebnis ist anzumerken: Fine in der Umgebung von 2,
uberall eindeutige und analytische Funktion f(z) ist ebenda in einer und
nur einer Weise durch eine nmach Potenzen von (2 — z,) fortschreitende
Reihe P(2 — 2,) darstellbar, deren Konvergenzkreis jene ganze Umgebung
i sich enthdlt. Man kann demnach an Stelle der S. 2 gewiihlten Er-
klirung einer ,analytischen“ Funktion auch die folgende treten lassen:
Eine in der Umgebung von z, eindeutige Funkiion heiflt ,analytisch®,
wenn sie sich daselbst durch eine konvergemte Potenzreihe 5(z — z,) dar-
stellen 1ift.t)

Als weitere Folgerung aus § 3 (S. 14) merken wir an: Eine in der
Umgebung von 2, eindeutige analytische Funktion f(z) hat fiir jede end-
liche Ordnung n eine eindeutige Ableitung ™ (z), die ebenda wieder eine
analytische Funktion ist.

In der ofter genannten Umgebung legen wir durch z, ein reguléres
Kurvenstiick €, von nicht verschwindender aber beliebig kleiner Lénge.
Kennt man die Funktionswerte f(z) lings C,, so sind damit auch die
Werte von f'(¢) lings C, eindeutig bestimmt, und also gilt dasselbe
von den Werten jeder Ableitung f(2). Insbesondere sind also mit
den Werten von f(2) lings C, bereits die simtlichen Koeffizienten der
Taylorschen Reihe (12) S. 14 eindeutig bestimmt. Diese Reihe aber
liefert die Funktionswerte f(2) in der ganzen Umgebung: Eine in der
Umgebung von &, iberall eindeutige und analytische Funktion f(2) ist da-
selbst bereits eindeutig bestimmt, wenn ihre Werte nur erst lings eines
durch z, hindurchzichenden reguldren Kurvenstiicks C, mit nicht verschwin-
dender, aber beliebig Kleiner Lange gegeben sind.

Endlich nennen wir als Folgerung der gewonnenen Ergebnisse noch
den Satz: Ist in der Umgebung von 2z, durch eine Reihe P(z — z,) mit
einem endlichen und von O verschiedenen Konvergenzradius R eine Funk-
tion f(2) gegeben, so kann es in eimer Umgebung von 2z, mit h > R keine
daselbst iiberall eindeutige und analytische Funktion f,(2) geben, die im

1) Man beachte, da8 auch hier der Charakter einer Funktion, in der Um-
gebung von z, analytisch zu sein, nur erst fir Funktionen f(z) erklirt ist, die da-
selbst eindeutig sind. Eine spiitere Ergéinzung wird sich auf Punkte z, beziehen,
in deren Umgebung f(2) nicht mehr eindeutig ist.
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Inmern des Konvergenzkreises von B (2 — 2,) mit f(2) identisch wdre. Wenn
wir némlich fiir irgendein #, dessen Betrag | 2| dem Intervall B < |z| <h
angehort, die Cauchy-Taylorsche Reihe ansetzen, so erweist sich diese
als mit P (#— 2,) identisch, und also wire entgegen der Annahmesicherh < R.

§ 5. Die analytische Fortsetzung und die durch dieselbe veran-
laBten Ergiinzungen der anschaulichen Hilfsmittel.

Der vorletzte Satz von § 4 kann in folgender Weise verallgemei-
nert werden: Fine in einem Bereiche T wberall eindeutige und analytische
Funktion f(z) ist im ganzen DBereiche bereils fest bestimmt, wenn ihre
Werte nur erst lings eines im Bereiche gelegenen reguliiren Kurvenstiicks C,
mit micht verschwindender, aber beliebig kleiner Ldnge gegeben sind.

Ist nimlich z ein beliebiger innerer Punkt von T, so konnen wir
von einem auf O, gewihlten Ausgangspunkte 2z, eine regulire Kurve C
nach z ziehen, die nur aus inneren Punkten von T besteht. Fiir die
Entfernungen zwischen den Punkten von €' und den Randpunkten von T
wird es demnach eine bestimmte untere Grenze i geben, die > O ist.
Nach dem Konvergenzsatze der Cauchy-Taylorschen Reihe muf also
fiir irgendeinen Punkt 2” von C eine Darstellung von f(2) in Gestalt
einer Reihe P(z — 2) gelten, deren Konvergenzradius R >/ ist.

Man teile nun die Kurve C von z, beginnend in lauter Bogen-
stiicke, deren Lingen <%, etwa alle gleich § %, sind oder doch nicht
< % h sein sollen. Die Teilpunkte, 2, mitgerechnet, seien zy, 2, 2, . .
Da die Lénge von C endlich ist, so werden wir nach einer endlichen
Anzahl etwa nach m Schritten die Kurve C in der Art erschopft haben,
daB der Restbogen von z, bis zum Endpunkte z selbst <</ ausfillt.
Aus den fiir C; vorgezeichneten Funktionswerten stellen wir die fiir
die Umgebung von 2, giiltige Darstellung f(2) = PB,(2 — 2,) her. Da z,
im Konvergenzkreise von (¢ — 2,) gelegen ist, so sind die Funktions-
werte lings eines kleinen durch #z, ziehenden Kurvenstiickchens C, durch
Byo(¢ — £,) eindeutig bestimmt. Damit aber gewinnen wir nach dem
vorletzten Satze von § 4 die Funktion f(2) in der Umgebung von 2,
eindeutig dargestellt durch eine Reihe P, (2 —2). Im Konvergenz-
kreise von B, (2 — z,) aber liegt #,, und wir gewinnen durch Wieder-
holung der gleichen Uberlegung P,(z — 2,) usw. Die m-malige Aus-
ibung dieses Verfahrens fiihrt uns zu den kettenférmig zusammen-
hiingenden (m + 1) Potenzreihen:

(1) %0(5 - '?0)7 g’Bl(Z - zl)) S’B?(Z - 22)7 B ;‘Em(z - Zm))

deren letzte den Funktionswert f(#) im gew#hlten Punkte # in der Tat
eindeutig festlegt.
2*
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Das beschriebene Verfahren gewinnt dadurch eine weitergehende
und grundsitzliche Bedeutung, daB wir mit Hilfe desselben die Frage
behandeln kdnnen, ob es mdglich ist, die Funktion f(#) unter Wahrung
ihres analytischen Charakters iiber den hier zuniichst vorliegenden Be-
reich T fortzusetzen. Kniipfen wir sogleich an eine beliebige in der Um-
gebung von z, durch %,(# — 2,) gegebene Funktion f(7) an, so mbgen wir
von 2, aus nach irgendeinem Punkte 2 unserer z-Ebene eine Kurve C
zeichnen. Wir wihlen alsdann auf dem im Konvergenzkreise von B, (2 — #,)
verlaufenden Teile von C einen neuen Punkt z, und bilden wie oben die
Reihe PB,(# — 2,). Fiir diejenigen Innenpunkte des Konvergenzkreises
von B,(¢# — 2,), die zugleich innere Punkte des Konvergenzkreises von
Bo(z — 2,) sind, liefert P,(z — z,) wieder die Funktionswerte f(2).
Ragt indessen der Konvergenzkreis von 5, (# — 2,) tiber den von P, (2 — 2,)
hinaus, so ist in diesem neu hinzukommenden Teile des ersteren Krei-
ses bereits eine ,analytische Fortsetzung” der zunichst nur im Konver-
genzkreise von ,(z — z,) gegebenen Funktion f(2) gewonnen. Konnen
wir nun auf C nach dem gleichen Prinzip weitere Punkte 2, 2, ...
markieren und an P, (2 — 2,) weitere Reihen B,(z — 25), Ps(2z — 25), . ..
kettenformig wie oben aneinander binden, und gelingt es, nach endlich
vielen Schritten zu einer Reihe B, (¢ — 2,) zu gelangen, in deren Kon-
vergenzkreise der Kurvenendpunkt z liegt, so sagen wir, die sundchst
nur in der Umgebung von z, gegebene Funktion f(2) sei lings der Kurve C
bis zum Punkte z fortsetsbart) Dieser ProzeB der ,analytischen Fort-
seteung® lings einer Kurve ist dabei, wenn iiberhaupt, nur in einer
Weise moglich, wie aus der am Anfang des vorliegenden Paragraphen
dargelegten Betrachtung einleuchtend ist. Die einzelne Potenzreihe
Bo (2 — 2,), an welche wir den ProzeB ankniipfen, nennen wir ein ,,Fle-
ment” der Funktion f(#); natiirlich wiirde /(2) ebensowohl vom , Elemente
B, (¢ — 2,) oder P,(# — 2,) usw. aus herstellbar sein ?)

Um das Prinzip der analytischen Fortsetzung im vollen Umfange
verwerten zu konnen, sind die bisherigen geometrischen Vorstellungen
nach zwei Richtungen zu erginzen.

Bezeichnen wir mit K, K, ..., K, die Flichen der Konvergenzkreise
der Reihen (1), so wird f(2) durch die Reihen (1) unmittelbar gegeben

1) Die Betrachtungen des Textes gelten zwar uneingeschriinkt auch in dem
besonders einfachen Falle, daB 8, (z — z,) und dann auch B, (z — 2,), By (¢ — 25), - +»
bestiindig konvergent sind. Da wir indessen in diesem Falle auch ohne das Prin-
zip der analytischen Fortsetzung alles Wesentliche tiber die Funktion f(z) werden
aussagen konnen, so diirfen wir zur Erliuterung der folgenden Sitze an Potenz-
reihen mit endlichen Konvergenzradien R ankniipfen.

2) Uber das Auftreten des Prinzipes der analytischen Fortsetzung bei Weier-
stra, Riemann und anderen Autoren s.,Osgood* 8. 431 und 435.
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sein in einem Bereiche T, den wir erhalten, indem wir jede Kreisfliche
mit der folgenden lings des gemeinsamen Flichenteiles zusammen-
kleben. Der so gewonnene Bereich kann nun sehr wohl noch iiber sich
selbst hiniibergreifen. Wenn wir z. B. eines der Integrale von § 2
(S. 4ff), die im damaligen Bereiche T analytisch sind, von 2, aus lings
eines Periodenweges fortsetzen bis zum Punkt z, zuriick?), so gelangen
wir am Schlusse nicht wieder zu den Anfangswerten der analytischen
Funktion. Wir werden nun (um zu unserem aus den (m -+ 1) Kreis-
scheiben zusammengeklebten Bereiche T zuriickzukehren), sobald dieser
Bereich sonst noch lings eines Flichenstiicks (oder mehrerer) tiber sich
selbst hiniibergreift, die weitere Verklebung lings dieses Stiickes stets,
aber auch nur dann vornehmen, wenn in den aufeinander liegenden Teilen
von T gleiche Funktionswerte stattfinden. Die grundsitzliche Erwei-
terung besteht also darin, daf wir gemdf der Natur einer ,mehrdeutigen”
Funltion f(z) fortan mit Bereichen T arbeiten wollen, welche sich iiber
sich selbst hiniiberziehen diirfen, und solchergestalt irgendwelche Teile der
z-Ebene mehrfach bedecken. Es ist dann, wie wir sagen wollen, f(2) ob-
schon an sich mehrdeutig, doch eine ,eindeutige Funktion der Stelle z
im Bereiche T“. Uberzieht T etwa die Umgebung von z, mehrfach,
so wollen wir die hier iibereinanderliegenden Teile von T als verschie-
dene ,Blitter und (im Anschlub an § 2) die in diesen Blittern statt-
findenden Funktionswerte als verschiedene ,,Zweige® der Funktion f(2)
unterscheiden.

Die zweite Erginzung besteht in der Zulassung der Moglichkeit,
daB das Argument z der Funktion unendlich grof wird. In der z-Ebene
sei ein Kreis um den Nullpunkt mit dem endlichen und von O ver-
schiedenen Radius g gezogen. Eine vorgelegte Funktion f(z) sei auBer-
halb dieses Kreises fiir alle endlichen z eindeutig und analytisch. Schrei-
ben wir:

, 1
(2) ) & =

so erscheinen die gesamten endlichen Punkte # mit |z | > g umkehrbar
eindeutig oder kurz ,ein-eindeutig den gesamten Punkten der #’-Ebene
mit | 2’| < R = g~%, abgeschen vom Nullpunkte 2/ = 0, zugeordnet. Nun
folgt aus der Erklirung des analytischen Charakters leicht, daf die
Funktion:

1 77

(&) =1(z) =F@)
des Argumentes 2/, soweit dieselbe iiberhaupt erklért ist, auch wiederum
analytisch ist. Erklirt aber ist f(2") fiir alle inneren Punkte des Kreises

1) Die zugehorige Periode w gilt als von O verschieden.
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vom Radius R =g¢~' um den Nullpunkt #'= 0O, abgesehen von diesem
Nullpunkte selber.

Wir nehmen nun an, da f(2") bei Anniherung an den Nullpunkt
#Z =0 einem endlichen Grenzwerte c, zustrebe, und daB, sofern wir als
Funktionswert f(0) diesen Wert ¢, annehmen, f(z") dadurch auch im
Nullpunkte zu einer eindeutigen analytischen Funktion werde. Dann
wird eine Entwicklung gelten:

3) @)=+ ed+a®+e+-

welche entweder bestéindig konvergent ist oder einen endlichen Konver-
genzradius R besitzt, mit dem wir die eben durch R bezeichnete Zahl
g~*! als identisch ansehen konnen.

Indem wir durch die Transformation (2) zur z-Ebene zuriickgehen,
miissen wir, wenn durch die Hereinnahme des Nullpunktes 2 = 0
die Eindeutigkeit zwischen z und 2’ erhalten bleiben soll, der z-Ebene
als neues dem Punkte 2= 0 enisprechendes Element einen einzigen un-
endlich fernen Pumkt z = oo zuerteilen. Sie wird hierdurch im Gegen-
satze zu ihrer urspriinglichen Erklirung (8. 1) zu einem abgeschlosse-
nen Gebilde und soll in dieser Gestalt den weiteren Betrachtungen be-
stindig zugrunde liegen. Trifft nun die durch (3) zum Ausdruck kommende
Vorraussetzung betreffs der Funktion f(2") zu, so sagen wir, f(2) se:
nach dem Pumkte z = oo fortsetzbar und in diesem Punkte analytisch.
Fir die ,Umgebung” des Punktes # = co gilt dann die Darstellung:

4) f(z)=co+01%+c2zlz+c3;1§+"’:

welche auflerbalb des Kreises vom Radius ¢ = R~ um den Nullpunkt
der z-Ebene als Mittelpunkt konvergent ist.)

Um den unendlich fernen Punkt der z-Ebene der Anschauung zu-
ginglich zu machen, bedient man sich der ,stereographischen Projektion”
A der z-Ebene auf die Oberfliche
einer Kugel. Man denke dies-Ebene

horizontal und lege im Raume um
den Nullpunkt jener Ebene eine
Kugel des Radius 1, wie Fig. 5
andeutet. Rechtwinklige Raum-
koordinaten &, %, { werden so ein-
gefithrt, daB die positive {-Achse
senkrecht nach oben weist und also
Fig. 5. die £n-Ebene mit der Ebene der Va-

1) Die GroBe g hat hier fiir die Koeffizienten der Reihe (4) unmittelbar die
Bedeutung von 8. 10, wobei auch der Fall g =0 einbegriffen sein darf.
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riabelen z =z + ¢y zusammenfillt. In dieser Ebene soll dann einfach § =z,
=y gelten, womit die Raumkoordinaten endgiiltig bestimmt sind. Als
Projektionszentrum wihlen wir den tiefsten Punkt P der Kugel (vgl. Fig. 5)
und erzielen dadurch in der Tat ein umkehrbar eindeutiges Entsprechen der
yganzen” z-Ebene und der Kugeloberfliche, wobei der Punkt oo der
Ebene dem tiefsten Punkte P der Kugelfliche zugeordnet ist.
Es ist leicht, die hergestellte Beziehung durch Formeln auszudriicken.
Wie eine elementare Betrachtung zeigt, liefert der Punkt (z, y) der
z-Ebene den durch:
2z 2 1—ax?—y?
G Eeigere 1Tiede CTiteds
gegebenen Punkt der Kugelfliche, und umgekehrt ergibt der Punkt
(& 1, ©) dieser Fliche, fiir dessen Koordinaten also:

(6) g+ +8=1

gilt, als zugeordneten Punkt der z-Ebene denjenigen der Koordinaten:
_ __1

M =itr  YTitp

so daf3 der Punkt (&, n, &) der Kugeloberfliche als Trdger des komplexen
Wertes :

®) 5=t

erscheint. Man wolle sich insbesondere mit Hilfe von Fig. 5 klarmachen,
in welcher Weise die reelle z-Achse, die imagindre z-Achse und der
pBinheitskreis“ der #-Ebene!) auf der Kugeloberfliche drei zueinander
orthogonale groBte Kugelkreise liefern. So oft es erwiinscht ist, die nur
scheinbare Ausnahmestellung des unendlich fernen Punktes der z-Ebene
auch anschaulich hinwegzurdumen, werden wir die Kugeloberfliche als
Trigerin der Werte der komplexen Variabelen z heranziehen und be-
zeichnen dieselbe dann kurz als die ,,z-Kugel“.

Als eine Haupteigenschaft der besprochenen Beziehung mnotieren
wir noch, daf die stereographische Projektion eine ,Jkonforme® oder ,winkel-
treue Abbildung® (im Sinuve von § 7) der z-Ebene auf die 2-Kugel dar-
stellt.?) Endlich nennen wir noch den Satz: Das System aller Kreise der
z-Ebene, die Geraden als Kreise des Radius oo einbegriffen, gehen bei der
Projektion gerade genaw in das System aller Kreise der z-Kugel iiber. Das
Abbild des durch die Gleichung:

A@+y¥)+Bxz+Cy+D=0

1) D. h. der Kreis des Radius 1 um den Nullpunkt als Mittelpunkt.
2) Siehe das Nihere bei Osgood, 8. 285.
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gegebenen Kreises wird namlich infolge der Gleichungen (5) ff. auf der
2-Kugel ausgeschnitten durch die ,Ebene“:

Bt + On+ (D — A+ (D+ 4)=0.

§ 6. Das Feld F einer analytischen Funktion und die singuliiren
Punkte derselben.

In der Umgebung einer Stelle 2z, sei mittels eines ,Funktionsele-
mentes”“ PB(2 — z,) eine analytische Funktion f(z) gegeben, welche von
hieraus fortgesetzt werden soll. Dabei wird folgende Erkldrung grund-
legend: Die gesamten Stellen z, welche bei dem eingeleiteten Prozefs der ana-
lytischen Fortseteung in das Innere irgendeines dabei zur Verwendung
kommenden Konvergenzkreises hineingezogen werden kinnen, bilden einen
susammenhdngenden Bereich, den wir als ,,Definitionsbereich® oder ,,Existens-
bereich® der analytischen Funktion f(2) oder auch kurz als das ,,Feld“') der-
selben benennen und tm Anschluf3 an die letzte Benennung Turz mit F be-
zeichnen wollen. Dieser Erklirung zufolge ist f(2) tiber das Feld F
hinaus nicht fortsetzbar und existiert in diesem Sinne nur im Felde F.2)
Dabei ist f(2) eine eindeutige Funktion der Stelle # im Felde F, und
es sind die gesamten Werte der Funktion f(z) im Felde F bereits
allein durch das Element (2 — 2,) als ,definiert“ anzusehen.

Man kann sich das Feld F durch Zusammenklebung der bei der
analytischen Fortsetzung zur Verwendung kommenden Konvergenzkreise
hergestellt denken. Dabei ist natiirlich der etwaigen Mehrdeutigkeit
der Funktion f(2), wie in § 5 néher erdrtert ist, Rechnung zu tragen:
Sind in der Umgebung irgendeiner Stelle # durch Fortsetzung v ver-
schiedene ,Zweige“ der Funktion erreichbar, so wird das Feld F diese
Stelle mit v ,Bléttern® iiberdecken.

Eine erste Folgerung iiber das Feld F einer Funktion f(2) ziehen
wir aus dem Schlulsatze von § 4 (8. 18). Ist z, irgendeine Stelle in
F und gilt fir die Darstellung von f(¢) daselbst die Reihe (2 — z,)
mit dem endlichen Konvergenzradius R, so ist es nach dem genannten
Satze unmdoglich, f(#) tiber die Peripherie des fraglichen Konvergenz-
kreises in der Art fortzusetzen, daB auch noch ein Kreis mit einem
Radius A > R um den Mittelpunkt 2, vollstindig im Felde F lige. Es
ergibt sich: Auf der Peripherie des Kowvergenzkreises jeder zur Dar-

1) Diese wenn auch sonst mehrfach gebrauchte Beuennung empfiehlt sich,
weil sie karz und bezeichnend ist.

2) Jeder Punkt des Feldes F ist der Erklirung gemiB ein ,innerer Punkt
desselben. Etwa auftretende Randpunkte (die wir unten betrachten) gelten also
als nicht zu F gehorig. Doch nehmen wir spiterhin gewisse, isoliert liegende
Randpunkte, fiir welche ein Grenzwert lim f(¢) existiert, zum Felde F hinzu.
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stellung von f(2) dienenden Potenzreihe findet sich mindestens eine Stelle,
die dem Felde F nicht angehort.

Als zweiten Satz merken wir an: Ist f(2) lings einer sich selbst
nicht diberkrevzenden Kurve C, welche von z, ausliuft und dort miindet,
fortsetzbar, und gelangt man am Schlusse wicht wieder zu den Anfangs-
werten der Funktion zuriick, so wird bei Herstellung des Feldes F in den
von C umschlossenen Bereich hinein mindestens ein Punkt innerhalb C
existieren, der F nicht angehort.

Der Beweis kann mit Hilfe der S.10 und 16 (unter dem Texte)
genannten ,Methode der Einschachtelung” gefiihrt werden. Wir gehen
hierbei von folgender Erwigung aus. In Fig. 6 sind O, C,
und C, zwei geschlossene Kurven, welche ein zwischen z
und 2, verlaufendes Stiick gemein haben. Die Funktion f(z)
sel von g, aus {iber C; fortsetzbar und fithre am Schlusse %)~
zu den Anfangswerten zuriick. Ebenso sei f(2), und zwar
das eben bei z, erreichte ,Element¥, iiber C, fortsetzbar, \q
und auch hier soll die Fortsetzung am Schlusse zu den % wig.s.
bei 2z, schon gewonnenen Funktionswerten zuriickfiihren. Stellen wir nun
aus C; und C, unter Fortnahme des gemeinsamen Stiickes eine neue
Kurve C; her, so ist einleuchtend, da f(2) von 2, aus auch iiber diese
Kurve C; fortsetzbar ist, und daf die Fortsetzung zu den anfinglichen
Funktionswerten zurtickfiihrt.

Wir iiberspannen nun den von der Kurve C umschlossenen Be-
reich mit einem Quadratnetz (vgl. Fig. 7), indem wir etwa alle in diesen
Bereich fallenden Geraden der Gleichungen: =

a b

x:———— 'l:.————
104’ y 10*

—T~.

ziehen, unter ¢ und b ganze Zahlen und / h
unter A eine hinreichend groBl gew#hlte po- , o (
sitive ganze Zahl verstanden. Hierdurch
wird jener Bereich in endlich viele Teilbe- T Py R N et
reiche zerlegt. Wir beginnen jetzt mit dem Fig. 7

am Punkte z, anliegenden Teilbereiche oder, wenn es deren mehrere gibt,
mit einem unter ihnen, fiigen einen Nachbarbereich hinzu und behan-
deln die beiden Randkurven wie die Kurven C, und O, von Fig. 6.
Dem vergroBerten Bereiche fiigen wir einen weiteren an usw. Dann
ist folgendes einleuchtend: Entweder kommen wir im Verlaufe des Pro-
zesses zu einem Teilbereiche, iiber dessen Rand wir f(¢) nicht fort-
setzen konnen — und dann ist der behauptete Punkt, der F nicht an-
gehort, innerhalb C nachgewiesen —, oder wir miissen zu mindestens
einem Teilbereiche kommen, bei welchem die Funktion, tiber den Rand




26 Einleitung: Sitze tber analytische Funktionen

fortgesetzt, sich nicht reproduziert. Wenn nidmlich kein solcher Be-
reich vorlige, so miiBte f(2), auch iiber C fortgesetzt, der Annahme zu-
wider zu den Anfangswerten zuriickkehren.

Liegt der zweite Fall vor, so unterziche man den als existierend
erkannten Teilbereich einer erneuten Einteilung mittels der in ihm ge-
legenen Geraden: a b,

r=—1 —_
1017 Y= 1g+1

unter a, und b, wieder ganze Zahlen verstanden. Auf diese neue Ein-
teilung wende man die gleiche Uberlegung an und setze notigenfalls
den ProzeB in derselben Art fort. Entweder kommen wir nach end-

lich vielen Schritten zu einer Geraden

a.

v b
102.+v

—_ v
y_lT)l-{-v)

oder

auf der mindestens ein nicht zu F gehorender Punkt liegt, oder der
ProzeB hat kein Ende. Dann gibt es eine und, da die Umfinge der
ineinander geschachtelten Bereiche die Grenze O haben, auch nur eine
Stelle z,, die in allen der Reihe nach herausgegriffenen Bereichen ge-
legen ist. Diese Stelle 2, hat die Eigenschaft, daf wir um sie eine
Kurve von beliebiger Kleinheit (ndmlich einen Bereichrand) angeben
konnen, die zur Fortsetzung der Funktion f(#) benutzt, nicht zu den
Anfangswerten der Funktion zurtickfithrt. Der Punkt 2 kann demnach
nicht innerer Punkt eines bei der Fortsetzung von.f(z) auftretenden
Konvergenzkreises sein.

Wir haben jetzt die Randpunkte, welche F haben kann, niher zu
betrachten. Gilt von einem Punkte #, daB in jeder Umgebung desselben
Stellen eines gewissen Blattes von F existieren, ohne daB #z in diesem
Blatte selber dem Felde F angehort, so heiBt 2 ein , Randpunkt des
Feldes F und wird ein ,singuldrer Punkt“ der Funktion f(2) genannt.

Es soll erstlich 2z, ein isoliert liegender Randpunkt von F sein,
in dessen Umgebung f(2) iibrigens allenthalben eindeutig ist. Bei
Anniherung an 2, soll lim f(#) = oo gelten, und zwar in der Art,
daB es eine bestimmte endliche ganze Zahl m > 0 gibt, fiir welche:

Lim (f(2) - (¢ — 2)™) = ¢_

einen von O verschiedenen endlichen Wert darstellt. Die Funktion
f(2) - (2 — 2,), welche in der Umgebung von z,, zunichst von #, selbst
abgesehen, eindeutig und analytisch ist, moge nun dadurch, daB wir
ihr im Punkte z, den Wert c_,, erteilen, auch im Punkte 2, analy-
tisch bleiben und also in der Umgebung von z,, diesen Punkt nun-
mehr eingeschlossen, eine Darstellung gestatten:

F@) (72— a)" =0 ptc_pir(6—2) e ppa(z—2) +---

m
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Fiir f(2) selber folgt hieraus die Darstellung:
D) fE)=c_n(z—2) " tc_p 1 (6—2) " 1o te_ (2—5,) "
+ Gt (2—20) +a(2p—2)* .

Einen Randpunkt dieser Art wollen wir hinfort dem Felde F hinzu-
fiigen, so daf3 F hierselbst geschlossen erscheint und den Funktionswert oo
tragt; der singuldre Punkt z, heifft ein ,Pol m* Ordnung” der Funk-
tion f(2). '

Da die in 2, analytische Funktion f(2)-(# — z,)» daselbst nicht
verschwindet, so ist der reziproke Wert von f(2)-(2 — z,)" in der Um-
gebung von z, eine eindeutige analytische Funktion, die fiir z, selbst
den von O verschiedenen Wert ¢/, = ¢Z%, hat und also eine Entwicklung:

o+ Cupr(2—2)) + €, 0(2 — 2)° + - - -
gestattet. Hieraus ergibt sich weiter:
1 , , Lo
@) f& a8 — 20)" + €1 (7 — 2)" T+ ¢ 9 (2 — )" P A

Man sagt nun, eine in der Umgebung von z, durch die Reihe P(2 — z,)
gegebene Funktion habe an der Stelle z, einen ,Nullpunkt m®" Ordnung,
wenn in P (2 — z,) die m ersten Glieder durch Verschwinden der Koeffi-
zienten ¢, ¢, ..., ¢, , ausfallen, aber c, wicht gleich O ist. Nach (2)
liefern somit die reziproken Werte von f(2) eine Funktion, die an der
Stelle 2, einen Nullpunkt m!* Ordnung hat. Umgekehrt folgt aus einem
Nullpunkt mt** Ordnung einer Funktion an der gleichen Stelle ein Pol
dieser Ordnung fiir die reziproken Werte der Funktion.

Die vorstehende Betrachtung bedarf einer nur formalen Erginzung
fir den Fall, daB #, nicht endlich ist, d. h. den Punkt oo der z-Ebene
bedeutet. Mittels der Transformation (2) S. 21 hat man alsdann diesen
Punkt und seine Umgebung in den Nullpunkt der z'-Ebene und
dessen Umgebung iiberzufithren. Fiir 2° und 2, =0 an Stelle von
# und 2, gelten dann die vorstehenden Rechnungen unmittelbar. Will
man die Variabele z beibehalten, so lduft dies darauf hinaus, daf

den Formeln (1) und (2) an Stelle der Potenzen von (z — #,) die gleichen
Potenzen con% auftreten. So wird z. B. die Funktion f(¢) im Punkte
oo einen Pol mt* Ordnung haben, wenn daselbst eine Entwicklung:
B f@=c_,em+c_, " '+ e 24+ 01% + 02%-{- e
mit nicht verschwindendem c_,, gilt.

Es soll jetzt zweitens 2, ein isoliert liegender Randpunkt des

Feldes F von der Art sein, daf die Fortsetzung von f(2) lings einer
einmal den Punkt 2, umlaufenden Kurve nicht zu den Anfangswerten
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der Funktion zuriickfithrt. Dagegen soll die Fortsetzung lings einer
Kurve, welche » Male um 2, herumlduft, die urspriiglichen Funktions-
werte reproduzieren; dabei sei v eine endliche ganze Zahl, die groBer
als 1 ist, und es soll sich £(2) nicht bereits nach einer geringeren An-
zahl von Umldufen reproduzieren.

Ein Beispiel einer solchen Funktion ist ?;/z—~—-,_e'o—, wir schreiben die-
selbe, unter Einfilhrung der Polardarstellung # — 2, = re¢?? fiir die kom-
plexen Werte z, in der Gestalt:

1

) S=Vi—a=Vre

Das Feld dieser Funktion hat in der Néhe von 2, die bekannte Gestalt
einer ,v- blattmgen Windungsfliche®, wie -dieselbe fiir » = 2 durch die
Skizze der Fig. 8 dargestellt ist. Die Blitter der
Windungsfliche gehen ineinander iiber, wie bei
einer Schraubenfliche mit verschwindender Gang-
hohe; doch dringt das oberste Blatt lings eines
in z, miindenden , Versweigungsschnittes“ durch
die darunterliegenden Blitter hindurch und fiihrt
zum untersten Blatte zurtick. Fiir den umlaufen-
den Punkt #z gilt dabei das oberste Blatt im Ver-
zweigungsschnitt als allein mit dem untersten zu-
sammenhdngend. Der Punkt 2, (der einstweilendem Felde noch nicht
angehort) heift ein ,w-blittriger Verzweigungspunkt®.

Grundlegend ist nunmehr, daf3 die Windungsfliche durch die Trans-
formation (4) auf die einblittrige oder, wie wir sagen wollen, ,schlichte®
Umgebung des Nullpunktes der z-Ebene dibertragen wird. In der Tat

Fig. 8.

- . A . Y o
gilt ja, wenn wir 2'=r'¢”? schreiben, offenbar 8 = -, so dab ein ein-

maliger Umlauf um z, nur erst ein Wachstum von & um 27” zur Folge
hat. Fiigen wir dem gewonnenen Abbilde der Windungsfliche jetzt
auch den Nullpunkt &= 0 zu, so erscheint dasselbe hier geschlossen.
Entsprechend kénnen wir der Windungsfliche selbst den Verzweigungs-
punkt 2z, hinzufiigen, in dem alsdann alle v Blitter aneinander haften.
Die Fliche schlieBt sich dann im Punkte z, der fortan keinen isolierten
Randpunkt der Windungsfliche mehr abgibt.

Die Windungsfliche ist nun, freilich erst ohne den Verzweigungs-
punkt z, selbst, ein Bestandteil des Feldes F unserer anfinglich vorge-
legten Funktion f(2). Es ist zu entscheiden, ob wir auch dem Felde F
den isolierten Randpunkt 2, zufiigen und dasselbe so bei 2, schlieBen
diirfen. Wir gehen mittelst der Transformation (4) zur Funktion iiber:

(&) =f(o+ 8") = (¢)
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und erkennen, daB f(2') in der Umgebung des Nullpunktes 2= 0, ab-
gesehen zunichst von diesem selbst, eine eindeutige analytische Funktionist.
Haut sie im Nullpunkte einen Grenzwert, der auch oo sein kann, und wird
durch Hinzunahme des Grenzwertes als Funktionswert f(0) die Funk-
tion f(¢) auch im Nullpunkte analytisch bzw. gewinnt sie daselbst einen
Pol m®™ Ordnung, so wollen wir auch den Versweigungspunkt z, dem
Felde F der Funktion f(2) hinzufiigen und f(z,) = f (0) als Funktions-
wert daselbst festsetzen. Wir nennen in diesem Falle die nun zum Felde F
gehorige Stelle einen ,,v-blittrigen Versweigungspunkt der Funktion [ (2)“.
‘Somit wird, falls f(2) im Verzweigungspunkte endlich bleibt, in der Um-
gebung desselben eine Darstellung:
1 2 3

B)  FO) =t (s —a) + (s —a) + ez —2) +

gelten, die jedoch, sofern ein Pol m'* Ordnung in 2, vorliegt, durch die
folgende zu ersetzen ist:
m m—1 1

(6) f(z)=c_m(z—zo)—7+c_m+1(z——zo) Y —{—---—}—co—{—cl(z—zo);-i—--a

Hinzuzusetzen ist hier nur noch, daB an Stelle eines endlichen
Punktes z, auch der Punkt co der z-Ebene oder z-Kugel treten kann.
Die einzige Anderung ist dann (wie S. 27) wieder die, daB in den vor-
stehenden Potenzentwicklungen z=! an Stelle von (z — #,) tritt.

Die endlichblittrigen Verzweigungspunkte und die Pole fassen wir
unter der Benennung der ,auferwesentlich singuldren Punkte der Funk-
tion f(2) zusammen. Diese Punkte gelten, wie festgesetzt, fortan dem
Felde F als zugehoérig. Das den Stellen von F eindeutig zugeordnete
System aller Werte von [(2) fapt man alsdann unter dem Namen eines
manalytischen Gebildes“ zusammen.

Jeder dariiber hinaus etwa noch vorkommende singulire Punkt
von f(#) (nicht zu F gehérender Randpunkt) heilit ein wesentlich® sin-
guldver Punkt. In einem solchen Punkte erteilen wir der Funktion f(2)
im allgemeinen keinen Wert; doch soll damit keineswegs behauptet
sein, daB nicht bei spesiell gewihlten Anniherungen an einen wesent-
lich singuliren Punkt die Funktion einen bestimmten Grenzwert haben
konne.

Die bisher bekannt gewordenen analytischen Gebilde haben zu einer
groBen Mannigfaltigkeit verschiedenartiger Gestalten der Felder F hin-
gefiihrt. Zahlreiche Beispiele einfacher Art werden wir weiterhin kennen
lernen. Auch einige nicht mehr elementare Fille, von denen jedoch nur der
erste unten wieder auftritt, seien hier beiliufig genannt. Die ,ellipti-
schen Modulfunktionen liefern Beispiele von analytischen Gebilden, be:
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denen im Einzelfalle das Feld F aus den gesamten Innenpunkien einer schlich-
ten (einblittrigen) Kreisfliche besteht. Die Peripherie dieses Kreises selber
muB also tiberall dicht von wesentlich singuliren Stellen besetzt sein;
man bezeichnet sie dieserhalb als eine ,matiirliche Grenze“ der Funktion.
Die elliptischen Modulfunktionen stellen eine besondere Art eindeutiger
sautomorpher Funktionen“ dar. Bei einer solchen Funktion ist das
Feld F wieder ein schlichter Bereich der z-Ebene, der insbesondere
(d. h. bei gewissen Arten automorpher Funktionen) wieder nur einen end-
lichen Teil der z-Ebene bedecken kann und dann als Rand die ,natiir-
liche Grenze“ der Funktion besitzt. Dabei zeigt die néhere Unter-
suchung, daB in einem solchen Falle das Feld F entweder einfach oder
(wenn dieses nicht der Fall ist) sogleich co-fach zusammenhingend
ist. Was aber die Gestalt des einzelnen geschlossenen Randstiickes an-
geht, so zeigt sich, daB dasselbe entweder ein Kreis ist oder aber (wenn
dies micht der Fall ist) ein zusammenhingendes Punktsystem von #u-
Berst komplizierter Struktur darstellt, das jedenfalls nirgends den Cha-
rakter einer ,reguliren Kurve“ besitzt.!) Auch fiir Felder F, welche
die z-Kugel oo-fach iiberlagern, bietet die Theorie der automorphen
Funktionen in den zu diesen Funktionen inversen sogenannten ,poly-
morphen Funktionen“ interessante Beispiele.

§ 7. Von den durch analytische Funktionen vermittelten
Abbildungen.

Es sei durch w = f(2) ein analytisches Gebilde mit dem Felde F
vorgelegt. Wie oben (S. 1ff) schreibe man unter Trennung des reellen
und imagindren Bestandteiles w =« 4 ¢v und lege fiir die Deutung
der komplexen Werte w = u -+ ¢v eine neue Ebene oder Kugel zugrunde.
Der einzelnen Stelle z des Feldes F entspricht dann eindeutig ein Punkt w
als ,Bild“ jener Stelle 2. Das hierbei eintretende , Abbild“ des ge-
samten Feldes F soll niher betrachtet werden. Es ist hierbei schritt-
weise vorzugehen: Zuvorderst ist der Charakter der fraglichen Abbildung
im Unendlichkleinen festzustellen, sodann in der Umgebung einzelner
Stellen #,, endlich aber das volle Abbild von F ins Auge zu fassen.

Es sei erstlich ¢, eine nicht-singulire Stelle in F, und es werde
angenommen, daf die Ableitung f'(2) im Punkie z, nicht verschwinde.?)

Setzen wir: L (z0) | = M, [(20) = M- e,

1) Diese Gegenstéinde sind ausfiihrlich erértert in den ,,Vorlesungen tiber die
Theorie der automorphen Funktionen* von F.XKlein und R.Fricke, 2 Bde. (Leip-
zig, 1897 und 1912).

2) Nach der urspriinglichen Erklirung wiirde f(2) auch dann eine analytische
Funktion sein, wenn f(z) fiir alle z einen und denselben endlichen Wert ¢, hat;
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so ist also M >0 und endlich. Schreiben wir dz =|dz |- ¢%, so ent-
spricht dem Fortschritt von 2, zu (2, + d#) die Anderung des Funktions-
wertes w, = f(z,) um:

dw={["(2p)de =M - |dz |- e+

Hieraus folgt, dal zwei Differentialen dz,, dz,, die wir als Bogenele-
mente von z, aus gezeichnet denken konnen, stets von w, aus zwei
Bogenelemente dw,, dw, liefern, die ihren Betriigen nach den Betrigen
von ds,, dz, proportional sind, und die miteinander denselben Winkel
bilden, wie dz, und dz, Auch ist, wenn wir uns dz um 2, sich dre-
hend vorstellen, der Drehungssinn des Abbildes dw um w, der gleiche.
Wir gelangen so zu dem bekannten Charakter der ,konformen® oder
swinkeltreuen Abbildung: Ist im nicht-singuldren Punkt z, die Ableitung
' (2) micht gleich O, so iibertragen sich die Winkel des Scheitelpunktes z,
auf Winkel gleicher Grofe und gleichen Drehungssinnes mit dem Scheitel-
punkte wy; die durch z, gelegten Bogendifferentiale | dz | liefern propor-
tionale Differentiale | dw | = M | dz |, wobei M =|["(z,) | als ,,Modul“
oder ,,Vergriferungsverhilinis“ der Abbildung bezeichnet wird. Als un-
mittelbare Folgerung (die sogleich zur Verwendung kommt) setzen wir
hinzu: Eine durch z, ziehende regulire Kurve iibertrigt sich auf eine
Kurve der w-Ebene, die durch den Punkt w, hindurchlguft und dabei
in w, eine bestimmte Tangente hat.

Gehen wir jetzt sogleich zur Untersuchung der Abbildung in der
Umgebung der gedachten Stelle z,! Es erleichtert die Rechnungen, ohne
daB eine wesentliche Beschriinkung in der Giiltigkeit des Ergebnisses
eintritt, wenn wir 2,=0, wy=0 und () =1 setzen.

Dann gilt:

(1) w=2z+ ¢t +e+ - -=2z-P(2),

wo P(2) in der Umgebung des Nullpunktes konvergiert und P(0)=1
ist. Sind #,, #, irgend zwei Punkte derselben Umgebung, so wird auch
die unendliche Reihe:

2) Plo, ) =1+l +2) ol +an+2)+-
(AT G g )

7’(2) hat dann iiberall den bestimmten Wert 0, die Reihendarstellung von f(z)
reduziert sich stets auf das Anfangsglied ¢,, das Feld F der Funktion ist die
schlichte z-Kugel usw. Indessen verlieren viele von den vorangehenden Entwick-
lungen ihre Bedeutung fiir den fraglichen Fall, in dem Pole und Verzweigungs-
punkte nicht auftreten. Bei den jetzt anzustellenden Untersuchungen ist durch
die in den einzelnen Teilen der Betrachtung zu formulierenden Voraussetzungen der
Fall einer mit einer Konstanten identischen Funktion von vornherein ausgeschlossen.
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gleichmifig konvergent und damit ihr Summenwert P'(z;, 2,) stetig
von #, und #, abhiingig sein. Offenbar gilt:

F=rEO=Pe2, ¥O0=1
Wegen der letzten Gleichung und PB(0) =1, sowie mit Riicksicht auf
die Stetigkeit von P und " konnen wir eine durch |z |<<h niher
bezeichnete Umgebung des Nullpunktes derart einfithren, daB fiir
jeden Punkt # und jedes Punktepaar z,, 2, dieser Umgebung die Un-
gleichungen gelten:

ih4WH<%, 11— (e, 25)

Hieraus ergibt sich:

1
<

_r x _l ! 1
@ 1= L<IBE|<1+d, 1—2<|¥e i<l
sowie, wenn wir: )

P(2) = oo
setzen, fiir Y3(2) insbesondere:
1 1
(4) 1—{/—§<9<1+{/§, —%<n<+%'

Es gilt nun erstlich der Satz: In der erkidrten Umgebung des Null-
punktes konnen keine zwei verschiedenen Punkte z,, z, den gleichen TFunk-
tionswert w liefern. Es ist nimlich:

fla) — () = (o — 2) - P2, 2)
wegen (3) nur dann gleich 0, wenn z, = ¢, ist.

Wir denken jetzt, indem wir # = re’? setzen, um den Nullpunkt
der z-Ebene alle konzentrischen Kreise K der Radien » << h gelegt und
wollen dieselben auf die w-Ebene abbilden. Das Abbild des Kreises
K, heiBe C.. Wir setzen:

w=Re*, wo also: R=rp, 0=49+19

zutrifft (s. Gleichung (1)). Lings der Kurve C, gilt also zufolge (4):
1 1
1 I * s
(L=ya)r <E<(t+5)"
wihrend andererseits 6 beim Beschreiben der Kurve O, (entsprechend
dem Wachstum des Winkels & von O bis 27z bei einem im Interval (4)
verinderlichen 7) eine stetige Anderung um den Gesamtbetrag 2z er-
fahrt. Selbstverstindlich ist C. wie das Original K, eine geschlossene
Kurve.
Aus diesen Darlegungen ergibt sich, daB die Kurve C, um den
Nullpunkt der w-Ebene herumliuft und dabei von diesem Punkte stets
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eine Entfernung > (1 — ]%2) r hat. Die Kurve C, kann sich nicht selbst

schneiden; denn wir wiirden in diesem Falle zwei verschiedene Punkte
2,, 2, mit dem gleichen w finden. Auch zeigt der Charakter der Ab-
bildung im Unendlichkleinen, daf C, nirgends eine Spitze haben kann und
iiberall eine eindeutig bestimmte Tangente besitzt, deren Richtung sich
lings C, stetig @ndert; denn f’(¢) ist lings K, eindeutig und stetig,
und es gilt daselbst iiberall:
1 ’ 1
1“_17§<’f(z)1< 1 '{'1'/5

Das Abbild C, des Kreises K, ist somit eine den Punkt w =0 als
yinneren Punkt umlaufende, sich nicht selbst schneidende, spitzenfreie
und ,eckenfreie” regulire Kurve.

Man betrachte nun zwei Kreise K,, K,,, mit ' > #. Die beiden
Abbilder €, und C. haben dann keinen Punkt gemein, da man ja
sonst wieder zwei verschiedene z,, #, mit dem gleichen w nachweisen
wiirde. Auch umgibt C. die Kurve O, notwendig auBerhalb, wie man
durch Einfiihrung der Geraden durch den Nullpunkt der z-Ebene und
durch deren Ubertragung auf die w-FEbene unter Riicksicht auf die bis-
herigen Ergebnisse leicht streng nachweist.

Man setze nun, unter % irgendeine fest gewihlte positive ganze
Zahl verstanden:

h 2h m—1)h
ro=0, r=—, rp=—, ... —_—

n—1 n

und denke die » zugehorigen Kurven C, gezeichnet, wobei die erste
sich auf den Nullpunkt zusammenziehende Kurve C, als solche mit-
gezihlt ist. Das einzelne Intervall von #, bis », , teile man dem-
néchst wieder in % gleiche Teilintervalle und denke fiir die (» — 1)
Teilpunkte » die zugehdrigen Kurven C, gezeichnet. Indem man so
fortfahrt, ist nur noch die Stetigkeit der Abbildung heranzuziehen, um
zum Schlusse zu gelangen.

Wir diirfen an Stelle des Nullpunktes sogleich einen beliebigen,
endlichen und nichtsinguléren Punkt z, des Feldes F mit dem Funk-
tionswerte w, = f(2,) heranziehen, sofern nur f’(z,) einen nichtver-
schwindenden Wert hat: Die Umgebung einer endlichen, wnichisinguldren
Stelle z, von F mit dem Funktionswerte wy = f(2,) wird, falls die Ablei-
tung daselbst einen wnichtverschwindenden Wert f'(z,) besitzt, durch die
analytische Funktion w = f(2) konform auf einen den Bildpunkt w, als
winneren Punkt umgebenden ,schlichten” Bereich der w-Ebene abgebildet.

Eine Folgerung, die jetzt zwar selbstverstindlich ist, aber grund.
sitzliche Bedeutung besitzt, beruht auf der Erwigung, daB durch die

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1
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gewonnene Beziehung die Umgebung der Stelle w, eindeutig, stetig und
konform auf einen den Punkt £, als inneren Punkt umgebenden Be-
reich der z-Ebene riickwirts iibertragen wird. Bezeichnet man diese
Zuordnung von Werten 2z zu den Werten % in der Umgebung von w,
durch z = @ (w), so ist hiermit eine Funktion ¢(w) gewonnen, welche
in jedem Punkte w der fraglichen Umgebung eine eindeutig bestimmte,
von der Richtung der Differentiation unabhéngige Ableitung ¢'(w) be-
sitzt; denn es ist ¢'(w) = (f'(¢))~?, falls 2z die dem w zugeordnete
Stelle ist: Ist z, eine im IEndlichen gelegene, nichtsingulire Stelle der
Funltion f(2) mit dem Funktionswerte wy, und ist | f'(z,) | >0, so st
fiir die Umgebung der Stelle z, die Inversion der Funktion w = f(2) mdg-
lich und fiihrt 2u einer amalytischen Funktion z = @(w), fir welche der
Punkt w, nicht singuldir ist.

Es soll jetzt angenommen werden, daB in dem endlichen, nicht-
singuldren Punkte 2, die ersten (» — 1) Ableitungen der Funktion f(2)
verschwinden, wihrend f®)(z) den von Null verschiedenen endlichen
Wert ¢,-v! hat; natiirlich soll » > 1 sein. Ist f(z,) = w,, so gilt in der
Umgebung von #, eine Darstellung:

=ty = (2 = 80 €, & 0406 — 20) + yal = )+ )
= (2 — 7)) PB(z — 2,).
Da PB(0)=c¢, von O verschieden ist, so kionnen wir im Innern des

Konvergenzkreises von P(z — z,) eine Umgebung von #, eingrenzen,
in der P(2 — #,) tiberall von O verschieden und selbstverstindlich end-

. . . Y= . .
lich ist. Man wihle nun unter den » Werten von V¢, einen einzelnen
beliebig aus und nenne denselben ¢;. Dann ist, wenn wir vorschreiben,

daB V/P(s—z,) im Punkte z, den Wert ¢, annehmen soll, durch diese

Wurzel V?B(Z — 2,) eine im eingegrenzten Bereiche eindeutige analy-
tische Funktion gegeben?), deren Reihendarstellung diese sei:

VPl—z) =+ Gz —2) + e — ) + - -
Es ist hierdurch zugleich:

1
w = (w—wy)" =& —2)(+ & —2)+ 4 -2+ )
in der Umgebung von 2, eindeutig erklirt.
Auf die hier vorliegende Gleichung ist nun die Uberlegung an-
wendbar, welche oben an (1) S. 31 angeschlossen wurde. Die Um-
gebung von z, iibertrigt sich auf einen schlichten Bereich um den

1) Siehe hierzu die an Gleichung (4) S. 28 sowie die unten S. 761ff. folgenden
Entwicklungen.
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Nullpunkt der w’-Ebene. Indem wir sodann aber auf die Darlegungen
von S. 28 zuriickgreifen, gewinnen wir den Satz: Die Umgebung einer
endlichen nichtsinguldren Stelle z,, in welcher f'(2), f"(2), ..., f¢=1(2)
verschwinden, wahrend | f®)(2,) | > 0 ist, wird durch die Funktion w = [(2)
auf eine v-blittrige Windungsfliche mit dem Versweigungspunkte w, ab-
gebildet, wobei die Inversion unserer Funktion die fiir die Umgebung eines
Verzweigungspunktes chamlxtemstzsche Enthcklung ) 8. 29 liefert:

(v —2) =¢f (W"‘Wo) + ¢ (w_wo) t+e (w_wo)

Bei der vorstehenden Betrachtung wurde die Umgebung von g,
auf einen den Nullpunkt der w’-Ebene umgebenden Bereich durchaus
konform abgebildet. Die Entwicklungen von S. 28 zeigen aber, daB
beim Fortgang von der w-Ebene zur w-Ebene eine Unterbrechung der
Winkeltreue der Abbildung in dem dem Nullpunkte #’ = O entsprechen-
den Punkte w, eintritt. Indem wir sofort zur Beziehung zwischen 2
und w zuriickkehren, haben wir den Satz zu notieren: Im Punkte z,,
dessen Umgebung bei der Abbildung durch w = f(2) eine v-blittrige Win-
dungsfliche mit dem Verzweigungspunkte w, lieferte, ist die Konformitdit
der Abbildung in der Art unterbrochen, daf3 sich Winkel des Scheitel-
punktes z, auf Winkel v-facher Grofle des Scheitelpunktes w, iibertragen.

Fiir die singuliren Punkte im Felde F und die Stelle oo ist die
Betrachtung mit Hilfe der bisherigen Methoden leicht durchgefiihrt. In
der Umgebung eines »-blittrigen Verzweigungspunktes 2z, hat F die
Gestalt einer »-blittrigen Windungsfliche. Liegt 2, im Endlichen und
findet sich daselbst nicht zugleich ein Pol von f(2), so gilt die Reihen-
darstellung (5) S. 29. Ist ¢, von O verschieden, so iibertrigt sich die
v-blittrige Umgebung von 2z, auf einen schlichten, den Punkt w = ¢,
umgebenden Bereich der w-Ebene. Ist aber ¢, mit m > 1 der erste
nichtverschwindende unter den Koeffizienten ¢,, ¢,, ..., S0 gewinnen
wir als Abbild eine m-blittrige Windungsfliche mit dem Verzweigungs-
punkt w = ¢,. So oft m Z v ist, tritt im Punkte w = ¢, eine leicht
niher angebbare Unterbrechung der Konformitéit der Abbildung ein.
Ferner gilt der Satz: Hat w = f(¢) im endlichen Punkte 2z, einen Pol
m*** Ordnung, und ist z, nicht zugleich ein Verzweigungspunkt (vgl. Glei-
chung (1) 8. 27), so wird die Umgebung von z,, falls m =1 ist, auf
einen schlichten Bereich um die Stelle oc der w-Kugel abgebildet, falls
m>1 ist, aber auf eine m-blittrige Windungsfliche mit dem Ver-
zweigungspunkt oo und mit Unterbrechung der Konformitit daselbst.
Auch den Zusammenfall eines Poles mit einem Verzweigungspunkte
wird man leicht erledigen, ebenso die besondere Lage des Punktes z,

als Punkt oo der #-Kugel, wo im einfachsten Falle, d. h. wenn die
3*
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Stelle co weder Pol noch Verzweigungspunkt von f(2) ist, die Ent-
wicklung (4) 8. 22 gilt.

Wir gelangen zum SchluB, indem wir noch einen Blick auf das
Gesamtfeld F der Funktion w = f(2) werfen: Durch die Funktion w = f(2)
wird das Feld F derselben auf einen die w-Ebene oder w-Kugel iiberlagern-
den Bereich F' eindeutig abgebildet, welcher das Feld der zu w = f(z) in-
versen analytischen Funktion z = @(w) ist. Die Abbildung ist wm allge-
meinen eime konforme; eine Unterbrechung der Konformitit tritt nur ein in
Veraweigungspunkten, wobei jedoch auch hier die Abbildung konform bleibt,
wenn ein v-blittriger Verzweigungspunkt des einen Feldes im andern wie-
der einen Verzweigungspunkt der gleichen Bliitterzahl liefert. Gegeniiber
diesen Angaben konnte nur noch das Bedenken geltend gemacht wer-
den, ob nicht etwa die Funktion z = ¢@(w) iiber das Abbild F’ des
Feldes F hinaus fortsetzbar sein mdchte, so daB dann F’ zwar ein Be-
standteil des Feldes von ¢(w) wire, aber dies Feld nicht vollig er-
schopfte. Doch wiirde in diesem Falle die Abbildung des wahren Fel-
des von ¢@(w) auf die z-Ebene ein notwendig iiber F hinausreichendes
Feld von f(2) liefern; das Bedenken ist also abzuweisen.

§ 8. Begriff des Residuums und Siitze iiber Residuen.

Um einen Punkt z, im Innern des Feldes der Funktion f(z) be-
schreibe man dnnerhald des Konvergenzkreises der zugehdrigen Potenz-
reihenentwicklung von f(2) eine geschlossene Kurve C, die einmal um
2, herumlaufen soll, wenn és sich um einen gewshnlichen Punkt han-
delt, dagegen v Male, falls 2, ein v-blittriger Verzweigungspunkt ist.
Man berechne das zugehorige Integral:

1

M iz [ 1O 25

©
genommen tiiber die Kurve € im positiven Umlaufsinne.r) Zufolge des
Cauchyschen Integralsatzes (S.4) ist der Integralwert (1) von der
besonderen Auswahl der Kurve C innerhalb des Konvergenzkreises
der Potenzreihe unabhingig.?) Der Integralwert (1) ist somit fiir die

1) Man hat also nach 8. 5u.f. die Kurve C in der Richtung zu durchlaufen,
bei welcher man den von C umschlossenen, 7, enthaltenden Bereich zur linken
Hand hat. Ist 2z, die Stelle o, so wolle man sich die Verhiltnisse auf der z-Kugel
vorstellen.

2) Um im Falle eines w»-blittrigen Verzweigungspunktes den Cauch yschen
Integralsatz in seiner urspriinglichen Gestalt (S. 4ff.) anwenden zu konnen, wolle
man die Betrachtung mittelst der Transformation (4) S. 28 in die #-Ebene ver-
legen oder auf die unten (S. 38) folgende Erweiterung des Cauchyschen Inte-
gralsatzes fiir mehrblittrige Bereiche Bezug nehmen.
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Funktion f(2) und die Stelle z, eindeutig bestimmt und heifit das ,Resi-
duum® der Funktion f(2) im Punkte z,.

Aus der gliedweise integrierbaren Potenzreihenentwicklung kann
man in jedem Falle das Residuum leicht berechnen.') Es ergibt sich:
Ist 2, kein Verzweigungspunkt, so ist das Residuum fiir jeden endlichen,
nicht-singuliiren Punkt gleich O, fiir einen Pol gleich dem Koeffizienten c_,
der Potenz (2—z,)"! in der betreffenden Ewtwicklung (1) S.27 und
schlieflich fiir die Stelle oo gleich — ¢;, wo ¢, der Koeffizient von 2= in
der zugehirigen Entwicklung (3) S. 27 ist. Weiter aber findet man: Ist
2, ein v-blittriger Verzweigungspunkt, so ist das Residuum von f(2) wieder-
um 0, falls z, im Endlichen liegt und nicht zugleich ein Pol von f(2) ist;
st aber die wm Endlichen liegende Stelle z, sugleich ein Pol von f(2), wo
alsdann die Entwicklung (6) S. 29 gilt, so ist das Residuum gleich ve_ ,;
handelt es sich schlieflich wm die Stelle 2z, = oo mit der Reihendarstellung :

m m—1 1 2

f(&)=c_pz" +e_pp12’ +Fet+ez ez +-
welche die Maglichkeit eines Poles gleich mit umfapt, so ist das Residuum
von f(2) gleich — ve,. Von O verschiedene Residuen kommen der Funk-
tion f(2) hiernach allein fiir Pole im Endlichen und fiir die etwa im
Felde F liegenden Stellen co zu.

Es sei nun T irgendein in F gelegener Bereich, der sich auch iiber
sich selbst hiniiberziehen darf, aber allerdings die z-Ebene nirgends
oo-fach bedecken soll. Der Rand C von T bestehe aus endlich vielen
reguliren Kurven, von denen keine durch einen Pol von f(2) oder eine
Stelle oo hindurchlaufen soll,. und die, wie wir der Einfachheit halber
annehmen wollen, auch die etwaigen Verzweigungspunkte vermeiden
mogen. Die nichsten Umgebungen der in T gelegenen Pole, Ver-
zweigungspunkte und Stellen co?) wollen wir mittelst kleiner, die Dbe-
treffenden Punkte umlaufenden Kurven O, C,, ... ausschneiden®) und

v

1) Diese Rechnungen beruhen auf den Formeln:

?

ag
. g_ 4
@

=2¢m, L/(;——,e'o)"d§=0 flir nz 1,
©

welche man bei Gebrauch eines Kreises C um 2, unter Einfiihrung von Polarkoordi-

naten ¢ — z, = r¢”° leicht beweist und auch fir den Fall eines »-blittrigen Ver-

zweigungspunktes z, ohne Miihe verallgemeinert.

2) Die Sprechweise schliefit sich an die Vorstellungen auf der z-Kugel an,
Punkte co kénnen nur in endlicher Anzahl dem Bereiche T angehoren, da dieser
iberhaupt keine Stelle z unendlich-blittrig bedecken sollte.

3) Man beachte, daB die Anzahl der singulidren Punkte von f(¢) in T nur
endlich sein kann. Wiirden sich z. B. in T unendlich viele Pole finden, so wiir-
den wir (auf der z-Kugel) in T nach der ,,Methode der Einschachtelung* min-
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dem Bereiche T fortnehmen; der Restbereich heie T', er wird durch
C, C,, C,, ... berandet.

Im so vorbereiteten, ganz im Endlichen gelegenen Bereiche T/,
unter EinschluB des Randes, ist nun f(2) iiberall analytisch, so daB der
Cauchysche Integralsatz (4) S. 6 die Gleichung ergibt:

@) Jr©ae+ [feac —l—(ff(f;)dg T =0
© () &)

Der Integralsatz bezog sich oben allerdings nur erst auf Bereiche, die
keinen Teil der z-Ebene mehrfach bedecken. Aber wir kénnen T’ durch
eine Anzahl von Querschnitten immer in endlich viele Teilbereiche zer-
legen, die einzeln genommen keinen Teil der z-Ebene mehrfach be-
decken. Bei Addition der auf diese Teilbereiche bezogenen Formeln (4)
S. 6 werden sich dann die jeweils lings der beiden Ufer des einzelnen
Querschnittes erstreckten Integrale aufheben, so daf die eben angegebene -
Gleichung (2) fiir T" als richtig erkannt wird.

Mit Riicksicht auf die jetzt vorliegende Durchlaufungsrichtung der
Kurven O, C,, ... erkennen wir in den betreffenden Integralen in (2)
die mit — 24z multiplizierten zugehdrigen Residuen von /(7). Indem
wir diese Glieder der Gleichung (2) transponieren, entspringt der Satz:
Das viber den Rond C des Bereiches T im positiven Umlaufungssinne ge-

nommene Integral:
1

(3 aix ) ) d8

@
ist gleich der Summe der Residuen von [(2) fiir alle in T gelegenen Pole
und Stellen oo.

Im AnschluB an die S. 27 eingefiihrte Sprechweise sagt man, die
Funktion f(2) habe in einem »-blittrigen Verzweigungspunkte z,, der
zunéichst im Endlichen liege, einen ,Nullpunkt m® Ordnung“, wenn in
der zugehérigen Entwicklung (5) 8. 29 das Absolutglied ¢, verschwin-
det und der erste nicht-verschwindende Koeffizient ¢, ist. Liegt ein
Pol und damit die Entwicklung (6) 8.29 vor, in der ¢_,, nicht gleich O sein
soll, so hat f(#) im Verzweigungspunkte einen ,, Pol m*" Ordnung®. Fir
einen in einer Stelle co gelegenen Verzweigungspunkt iibertrigt man
diese Ausdrucksweise leicht; z. B. wird f(¢) hier einen Nullpunkt mter
Ordnung haben, falls das erste wirklich auftretende Glied der zuge-

m

horigen Reihenentwicklung ¢,z " mit m > 0 ist.
Wir stellen nun folgende Erklirung auf: Als ,logarithmisches Re-

destens eine Hiufungsstelle dieser Pole nachweisen. Diese Stelle miite aber fir
f(2) wesentlich singuliir sein (s. 8. 311ff.), was innerhalb F ausgeschlossen ist.



Begriff des logarithmischen Residuums 39

siduum® der Funktion f(2) im Punkte z, bezeichnet man den Wert des
Integrals:

0 sin [ 16 45 = sic [ 410810

wo die Integrationsbahn wieder die in (1) benutste, den Punkt z, wmlou-
fende kleine Kurve C sein soll. Doch soll, wie wir hier hinzusetzen
miissen, C so klein gew#hlt werden, daB f(2) weder auf C noch in dem
von C umschlossenen Bereiche, abgesehen nur etwa vom Punkte 2z,
selber, einen Nullpunkt besitzen soll.!)

Die Ausrechnung des Integrales (4) in den einzelnen Fillen liefert
nun ein hochst einfaches Ergebnis, das ohne Ausnahme fiir alle Innen-
punkte des Feldes F gilt: Das logarithmische Residuuwm von f(2) ist in
jedem Punkte z,, in welchem f(2z) weder einen Nullpunkt noch einen Pol
hat, gleich 0; dasselbe ist fiir einen Nullpunkt m*" Ordnung von f(2)
gleich m und fiir einen Pol m*" Ordnung unserer Funktion gleich — m.

Wir gehen jetzt auf den oben bereits erklirten Bereich T im Felde
F zuriick und wollen betreffs des Randes C von T iiber die oben schon
gegebenen Bestimmungen hinaus noch festsetzen, daB C jedenfalls auch
durch keinen Nullpunkt von f(2) hindurchlaufen soll. Aus dem oben
schon bewiesenen Residuensatze ergibt sich dann betreffs der logarith-
mischen Residuen von f(2) sofort der weitere Satz: Das iiber den Rand
C des Bereiches T im positiven Umlaufssinne genommene Integral:

®) E f PO gg = b [arogr)
©)

ist gleich der Summe der Ordnungen aller in T gelegenen Nullpunkte
von [(2), vermindert um die Summe der Ordnungen aller daselbst befind-
lichen Pole der Funktion f(2).

§ 9. Die Reihe und der Satz von Laurent. Folgerungen iiber
eindeutige Funktionen.

Durch zwei konzentrische Kreise K, und K, des Mittelpunktes
2z=0 und der Radien 7, und r,, die endlich und von O verschieden
seien und die Bedingung r; >, befriedigen sollen, sei ein zweifach zu-
sammenhingender Bereich T, von der Gestalt eines Kreisringes ein-

1) Man beachte, daf in der Umgebung eines inneren Feldpunktes z, stets
nur endlich viele Nullpunkte von f(2) auftreten kénnen (vgl. Note 8 S. 37), so daB
man also die Umgebung auch stets so klein wiithlen kann, daB hochstens z, Null-
punkt von f(2) ist.
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gegrenzt. Die Funktion f(2) soll in T, unter Einschluf der beiden Rand-
kurven eindeutig und iiberall analytisch sein.

Ist alsdann #z irgendein fest gew#hlter innerer Punkt von T,,
fiir welchen also:

(n r<lz]<n
zutrifft, so gilt zufolge des Cauchyschen Integralsatzes?):
¢ r© 1 iG]
@) f()_z,,,; )g——zdg é;t § ''''' dé’
(K,

wo beide Kreise in denjenigen Richtungen zu durchlaufen sind, welche
fiir die inneren, den Nullpunkt enthaltenden, Kreisscheiben .den posi-
tiven' Umlaufssinn liefern.

Da die Integrationsvariabele ¢ léngs K, den konstanten Betrag
|¢| =7, hat und 2z in Ubereinstimmung mit (1) fest gewahlt ist, so
konnen wir die S. 16 gegebene Entwicklung (indem wir den damaligen
Wert z, durch O ersetzen) wiederholen und finden:

1 f (é‘

2w 17,
(K1)

wo rechts eine fiir den ausgewihlten Wert 2z konvergente Reihe steht,
deren Koeffizienten durch:
7
€n 2i?if ar1 46

(#)
gegeben sind. Aber eine entsprechende Entwicklung kann man auch
fiir das zweite Integral in (2) rechter Hand durchfiihren. Da nimlich
fiir einen lings K, variabelen Punkt §

£

§—co—{-cl.z—|-c2 + -

Ty
|

<1

und nach oben geschehener Wahl von z konstant ist, so gilt:

o0

— Ef.‘_@)} =2 z—" . f(g)gn—l,

n=1

und man findet wie oben (S.16u.f), dal die hier rechts stehende
Reihe lings K, gleichmiBig konvergiert. Daraufhin gewinnt man:

_Mff@ de—c_t ey ko i

27
(K,)

1) Die Gleichung (2) entspricht der ,,Cauchyschen Integralformel“ (2) S. 16
und ergibt sich in derselben Weise wie diese Formel aus dem Cauchyschen In-
tegralsatze.
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als Darstellung des links stehenden Integrales mittelst einer im Punkte
2 konvergenten Reihe, deren Koeffizienten erklért sind durch:

ooy= gy [ OE1EE.
(K2)

Durch Addition der beiden fiir die Integrale in (2) rechter Hand
gewonnenen Reihenentwicklungen ergibt sich der Satz: Der in einem
inneren Punkte z des ringformigen Bereiches T, eintretende Funktions-
wert f(2) ist der Summenwert der mach beiden Seiten hin unendlichen,
im Punlte z konvergenten, sogenannten ,Laurentschen Rethe“'):

3) f(z)=---—i—cwsz—ls-i—c_?;l,——i—c_,%—}—co-{—clz—}—c252+---,

deren von der Auswahl der Stelle z unabhingige Koeffizienten durch die
angegebenen bestimmien Integrale geliefert werden.
Man setze nun:

i) =a+azt+as+e6+-

12(2) =c_1% T Cg "517 + 0—3;1:? + o
und nenne die Konvergenzradien dieser Reihen R, und R,, wobei natiir-
lich die zweite Reihe fiir |z|> R, konvergiert. Wir wollen hierbei
den extremen Fall, daB die erste Reihe fiir alle endlichen # konvergiert,
gleich mit einbegreifen, indem wir dann I, = oo nehmen; ebenso lassen
wir die Moglichkeit R, =0 zu. Da die Laurentsche Reihe (3) fiir
jeden Innenpunkt des Bereiches T, konvergiert, so ist jedenfalls R, >,
und R, <#,. Indessen ist leicht zu sehen, daB hier die Gleichheits-
zeichen nicht gelten konnen. Fiir die inneren Punkte von T, gilt nim-
lich zufolge (3) als Darstellung von f(2):

4) f(2) = f1(2) + 3 (2)-

Es ist aber klar, daB durch die gleichzeitige analytische Fortsetzung
von f;(#) und f,(2) auf Grund von (4) diejenige von f(z) mitgegeben
ist. Nun war zufolge der Voraussetzung f(z) auch noch fiir alle Punkte
von K, eindeutig und analytisch, und dasselbe gilt von der durch ihre
Potenzreihe erklirten Funktion f,(2). Demnach ist auch f; (2)=f(2)—f;(2)
lings K, noch iiberall analytisch (frei von singuléren Punkten), so daf
K, innerhalb des Kreises vom Radius R, liegt. Ebenso zeigt man, dal
notwendig B, <7, sein muf.

Die vorstehende Betrachtung zeigt zugleich, daf der Giiltigkeits-
bereich der Gleichung (3) iiber den Bereich T, hinausreicht. Es gilt

1) Uber das Auftreten der Laurentschen Reihe und des gleich zu nennen-
den Laurentschen Satzes sehe man die Literaturnachweise bei Osgood, S. 846.
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némlich der Satz: In jedem Bereiche T, dessen siamitliche Punkte ¢ die
Bedingung :

R, > |z >R,
befriedigen, ist die Laurentsche Reihe (3) gleichmdfig konvergent und
liefert als Summerwerte die Funktionswerte f(2), welche der anfinglich
vorgelegten Funktion oder ihrer Fortsetzung in T zukommen.

Weiter ist der Satz anzumerken: Die ¢m Bereiche T, eindeutige
und daselbst iiberall analytische Funktion f(z) liBt sich in diesem DBe-
reiche nur ouf eine einzige Avt in eine Laurentsche Reihe entwickeln.
Gilt nimlich in T, die Darstellung:

+o0
() =)¢.,

so wird diese Reihe lings eines Kreises K, der mit K, und K, kon-
zentrisch ist und im Innern des Ringes T, verlduft, sicher gleichmiBig
konvergent sein. Verstehen wir nun unter # irgendeine ganze Zahl'),

s0 ist in: ® . fe .
2z:n: n+1d€ Qan(Zvc;gv—"—l)dg
(K)

(K) v=-—c

wo die Integrale tiber K in dem fiir den umschlossenen Bereich posi-
tiven Umlaufssinne gefiihrt sein sollen, die rechts stehende Reihe wegen
ihrer gleichmifBigen Konvergenz gliedweise integrierbar:

1 f(§) y—n—
m' §n+1 217:: fg 1d§
(5)

r=—w (X)

Von den hier rechts auftretenden Integralen ist aber nur das eine fiir
v=mn von O verschieden und gleich 2¢x, wihrend alle iibrigen ver-
schwinden. Es ist demnach:

¢, = 5% £(§)1 dag,
(X)
womit wir (zufolge des Cauchyschen Integralsatzes) auf die obige
Koeffizientenbestimmung der Reihe (3) zuriickkommen. Die soeben
angesetzte Laurentsche Reihe fiir f(2) ist also notwendig mit der
Reihe (3) identisch, womit der aufgestellte Satz bewiesen ist.

Als ,Laurentschen Satz“ bezeichnet man das durch die bisherigen
Entwicklungen festgestellte Ergebnis: Eine in dem durch die Unglei-
chungen (1) festgelegten Bereiche T, eindeutige und analytische Funktion
f(2) ist in einer und wur einer Art als Summe:

fle) = £1(2) + ()

1) Siehe die Anmerkung S. 9.
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zweier Funktionen f,(2) und f,(2) darstellbar, von denen die erste inmer-
halb des Kreises K, tiberall eindeutig und analytisch ist, wdhrend die
zweite auPerhalb des Kreises K,, unter Einschluf der Stelle oo, idiberall
eindeutig und analytisch ist und im Punkt oo verschwindet.

Einige besondere Folgerungen beziehen sich auf die Fille, daB
f(2) auch innerhalb K, oder auch auBerhalb K, oder endlich in beiden
Bereichen zugleich eindeutig bleibt. Es gelte erstlich die Voraussetzung,
daB f(¢) auch innerhalb K, eindeutig sei und, hdchstens vom Null-
punkte z =0 selbst abgesehen, sich daselbst iiberall analytisch ver-
halte. Da f;(#) innerhalb K, iiberall eindeutig und analytisch ist,
so wird ein etwa im Nullpunkte auftretender singulirer Punkt von
f(2), der (wegen der Eindeutigkeit von f(2)) entweder wesentlich ist
oder einen Pol m'e Ordnung darstellt, notwendig von der Funktion
f2(2) = f(2) — f,(2) aufgenommen, die indessen fiir alle von O verschie-
denen z eindeutig und analytisch sein wird.

Nimmt man nun erstlich an, da8 f(2) auch im Nullpunkt analy-
tisch bleibt, so gilt (vgl. S. 17) fiir alle # mit |2| < R, und also ins-
besondere auch in T, eine Darstellung:

(&) =cy+ 12 + 2 + 32 + - -+,

und da dies notwendig die Laurentsche Reihe ist, so muB im vor-
liegenden Falle f;(¢) mit O identisch sein. Liegt im Nullpunkte ein
Pol mt* Ordnung von f(2), so findet man in derselben Art als in T,
giiltig:

1 1 1
f@=cnttmummit ey tatast

und da dies wiederum die Laurentsche Reihe sein muB, so gilt:

®) f?(g)=0_1%+0_2£§-+..._{_C_mﬁ_

Trifft keiner dieser beiden Fille zu, so ist der Nullpunkt fiir f(2) und
damit fir f,(2) wesentlich singulir: Ist f(2) auch innerhalb K,, hich-
stens vom Nullpunki abgesehen, eindeutig und analytisch, so ist f,(2)
identisch O oder die rationale Funktion (5) oder durch eine fiir alle von
0 werschiedenen z konvergente unendliche Reihe darstellbar, je nachdem
f(2) auch im Nullpunkt analytisch ist oder daselbst einen Pol m'* Ord-
nung oder endlich einen wesentlich singuldren Punkt hat. Offenbar ist
auch die Umkebhrung dieses Satzes richtig.

Entsprechende Betrachtungen gelten, falls f(#) auch auBerhalb K,
eindeutig und, hochstens abgesehen von der Stelle oo, analytisch ist.
Wir merken den Satz an: Ist f(2) auperhalb -K,, hichstens von dem
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Punkte oo abgesehen, eindeutig und analytisch, so ist f,(2) mit einer Kon-
stanten ¢, identisch®) oder eine rationale ganze Funktion m*® Grades:
(6) file) =¢y+ 2+ 2" +--- +¢,7"

oder durch eine ,bestindig konvergente“ unendliche Reihe P (2) darstell-
bar, je nachdem f(2) auch im Punkte oo analytisch ist oder daselbst einen
Pol m** Ordnung oder einen wesentlich singuliren Punkt hat. Auch hier
gilt offenbar- die Umkehrung des Satzes.

Diese drei Félle wollen wir noch mit dem Falle einer identisch
verschwindenden Funktion f,(z) kombinieren: Ist f(2) auf der ganzen
2-Kugel, hichstens vom Punkte z = oo abgesehen, eindeutig und analytisch,
so ist f(z) mit einer Konstanten c, identisch oder eine rationale ganze
Funktion (6) vom m*® Grade oder darstellbar durch eine ,bestindig kon-
vergente” unendliche Reihe B (2), je nachdem f(z) auch im Punkte oo ana-
lytisch bleibt oder daselbst einen Pol m*** Ordnung oder einen wesentlich
singuldren Punkt hat. Auch die Umkehrung des Satzes trifft zu.

§ 10. Die ganzen rationalen Funktionen und ihre inversen
Funktionen.

Die vorstehenden allgemeinen Entwicklungen iiber analytische
Funktionen sollen nun an einzelnen Funktionsarten, insoweit dies fiir
unsere spiteren Zwecke wiinschenswert ist, erliutert und weiter ent-
wickelt werden. Folgende Erklirung schlieBt sich an den letzten Satz
von § 9 an: Eine Funktion, deren Feld F die schlichte (einblittrige) und
vollstindige z- Kugel ist und die den Punkt z = oo als einzigen singu-
liiren Punkt hat, heifit eine ,,ganze rationale” Funktion und werde mit
der besonderen Bezeichnung g(2) belegt.*) Der singuldre Punkt ist, als dem
Felde F angehorig, auBerwesentlich und also, da g(#¢) in der Umgebung
desselben eindeutig ist, notwendig ein Pol. Ist die positive ganze Zahl
m die Ordnung desselben, so heiBt g(2) eine ,ganze rationale Funktion
m*® Grades” und ist durch einen Ausdruck (6) S. 44 fiir alle Werte
von z gegeben.

1) Siehe die Anmerkung 2 S. 30.

2) Wir erkliren die Funktionen f(z) hier und in der Folge zumeist aus ihren
wesentlichen Eigenschaften, d. h. etwa durch Angabe ihres Feldes F und der Art
und Lage ihrer singuliiren Punkte. Dieser Standpunkt ist derjenige Riemanns,
woriiber man inshesondere den Art. 20 seiner 1851 erschienenen Dissertation
»Grundlagen fir eine allgemeine Theorie der Funktionen einer veridnderlichen
komplexen Grofe (Gesammelte mathematische Werke, Leipzig 1876, S. 1ff.) ver-
gleiche. Die Darstellung einer Funktion, etwa mittels einer Potenzreibe oder eines
sonstigen analytischen Ausdrucks, ist dann immer erst eine Folge der unabhingig
hiervon gegebenen Erklirung der Funktion.
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Uber die etwaigen Nullpunkte von g(2) gibt das am Schlusse von
§ 8 (8. 39) aufgestellte Theorem Aufschluf. Da g(#) nicht mit O iden-
tisch ist, so kénnen wir in der endlichen z-Ebene eine geschlossene,
sich nicht selbst schneidende, regulire Kurve C der Art wihlen, daB
in dem von C umschlossenen endlichen Bereiche, den Rand C selbst
mit einbegriffen, kein Nullpunkt von g(2) gelegen ist. Natiirlich findet
sich in diesem Bereiche auch kein Pol, so daB nach dem genannten
Theoreme die fragliche Kurve C als Integrationsbahn:

1) ﬁfd logg(§) =0
©

liefert. Nun aber wird die z-Kugel durch die Kurve C in zwei Be-
reiche zerlegt, einmal den eben ins Auge gefaiten Bereich, sodann den
ganzen Rest der z-Kugel, welcher den Pol m'** Ordnung und alle et-
waigen Nullpunkte von g(z) enthiélt. Indem wir C als Rand dieses
zweiten Bereiches auffassen und auf ihn das fragliche Theorem an-
wenden, folgt aus (1) sofort: Die ganze rationale Funktion m* Grades
g(2) hat einen oder mehrere Nullpunkte, und es ist die Summe der Ord-
nungen aller ihrer Nullpunkte gleich m.

Ist bei der durch z = s zu bezeichnenden Stelle ein Nullpunkt der
Ordnung # von g(z) gelegen, so ist nach S. 27 hierselbst g(2)- (¢ —s)=*
von O verschieden und analytisch. Die sonst etwa vorkommenden Null-
punkte von g(z) besitzt g(2)- (¢—s)~” in den gleichen Ordnungen, ohne
dariiber hinaus noch weitere Nullpunkte aufzuweisen. Im iibrigen hat
9(2)- (2 — s)=* wieder dasselbe Feld F wie g(2) und ist im Endlichen
polfrei.

Diese Betrachtung kann man durch Hinzunahme der weiteren etwa
noch auftretenden Nullpunkte von g(2) fortsetzen. Seien die unter-
schiedenen Nullpunkte von ¢(2) bei s;, S5, ... 5, gelegen und seien
%y, %y, .., %; ihre Ordnungen, so gilt fiir die positiven ganzen Zahlen
% nach dem zuletzt gewonnenen Satze:

2) i e
so daB insbesondere ihre Anzahl k£ der Bedingung O <<% < m geniigt.
Dann erkennt man in:

9()-(z—5) (s —5) " (e —5) %
eine Funktion des bisherigen Feldes F, die fiir alle endlichen z analy-
tisch und frei von Nullpunkten ist. Nach dem zuletzt ausgesprochenen
Satze kann sie demnach auch keinen Pol bei # = oo mehr besitzen und
ist also nach dem Schlufitheorem von § 9 mit einer Konstanten iden-
tisch. Den Wert der letzteren bestimmen wir mittelst des Ausdruckes
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(6) S. 44 leicht zu ¢, und kleiden das gewonnene Ergebnis in den
Satz: Die ganze rationale Funktion g(z) vom m* Grade gestatiet die
wLinearfaktorenzerleqgung®:

3) 9(@) =, (2 —5)" (2 — &) ... (¢ — 8)%,

wobei die ganzen positiven Exponenten x an die Bedingung (2) gebunden
sind. Hierin ist eine bekannte Ausdrucksform fiir das ,Fundamental-
theorem der Algebra“ gewonnen.

Mit Riicksicht auf die Fortsetzung der Untersuchung wollen wir
unter der Annahme, daB der Grad m > 1 seil), sogleich fiir die erste
Ableitung ¢'(2), welche eine ganze rationale Funktion (m — 1)%» Grades
ist, die Linearfaktorenzerlegung in der Gestalt:

4) g'(8) = me,(z — 1) (2 —ty) ... (e — )4
angeben, wobei die positiven ganzen Zahlen 1 an die Bedingung:
(5) Mgt h=m—1

gebunden sind. Die Werte der Funktion g(z) in den ! Punkten ¢,
ty, «.., t, migen e, €, ..., ¢ sein; dieselben sind alle endlich, aber
brauchen natiirlich keineswegs durchweg voneinander verschieden zu sein.

Ist jetzt w, irgendein endlicher komplexer Wert, der fest gewihlt
ist, so ist auch (g(#) — w,) eine ganze rationale Funktion mt™ Grades.
Hat dieselbe bei z, einen Nullpunkt von einer Ordnung w > 1, so hat
daselbst g’(¢) einen Nullpunkt (u — 1)t** Ordnung, so daB z, einer der
1 Werte ¢, ¢, ..., ¢ ist und (da fiir diesen Wert g(¢) offenbar gleich
w, wird) w, zu den Werten e, ¢, ..., ¢, gehort. Nehmen wir dem-
nach w, zunichst als von diesen Werten e verschieden an, so wird
(9(®) — w,) nur Nullpunkte erster Ordnung aufweisen und also an ge-
nau s verschiedenen Stellen des Feldes F verschwinden: Die rationale
ganze Funktion g(z) vom m™® Grade nimmt einen beliebigen, von den e, ,
€y, ..., € verschiedenen, endlichen komplexen Wert w, in genaw m ver-
schiedenen Punkien des Feldes F an und soll dieserhalb als eine m-wertige
Funktion im Felde F bezeichnet werden.

Dieses Ergebnis wird in seiner ‘vollen Bedeutung erst iiberblickt,
wenn wir auf die allgemeinen Abbildungssiitze von § 7 (S. 30ff) ein-
gehen. Aus ihnen folgt: Die Umgebung einer beliebigen endlichen von
den ¢, &, ..., t, verschiedenen Stelle s, wird durch die Funktion
w = g(¢) auf einen schlichten Bereich um den Bildpunkt w, der w-
Ebene konform abgebildet. Es treten aber folgende Unterbrechungen
der Konformitdt der Abbildung auf: Erstlich wird die schlichte Um-

1) Im Falle m =1 wird man die aufzustellenden Sitze leicht direkt besti-
tigen; iibrigens kommen wir auf diesen Fall unten noch ausfiihrlich zuriick.
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gebung der Stelle # = oo auf eine m-blittrige Windungsfliche mit dem
Verzweigungspunkte w = co abgebildet, so da die Winkel des Scheitel-
punktes z = oo sich auf m-fach vergroBerte Winkel iibertragen. Zwei-
tens aber beachte man, daB im einzelnen Punkte ¢ die Ableitung ¢'(2)
verschwindet, und daf ¢1+%(z) die erste dortselbst micht verschwin-
dende Ableitung ist: Die schlichte Umgebung der einzelnen Stelle ¢
wird durch die Funktion w = ¢g(2) auf eine Windungsfliche mit v =14 4
Bléattern und dem Verzweigungspunkte ¢ = g(¢) abgebildet, so daB die
Winkel des Scheitelpunktes ¢ im Abbilde »-fach vergroBert erscheinen.

Die » Blitter der Windungsfliche héingen im Verzweigungspunkte
e, der der Stelle ¢ der z-Ebene entspricht, zusammen. Wihrend dem-
nach ein dicht bei e gelegener Wert w, noch » getrennte iibereinander
liegende Punkte der Windungsfliche liefert und also in » dicht bei ¢
nebeneinander liegenden Punkten z als Funktionswert eintritt, werden
diese v Punkte z, sobald wir w, gleich ¢ werden lassen, an der Stelle ¢
zum Zusammenfall kommen. Wir sagen demnach, daf an der Stelle ¢
der z-Ebene v dem Funktionswerte e entsprechende Punkte z zusammen-
fallen. Ubertragen wir diese Sprechweise auch auf den Punkt z = oo
und den zugehorigen m-blittrigen Verzweigungspunkt «w = oo, so gilt
der BSatz, daff irgendein komplexer Wert w, in genauw m Punlkien der
z-Kugel von der Funktion g(2) angenommen wird, ausnahmslos.

Das durch die Funktion w = g(¢) gelieferte Abbild des gesamten
Feldes F und damit das Feld F’ der inversen Funktion 2= ¢(w) ist
in seiner (testaltung nun zu iiberblicken. Dieses Feld F’ bedeckt die
w-Kugel tiberall m-blattrig, wobei jedoch an der Stelle oo alle m Blitter
in dem daselbst gelegenen Verzweigungspunkte zusammenhiingen und
nach Art der Blitter einer Windungsfliche beim Umlauf um # = oo inein-
ander iibergehen, wihrend in entsprechender Weise im einzelnen der !
im Endlichen gelegenen Verzweigungspunkt ¢; gewisse v, =1 + 4, Blitter
zusammenhéngen und beim Umlauf von e; ineinander iibergehen. Mehr-
blattrige zusammenhingende Bereiche dieser Art hat Riemann?) all-
gemein zum Studium der algebraischen Funktionen (vgl. § 16) einge-
fiihrt. Man benennt dieserhalb den Bereich F’ als eine , Riemann-
sche Fldche* und spricht in unserem Falle genauer von einer ,geschlos-
senen m-bliittrigen Riemannschen Fliche mit (I + 1) Verzweigungspunk-
ten®; die Fliche moge, damit in der Bezeichnung sogleich die Blétter-
anzahl m mit zum Ausdruck kommt, fortan durch das Symbol F, be-
zeichnet werden.

1) In Abteilung I, Artikel 1 der Abhandlung , Theorie der Abelschen Funk-
tionen*, Journ. f. Math., Bd. 54 (1857) oder Riemanns Werke, S. 95.
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Es ist nun sehr wichtig, daB wir die Riemannsche Fliche F,
auch synthetisch aufbauen kdnnen. Man denke auf der z-Kugel die
Stellen e und den Punkt oo markiert. Da die Werte ¢, e, ..., ¢
nicht voneinander verschieden sein miissen und iibrigens [ > 1 gilt, so
handelt es sich mindestens um 2, hochstens um (7 + 1) markierte Punkte.
Man ziehe nun etwa von ¢, aus durch die simtlichen markierten Stellen
¢ bis zum Punkte oo eine sich selbst nicht iiberkreuzende, regulire
Kurve und durchschneide die w-Kugel lings dieser Kurve. Die beiden
Schnittrinder unterscheiden wir mit Riicksicht auf die Durchlaufungsrich-
tung der Kurve von ¢, nach oo als rechtes und linkes Ufer des Schnittes.
Die zwischen den einzelnen, aufeinanderfolgenden markierten Punkten ver-
laufenden Teile des Schnittes wollen wir der Reihe nach S,, S;, ...
nennen und jeden von ihnen als einen ,Verzweigungsschnitt“ bezeich-
nen. Die zerschnittene e«-Kugel stellt einen ,einfach zusammenhingen-
den” Bereich dar, der eine einzige von den beiden Schnittufern gelieferte
Randkurve besitzt.

Von der so vorbereiteten w-Kugel wollen wir jetzt m Exemplare
iibereinander geschichtet denken, die also zunichst auller Zusammen-
hang sind. Es sel alsdann w, irgendein komplexer Wert, der jedoch
weder einen Verzweigungspunkt noch einen sonstigen Punkt eines Ver-
zweigungsschnittes liefert. Zu w, gehoren m verschiedene Werte 2z,
Zy, « .y %, unserer m-deutigen Funktion 2= ¢@(w), die wir uns in irgend-
einer Reihenfolge auf die m Exemplare der w-Kugel bei w, verteilt
und aufgetragen denken. Jetzt vollziehe man in jedem der m Blitter
die analytische Fortsetzung unserer Funktion, beginnend mit dem auf-
getragenen Werte 2, = @ (w,). Die m berandeten und je einen einfach
zusammenhéngenden Bereich darstellenden Blatter tragen dann Funktions-
werte, die wir durch die Bezeichnungen ¢,(w), @,(w), ..., ¢, (w), den
2y, &, ..., &, entsprechend, unterscheiden. Dabei ist ¢,(w) in ihrem
Bereiche eine eindeutige Funktion; denn im Innern dieses Bereiches
kommt kein singulirer Punkt der Funktion vor, und also muf} die
Fortsetzung iiber jede im Bereiche geschlossene Kurve nach einem
S. 25 bewiesenen Satze zu den Anfangswerten der Funktion zuriick-
fiihren.

Man fasse nun die Randwerte des ersten Funktionszweiges ¢, (w)
lings des rechten Ufers vom ersten Verzweigungsschnitte S; ins Auge,
welche sich den Innenwerten stetig anschlieBen. In der unzerschnittenen
w-Ebene setzen sich diese Funktionswerte iiber die ,Kurve® S, hinweg
stetig fort. Die Folge ist, daB die am rechten Ufer von S, stattfinden-
den Randwerte von ¢,(w) auf dem gegeniiberliegenden linken Ufer
durch einen bestimmten unter den m Zweigen @, (w), ps(w),. . ., @, (w)
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erreicht werden miissen. Handelt es sich dabei um den Funktions-
zweig @;(w), so wollen wir nunmehr das rechte Ufer von S, im ersten
Blatte mit dem linken Ufer von S, im st® Blatte zusammenheften.

In derselben Weise fortfahrend heften wir auch die rechten Ufer
von S, in den iibrigen (m — 1) Bléttern je an bestimmte linke Ufer
von S, an und nehmen die gleiche Operation fiir alle iibrigen Ver-
zweigungsschnitte S,,S;,... vor. So entsteht am Endewieder unsere geschlossene
m-bléttrige Riemannsche FlicheF,, in welcher die zundchst m-deutige Funk-
tion z = @(w) nunmehr eine ,eindeutige Funktion des Ortes“ geworden ist.

Die Riemannsche Fliche F, ist ein wichtiges Hilfsmittel zur
Veranschaulichung des Verlaufs der Funktion ¢(w) und des Zusammen-
hangs ihrer verschiedenen Zweige. Allerdings ist ein unmittelbares an-
schauliches Erfassen der gesamten Fliche nur bei besonders einfach
gebauten Flichen moglich. In dieser Hinsicht ist nun sehr wichtig,
daB wir im vorliegenden Falle den Zusammenhang der m Blitter von
F, dadurch einer zeichnerischen Darstellung noch unmittelbarer zu-
ginglich machen konnen, daf wir F, riickwirts auf die z-Ebene ab-
bilden. Die m jiber“einander liegenden Dlitter von F, liefern dabei m
yneben“einander gereihte je einfach zusammenhingende Bereiche, welche in
threr Gesamtheit die z-Kugel iiberall schlicht und ohne Liicke iiberspannen.
Die Randkurven dieser Bereiche entsprechen den Ufern der Verzwei-
gungsschnitte; der einzelne Punkt 2 = ist rings von 2w, oder (falls
er von e herriihrt) von v, Bereichen umgeben, der Punkt # = oo von
allen m Bereichen. Die Brauchbarkeit dieses Bildes fiir die Darstellung
des Blitterzusammenhanges wiirde hier an einem Beispiele zu erliutern
sein. Doch kommen wir auf den gleichen Gegenstand bei Besprechung
der rationalen Funktionen zuriick und werden dort ein fiir spitere Ent-
wicklungen wichtiges Beispiel betrachten.

§ 11. Die ganzen transzendenten Funktionen. Exponential-
funktion und Logarithmus.

Einer weiteren Klasse ganzer Funktionen legen wir die folgende
Erklirung zugrunde: Eine Funktion, deren Feld die schlichte z-Ebene,
abgesehen vom einen Punkie z = oo, ist, und die im Endlichen wberall
analytisch ist, heifit eine ,ganze transzendente Funktion wnd soll wieder
durch w = g(2) bezeichnet werden. Der einzige Randpunkt 2 = oo des Feldes
F ist ein wesentlich singuliirer Punkt der Funktion (vgl. S. 44), die in
ihrem Felde durch eine bestindig konvergente unendliche Reihe:

(1) 9@) =+ ezt 6s +ol+ -
darstellbar ist.

' Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 4
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Die Beschaffenheit der Funktion in der Umgebung ihres wesentlich
singuliren Punktes wird durch folgende Betrachtung festgestellt. Ist
M ein ,beliebig” grofi gewdhlter positiver Betrag, so ist in jeder Umgebung
des Punktes 2 = oo eine Stelle nachweisbar, in der der absolute Betrag
|g(2)| die Zahl M dibertrifft. Gibe es namlich einen Kreis mit dem
Radius # um den Nullpunkt 2 =0 der Art, daB fiir alle endlichen 2
mit |z| > » die Ungleichung:

@) lg() <M

zutrifft, so wiirde dieselbe insbesondere lings jedes Kreises K mit einem
Radius R, der grofer als r ist, zutreffen. Ist nun » irgendeine der
Zahlen 1, 2, 3, ..., so findet man, indem man die lings K gleich-
miBig konvergente Reihe (1) fitr g({) durch £*+?! teilt und tiber K als
Integrationsbahn gliedweise integriert (vgl. Note 1 S. 37):

J;f?ldg — 2ime,.
(x)

Hiernach gilt mit Riicksicht auf die lings K giiltige Ungleichung (2)
offenbar:

M

o Sgz [rer 48 =25

(¥)
Da M ausgewihlt ist, aber R oberhalb des Betrages » noch beliebig
wihlbar ist, wihrend ¢, einen von der Auswahl des R unabhingigen
konstanten Wert bedeutet, so kann zufolge der letzten Ungleichung ¢,
keinen von O verschiedenen Wert haben. Es wiirde also g(#) mit der
Konstanten ¢, identisch sein, womit sich unsere Behauptung besta-
tigt hat.

Nun gilt aber weiter: Ist 0 eine positive, von O verschiedene, aber be-
licbig Tlein gewdhlte Zahl, so kann man in jeder Umgebung der Stelle oo
einen Punkt z angeben, in dem:

19(9) <9
zutrifft. Beim Beweise dieser Behauptung miissen wir drei Félle unter-
scheiden. Hat erstlich g (2) unendlich viele Nullpunkte, so haben diese
Nullpunkte auf der #z-Kugel mindestens eine Hiufungsstelle.) Kine
solche Haufungsstelle kann aber im Endlichen nirgends auftreten, da
in ihr g(#) sich nicht analytisch verhalten konnte. Mithin ist der
Punkt co die einzige Hiufungsstelle der Nullpunkte, so daB in jeder
Umgebung von oo ein Punkt angebbar ist, in welchem ¢g(2) gleich O

1) Siehe das in der Note 2 S. 10 erwithnte und S. 25 ausgeiibte Beweisver-
fahren nach der ,,Methode der Einschachtelung*.
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und also kleiner als J ist. Hat zweitens g(¢) tiberhaupt keine Null-
punkte, soerkennt man in:

9:(2) = g\z)

sofort wieder eine ganze transzendente Funktion. Fiir diese ist in jeder
Umgebung von oo ein Punkt z nachweishar, in dem |[g,(2)|> 0~
und also |g(2) | <0 zutrifit. Hat drittens g(z) endlich viele Null-
punkte z, 2, ..., 2, der Ordnungen m,, my, ..., m,, so hat (g())~*
ebendort Pole dieser Ordnungen und verhilt sich iibrigens im End-
lichen allenthalben analytisch. Gilt fiir die Umgebung des Poles #; die
Entwicklung:

55 = a8 A (e ) () )
so erkennt man jetzt in:

91(2) = b% —Z[c(_’)m (e—z) i+, | (g—g) i F 49, (6—2) 7]

leicht eine génze transzendente Funktion. Schreiben wir die hier rechts
auftretende Summe in Abh%ingigkeit von z kurz '(2), so gilt:

=g,(2) + 2(2):

g(ﬁ)
IFIEICIEP Gl
Nun hat 3'(¢) im Punkte co den Grenzwert O, so daB wir eine Um-
gebung von oo eingrenzen konnen, in welcher iberall | 3'(z) | < 1 gilt.
Daselbst kann man dann noch eine Stelle nachweisen, fiir welche
lg:(2)|>1+40-% also |g(s)~*| >0~ und damit | g(¢)| <0 wird.
Den beiden aufgestellten Sétzen kann man leicht noch eine etwas
erweiterte Fassung geben. Hat man beim ersten Satze in einer Um-

woraus sich ergibt:

trifft, so kann man durch |z | > 2" einen Bestandteil jener Umgebung
erkliren, in dem dann wiederum ein Punkt z” nachweisbar ist, fiir
welchen | g(2”) | > M gleichfalls zutrifft. Indem wir so fortfahren, er-
kennen wir: In jeder Umgebung von oo sind unbegrenzt viele Pumkte
nachweisbar, in denen | g(2) | > M gilt, und ebenso natiirlich unbegrenzt
viele Punkte, in denen | g(2) | < 0 zutrifft.

Ist jetzt w, ein beliebiger endlicher komplexer Wert, der fest ge-
wihlt ist, so ist (g(2) — w,) wieder eine ganze transzendente Funktion.
Es folgt sofort: In jeder Umgebung des wesentlich singuliren Punktes
oo sind unbegrenzt viele Stellen z nachweisbar, in denen:

[9(2) —w, | <0 .
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autrifft, in denen also, wie man sagen kann, die Funktion g(z) dem will-
Kiirlich ausgewdihlten Werte w, ,beliebig* nahe kommt. Der Satz gilt, wie
wir schon wissen, in sinngemiBer Ubertragung auch fiir den Wert
Wy = 00.

Das eigentiimliche hiermit festgestellte Verhalten einer ganzen
transzendenten Funktion in der Umgebung ihrer wesentlich singuliren
Stelle soll nun an dem bekannten Beispiele der im Endlichen nirgends
verschwindenden Funktion:

w=1¢ =T =¢ (cosy 4 ¢ 8iny)

erliutert werden. Schreiben wir w =« + ¢v, so ergibt sich die durch
die Exponentialfunktion e’ vermittelte konforme Abbildung sehr leicht aus:

%=¢€"cosy, v==_¢€"siny.
Man zeichne in der z-Ebene die unendlich vielen, zur reellen Achse
parallelen, dquidistanten Geraden der Gleichungen:

y=0: y=i‘2”) y='|_"4ﬂ) y=i6ﬂ)"'

Sie zerlegen die z-Ebene in unendlich viele Bereiche, welche die Ge-
stalt von Parallelstreifen haben; wir wollen dabei von den beiden be-
randenden Geraden immer nur die untere (die zu kleinerem y gehéorende)
als dem Bereiche zugehorig ansehen. Ist z, irgendein endlicher Wert,
so haben wir in jedem unserer Streifen einen und nur einen mit z,
yhomologen® Punkt. Wir gelangen zur Punktreihe:

8y, 4+ 2imw, z,+4im, z,+ 6im, ---

und erkennen, daf alle diese Punkte einen und denselben Funktions-
wert w, tragen. Alle Werte, welche unsere Funktion w = ¢ iiberhaupt
im Endlichen annimmt, treten demnach auch bereits in einem ersten
Streifen, etwa dem durch 0 <y <2z charakterisierten, auf. Ist anderer-
seits wy = rye’%, wo 0 <8, < 2x gelte, irgendein von O und oo ver-
schiedener komplexer Wert, so finden wir, daB dieser Funktionswert
an der Stelle:
2y = %y + 1y, = log 7y + 9,

jenes ersten Streifens, aber auch nur an dieser Stelle, wirklich eintritt.
Dem wesentlich singuliren Punkte z = oo kénnen wir uns im Streifen
sowohl nach links wie nach rechts hin anndhern: Die Funktion w hat
bei diesen Anndherungen bestimmite Grenzwerte, nimlich 0 und ooy Wir
haben damit folgenden Satz festgestellt: Der gesamie ,endliche Parallel-

1) Wir merken noch an: Nihern wir uns der wesentlich singuléiren Stelle
2z =00 mittels einer nicht zur y-Achse parallelen Geraden an, so tritt stets ein
Grenzwert w ein, nimlich entweder 0 oder co. Bei Anniherung parallel zur y-
Achse aber hat unsere Funktion keinen Grenzwert.
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streifen wird durch die Funktion w = ¢ konform auf die schlichte w-Ebene,
abgesehen von den beiden Punkten w = 0 und w = oo, abgebildet; diese
beiden Punkte sind fiir die inverse Funktion 2 = log w wesentlich singuliir.
Man mache sich die Beschaffenheit dieser Abbildung im einzelnen an-
schaulich, indem man die Parallelen zur 2-Achse auf die Geraden,
welche von w = O ausstrahlen, und die den Streifen durchziehenden
Parallelen zur y-Achse auf die konzentrischen Kreise um w =0
tibertrigt.

Die Abbildung der gesamten endlichen z-Ebene, d. i. des Feldes F
unserer Funktion, auf die w-Ebene ist nun unmittelbar ersichtlich:
Das Feld der inversen Funktion z=logw ist eine unendlich-blittrige
Riemannsche Fliche F_ mit den beiden oc-blittrigen Verzweigungs-
punkten w = O und w = oo, die als wesentlich singuliire Stellen von log w
dem Felde F_ nicht sugehiren. Beim synthetischen Aufbau dieser F_
hat man die w-Ebene im Anschluf an die obige Streifenteilung der
z-Ebene lings der positiven reellen w-Achse mit einem von O nach oo
ziehenden ,,Verzweigungsschnitt“ S zu versehen und Exemplare der so
vorbereiteten w-Ebene sowohl nach oben als unten hin in unendlicher
Zahl iibereinander zu schichten. Sodann hat man jedes rechte Schnitt-
ufer an das linke des n#chst dariiber folgenden Blattes zu heften, wo-
durch die F_ gewonnen wird.

Der Zusammenhang der Blitter wird auch hier, wie bei der am SchluB
von § 10 (S. 49) betrachteten Fliche, am iibersichtlichsten durch die
Ubertragung der F, auf die schlichte, endliche z-Ebene dargestellt, wo
ja jeder einzelne Parallelstreifen das konforme Abbild eines bestimmten
Blattes der F_ ist.

Insbesondere aber kdnnen wir mittelst dieses Abbildes der F_ das
Verhalten der Funktion % = ¢’ in der Umgebung des wesentlich sin-
guliren Punktes oo veranschaulichen. Es ist zu diesem Zwecke ent-
weder die z-Kugel heranzuziehen, auf welcher die den Geraden y = 2n=x
entsprechenden Kreise nach (7) S. 23 durch die Ebenen der Gleichungen:

=0 und §—2—;rno;+1=0, n=11,+2£8,

ausgeschnitten werden, oder man mufB mittelst der Transformation (2)
8. 21 die Umgebung von z = oo auf diejenige von £ = 0 in einer neuen
Z-Ebene abbilden. Benutzen wir etwa die letzte Methode, so iibertragen
sich die Geraden y = 2nx auf die Kreise:

1

Y=0 und 2°+y*+5 -

Die Einteilung der 2-Ebene durch diese Kreise ist in Fig. 9 (8. 54) an-
gedeutet. Unter ihnen findet sich insbesondere die z'-Achse, und alle

y’=0, n=41,4+2+83,---.
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iibrigen Kreise beriihren die z’-Achse im Nullpunkte, wobei der Null-
punkt in der Art eine Hiufungsstelle der Kreise ist, daB sich in jeder
Umgebung desselben sowohl oberhalb als unter-
halb der 2"-Achse nnendlich viele Kreise finden.

Je zwei benachbarte Kreise schliefen nun
einen sichelformig gestalteten Bereich ein, der
sich an den wesentlich singuliren Punkt 2/ =0
mit zwel Spitzen tangential zur 2-Achse beider-
seits heranzieht. Die Spitzen, d.i. der Punkt
#'=0, sollen der Sichel nicht zugerechnet werden;
auch sehen wir nur den einen berandenden
Kreis als zur Sichel geh6rig an. Dann ist die
Sichel gerade genau ein eindeutiges Abbild
der gesamten w-Ebene, abgesehen von den
beiden Punkten % = O und w = oo. Die Hiu-
fung der Sicheln gegen den Punkt 2= 0 hin

Fig. 9. veranschaulicht nun unmittelbar folgenden Satz:
Ist w, ein beliebiger von 0 und oo verschiedener komplexer Wert, so gibt es in
jeder Umgebung von 2z’ = O noch unendlich viele Punkte, in denen unsere
Funktion w den Wertw, annimmt. Die Werte O und oo sind die Grenzwerte
von w in den beiden Spitzen der einzelnen Sichel. Da 2'= O einen nicht
zur Sichel gehSrenden Punkt darstellt, so kénnen wir zwar in jeder Um-
gebung von 2'= 0 in der Sichel Punkte nachweisen, in denen «w dem Werte O
bzw. oo beliebig nahe kommt; aber allerdings wird keiner dieser beiden
Werte innerhalb der Sichel wirklich erreicht.!)

Wir schlieBen noch folgende gleich zur Anwendung kommende
Betrachtung hier an: In der endlichen z-Ebene sei eine im Punkte z,
beginnende und ebenda endigende, also geschlossene Kurve C gezeichnet,
die sich iibrigens sehr wohl auch beliebig oft selbst iiberkreuzen darf.
Ihr entspricht in der endlichen w-Kbene eine von w,= e* ausziehende
gleichfalls geschlossene Kurve C’, die ,micht“ durch den Nullpunkt w = 0
hindurchzieht. Wir kdnnen C stetig und ohne Zerreifien in der endlichen
z-Ebene unter Festhaltung des Punktes 2, auf diesen Punkt zusammen-
ziehen. Dem steht eine entsprechende Zusammenziehung von €’ auf
den Punkt w, gegeniiber, ohne daf bei dieser Zusammenziehung C iiber

1) Eine ganze transzendente Funktion ¢(¢) nimmt in keinem Punkte ihres
Feldes F den Wert co an. Nach einem von E. Picard entdeckten Satze kann es
hochstens noch einen weiteren Wert w, geben, der von ¢(2) in keinem Punkte des
Feldes angenommen wird. Bei der Exponentialfunktion liegt in der Tat ein sol-
cher Wert vor, namlich w,= 0. Siehe tibrigens betreffs des Picardschen Satzes
»0sgood", 8. 707. .
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den Nullpunkt w = O hinweggeschoben wiirde oder auch nur den Null-
punkt erreichte.

Zeichnet man andererseits in der endlichen w-Ebene von einer von 0
verschiedenen Stelle w, aus irgendeine geschlossene, also in w, endigende
Kurve C’, welche durch den Nullpunkt « = O nicht hindurchliuft, und
wihlen wir unter den unendlich vielen korrespondierenden Punkten z,
= log w, irgendeinen bestimmten aus, so iibertrigt sich C’ auf eine in
der endlichen #-Ebene liegende Kurve C, welche in z, beginnt und einem
homologen Punkte (2,+ 2nix) endigt. Ist nun C’ unter Festhaltung
von w, auf diesen Punkt zusammenziehbar?), ohne dabei iiber den Null-
punkt hinweggezogen zu werden, oder auch nur diesen Punkt zu erreichen,
so entspricht dem eine in der endlichen z-Ebene vor sich gehende ste-
tige Ab#nderung von C bei Festbleiben des Anfangs- und des End-
punktes von C in der Art, daB C schlieBlich gleichfalls auf einen Punkt,
ndmlich 2, zusammenschrumpft: Also ist der Endpunkt (2, + 2niw) mit
dem Anfongspunkte identisch, d. h. auch C ist eine ,geschlossene” Kurve.

Mit Hilfe dieser Betrachtung gelingt es leicht folgenden Satz zu
zeigen: Ist g(2) irgendeine (nicht mit einer Konstanten identische) ratio-
nale oder transzendente ganze Funktion, so ist:

(3) 9o(2) = €7©

eime ganze transzendente Funktion ohne Nullpunkte, und umgekehrt ist jede
ganze tramszendente Funktion g,(2) ,ohne Nullpunkte“ in der Gestalt (3)
mittelst einer ganzen Funktion g(z2) darstellbar.

Der erste Teil dieses Satzes ist einleuchtend, da g,(2) fiir alle end-
lichen #z eindeutig und analytisch ist, nicht mit einer Konstanten iden-
tisch ist und fiir kein endliches # verschwindet. Um die Umkehrung
zu zeigen, bilde man von der Funktion w = g,(¢#) den Logarithmus:

2 =logw =log g,(2)

und ordne irgendeinem ersten z,, dem w,= g,(#,) als von O verschiedener
endlicher Wert eindeutig zugehort, unter den unendlich vielen entspre-
chenden Werten 2" irgendeinen bestimmten #; zu. Eine beliebige von z, aus-
ziehende geschlossene Kurve C in der endlichen z-Ebene liefert in der
w-Ebene von w, aus eine gleichfalls geschlossene Kurve C’, die nicht
durch = 0 hindurchliuft. Zieht man C auf den Punkt #, zusammen,
so schrumpft entsprechend C’ auf den Punkt w, zusammen, ohne daB
hierbei C’ iiber den Nullpunkt w = O hinweggeschoben wiirde oder
auch nur diesen Punkt erreichte; denn kein endliches 2z liefert den
Funktionswert w = 0. Zufolge der vorausgeschickten Betrachtung iiber-

1) Solche Deformationen von Kurven sollen, ohne daf dies jedes Mal hervor-
gehoben wird, immer stetig und ohne ZerreiBen ausgefiihrt werden.



H6 Einleitung: Satze iiber analytische Funktionen

triigt sich demnach C’ auf eine von 2, ausziehende ,geschlossene® Kurve
der Ebene von 2. Bei Fortsetzung lings irgendeines geschlossenen
Weges C in der endlichen z-Ebene wird demnach die im Punkte 2, ein-
deutig erklirte Funktion 2= logg,(2) stefs wieder zum Anfangswerte
zuriickkehren. Die Fortsetzung liefert demnach eine in der ganzen end-
lichen z-Ebene eindeutige und selbstverstindlich analytische Funktion,
d. h. eine Funktion g(2), womit unser Satz bewiesen ist.

§ 12. Produktdarstellung der ganzen transzendenten Funktionen.

Die in Gleichung (3) S. 46 bewerkstelligte Produktzerlegung einer
ganzen rationalen Funktion ist auf Grund einer von Weierstrass?)
ausgebildeten Theorie auf ganze transzendente Funktionen g (2) iibertraghar.

Hat erstlich g(#) im Nullpunkte z = O selber einen Nullpunkt der
Ordnung x, so soll dieser vorweg besonders behandelt werden. Man
erkennt in diesem Falle in #~*-g(2) sofort eine ganze transzendente
Funktion, die fiir # = 0 nicht verschwindet, im iibrigen aber alle Null-
punkte mit g(#) gemein hat. Man betrachte demnach weiter die nicht
bei 2 =0 gelegenen Nullpunkte von ¢(z), sofern solche vorkommen.

Ist 2, irgendein von O verschiedener endlicher Wert, so ist in:

2 XE

M (1_;1),(3”)’

wobei g,(2) irgendeine ganze (rationale oder transzendente) Funktion
ist, eine ganze Funktion dargestellt, die nur einen, bei 2 gelegenen,
Nullpunkt erster Ordnung hat; und zugleich ist nach dem SchluStheorem
von § 11 jede ganze (rationale oder transzendente) Funktion, welche 2,
als einzigen Nullpunkt, und zwar von der ersten Ordnung, hat, in der
Gestalt (1) darstellbar. Eine solche Funktion (1) heiBt nach Weier-
strass eine ,,Primfunktion®.

Es erledigt sich nun zundchst der Fall, daf g(2) nur endlich viele
Nullstellen hat, sehr leicht. Die nicht bei # = 0 gelegenen Nullpunkte
seien 2, %, ..., 2,, wobel wir (was fiir die Schreibweise der Formeln
eine Erleichterung sein wird) in dieser Reihe jeden Nullpunkt héherer
Ordnung so oft hintereinander auffiilhren wollen, als seine Ordnung an-
gibt. Ist 2 = 0 ein Nullpunkt der Ordnung # von g(z), so wird 2=*- g(z)
in derselben Weise wie das Primfunktionenprodukt:

[J0-5)

k=1

1) in der Arbeit ,Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen‘
Abh. der Berl. Akad. von 1876 oder Weierstrass’ Werke, Bd. 2, S. 77. 8. auch
»08good®, 8. 535.
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verschwinden, so daB der Quotient von z~*- g(2) und diesem Produkte
eine ganze Funktion ohne Nullpunkte darstellt, die sich nach § 11 als
Exponentialfunktion einer ganzen Funktion g¢,(2) ausdriicken 1aBt. Jede
ganze Funktion g(z) mit endlich vielen Nullstellen ist hiernach als Produkt:

2 9(2) = eyo(z)zzn (1 . _:_k) %)

k=1
darstellbar.?) Fiir die ganzen rationalen Funktionen ordnet sich dieser
Gleichung die Darstellung (3) S. 46 unter.

Eine Hauptleistung von Weierstrass besteht nun in der Uber-
tragung der Darstellung (2) auf den Fall, daB ¢(2) unendlich viele Null-
punkte hat, wobei die ganzen Funktionen g,(2) derart auszuwihlen
sein wiirden, daB das entsprechend fiir n = oo gebildete Produkt (2)
konvergiert. Dies erreicht man in gewissen, noch ndher zu bezeich-
nenden Fillen dadurch, daf man g,(2) mit folgender ganzen rationalen
Funlktion gleichsetzt: . \ ,

z 4 4 z
5@ =5+ G () -1 G

deren Grad h eine bestimmie endliche von & unabhdngige Zahl sein soll.
Wir wollen hierbei die Méglichkeit, daf g,(2) identisch verschwindet,
mit h = 0 eingeschlossen denken. Die auBerhalb 2 = 0 gelegenen Null-
punkte bilden jetzt eine unendliche Reihe z,, 2, 2, . . ., in der wir wieder
jeden Nullpunkt in einer seiner Ordnung entsprechenden Anzahl von
Malen aufgefiihrt denken. Setzen wir |z, | =7, so diirfen wir die An-
ordnung so getroffen annehmen, daf stets:

Yy =Ty

gilt. Die Nullpunkte haben als einzige Héufungsstelle den wesentlich
singuldren Punkt oo unserer Funktion g(2), d. h. es ist:

lim 7, = oo.

k=0

Ist demnach » irgendeine bestimmte endliche positive Zahl, so gibt es
einen zugehdrigen endlichen Index m derart, daB:

3) r,>r fir alle k>m

zutrifft.

Es sei nun T irgendein endlicher Bereich der schlichten z-Ebene.
Man wihle dann eine endliche Zahl # so, daB der Kreis des Radius r
um den Nullpunkt der z-Ebene den Bereich T einschlieBt und seinem
Rande nirgends nahekommt. Es wird demnach eine bestimmte zwischen

1) Der Fall, daB ¢(z) im Nullpunkte nicht verschwindet, ist natiirlich mit » = 0
eingeschlossen.
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0O und 1 gelegene Zahl g angegeben werden kénnen, so dafBl fiir alle
Punkte z des Bereiches T die Bedingung:
L]

—<g<1
und also um so mehr: r 1

[TZI <g<1 firalle k>m
k
gilt, unter m den schon in (3) benutzten Index verstanden.
Bs wird nun zunichst der Ausdruck:
m—1
% . z
@ p H(lmz;)-ew,
k=1
der sicher eine ganze Funktion darstellt, alle innerhalb und auf der
Peripherie des Kreises vom Radius » um den Nullpunkt 2=0 ge-
legenen Nullpunkte der vorgelegten ganzen Funktion g(z) erschépfen.
Fiir jeden endlichen Index » > m gilt andererseits:

v T (=2 w0 — o050 )

k=m

wobei die rechts im Exponenten auftretende Funktion log (1 —Zi) fiir
k

jedes k> m zufolge (3) eine in T eindeutige Funktion von z ist,
welche wir als Summe der in T konvergenten Reihe:

o (1=3) == =4 ()"~ ()=~

erkliren konnen. Die Frage ist nun, ob in (5) auch n = oo werden
darf, ohne daB dieser Ausdruck aufhort, in T eine analytische Funk-
tion von # darzustellen.

Um hieriiber zu entscheiden, schiitze man das einzelne Glied der
in (5) rechter Hand im Exponenten stehenden Reihe auf seinen abso-
luten Betrag ab. Aus der fiir g,(2) vorgeschriebenen Gestalt folgt:

IOg(l —Zi]) +gk(3) = —‘2% (§;>l='— (%)hi—lzl—;_ (zﬁk)l_h_l

I=h+ =

und also, da 7>1 ist, mit Riicksicht auf die oben fiir | 2| und 7,
vorausgesandten Ungleichungen:
‘ _._Z_ | rh+1 . L h+1'
flog(l 31c) + gk(2)1<1* q (’k>
Wenn demnach die absoluten Betriige r, der Nullstellen 2, die
Bedingung erfiillen, da die unendliche Reihe:

26T

k=m
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oder (was auf dasselbe hinauskommt) die Reihe:

1\i+1
© 2 ()
k=1

konvergiert, so wird die in (5) rechts im Exponenten stehende Reihe
fiir n = oo absolut und also unbedingt (d.i. unabhingig von der An-
ordnung der Glieder) sowie gleichmifBig (némlich fiir alle in T ge-
legenen 2) konvergieren.

Differenzieren wir nun die Reihe:

®

2 (log (1 =) +0.)

k=m

gliedweise, so folgt als ,abgeleitete Reihe®:

@

Z(Z:zk+%+%+...+%%)_

k=m

Auch diese Reihe konvergiert, wie mittels desselben Abschitzungsver-
fahrens bewiesen wird, in T unbedingt und gleichmiBig. Also zeigt die
schon S. 13ff. benutzte SchluBweise, daB durch die letzte Reihe in T die
Ableitung der durch die vorletzte Reihe daselbst dargestellten stetigen
Funktion geliefert wird. Diese Reihe und demnach auch ihre Exponen-
tialfunktion, d. i. das unendliche Produkt:

@®

T3

k=m

stellen hiernach wnter Voraussetzung der Konvergenz der umendlichen
Reihe (6) eine in T iiberall analytische Funktion dar.

Indem wir dieselbe mit dem Produkte (4) multiplizieren, ergibt
sich weiter, daf8 das unendliche Prodult:

@

% Z)\ 9.0

z g (1 — Z_L) e’k
unabhdngig von der Anordnung der Fakioren eine im Berciche T, d. h.
also in jedem endlichen DBereiche der z-Ebene, eindeutige und daselbst
tiberall amalytische Funktion von z darstellt.

Wir haben damit eine ganze transzendente Funktion gewonnen,
welche genau dieselben Nullpunkte wie g(2) hat. Nach dem Schluf-
theorem von § 11 unterscheiden sich demnach diese beiden Funktionen
nur um einen Exponentialfaktor e%). Wir haben also folgenden grund-
legenden Satz gewonnen: Kann man eine endliche, nicht-negative gamnze
Zahl h angeben, so daf3 die absoluten DBetrige r, der wunendlich vielen
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Nullpunkie z,, 2,, ... der ganzen Funktion g(2) eine ,konvergente“ Reihe
(6) liefern, so gestattet die Fumktion g(z) die Darstellung in Gestalt des
unendlichen Produkies:

(M g(2) = e g l] ( ) )

welches in jedem endlichen Bereiche der z-Ebene unabhingig von der An-
ordnung der Faktoren konvergiert und den Funktionswert g(z) lefert.

Die (fiir die kiinftige Verwendung statthafte) Beschrinkung liegt
hiernach darin, daf wir die Existenz einer bestimmten endlichen ganzen
Zahl h voraussetzen, fiir welche die Reihe (6) konvergiert. Im tibrigen
werden wir % so klein als moglich wihlen, d. h. falls 2 > O ist, soll
nicht schon fiir die um eine Einheit verkleinerte Zahl » die Konver-
genz der Reihe (6) zutreffen. Die so bestimmte ganze Zahl % nennt
man die ,,Hohe* der ganzen transzendenten Funktion g(2), vorausgesetzt,
daB g,(¢) eine ,rationale ganze Funktion ist, deren Grad %' die Zahl
I nicht tibertrifft. Ist g,(#) zwar rational, aber von einem Grade A > b,
so nennt man kb’ die , Hohe* von g(2).

Die Funktion log g(2) ist unendlich vieldeutig und hat in jedem
Nullpunkte von g(¢) einen wesentlich singuldren Punkt. Dagegen ist
die Ableitung von log g(2) wieder eindeutig und abgesehen von unend-
lich vielen in den Nullpunkten von g(¢) liegenden Polen erster Ord-
nung im Endlichen iiberall analytisch. Es gilt die folgende Darstellung:

® T =i+ +Z atatat )

als ,, Partialbruchentwicklung® der Uinks stchenden Funktion, wobei die
unendliche Reihe, abgeschen davon, daf3 in den Punlkten z,, z,, . .. jeweils
einzelne Glieder -der Reihe Pole besitzen, in jedem endlichen DBereiche der
z-Ebene unbedingt und gleichmdfig konvergiert. Dies ist bereits durch die
obige Konvergenzbetrachtung mit bewiesen. Ubrigens sind dieselben
Hilfsmittel mit dem gleichen Erfolge auch beim Beweise der nachfolgen-
den weiteren Darstellungen anwendbar:

d*log g (2) (z) / % - 1 1 2z (h—1)2"2
I e AOR S SN e T SR i)

Dabei gilt, um es nochmals zu betonen, die Konvergenz der Reihe (6)
stets als Voraussetzung.



Erklarung und Darstellung der rationalen Funktionen 61

§ 13. Die rationalen Funktionen und ihre inversen Funktionen.

Die ganzen rationalen Funktionen gehéren als eine besondere Art
der Klasse der ,rationalen Funktionen“ an, welche wir in folgender
Art zu erkldren haben: Fine Funktion, deren Feld die schlichte und voll-
stindige z-Kugel ist, heif3t eine ,jrationale Funktion® und werde mit der
besonderen Bezeichnung R (2) belegt.

Eine solche Funktion R (2) hat an singuliren Punkten nur Pole,
und zwar kann R(2) nur endlich viele Pole haben, da ja sonst min-
destens eine Hiufungsstelle der Pole eintreten wiirde, in der R(2) ent-
gegen der Annahme sich nicht analytisch verhalten konnte. Mogen im
Endlichen insgesamt 7 Pole auftreten, némlich bei 2 =5, s,, ..., 5,3
dabei sei m; die Ordnung des Poles s;. Die Funktion R(z) gestattet
dann in der Umgebung von s; die Darstellung:

c(l) c(i)m 1 c(z)
—1mn —m,.
3 7 (z) )
R('Z) ( s)m (Z—S~)mi 1 (Z - Si) + Tt
K2
Hieraus geht hervor, daB die Differenz:
@ (@) (i)
P Cirnl ¢t m; +1 C_fl
RKZ)—(Z-—S)mz—(Z S)m’—l—'.._z——s.
(2 (2 T

im Punkte s; endlich und analytisch bleibt; dabei stellt sie wieder eine
rationale Funktion dar, welche die iibrigen Pole von R(2) in den bis-
herigen Ordnungen, aber keine weiteren Pole besitzt. Indem man ent
sprechende Aggregate fiir die tibrigen im Endlichen liegenden Pole ab-
zieht, gewinnt man schlieBlich in:

n

c(—i)m c@m +1 c(i)1
R(z)—z[(z_ S +...+“_}
i=1

™ (z—s)™t z—s;

eine Funktion, die im Endlichen keine singuliren Punkte mehr hat,
mithin eine ganze rationale Funktion (vgl S. 44) darstellt. Wir wollen
den Grad dieser ganzen Funktion m, nennen, wobei wir auch die Mog-
lichkeit my, = O zulassen, wenn nimlich die ganze Funktion mit einer
Konstanten identisch ist, wenn also R(2) bei z = oco keinen Pol hat.
Setzen wir fiir die ganze Funktion ihren Ausdruck (6) S. 44 an, so er-
gibt sich fir die rationale Funktion R(2) eine Darstellung in Gestalt der
nPartialbruchentwicklung® :

(1) -R(Z)—00+CIZ+ +cm ano_l‘Z[

Verstehen wir unter g,(#) die nachfolgende ganze Funktion:
91(2) = (2 —s)"(z — s3)™ -+ (2 —s,)",

(z) ()
cz ¢z mi +1

— s )m (z _ Si)mi_]

2
Z—8;
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so wird das Produkt R(2)-g,(¢) eine rationale ganmze Funktion, die
durch g,(2) bezeichnet werde. Es folgt hieraus fiir die rationale Funktion
R(z) eine Darstellung als Quotient zweier ,ganzer” rationaler Funktionen:

— 5@
(2) _R(Z) — A (z)

Die Summe der Ordnungen aller Pole von R(2) heife m:

My + my + Mg + -+ -+ m, =m

und werde der ,Grad“ der rationalen Funktion R(z2) genannt. Da das
Feld der Funktion R(z) die schlichte und vollstindige z-Kugel ist, so
konnen wir den SchluBsatz von § 8, S. 39, wieder genau in derselben
Art auf R(2) anwenden, wie dies bei den ganzen rationalen Funktionen
8. 45 geschah. Die Summe der Ordnungen aller Nullpunkte von R(z)
ist wieder gleich m. Ist aber w, ein beliebiger endlicher Wert, so hat
(R(2) — w,) als rationale Funktion dieselben Pole wie R(z) in den
gleichen Ordnungen. Also ist auch die Summe der Ordnungen der
Nullpunkte von (R(2) — w,) wieder gleich m. Wir kénnen dies Ergeb-
nis genau wie bei den ganzen Funktionen in die Gestalt kleiden: Die
rationale Funktion E(z) vom m'* Grade heifit auf der z-Kugel m-wertig,
wmsofern sie wrgendeinen komplexen Wert w,, den Wert oo mnicht ausge-
schlossen, stets in m Punkten der z-Kugel anwimmi, auch hier unter dem
Vorbehalte, daf3 diese m Punkie keineswegs durchwey wvoneinander ver-
schieden zu sein brauchen.

Was die letztere Moglichkeit von Koinzidenzen unter den m Punkten
mit gegebenem 1w, angeht, so gelangen wir hier wieder zu &hnlichen
Ergebnissen wie bei den ganzen rationalen Funktionen.!) Ist w, zunfichst
ein beliebiger endlicher komplexer Wert, der in einem ersten, gleichfalls
endlichen Punkte z, stattfinde, so wird, falls R’(z,) nicht verschwindet,
die Umgebung von #, durch unsere Funktion w = E(2) auf einen
schlichten Bereich um , abgebildet. Ist indessen R’(z)) =0, und ist,
wie wir gleich annehmen, R™(z,) die Ableitung niederster Ordnung,
welche in #, nicht verschwindet, so wird die schlichte Umgebung von 2,
auf eine w»-blittrige Windungsfliche mit dem Verzweigungspunkte w,
abgebildet. Genau wie S. 47 erkennen wir, daf} von den m Stellen der
2-Kugel, welche den Funktionswert w, tragen, v Stellen bei 2z, koinzi-
dieren.

Die erste Ableitung R’(#) hat im zuletzt betrachteten Falle bei 2,

1) Die n#chstfolgende Betrachtung setzt wieder m >>1 voraus; jedoch wird
man im niedersten Falle m =1 den aufzustellenden Satz iiber die Abbildung
der z-Kugel mittelst der Funktion w= R(z) leicht direkt bestitigen. Ubrigens
kommen wir auf den Fall m =1 im § 14 ausfiihrlich zuriick.
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einen Nullpunkt der Ordnung (v —1). Da g,(2,) nicht verschwindet), so
folgt auf Grund der Darstellung (2) unserer Funktion, daB z, eine
(v — 1)-fache Wurzel der Gleichung:

C) 91(2) 95 (2) — 9/(#) 9o (2) = O
ist. Auch umgekehrt liefert eine (v — 1)-fache Wurzel z, dieser alge-
braischen Gleichung, welche von den besonderen Werten s, s,,...,s,

verschieden ist, immer eine Stelle z, betrachteter Art, deren schlichte
Umgebung sich also auf eine Windungsfliche um wy, = R(z,) tibertrigt.

Aber auch die # Pole s, ordnen sich hier leicht ein. Ist ndmlich
die Ordnung m, des einzelnen Poles s; gleich 1, so ist s, keine Liosung
der Gleichung (3), und es wird die schlichte Umgebung von s, auf
einen gleichfalls schlichten Bereich um den Bildpunkt oo iibertragen.
Ist aber m, > 1, so wird die Umgebung von s; auf eine (m, — 1)-blitt-
rige Windungsfliche mit dem Verzweigungspunkte co abgebildet, und
hierfiir ist eben wieder charakteristisch, daB die Gleichung (3) die
(m; — 1)-fache Wurzel s; hat.

Schlieflich wird auch die Stelle 2 = oo leicht erledigt. Liegt hier-
selbst ein Pol der Ordnung m,= 1 oder ist R(co) gleich dem endlichen
Werte ¢, jedoch so, da (R(2) — ¢,) bei 2= oo einen einfachen Null-
punkt hat, so liefert die Umgebung von #z = oo ein schlichtes Abbild.
um den Bildpunkt. Im ersten Falle ist g,(2) vom Grade m und g, (2) vom
Grade (m — 1); im zweiten Falle aber ist (gy(¢) — ¢,9,() vom Grade
(m — 1) und ¢,(¢) vom Grade m. Fiir beide Fille ist charakteristisch,
daB die Gleichung (3) den Grad (2m — 2) aufweist. Liegt aber bei
2z =00 ein Pol der Ordnung » = m,> 1, oder hat daselbst (R(2) — ¢,)
einen Nullpunkt der Ordnung » > 1, so gewinnen wir als Abbild der
schlichten Umgebung von z = oo eine »-blittrige Windungsfliche. In
beiden Fillen aber stellt man leicht (2m — » — 1) als Grad der Glei-
chung (3) fest. Der Gleichmifigkeit wegen werden wir sie auch in
diesem Falle als eine Gleichung (2m — 2)t® Grades auffassen, welche
neben (2m — v — 1) endlichen Liosungen noch die (v — 1)-fache Lo-
sung oo hat.

Hiermit sind zugleich alle Vorbereitungen getroffen, um das Ge-
samtbild der z-Kugel iiber der w-Kugel und damit das Feld der zu
w = R(z) inversen Funktion z= @(w) zu iibersehen. Werden wieder
(wie 8. 46) die unterschiedenen Losungen der Gleichung (2m — 2)ter
Grades (3) mit 4, ¢, ..., ¢, bezeichnet und ist ¢, eine 1-fache Wur-
zel, so bildet sich die schlichte Umgebung von ¢, auf eine Windungs-
fliche mit der Blitteranzahl »,= 1,4+ 1 und dem Verzweigungspunkt

1) Der Wert w, war als endlich vorausgesetzt.
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e,= R(t) ab. Die Umgebung jedes anderen Punktes z, aber liefert
wieder ein schlichtes Abbild um den Bildpunkt w, Wir gelangen also
zu dem Ergebnisse: Das durch die Funktion w = R(2) gelieferte Abbild der
2-Kugel und damit das Feld der inversen Funlktion z = @(w) ist eine zu-
sammenhdingende, geschlossene, m-blitirige Riemannsche Fliche F,, iber der
w-Kugel mit den 1 Versweigungspunkien e, e,, . . ., ¢; im Verzweigungs-
punkte e, hingen dabei v, = A, + 1 Blitter zusammen und gehen beim Umlauf
um diesen Punkt, wie es die sugehorige Windungsfliche zeigt, ineinander iiber.
Die Abbildung ist im allgemeinen eine konforme; nur tritt eine Unter-
brechung der Konformitit in bekannter Weise (vgl. S. 35) in jedem
der Verzweigungspunkte ein. Da 4, + 4,4 .-+ 4, gleich dem Grade
(2m — 2) der algebraischen Gleichung (3) ist, so besteht zwischen der
Gesamtzahl m der Bldtter und den Anzahlen » der in den einzelnen
Verzweigungspunkten zusammenhiéingenden Blitter die Relation:

!
! 7, — 1

4) O=—m—|—1+- 1~~2——

Auch hier ist ein synthetischer Aufbau der Riemannschen Fliche F,
genau in derselben Weise durchfithrbar, wie derselbe S. 48 ausfiihrlich
fiir den Fall einer ganzen rationalen Funktion beschrieben wurde. Ebenso
ist die Anordnung und der Zusammenhang der Blitter wieder in be-
sonders anschaulicher Weise dadurch darstellbar, daB man F, riickwirts
auf die 2-Kugel abbildet, wo die m iibereinander geordneten Blitter
m nebeneinander gelagerte Bereiche ergeben, die die 2-Kugel gerade schlicht
und vollstéindig bedecken.

Wir erldutern diese MaBregel an der spiterhin noch ndher zu be-
trachtenden Funktion sechsten Grades:

422 — 24 1)°
W= g e
272%(1 — 2)

die wir auch durch die Proportion geben kénnen:
B) wi(w—1):1=4(F—2+ 122 —-32—32+2)7:272(1 —2)%
Die zugehorige Gleichung (3) hat, wie man leicht ausrechnet, je eine

Doppelwurzel an den beiden Stellen z = Lj—:;ﬂ, die beide w = 0 lie-
fern, je eine einfache Wurzel an den drei Stellen 7= -1, }, 2, die
iibereinstimmend @ = 1 ergeben, und endlich je eine einfache Wurzel
an den drei Stellen z =0, 1, oo, die wieder ein und denselben Wert 4,
namlich oo liefern. Die zur sechsdeutigen Funktion z = @(w) gehirende
Fliche Fg hat demmach zwei je dreibliittrige Verzweigungspunkte, die bei
w = 0 dbereinanderliegen, drei zweiblittrige Verzweigungspunkte bei w = 1
und ebenfalls drei zweiblitirige Verzweigungspunkte bei w = oo.
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Beim synthetischen Aufbau dieser Fy; wollen wir (unter gering-
fiigiger Abweichung von der 8. 48 befolgten MaBregel) die w-Ebene
lings der ganmzen durch die drei Verzweigungspunkte w =0, 1, co zie-
henden reellen Achse durchschneiden. Ohne indessen die zwdlf ,Halb-
blatter* dann unmittelbar lings der , Verzweigungsschnitte” S zusammen-
zuheften, wollen wir sogleich ihre zwGlf konformen Abbilder in der
schlichten z-Ebene aufsuchen. Um die Zeichnungen anschaulich zu ge-
stalten, wollen wir dasjenige Halbblatt der w-Ebene, welches die kom-
plexen Werte w mit ,positiven® ima-
gindren Bestandteilen trigt, und das
wir dieserhalb als das ,positive” Halb-
blatt oder die ,,positive“ Halbebene be-
zeichnen, mit einer Schraffierung ver-
sehen (vgl.Fig.10), wihrend das,negative” Halbblatt freibleiben soll. Indem
wir die sechs Abbilder der positiven Halbblitter in der 2-Ebene gleichfalls
schraffieren, entspringt die Bereicheinteilung der z-Ebene, wie sie in Fig. 11
dargestellt ist. Es sind
also 2wolf von Kreisen und
Geraden begrenzte drei-
eckige Bereiche, welche die
2wolf Halbblitter der Fg
konform abbilden und in
ihrer  Nebeneinanderord-
nung den Zusammenhang
der Blitter von Fg zur An-
schauwung bringen. Die in
Fig.11 in Klammern an-
gegebenen Zahlen sind die Fig- 11.

Funktionswerte w, die den Argumenten # = %%, —1,%2,0,1, 00

entsprechen und also von den Verzweigungspunkten herriihren.

Die wahre Bedeutung dieser Figur wird uns spéter in anderem
Zusammenhange beschiftigen. Die Richtigkeit der Angaben wolle man
hier zunichst auf elementarem Wege bestitigen, indem man z. B. fiir
z =% + iy die Funktion w in die Gestalt setzt:

_ B—4y?)’
W= T 4yhe
oder fiir 2 =e%’ in die Form:
_ 2(1—2co0s®)°

T 2T(1 — cos®)

oder die Funktion fiir reelle # berechnet usw.
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 5
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§ 14. Die linearen Substitutionen und der Begriff der Kreis-
verwandtschaft.

Einige besondere Ausfiithrungen haben wir an die Entwicklungen
von § 13 fiir den niedersten Fall anzuschlieBen, daB némlich die Blétter-
anzahl der daselbst mit F , bezeichneten Riemannsche Fliche insbesondere
m =1 ist. F, ist die schlichte und vollstindige w-Kugel, welche, da
Verzweigungspunkte jetzt ausgeschlossen sind, ohne Ausnahme konform
auf die #-Kugel bezogen ist. FEine Funktion, welche die schlichte und
vollstindige z-Kugel ausnahmslos konform auf die schlichie und gleichfalls
vollstindige w-Kugel abbildet, ist eine rationale Funktion ersten Grades
oder kurz eine lineare Funktion und hat die Gestalt:

__az4b
@) T ezt d
Aus der Gestalt der Ableitung:
dw _ ad—be
dz ~ (cz F d)®

oder auch durch direkte Betrachtung von (1) folgt, daB der Ausdruck
(ad — be), den man als ,Determinante“ der linearen Funktion (1) be-
zeichnet, von O verschieden sein muf:
)] ad — be == 0.

Gewshnlich deutet man die komplexen Werte w gleich auf der
z-Kugel selber, schreibt dann 2" an Stelle von w und:

r_az-+t0b

@ =t
anstatt der Gleichung (1). Man sagt im AnschluB hieran, die z-Kugel
werde mittelst der linearen Substitution® (3) in sich selbst tramsformiert.

Eine solche Transformation hat nun neben ihren Eigenschaften der
Eindeutigkeit und Winkeltreue die dritte grundlegende Eigenschaft,
daf3 sie die Kreise der z-Kugel stets wieder in Kreise diberfiihrt. Man
sagt, das System aller Kreise der z-Kugel sei gegeniiber der Transfor-
mation mittelst einer linearen Substitution (3) invariant. Operieren wir
mit der z-Ebene, so miissen wir, entsprechend dem SchluBsatze von
§ b, S. 23, die gesamten Geraden der z-Ebene als Kreise mit dem Ra-
dius oo den Kreisen zurechnen; auf der z-Kugel werden diese besonderen
Kreise einfach diejenigen durch den Punkt ¢z = co.

Eine umkehrbar eindeutige Beziehung einer Ebene auf eine zweite
oder auch einer Ebene auf sich selbst, bei der Kreisen immer wieder
Kreise entsprechen, nennt man nach Moebius?) eine ,Kreisverwandt-

1) ,)Die Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geometrischer Darstellung®,
Abh. der Leipz. Ges. d. Wiss., Bd. 2 (1855), S. 529 oder Moebius, Ges. Werke,

Bd. 2, S. 243
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schaft“. Eine solche Kreisverwandtschaft liegt also, wie wir behaupten,
bei jeder Transformation (3) unserer z-Kugel in sich vor.

Der Beweis dieser Behauptung werde zunichst fiir den Fall ge-
fithrt, daB ¢ = O ist und also eine ,ganze“ lineare Funktion:

d=az+b

vorliegt. Hier ist zufolge (2) sicher @ von O verschieden. Wir schreiben
a=|a|e* und konnen den Ubergang von z zu ¢ durch Vermittlung
zweier Variablen 27, 2 so vollziehen:

ZH —_ eaiz, ZIII — E a “ Z”’ Z, — ZHI+ b.
Die vorgelegte ,ganze“ lineare Substitution kénnen wir demnach

erzeugen, indem wir nacheinander die drei noch spezieller gebauten Sub-
stitutionen:

4) Z=e%y, Z=l|alez, F=2+b

ausiiben.

DaB nun jede dieser Substitutionen eine Kreisverwandtschaft liefert,
macht man sich leicht mittelst einer geometrischen Deutung der Sub-
stutionen klar. In der Tat wollen wir geradezu eine mechanische De-
formation der s-Ebene oder z-Kugel in sich vornehmen, bei welcher
der einzelne Punkt z nach seinem durch die Substitution zugeordneten
Punkte ¢ in geeigneter Weise hingefiihrt wird.

Die erste Substitution (4) wird einfach mittelst einer Drehung der
z-Ebene um ihren Nullpunkt durch den Winkel & vollzogen. Die ein-
zelnen Punkte z wandern hierbei iiber konzentrische Kreise um den
Nullpunkt; diese Kreise sollen demnach die ,,Baknkurven® der Substi-
tution heifen. Die vom Nullpunkte ausziehenden geradlinigen Strahlen,
welche die Bahnkurven senkrecht schneiden, heiBlen die ,,Niveaukurven®
der Substitution; die auf gemeinsamer Niveaukurve liegenden Punkte
werden bei der fortschreitenden Bewegung stets auf einer solchen Kurve
verbleiben.

Auf der z-Kugel beschreibt man die Verhiltnisse am einfachsten
unter Gebrauch einer geographischen Sprechweise. Nach den Formeln (5)ff.
S. 23 entspricht dem Nullpunkt z = 0 der ,Nordpol¥, dem Punkte oo
der ,,Stidpol® der Kugel. Die eben gewonnenen Bahnkurven der ersten
Substitution (4) liefern die ,Parallelkreise?, die Niveaukurven aber er-
geben die ,Meridianhalbkreise“. Hier ist nun die Substitution einfach
mittelst der Drehung der Kugel um ihre ,Achse“ durch den Winkel e«
zu vollziehen, wobei die beiden festbleibenden Pole als die , Fizpunkie®
der Substitution bezeichnet werden. DaB bei der Drehung der Kugel

die Kreise immer wieder in Kreise iibergehen, ist unmittelbar einleuchtend.
5*
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Bei der zweiten Substitution (4) entspricht dem einzelnen Punkte
z=re? ein Punkt desselben © und des zu » proportionalen Radius-
vektor #"=|a|r. Bei der mechanischen Deformation miissen wir uns
die z-Ebene oder zKugel als eine elastische Membran denken. Der ein-
zelne Punkt wird dann, wenn wir sogleich die 2-Kugel benutzen, iiber
seinen Meridianhalbkreis hingefiihrt, und zwar in der Richtung auf den
Stidpol oder Nordpol, je nachdem | a | > 1 oder < 1 ist.}) Die Meridian-
halbkreise sind also jetzt die ,Bahnkurven®, und wir diirfen uns die
Bewegung derart vollzogen denken, daB die Parallelkreise als ,Niveau-
kurven dienen. Auch bei dieser Bewegung bleiben die beiden Pole
fest, stellen also wieder , Fizpunkte“ der Substitution dar. In der z-Ebene
sind wir hier einfach zu einer ,Ahnlichkeitstransformation gelangt, so
benannt, weil jede Figur in eine ihr dhnliche tibergeht, also inshesondere
ein Kreis stets wieder in einen Kreis.

Ehe wir die dritte Substitution (4) erledigen, wollen wir aus den
beiden ersten die Substitution:

Z=az=|a|ez
zusammensetzen und haben dabei, um nicht zu den bisherigen Fillen
zuriickzukommen, |a | Z 1 und « als im Innern des Intervalles 0<a<<2 x
gelegen anzunehmen. Natiirlich kénnten wir hier zwei Deformationen
der bisher besprochenen Arten hintereinander ausiiben, wobei insheson-
dere die beiden Pole der Kugeloberfliche sich wieder als ,Fixpunkte¥
der Substitution erweisen. Es ist aber auch moglich, die Substitution
¢ = az unter dem Bilde einer einzigen Deformation vorzustellen. Zu
diesem Zwecke tiberdecken wir die #-Ebene einfach und liickenlos mit
einer Schar kongruenter ,logarithmischer Spiralen®, die gegeben sind
durch die Gleichung: 9ogla|
6)) r==0-e ¢
unter O, den Parameter verstanden. Auf der z-Kugel liefern die
Spiralen eine Schar kongruenter ,Loxodromen®, deren einzelne jeden
der beiden Pole unendlich oft spiralig umliuft, und die man gewdhn-
lich als ,isogonale Trajektorien® der Meridianhalbkreise einzufiihren
pflegt. Da nun zwei einander entsprechende Punkte # und 2" =as
stets auf ein und derselben Loxodrome liegen, so konnen wir die
Schar (5) der Loxodromen als die ,Bahnkurven“ bei der mecha-
nischen Ausfiihrung der Substitution benutzen. Die zu (5) orthogo-
nale Schar: e

(6) : r=_C,- e gla]

1) Den Fall [a|=1 der sogenannten ,identischen* Substitution, bei der
jeder Punkt z an seiner Stelle bleibt, diirfen wir auBer acht lassen,
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liefert wieder kongruente logarithmische Spiralen bzw. Loxodromen.
Diese werden durch unsere Substitution ineinander iibergefiihrt, und
zwar die vom Parameter C, in die des Parameters:

a2

C,=0,-|a| e,

Bei der mechanischen Uberfihrung der z-Kugel aus der Anfangslage in
die Endlagen mdgen demnach die Loxodromen (6) die Niveaukurven
abgeben. Fig. 12 er-
ldutere diese Vorstel-
lungen an einem der
z-Ebene angehérenden
Bilde.

Die letzte Substi-
tution (4) hat wieder
elementaren Charak-
ter, insofern sie durch
eine ,,Parallelverschie-
bung” oder ,Trans-
lation“ der z-Ebene in
sich vollzogen wird,
bei der insbesondere
der Nullpunkt auf ge-
radliniger Strecke zum
Punkte b hingefiihrt
wird. Die Schar der
zu dieser Strecke par-
allelen Geraden liefert die ,Bahnkurven®, die orthogonale Gteradenschar
die ,Niveaukurven“. Auf der z-Kugel liefern die Bahnkurven eine
Schar von Kreisen, die sich im ,Stidpol“ beriihren, die Niveaukurven
ergeben die zugehorige orthogonale Kreisschar. Der ,Siidpol“ 2z = oo
ist jetzt der einzige sich selbst entsprechende Punkt oder ,Fixpunkt®
der Substitutionen. Daf wir hier mit einer Kreisverwandtschaft zu tun
haben, ist wieder einleuchtend.

Liegt jetzt zweitens eine Substitution (3) mit nicht verschwinden-
dem ¢ vor, so konnen wir schreiben:

ro b —lad—bg @
T eczdd cfztcd ¢
Benutzen wir somit die Abkiirzungen:
—c? , —cd / a /7
ad—5e =% aa—pe =V =V
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so konnen wir die vorgelegte Substitution durch Vermittlung zweier
Variablen ¢” und 2 so auflésen:

. 1 ,
zr/ — a/g + b’, z 4 — z—,', , 7 = ZII/ + b/,.

Jede Substitution mit nicht verschwindendem ¢ 148t sich demnach durch
drei aufeinanderfolgende Substitutionen erzeugen, von denen die erste
und dritte der schon erledigten Art ¢ = az + b angehéren, Wahrend
als neu die zweite Substltutwn von der Geestalt:

, 1

7 =-
&

hinzukommt. DaB aber auch diese eine Kreisverwandtschaft darstellt,
ist wieder sofort einleuchtend; denn es entspricht bei ihr dem Kreise:

A@*+y)+Br+Cy+ D=0
der Kreis von der Gleichung:
D%+ y?) + Bs' — Cy + 4=0.

Der ausgesprochene Charakter unserer linearen Substitutionen (3) ist
damit allgemein als zutreffend erkannt. ¢

Die geometrisch-mechanischen Ausfithrungen iiber die Substitutionen
(4) tibertrigt man leicht auch auf alle Substitutionen (3) mit nicht
verschwindendem ¢. Man stelle erstlich fest, da eine solche Substitution
immer zwei ,Figpunkte“ hat. Soll nimlich durch (3) der Punkt z sich
selbst zugeordnet sein, so ist 2" = 2z, und also gentigt # der quadratischen
Gleichung:

) ¢+ (d—a)yz —b=0.

Sind erstlich die Losungen dieser Gleichung voneinander verschie-
den, so wollen wir sie z und £, nennen.') Die Substitution (3) muB
sich dann umrechnen lassen auf die Gestalt:

7 —z z2—2z
®) z’—-z;=mz—z;’
wo der konstante Faktor m als ,Multiplikator” der Substitution be-
zeichnet wird. Es ist nimlich der links stehende Ausdruck selbst wieder
eine lineare Funktion von 2z, welche die rechts stehende Gtestalt haben
muB, da ihr Nullpunkt in 2, und ibr Pol in #, gelegen ist. Fiihren wir
an Stelle von 2z die Variable:

9) Z=* "4

ein, so rechnet sich unsere Substitution (8) auf die neue Gestalt um:
Z'=mZ=|m|eZ,

1) Da ¢ als von 0 verschieden gilt, so sind 7z, und #, endlich.
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auf welche unmittelbar die fiir die beiden ersten Substitutionen (4) ge-
gebenen Ausfilhrungen iibertragen werden kénnen. Das Bild der Z-
Kugel mit ihren Parallelkreisen, Meridianhalbkreisen und Loxodromen
hat man dann durch die Transformation (9), welche ja selber wieder
eine Kreisverwandtschaft liefert, auf die s-Kugel zu iibertragen, wobei
die Meridiankreise in die Schar der Kreise durch die beiden Punkte z,
2, iibergeht, die Parallelkreise in die zur eben gewonnenen orthogonalen
Kreisschar, wihrend die Loxodromen auf der z-Kugel Doppelspiralen
liefern, welche jede der eben genannten Kreisscharen isogonal durch-
setzen. ,
Ist erstlich |m| =1, so heift die Substitution ,elliptisch“) Die
Kreise durch 2z, und 2z, liefern die Niveaukurven, die orthogonale Kreis-
schar stellt die Bahnkurven; die Substitution hat den Charakter einer
Drehung der z-Ebene um 2, und z,. Ist w =0, so heift die Substi-
tution ,hyperbolisch”. Nun
sind die #, und #z, verbin-
denden Kreise die Bahnkur-
ven, und die zu ihnen ortho-
gonalen Kreise liefern die
Niveaukurven. Es findet eine
Deformation der Ebene vom
einen Fixpunkte in der Rich-
tung auf den anderen lings (g
der Bahnkurven statt, wie
man sich die an Fig. 13
(die auch zur Erliuterung
des elliptischen Falles dienen
kann) deutlich mache. Ist
weder |m|=1 noch u=0,
so heiBt die Substitution
wlozodromisch“; ihr entspricht eine schraubenartige Deformation der
2-Kugel in sich.

Sind zweitens die Losungen der Gleichung (7) einander gleich und
gleich z;, so muB sich die Substitution umrechnen lassen auf:

..‘,-.‘5'-"
R
CES

1 1 /
7 -2z, = Z— 2, 10
Wir miissen ndmlich bei Einfihrung der neuen Verinderlichen:
1
(10 -

1) Der Fall m =1 kann in Gleichung (8) nicht vorliegen, da er zur ,iden-

tischen* Substitution "= 7z und damit zu ¢ = 0 fiihren wiirde.
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zu einer in Z geschriebenen Substitution der dritten unter (4) genann-
ten Art gelangen, da der ,Siidpol Z = oo der Z-Kugel der einzige
sich selbst entsprechende Punkt ist. Ubrigens werden wir diesen Punkt
als Koinzidenzpunkt zweier Fixpunkte fassen, damit der Satz, eine Sub-
stitution (3) habe stets zwei Fixpunkte, allgemein gilt. Eine Substi-
tution der jetzt vorliegenden Art heiBt ,parabolisch. In der Z-Ebene
hatten wir zwei einander orthogonale Scharen paralleler Geraden, welche
die Bahn- und Niveaukurven lieferten. lhre durch (10) gelieferten
kreisverwandten Abbilder in der z-Ebene ergeben zwei zueinander ortho-

gonale Scharen von Kreisen des in Fig. 14 dargestellten Typus; jetzt
also besteht die einzelne Schar aus lauter sich im Fixpunkte z, be-
rithrenden Kreisen.)

Es bedarf kaum der Hervorhebung, da8 wir die Benennungen
»elliptisch®, , hyperbolisch® und ,parabolisch“ auch auf die Substitutio-
nen (4) anwenden, sowie daB wir ¢ = |a|e*z mit |a|21 und

1) Die Benennungen ,elliptisch*, ,hyperbolisch“ usw. fiir die verschiedenen
Arten der Substitutionen (3) sind von Klein eingefiihrt. Eine ausfiibrliche Be-
handlung der linearen Substitutionen auf Grundlage ihrer Beziehung zur projek-
tiven Geometrie findet man in den ,,Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen
Funktionen* von F. Klein und R. Fricke (Leipzig, 1897), Bd. 1, Einleitung. Man
findet hier auch die Originalliteratur nachgewiesen. Ubrigens vergleiche man auch
Osgood, S. 2581f.
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0 <« <2x ,loxodromisch nennen. Ubrigens werden uns spiterhin
vornehmlich elliptische, hyperbolische und parabolische Substitutionen
begegnen.

§ 15. Die linearen Substitutionen zweiter Art und die indirekten
Kreisverwandtschaften.

Mit z bezeichnen wir den zu z =z 4 ¢y konjugiert komplexen
Wert z —iy. Der Ubergang von z zu 2 =7% bei dem also jedem
Werte z sein konjugierter zugeordnet ist, wird als ,Spiegelung” der
2-Ebene an der reellen Achse bezeichnet. Diese Transformation stellt
eine eindeutige und auch wieder konforme Abbildung der z-Ebene auf
sich selbst dar; doch besteht ein Unterschied gegen die bisherigen kon-
formen Abbildungen darin, daB im Abbild eines Winkels die Schenkel
desselben vertauscht oder umgelegt erscheinen. Wir sprechen in die-
sem Sinne von einer konformen Abbildung ,mit Umlegung der Winkel“.
Ubrigens werden die Kreise der z-Ebene durch 2’ =z wieder in Kreise
iibergefiihrt.

Man wolle jetzt auf die durch 2’ = 7 transformierte z-Ebene gleich
noch irgendeine lineare Substitution (3) 8. 66 mit nicht verschwinden-
der Determinante ausiiben. Man gelangt so zu der durch:

, aZ-+4b
O -
dargestellten Transformation des Punktes z in den Punkt 2. Wir be-
zeichnen (1) als eine lineare Substitution ,zweiter Ari“ und ihr gegen-
iber eine Substitution (3) S. 66 genauer als eine solche der ,ersten
Art®  Jede lineare Substitution zweiter Art stellt eine eindeutige konforme
Abbildung der z-Ebene auf sich selbst mit Umlegung der Winkel dar,
bei der Kreise immer wieder in Kreise iibergehen. Die hier vorliegenden
Kreisverwandtschaften mit Umlegung der Winkel bezeichnet man als
oindirelte und nennt diejenigen des § 14 demgegeniiber ,direkie” Kreis-
verwandtschaften.

Unter den Substitutionen (1) wollen wir nur eine einzige Art be-
sonders betrachten, nimlich die gleich ndher zu erklirenden ,,Spiege-
lungen® oder ,Inversionen an Kreisen; man nennt sie auch ,Transfor-
mationen durch reziproke Radien® an Kreisen. In dem besonderen Falle,
daB der Kreis, an dem die Spiegelung vorgenommen werden soll, und
der allgemein der ,Symmetriekreis* der Spiegelung heiBlen soll, eine
Gerade ist, haben wir mit einer elementaren Spiegelung zu tun, wie
wir sie anfangs durch 2" =7 fiir die reelle Achse als ,Symmetriekreis®
darstellten.
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Den Charakter der Spiegelungen mit Symmetriekreisen endlicher
Radien erldutern wir durch das Beispiel:

’ b

(2) & = ¢z’

wo der Quotient % einen reellen positiven Wert haben soll. Schreiben

wir o? fiir diesen Wert, so wird durch unsere Substitution der Punkt
z=rel? oder, wie wir sagen diirfen, der Punkt der Polarkoordinaten

(r, &) in den Punkt (972, '9') iibergefithrt. Der Symmetriekreis ist hier

der Kreis des Radius ¢ um den Nullpunkt; jeder Punkt dieses Kreises,
ist durch die Substitution (2) sich selbst zugeordnet. Weiter ver-
tauscht die Substitution das AuBere mit dem Inneren dieses Kreises
und zwar in der Art, dab einander zugeordnete Punkte gleiche Ampli-
tuden & haben und Radienvektoren » und 7, welche durch die Re-
lation 77" = o? verbunden erscheinen. Die obengenannten Namen der
Substitution (2) finden in diesem geometrischen Charakter derselben
ihre Begriindung.

Da die Substitution (2) sich dem Ansatz (1) einordnet, so liefert
die eben beschriebene ,Transformation durch reziproke Radien® am
Kreise des Radius ¢ um den Nullpunkt eine konforme Abbildung mit
Umlegung der Winkel und insbesondere eine indirekte Kreisverwandt-
schaft. Dieser Charakter unserer Transformation bleibt natiirlich ge-
wahrt, falls an Stelle des Kreises vom Radius ¢ um den Nullpunkt
irgendein beliebiger Kreis der s-Ebene mit endlichem Radius als Sym-
metriekreis der Spiegelung tritt. Andrerseits ist aber auch leicht zu
sehen, daB die Spiegelung an diesem neuen Symmetriekreise gleichfalls
unter den Substitutionen (1) enthalten ist. Wenn wir néimlich zuvor
die Transformation # =7z und dann erst die Spiegelung an dem neuen
Symmetriekreise vornehmen, gelangen wir zu einer ausnahmslos kon-
formen Beziehung der z-Ebene auf sich selbst ohne Umlegung der
Winkel und damit zu einer Substitution (3) 8. 66, woraus fiir die
Spiegelung die Gestalt (1) entspringt.

Auch die Spiegelung an irgendeiner Geraden der z-Ebene, welche
denselben elementaren Charakter hat wie die oben betrachtete Spiege-
lung #'= 72z an der reellen Achse, findet sich unter den Substitutionen
(1), wie man wieder durch Kombinierung mit der besonderen Spiege-
lung #2"=7 und Benutzung der dadurch zu erzeugenden Substitution
erster Art zeigt.

Mit Riicksicht auf spitere Anwendungen wollen wir diese besondere
Klasse der Spiegelungen unter den Substitutionen (1) auch direkt da-
durch charakterisieren, da wir die ihnen eigentiimlichen Koeffizienten
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a, b, ¢, d angeben. Bei den zu diesem Ende anzustellenden Rechnungen
schreibt man die Substitutionen (1) zweckmiBig so, daf die Determi-
nante gleick 1 ist:

(3) ad —bec=1.

Dies ist immer erreichbar, da man die Koeffizienten @, b, ¢, d, ohne
die Substitution wesentlich zu #ndern, noch mit einem gemeinsamen
Faktor versehen kann und dieser dann eben so wihlbar ist, daf die
multiplizierten Koeffizienten die Determinante 1 haben. Durch die
Forderung (3) ist iibrigens die Schreibweise der Substitution noch
nicht eindeutig bestimmt, da man ohne die Substitution und die Glei-
chung (3) zu #ndern noch einen gleichzeitigen Zeichenwechsel von
a, b, ¢, @ vornehmen kann. Doch ist es nicht erforderlich, diese Zwei-
deutigkeit noch irgendwie zu heben.

Eine einzelne Spiegelung stellt nun ein wmbkehrbares Entsprechen
von Punkten # und 2° dar. Nennt man bei irgendeiner unserer Sub-
stitutionen (erster oder zweiter Art), welche z in 2" tiberfiihrt, diejenige
Substitution, welche umgekehrt &~ wieder nach #z zuriickfiihrt, zur ersteren
Hinvers®, so ist eine Spiegelung offenbar sich selbst invers. Nun ist,
wenn @, b, ¢, d die zu a, b, ¢, d konjugierten Zahlwerte sind, zur Sub-
stitution (1) die folgende invers:

f o BB
—i ta’
wie man durch Auflssung der Gleichung (1) nach z unter Austausch
der Bezeichnungen # und # findet. Da im Falle einer Spiegelung die
eben angeschriebene Substitution wieder mit (1) identisch sein muB,
go gilt fiir eine Spiegelung:
d_=6a,, 5=—6b, t=—0c a=gdad,

unter ¢ einen Proportionalititsfaktor verstanden. Die Bedingung (3)
ergibt dann, daB dieser Faktor ¢ entweder gleich + 1 oder —1
sein muf.

Wir behaupten nun, daB der Fall 6 = + 1 uns gerade bereits alle
unsere Spiegelungen liefert. - Hier ist d konjugiert komplex zu @, wih-
rend b und ¢ rein imagindr sind; wir schreiben also:

a=a, +ia,, b=1by, c=1ic, d=a, —iay,
WO @, @y, by, ¢, reelle Zahlen sind, die zufolge (3) die Bedingung:
(4) a4+ a + by =1
erfiillen. Die sich selbst entsprechenden Punkte (Fixpunkte) der Sub-
stitution finden wir, indem wir in die Substitution 2'= 2 und also
Z=ux-+ 1y, 7=x—1iy eintragen. Es gilt der Satz: Unfer den ge-
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mdaf3 (8) geschricbenen Substitutionen (1) sind die Spiegelungen durch die
besondere Gestalt: S+ taysin
’ a, +ta,)7 4 1b,

® A s
ausgeseichnet, wo a,, @y, by, ¢, vier reelle die Relation (4) befriedigende
Zahlen sind. Der Symmetriekreis der Spiegelung (5) hat die Gleichung:
©) 6@ + 1) — 2032 + 20,y — b, = O;
derselbe hat zufolge (4) einen von O verschiedenen reellen Radius, der ins-
besondere fiir ¢, = O unendlich grof3 ist.

Zum Beweise dieser Behauptung beachte man, daB die auch fiir
6 = — 1 leicht durchfiihrbare Rechnung zwar gleichfalls auf sich selbst
inverse Substitutionen zweiter Art fiihrt, daB jedoch diesen letzteren
Substitutionen keine Symmetriekreise mit reellen Radien zugehdren.
Die Substitutionen (5) miissen also unsere gesamten Spiegelungen be-
reits erschopfen; und in der Tat konnen wir auch durch zweckmiBige
Auswahl von a,, ay, by, ¢, den Kreis (6) mit jedem beliebigen Kreise
bzw. mit jeder beliebigen Geraden der z-Ebene identifizieren.') .

§ 16. Allgemeine Angaben iiber algebraische Funktionen
und Gebilde.

Bei (telegenheit der Inversion der rationalen Funktionen gelangten
wir zur Vorstellung der m-blittrigen Riemannschen Flichen F,, mit
I Verzweigungspunkten, fiir welche wir auch einen synthetischen Aufbau
besprachen (vgl. S.48). Wir wollen jetzt an eine beliebige Fliche dieser
Art ankniipfen, die wir uns wie oben in folgender Weise synthetisch
herstellen. Auf der z-Kugel markieren wir irgend ! verschiedene Stellen
€1y €, --.y €, Wobei die ganze Zahl [ > 1 und endlich sei. Wir ziehen
eine regulire Kurve, die sich nicht selbst schneidet, von ¢, iiber e,,
ey bis ¢, und bezeichnen die durch die Punkte e begrenzten Teile der
Kurve mit S, S,, ..., S,_;. Léngs jedes dieser Kurvenstiicke durch-
schneiden wir die z-Kugel, nennen die S, S, ..., S,_; wieder ,Ver-

1) Uber die Bebandlung der Substitutionen zweiter Art auf Grundlage pro-
jektiver Vorstellungen im Raume der z-Kugel (s. 8. 22) vergleiche man wieder die
in der Note 8. 72 genannten Vorlesungen, Bd. 1, Einleitung. Dabei erweisen sich
die sich selbst inversen Substitutionen (1) als ,,Perspektivititen”, welche die z-Ku-
gel in sich tberfithren. Liegt das Perspektivitdtszentrum auferhalb der Kugel,
§0 haben wir mit einer unserer Spiegelungen zu tun, wobei die Polarebene jenes
Zentrums den Symmetriekreis auf der z-Kugel ausschneidet. Die im Texte micht
behandelten Substitutionen mit ¢ = — 1 haben Perspektivititszentren innerhalb
der Kugel; man hat im Einzelfall eine sogenannte ,Diametralsymmetrie®, d. h.
eine Transformation, bei der je zwei beziiglich des Perspektivitiitszentrums dia-
metrale Punkte der z-Kugel ineinander iibergehen.
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zweigungsschnitte“ und unterscheiden beim einzelnen ein rechtes und
ein linkes Ufer.

Wir lagern nun eine endliche Anzahl m?') von Xxemplaren der
so vorbereiteten z-Kugel iibereinander und beginnen damit, die m linken
Schnittufer S, in irgendeiner Anordnung den m rechten Ufern zuzu-
ordnen und je zwei einander zugeordnete Ufer (wie S.48 u.f.) aneinander
zu heften. Demnichst verfahren wir gerade so lings S,, S;, ..., S,_,.

So entspringt eine geschlossene m-blittrige Fliche F,,, welche jeden-
falls an keinen anderen Stellen als den e, ¢, ..., ¢ Verzweigungs-
punkte aufweist. Beim einzelnen Punkte ¢, kommen wir von einem
ersten Blatte spitestens nach m Umldufen in dieses Blatt zuriick; kom-
men wir nach v, Umldufen zum ersten Male wieder in das Ausgangs-
blatt zuriick, so haben wir bei ¢, einen »,-blittrigen Verzweigungs-
punkt. Ubrigens kann auch die Uferzuordrung eine solche sein, daB
man bei einmaligem Umlauf um einen einzelnen Punkt e, von jedem
Blatte aus sogleich zu diesem zuriickgefiihrt wird; dann hitten wir je-
doch nicht notig gehabt, diese Stelle ¢, zu markieren. Auch kénnen
an einer Stelle ¢, wie schon das Beispiel von S. 64 lehrt, sehr wohl
mehrere Verzweigungspunkte iibereinander liegen. Die wirkliche An-
zahl der Verzweigungspunkte kann demmach auch <7 oder > sein.
Wir wollen fortan unfer | die wirkliche Anzahl der Versweigungspunkte
verstehen; halten wir auch an der Bezeichnung fest, dall dieselben bei
Z2=¢ey, 6, ..., ¢ liegen, so brauchen diese I Werte jetzt nicht mehr
voneinander durchweg verschieden zu sein. Ubrigens méoge e, ein v,
blittriger Verzweigungspunkt sein.

Hieriiber hinaus wollen wir noch die wesentliche Forderung stellen,
daf3 es moglich sein soll, von einem ersten Blatte durch gecignete Wege
in der Fliche F,, zu jedem anderen Blaite hinsugelangen. Wire dies nicht
moglich, so wiirde die Fliche in mindestens zwei getrennte Stiicke zer-
fallen, deren jedes fiir sich geschlossen in gewisser Blédtteranzahl die
&- Ixugel tiberdeckte, und wir kénnten das einzelne dieser Stucke der
weiteren Betmchtung zugrunde legen.

Wir stellen nun folgende Erklirung auf: Eme Funktion, deren Feld
eine zusammenhingende geschlossene Riemannsche Fliche F,, mit 1 Ver-
zweigungspunkten ist, heifit eine algebraische’ Funktion von z und mige
om Anschluf3 an die bereits S. 48 benutzte Schreibweise durch w = g (2)
bezeichnet werden. Die Annahme, F, sei das Feld von ¢(z), ist so zu
verstehen, dall, wenn wir die Funktion w = @(#¢) etwa in der Umgebung

1) Damit wir Verzweigungspunkte anbringen kénnen und nicht zum ein-
fachen Falle der rationalen Funktionen zuriickgefiihrt werden, muf natiirlich
m >1 sein.
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einer von jedem e, verschiedenen Stelle z, durch ein ,Funktionselement®
(vgl. S.20) geben, die analytische Fortsetzung von hier aus als Feld der
Funktion w gerade unsere Riemannsche Fliche F, liefere.

Hieraus geht sofort hervor, daf die m Blitter der Fliche m Zweige
unserer Funktion tragen, von denen keine zwei identisch sein kdnnen.
Indem wir die Blitter der Fliche numeriert denken, wollen wir diese
m Zweige entsprechend durch die Bezeichnungen w, = ¢, (2), w, = @,(2),
w,, = ¢, (2) voneinander unterscheiden.

Im Anschluf hieran erklirt nun folgende einfache Betrachtung
den fiir die Funktion w = ¢(2) eingefiihrten Namen. Wir wollen in
der schlichten z-Ebene von einer Stelle 7, aus, die mit keinem der
Werte e, zusammenfalle, eine beliebige geschlossene Kurve C nach 2,
zuriick beschreiben, die jedoch auch, um eindeutige Fortsetzbarkeit der
Funktion zu sichern, durch keine der ! Stellen e, hindurchlaufen soll.
Bei 2, geben wir die m Zweige w, = @,(2), ..., w, = ¢,(2) etwa
durch , Funktionselemente“ und setzen zugleich alle m Funktionen
9. (2), ..., ¢,(¢) dber C fort. Am Schlusse erhalten wir alle m An-
fangszweige wieder, aber im allgemeinen in einer abgeéinderten Reihen-
folge; denn auf der Riemannschen Fliche F,, entsprechen dem Um-
laufe C offenbar m Kurven, deren einzelne bei 2z, in einem gewissen
Blatte beginnt und wieder bei #,, jedoch in irgendeinem Blatte, endigt.

Bilden wir nun aber eine symmetrische Funktion der w,, ..., w,,

etwa die Potenzsumme:

) W+ wyt e A wl,

so ist klar, daB diese in der schlichten z-Ebene eine Funktion darstellt,
die, tiber die geschlossene Kurve C fortgesetzt, notwendig zu ihren An-
fangswerten zuriickkehrt. Auch die Verzweigungspunkte selbst bilden keine
Schwierigkeit. In der Umgebung eines einzelnen solchen Punktes e

werden zwar die ¥ in Betracht kommenden Glieder der Summe (1) Ent-
1

wicklungen nach Potenzen von (¢ — e)” mit ganzzahligen Exponenten
besitzen?'); aber die Summe (1) muB wieder, insofern sie sich beim Um-
lauf um e als daselbst eindeutig erweist, eine Entwicklung nach Po-
tenzen von (¢ —e) mit ausschlieBlich ganzzahligen Exponenten auf-
weisen. Somit wird die Summe (1) eine eindeutige Funktion von z
darstellen, deren Feld die schlichte und vollstindige z-Ebene ist; wir
haben also in (1) eine rationale Funktion von z gewonnen, und dasselbe
gilt demnach nach bekannten Sitzen der Algebra von allen rationalen
symmetrischen Funktionen der w,, w,, ..., w,.

cey

1) Ist ¢ = 00, so hat man (z — ¢) durch 2z~ ! zu ersetzen.
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Verstehen wir in der Umgebung von 2, unter w irgendeinen Zweig
unserer Funktion, so ist daselbst die Gleichung:

(2) (w—w)(w—wy)... w—w,)=0

identisch erfiillt, da ein bestimmter Faktor mit O identisch ist. Multi-
plizieren wir aber die linke Seite dieser Gleichung aus und ordnen
nach abfallenden Potenzen von w, so werden die Koeffizienten von
w™=1, wm~2 ... rationale symmetrische Funktionen der w,, w,, ..., w,
und also rationale Funktionen von z, die wir R, (2), Ry(2), ..., R,(¢)
nennen wollen. Wir gelangen zu dem Ergebmnis: Es gibt m rationale
Funktionen R, (2), ..., R, (2) von der Art, daf3 dic ,algebraische Glei-
chung m**® Grades fiir w:

®) R EE A RE@un 4 By(?) = 0

durch unsere algebraische Funktion w = @ (2) auf der ganzen Riemann-
schen Fliche F,, erfullt ist. Da namlich der in (3) links stehende Aus-
druck in irgendeinem ersten Blatte der Fliche F, in der Umgebung
von g, eine mit O identische Funktion von # liefert, so muf sich dieser
Ausdruck bei analytischer Fortsetzung iiber das ganze Feld der Funk-
tion w hin als mit O identisch erweisen.

Stellen wir jede der in (3) auftretenden rationalen Funktionen R(2)
als Quotienten zweier ganzer Funktionen dar (S.62) und zerlegen die
Nennerfunktionen in ihre Linearfaktoren (S.46), so moge die ganze
Funktion gy(¢) der Generalnenner der m Quotienten sein.') Multiplizieren
wir die Gleichung (3) mit g,(2), so geht sie in die Gestalt iiber:

4) Fo(Dw™ + gy (2)w™ =1 + gy (2)w™ =2 + -+ + ¢, (¢) = 0,

wo jetzt die g{z) gamze rationale Funktionen ohne einen allen gemein-
samen Linearfaktor sind. In dieser Gestalt wollen wir die algebraische
Gleichung fiir w kurz durch das Symbol:

(®) G(w,2) =0

bezeichnen, wo also der links stehende Ausdruck ein ,, Polynom* (eine
rationale ganze Funktion) in w und # darstellt.

Das Polynom G(w, z) hat als eine besonders wichtige Eigenschaft
diejenige der , Irreduzibilitiit, welche besagt, daff G(w, z) nicht in das
Produlit zweier Polynome zerlegbar sei. DaB kein von w unabhingiger

1) Es ist nicht ausgeschlossen, daB von den m Funktionen R (#) einige iden-
tisch verschwinden. Jedoch kann dies nicht von allen m Funktionen R (z) zu-
gleich gelten, da sonst w selbst mit O identisch wire. Die im Texte vorge-
schriebene Zerlegung bezieht sich natiirlich nur auf die nicht identisch verschwin-
denden R (2).
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Faktor absonderungsfihig ist, wurde bereits im AnschluB an (4) her-
vorgehoben. Ist also iiberhaupt eine Zerlegung:

G(w, 2) = G,(w, 2) - Gy(w, 2)

moglich, so miissen beide Faktoren % in Graden m, und m, enthalten, die
>0, in Summa gleich m und also einzeln << m sind. Mindestens einer
der Faktoren, etwa G,(w, z), muB fiir unsere Funktion w identisch ver-
schwinden.!) Dann besteht aber, wie die analytische Fortsetzung zeigt,
die Gleichung &,(w, #) =0 auf der ganzen F,,, so daf diese Gleichung
beim einzelnen # durch die m im allgemeinen verschiedenen Werte
w,, Wy, ..., W, befriedig wird und also der Annahme zuwider den
Grad m erreichen miiBte.

Ein analytisches (tebilde der vorliegenden Art, das man geradezu
auch durch die irreduzible algebraische Relation (5) als erklirt an-
sehen kann, heiBt inshesondere ein ,algebraisches Gebilde“. Es bezieht
sich diese Benennung auf die einzelne algebraische Funktion w, der
die voraufgehende Betrachtung gewidmet ist. Alle sonstigen algebra-
ischen Funktionen von #, welche unsere Fliche F, zum Felde haben,
mogen als ,zu dem algebraischen Gebilde gehorig® bezeichnet werden.
Wir wollen hierbei sogar noch einen Schritt weiter gehen und alle auf
der Fliche F_, eindeutigen Funktionen, die in den Verzweigungspunkten
das erforderliche Verhalten zeigen (vgl. S.28ff.), und die bis auf end-
liche viele Pole®) diberall analytisch sind, als ,eum algebraischen Gebilde
gehorig® bezeichnen.®)

Es ist nun zundchst einleuchtend, daf jeder rationale Ausdruck
R(w,z) von w und z zu unserem Gebilde gehort*) Aber es gilt auch
umgekehrt der Satz, daf jede im Sinne unserer Erklirung zum algebra-
ischen Gebilde gehorende Funktion W in w wund z rational darstell-
bar ist:

(6) W = R(w, 2).

1) Da das Produkt in jeder Umgebung einer Stelle z, identisch verschwindet,
80 hat ebendort mindestens einer der Faktoren unendlich viele Nullpunkte, woraus
das identische Verschwinden dieses Faktors folgt.

2) Die Endlichkeit der Anzahl der Pole nehmen wir hier in die Erklirung
auf. Bei der algebraischen Funktion w folgt diese Endlichkeit aus der Geschlossen-
heit des Feldes auf Grund einer schon ofter durchgefiihrten Uberlegung.

8) Hierin liegt tatstichlich eine Erweiterung, wie denn z. B. jetzt auch alle
rationalen Funktionen R(2) von 2z allein zum Gebilde gehdren, obwohl bei ihnen
das Feld die schlichte z-Ebene ist.

4) Dabei soll nur der Fall, daf R (w, #) mit oo identisch ist, ausge-
schlossen sein, insofern hier die im Texte gegebenen Erklirungen nicht passen.
wiirden.
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Man nenne néimlich W,, W,, ..., W, die den m Blittern von F,
entsprechenden Zweige der Funktion W und bilde die 7 Summen:

Wows + Wows + -+ W, w3, fiir =0,1,2,...,m—1.
Wir erkennen wie oben bei (1) in ihnen m rationale Funktionen von
z und gelangen zu m Gleichungen:

Wy + Wy + -+ Wys, = BOG).

Da keine zwei unter den Zweigen w,, w,, ..., w, identisch sind, so
ist die Determinante dieses Systems eine nicht identisch verschwindende
Funktion, deren Quadrat in 2z rational ist und die Diskriminante der
Gleichung mte» Grades (3) liefert.!) Stellen wir demnach die Losung
W, unseres Systems als Determinantenquotient dar, so erweist sich T,
rational in 2, w,;, w,, ..., w, und dabei insbesondere symmetrisch in
Wy, Wy, «.., W,. Nun sind aber w,, ws, ..., w, die Wurzeln der-
jenigen (leichung (m — 1)*® Grades, deren linke Seite wir mittelst Di-
vision der linken Seite von (3) durch (w — w,) gewinnen. Die rationalen
symmetrischen Funktionen der w,, w;, ..., w, sind demnach in den
Koeffizienten dieser Gleichung (m — 1)%» Grades, d. h. also in 2 und w,
rational darstellbar. Also erhalten wir auch eine Darstellung:

W, = R(w,, 2).

Von hieraus gelangen wir am ‘einfachsten mittelst der analytischen
Fortsetzung zu der auf alle Blitter der F,, bezogenen Gleichung (6).

Das System aller Funktionen R(w, #) hat die Eigenschaft, daB so-
wohl die Summe wie die Differenz, das Produkt und der Quotient?)
zweier Funktionen des Systems wieder eine Funktion eben dieses Systems
liefern. Einer von R. Dedekind?®) innerhalb der Zahlentheorie einge-
fithrten Sprechweise folgend bezeichnet man, um die aus der Repro-
duktion gegeniiber Addition usw. hervorgehende Zusammengehorigkeit
der Funktionen unseres Systems zu kennzeichnen, dieses System als
einen ,, Korper” von Funktionen oder ,Funktionenkorper®. Genauer spricht
man zum Unterschiede von etwaigen sonstigen zum Gebilde gehérenden
analytischen Funktionen von dem zum algebraischen Gebilde (D) gehoren-
den Korper der ,algebraischen® Funktionen.

1) 8. etwa H. Weber, ,,Lehrbuch der Algebra* (Braunschweig, 1898), Bd. 1,
S. 167.

2) Nur hat man die mit 0 identische Funktion, welche dem Systeme ange-
horen mufB, niemals als Divisor zuzulassen, da wir die mit oo identische Funktion
R(w, #) oben ausgeschlossen haben.

3) Vgl. P. G. Lejeune Dirichlet ,Vorlesungen iiber Zahlentheorie*, heraus-
gegeben und mit Zusitzen verseien von R.Dedekind, 4. Aufl. (Braunschweig
1894), 8. 452.

Fricke: Elliptische Funktionen. Bd 1 6
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Fiir gewthnlich definiert man das einzelne algebraische Gebilde
durch Angabe einer irreduziblen algebraischen Gleichung (5) und hat
dann hinterher die diesem Gebilde zugehérige Riemannsche Fliche F,,
zu konstruieren.?) Wenn wir oben, der Methode Riemanns folgend,
die algebraische Funktion w = ¢(2) durch Angabe ihres Feldes F, er-
klirten, so tritt dann freilich die Frage auf, ob auch fiir jede beliebig
gewiihlte Riemannsche Fliche F,, eine zugehorige Funktion existiert,
welche diese F,, zum Felde hat. Riemann?) selbst hat diese Frage
bejahend beantwortet, wenn auch seine Beweismethode sich als nicht
einwurfsfrei erwies. Da das fragliche Existenztheorem Riemanns in
der Folge keine grundsitzliche Rolle spielt, so gehen wir auf die spiter-
hin gefundenen Beweismethoden sowie auf die gleichfalls gewonnene
Verbesserung des urspriinglichen Riemannschen Beweisverfahrens nicht
ein.?) Wir begntigen uns mit der Angabe des Satzes, daf in der Tat
2u jeder Riemannschen Fliche F,, eine Funktion w = ¢(2), die F,, zum
Felde hat, existiert; damit gibt es dann zugleich einen gansen Korper zu-
gehoriger algebraischer Fumktionen, der durch F_, als eindeutig definiert
anzusehen ist. Die ausfiihrliche Behandlung dieses Gegenstandes gehort
in die allgemeine Theorie der algebraischen und der Abelschen Funk-
tionen.

§ 17. Der Grad des Zusammenhangs einer Riemannschen
Fliche F,.

Neben den algebraischen Funktionen R (w, ) sind jetzt weiter als
zum betrachteten algebraischen Gebilde gehdrende analytische Funktionen

die Integrale der algebraischen Funktionen:
o ‘fR(w, 2)dz

zu nennen, welche man als die ,algebraischen” oder , Abelschen® Integrale
des Gebildes bezeichnet. Unter z, und # hat man dabei Stellen in der
Fliche F,, zu verstehen und als Integrationsbahn irgendeine in F,, von
Z, nach 2z ziehende regulire Kurve zu denken. Fiir die Untersuchung
dieser Integrale und insbesondere ihrer Vieldeutigkeit sind die in § 2,
S. 41f, allgemein entwickelten Sitze maBgeblich.

1) Man vgl. hieriiber ,,0sgood®, 8. 400.

2) ,,Theorie der Abelschen Funktionen“, Journ. f. Math., Bd. 54 (1857), Axt. 3
der Einleitung; siehe auch Riemanns Werke, S. 89 ff. der ersten Aufl.

3) 8. hieriiber H. Weyl, ,Die Idee der Riemannschen Fliche* (Leipzig und
Berlin, 1918), 8. 91ff,, wo auch die in Betracht kommende Literatur zusammen-
gestellt ist (S. 93).
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Als erste hierbei grundsitzliche Frage tritt diejenige nach dem
Grade des ,Zusammenhangs“ der Fliche F_ auf. Die besonderen bei
der Inversion der rationalen Funktionen S. 64ff. gewonnenen Flichen F,
konnten in jedem Falle eindeutig und stetig?) auf eine schlichte und
vollstindige Kugelfliche abgebildet werden. Flichen F,, die eindeutig und
stetig auf eine schlichte und vollstindige Kugelfliche abbildbar sind, besitzen
demmach den ,,Zusammenhang der Kugelfliche®, und wir nennen sie dieser-
halb einfach susammenhingend“. Es liegt hier freilich gegeniiber den
S. 3 betrachteten Bereichen T, mit einer Randkurve insofern ein Unter-
schied vor, als die Kugelfliche ein geschlossener Bereich ist, der keinen
einzigen Randpunkt besitzt.”) Einen ,Querschnitt“ im damaligen Sinne
kénnen wir demnach auf der Kugelfliche nicht anbringen, wohl aber
einen in sich zuriicklaufenden und sich selbst nicht kreuzenden
Schnitt, einen sogenannten ,Riickkehrschnitt. Dabei ist es das Kenn-
zeichen des ,cinfachen” Zusammenhanges der Kugelfliche, daf jeder Riick-
kehrschnitt diese Fliche in zwei getrennte Stiicke zerlegt.

Aus funktionentheoretischen Erwigungen leiteten wir bei einer
Fliche F,, der fraglichen Art die Relation (4) S. 64 fiir die Gesamt-
blétteranzahl m und die den ! Verzweigungspunkten zukommenden
Blitteranzahlen v,, v,, . . ., v, ab. Wir behaupten jetzt, daf diese Relation
fir alle Flichen F, vom Zusammenhang der Kugelfliche charakteristisch
¢st. In der Tat ist diese Relation nichts weiter als ein Ausdruck des
,Hhulerschen Polyedersatzes”, den wir in der bekannten Gestalt:

2) E+F=K+2

darstellen, unter I, F, K die Anzahlen der Ecken, Flichen und Kanten
des Polyeders verstanden.

Um dies einzusehen, wolle man die Riemannsche Fliche F,, mit
einem ,geschlossenen®, sich selbst nicht {iberkreuzenden, iiberall stetig
gekriimmten Schnitte S versehen, der vom ersten Verzweigungspunkt e,
durck alle tibrigen hin und bis zum ersten zuriickliuft. Die zwischen
e, und e, ¢, und ¢; usw. verlaufenden Teile von S denken wir als Ver-
zweigungsschnitte S, S,, . . . benutzt. Nun sollte F,, eindeutig und stetig
(nicht notwendig konform) auf eine Kugeloberfliche beziehbar sein. Voll-
ziehen wir die Ubertragung, so wird jedes Blatt infolge seiner Durch-
schneidung lings S zwei einfach zusammenhingende Bildbereiche lie-
fern und die ganze Kugelfliche erscheint schlicht und vollstindig be-
deckt durch 2m solche Bereiche. Die Ecken der vorliegenden Kugel-

1) ja sogar konform, was jedoch jetzt zunichst unwesentlich ist.
2) Dieser Unterschied wird spiter dadurch aufgehoben, daf wir einen ein-
zelnen Punkt auf der Fliche markieren und als ,,Randpunkt® ansehen.
65‘
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teilung entsprechen den ! Verzweigungspunkten. Von jeder Ecke laufen

15
2v, Kanten aus, so daB die Kantenanzahl >'v, ist.
i=1

Fir die gewonnene Einteilung der Kugelfliche gilt der Eulersche
Satz (2), und zwar haben wir, wie gerade festgestellt, zu setzen:

!
E=1, F=2m, K=J0u,
i=1

Schreiben wir noch:
14 14
—1 +__2;"% =§("’i - 1);

so folgt durch Eintragung der angegebenen Werte in (2) nach Division
mit 2:

l
O=—m+1 —I—Zwigl,
i=1

womit die Relation (4) S. 64 in der Tat wiedergewonnen ist.

Zur Erliuterung der allgemeinen Sitze iiber den Zusammenhang
der Flichen F, betrachten wir jetzt zunichst ein Beispiel, das alsbald
in den Mittelpunkt unserer Untersuchung riicken wird, ndmlich eine
sweiblittrige Riemannsche Fliche Fy mit vier Verzweigungspunkien. Bei
der Herstellung dieser Fliche haben wir lings des ersten von e, nach e,
laufenden Schnittes S, das linke Ufer des oberen Blattes an das rechte
des unteren Blattes zu heften und weiter natiirlich das linke untere Ufer
an das rechte obere. Damit dann aber bei e, auch wirklich ein Ver-
zweigungspunkt auftritt, ist lings S, das einzelne linke Ufer mit dem
rechten des gleichen Blattes zu verbinden. Lings S; sind die Blatter

wieder wie lings S, iiber Kreuz an-

r"‘es
A Sa einander zu heften. Wir wollen die
J e, Sachlage durch Fig.15 zur Anschauung
(23
1

i\ bringen, in der wir diejenigen Teile

/ /" S, und S; der iibrigens punktierten

! /,” Kurve S, in denen die beiden Blitter

L S mi s, iiber Kreuz zusammenhéngen, stirker
markiert haben.

Es ist nun leicht zu zeigen, dafi die hier vorliegende Fliche den
wZusammenhang eines Kreisringes“ besitzt. Wir konnen sie geradezu, in-
dem wir die Blitter der Fliche als elastische Membranen denken, durch
stetige Gestaltsinderung in einen Kreisring iiberfiithren., Wir nehmen
zuniichst eine stetige Deformation derart vor, daB alle vier Verzweigungs-

punkte auf eine Gerade riicken, auf der sie in der Anordnung e,, ¢, €, €,

N T
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aufeinanderfolgen: S; und S; seien dann die geradlinigen Strecken von e,
nach ¢, bzw. ¢; nach e, Bei den Blittern der Fliche F, denken wir
zuniichst die oberen Seiten als Trégerinnen der Werte des Argumentes z
und etwaiger Funktionen. Es erweist sich indessen als zweckmiBig, daB
wir bei einem, etwa dem oberen Blatte, die untere Seite zu dieser Tri-
gerin machen. Wir konnen dies dadurch erreichen, daB wir den Zu-
sammenhang beider Blitter lings S, und S; voriibergehend nochmals
aufheben, das obere Blatt um die durch die Punkte e laufende Gerade
umklappen, so daB die bisher obere Seite nun die untere ist, und end-
lich die Zusammenheftung der Bldtter wiederherstellen. Dabei ge-
horen jetzt sowohl lings S, als S; das linke untere mit dem ,linken*
oberen Ufer und das rechte untere mit dem ,,rechten® oberen Ufer zusammen.

Die jetzt gewonnene Gestalt der Fliche wird noch etwas anschau-
licher, wenn wir das obere Blatt unter Riicksicht auf die Elastizitit
der Membranen ein wenig heben. Dabei wird die Fldche die in Fig. 16
skizzierte Gestalt darbieten, wo
an Stelle der bisherigen Ver-
zweigungsschnitte S, und S,
zwei langgezogene Locher auf-
treten und iibrigens jedes der
beiden Blitter tiber den in der
Figur gezeichneten Rand hinaus
ins Unendliche fortzusetzen ist.
Die einander zugekehrten Seiten
der Blitter sind die Trigerinnen der Werte £ bzw. etwaiger Funktionswerte.

Um die Geschlossenheit des einzelnen Blattes im Unendlichen der
Anschauung zuginglich zu machen, wollen wir,
einer schon bisher vielfach benutzten MaBregel
folgend, das obere Blatt nach oben hin, das untere
aber nach unten hin kugelférmig in das Endliche
ziehen. Unsere Fliche gewinnt dabei die in
Fig. 17 angegebene Gestalt, wobei die Aufen-
seite die Trigerin der z-Werte ist. Jetzt ist
es nur noch ein Schritt, um durch eine weitere
stetige Gestaltsinderung den ,Kreisring® der
Fig. 18 (8. €6) zu gewinnen.

Klein?) benutzt an Stelle des Kreisringes
auch eine mit einem Henkel versehene Kugel, wie

Fig. 16.

1) ,Uber Riemanns Theorie der algebraischen
Funktionen und ihrer Integrale (Leipzig, 1882), S. 27.
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dieselbe in Fig. 19 dargestellt ist und aus
dem Kreisring leicht durch stetige Deforma-
tion hergestellt werden kann. Diese Vorstel-
lung macht die Verallgemeinerung besonders
anschaulich, indem wir uns leicht das Bild
einer mit einer gewissen Anzahl, sagen wir,
mit p Henkeln versehenen Kugelfifiche hilden
konnen (vgl. Fig. 20, wo p = 3 ist).

Gehen wir von einer zweiblittrigen
Fliche F, mit (2p 4+ 2) Verzweigungspunkten
€1y Cgy -« -y €3, o BUS, deren Blitter (analog den oben beschriebenen Ver-
h'éltnissen) lings S,, S, ..., Sypy, tber Kreuz zusammenhingen, so
fiihrt die Wiederholung der an der obigen Fy vollzogenen Umgestaltung
hier, wie man leicht iibersieht, zu einer mit
p Henkeln versehenen Kugel. Aber auch jede
andere Riemannsche Fliche F,, Lkann in eine
mit einer gewissen Anmzahl von Henkeln wver- g
sehenen Kugelfliiche stetig wmgestaltet werden®), 3
so daf wir tm Bilde dieser Fliche zugleich
den Grad des Zusammenhanges der urspriing-
lichen F,, anschaulich zu erfassen imstande sind.

Fig. 19.

1) Es geht dies aus Untersuchungen von J. Liiroth und A. Clebsch tber
die Gestalt der Riemannschen Flichen hervor; siehe Liiroth ,Note iiber Ver-
zweigungsschnitte und Querschnitte in einer Riemannschen Fliche®, Math. Ann.,
Bd. 4 (1871), 8. 181 und Clebsch ,Zur Theorie der Riemannschen Flichen*,
Math. Ann., Bd. 6 (1872), S. 216. Man hat zunéchst jeden Verzweigungspunkt mit »
Blittern, sofern » > 2 ist, in (v — 1) zweibliittrige Verzweigungspunkte aufzulsen.
Sodann zeigt sich, daf man den Schnitt § durch die Verzweigungspunkte derart
auswihlen kann, daB folgende Gestalt der Fliche vorliegt. Die beiden untersten
Blatter bilden fiir sich genommen eine F, mit (2p 4 2) Verzweigungspunkten, wie
wir sie schon im Texte betrachteten; jedes folgende Blatt ist dann nach unten hin
nur an das unmittelbar darunterliegende mit zwes Verzweigungspunkten in einem
zwischen ihnen verlaufenden Verzweigungsschnitte
geheftet. Eine' F, mit swei Verzweigungspunkten
verwandelt man nun mittelst einer Operation, wie
wir sie im Texte an der F, mit vier Punkten e aus-
iibten, leicht stetig in eine schlichte Ebene um.
Beziehen wir diese Umwandlung auf die beiden
obersten Blitter der F,, so ergibt sich eine F,, _,
von gleicher Bauart. Die mehrfache Wiederholung
des gleichen Verfahrens fiihrt schlieBlich zu einer
F, mit (2p 4 2) Verzweigungspunkten, welche wir
7  bereits in eine Kugelfliche mit p Henkeln umwan-
Fig.20. delten.
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Wir haben diese allgemeine Angabe ohne ausfilhrlichen Beweis
gemacht, da sich unsere spiteren Entwicklungen allein auf die F, mit vier
Verzweigungspunkten beziehen. Um aber die Stellung dieser F, in der
allgemeinen Theorie der algebraischen Funktionen zu kennzeichnen

mogen auch noch folgende Ausfithrungen iiber eine beliebige F,, Platz
finden.

Es ist zunfichst unzweifelhaft, daf die Anzahl p der Henkel ein
wichtiges Attribut der Riemannschen Fliche F, ist. Man faBit alle
Flichen mit dem gleichen p zu einem ,Geschlechte von Fléchen zu-
sammen und spricht in diesem Sinne von ,einer Riemannschen Fliche
F,, des Geschlechtes p“. Es wird erwiinscht sein, eine Regel zu besitzen,
nach der wir unmittelbar fiir die gegebene Fliche F, das Geschlecht
p bestimmen konnen. Diese Regel liefert uns der auf unsere Henkel-
fliche tibertragene Eulersche Polyedersatz. Da dieser Satz gewdhnlich
nur fiir einfach zusammenhingende Flichen aufgestellt wird, so wer-
den einige Andeutungen iiber die verallgemeinerte Formel am Platze sein.

Die F,, durchschneiden wir wieder lings einer alle Verzweigungs-
punkte durchlaufenden, stetig gekriimmten Kurve S, welche sich nicht
iiberkreuzt, aber in sich zuriicklduft. Das eindeutige stetige Abbild
des Schnittes S auf der Henkelfliche liefert dann wieder eine poly-
ederartige Einteilung dieser Fliche mit: '

!
(3) E=1, F=2m, K= S,
i=1

An jedem der p Henkel wollen wir weiter einen Riickkehrschnitt @
ausfiihren in der Art, wie in der unten folgenden Fig. 23 die Quer-
schnitte Q,, @), @, gelegt sind. Dabei mdge der Einfachheit halber @
durch keine der E Ecken unserer polyedrischen Teilung hindurch-
laufen. Den Schnitt ¢ wollen wir der polyedrischen Teilung zufiigen
und iiberlegen, wie dieselbe dadurch gedndert wird.

Jedenfalls ist @ eine sich nicht iiberkreuzende geschlossene Linie,
welche die Henkelfliche nicht ,zerstiickt® (nicht in getrennte Stiicke
zerlegt). Daraus folgt, dafl @ nicht im Innern einer einzigen unter den
2m ,Flichen® verlduft; denn diese ist einfach zusammenhingend, so dall
eine in ihrem Innern geschlossene Linie notwendig ein getrenntes Stiick
abschnitte. @ wird demnach mehrere ,Flichen durchziehen und damit
durch die ,Kanten® der Einteilung in mehrere, sagen wir in ¢ Segmente
zerlegt. Jedes dieser Segmente erhtht die Fléchenzahl um eine Ein-
heit; der gemeinsame Endpunkt zweier Segmente liefert eine neue Ficke
und vermége der Teilung der von @ in dieser Ecke zerschnittenen Kante
der anfinglichen Teilung die Erh6hung der Kantenanzahl gleichfalls
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um eine Einheit. AuBerdem kommen die ¢/ Segmente selbst als neue
Kanten hinzu, so daB unsere Anzahlen nach Zusatz des einzelnen
Schnittes @ die folgenden sind:
E+t, F+t, K+ 2t

Man wolle nun weiter die beiden mittelst des Schnittes ¢ getrenn-
ten Henkelstiicke auseinanderbiegen und die Locher durch zwei neue,
Flichen decken. Dann liefert jede der ¢ neuen Ecken ein Eckenpaar,
es sind weiter zwei Flichen hinzugekommen, und jedes der ¢ Segmente
von @ liefert ein Kantenpaar, so daB unsere Anzahlen die folgenden sind:

E+2¢t, F+2+t, K-+ 3¢.
Jetzt vollziehe man die gleiche Operation an allen p Henkeln

nenne die entsprechenden Zahlen ¢ genauer ¢, %, ..., #, und gelangt
schlieBlich zu einer Einteilung mit folgenden Anzahlen:

E=E+23t, F,=F+2p+3t, K,=K-+33t.
Aber die so gewonnene Fliche hat wieder den Zusammenhang der Kugel-
fliche, und also gilt E, + F, =K, + 2, was als verallgemeinerte
Eulersche Polyederformel liefert:

E+F+2p=K+2.
Tragen wir hier die Werte (3) ein, so ergibt sich der Satz: Eine m-
blittrige Riemannsche Fliche F,, mit 1 Verzweigungspunkien, in denen
bew. vy, v,, ..., v, Blitter susammenhdngen, hat das Geschlecht:

v,—1

1
(4) p=—m+1—|—2~§~
i=1

Eine Riemannsche Fliche des Geschlechtes p bezeichnen wir nun
im AnschluB an die Sprechweise S. 3 (jedoch unter Vorbehalt einer
gleich noch zu erérternden Ergiinzung) als
»(2p + 1)-fach zusammenhiingend und be-
griinden diese Ausdrucksweise damit, daB
es moglich ist, die Fliche durch 2p Quer-
0, schnitte in einen einfach zusammenhingen-
den von den Schwittufern berandeten Bereich
zu zerlegen.

Im Falle p =1 konnen wir den Kreis-
e ring der Fig. 18 benutzen. Wir ziehen,
Fgi. 21. wie Fig. 21 andeutet, zunichst den Riick-
kehrschnitt @,. Derselbe ,zerstiickt“ die Fliche nicht; denn es ist mog-
lich, wie Fig. 21 gleichfalls darlegt, einen Schnitt ¢, von einem Ufer-
punkte des Schnittes @, zum gegeniiberliegenden Uferpunkte zu fiihren,
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ohne @, zu tiberschreiten. Auf dem unzerschnittenen Ringe wiirde auch @,
ein Riickkehrschnitt sein; man bezeichnet zwei in dieser Art zusammen-
gehdrigeSchnitteals ein Paar,kon-
Jugierter® Riickkehrschnitte. Nach
Durchschneidung lings @, kénnen
wir den Ring auseinanderbiegen
und in die Gestalt des Zylinders
der Fig. 22 iiberfiihren. Schneiden
wir den Zylinder jetzt lings @,
auf, so ist die Abwickelung des-
selben auf das in Fig. 22 gleich
mit angegebene Viereck moglich:
Durch die Schnitte Q, und @, wird
hiernach der Kreisring in einen einfach zusammenhingenden Bereich T,
mit einem in sich zuriicklaufenden, aus den vier Schnittufern bestehenden
Rande verwandelt.

Haben wir nun eine Fliche mit p Henkeln, so konnen wir an
jedem Henkel ein Paar ,konjugierter Riickkehrschnitte* @,, Q,; @,
@53 -3 QP~1, Q=Y anbringen (vgl. Fig. 23 fiir p=3) und verwandeln

Fig. 22.

Fig. 24.

unsere Fliche hierdurch in einen p-fach zusammenhingenden Bereich T,,
welcher p getrennte, aus je vier Schnittufern bestehende Randkurven auf-
weist. Indem wir jetzt noch (p—1) eigentliche Querschnitte @, @, ...,
@P—3, wie Fig 23 darlegt, zwischen den bisherigen Randkurven an-
bringen, gelangen wir zu einem einfach zusammenhingenden Bereiche.

Diese an sich anschauliche MaBregel ist nun aber, um zum Schlusse
zu fithren, noch zu modifizieren. Wir wollen die Schnitte @, @, ...,
Q=2 unter Dehnung der Schnitte @, @}, ..., @¥~Y auf Punkte zu-
sammenziehen und sodann (wie Fig. 24 wieder fiir p =3 erldutert)
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die @, @3, - .., @2~V noch weiter derart tiber die Fliche hinziehen,
daB sie alle von einem gemeinsamen Ausgangspunkte 4 auslaufen und
zu ihm zuriickkehren. Wir wollen geradezu (und dies ist die noch vor-
behaltene Erginzung) diesen Ausgangspunkt A4 zu Anfang auf der
Fliche markiert denken und (bevor irgendein Schnitt vollzogen ist) als
einzigen Randpunkt der Flidche auffassen. Dann bekommt jeder unserer
Schnitte @,, @;, ..., @~ den Charakter eines eigentlichen ,Quer-
schnittes”; und dasselbe gilt natiirlich auch von den demnichst noch
anzubringenden Schnitten @, @}, ..., @7, insofern der einzelne von
ihnen zwei schon vorhandene Randpunkte (Uferpunkte des bereits ge-
zogenen Schnittes Q) verbindet. Unsere obige Behauptung, die Henkel-
fliche und damit die Riemannsche Fliche F,, (auf der wir uns natiir-
lich auch den ,Randpunkt® 4 markiert denken miissen) konnen durch
2p ,Querschnitte“ in einen einfach zusammenhingenden Bereich ver-
wandelt werden, ist damit erwiesen.?)

§ 18. Weiteres iiber algebraische Funktionen speziell bei p =0
und p =1. Grundproblem der Theorie der elliptischen Funktionen.

Bei den niichsten Betrachtungen, welche sich auf die geometri-
schen Vorstellungen von § 17 griinden, sollen die mit Konstanten iden-
tischen Funktionen ausdriicklich ausgeschlossen werden. Wir hatten die
mit endlichen Konstanten identischen Funktionen oben mit Riicksicht
auf den Korperbegriff den Funktionen des Korpers zugerechnet. Soweit
die aufzustellenden Sétze auch fiir solche Funktionen gelten, sind sie trivial.?)

Man wolle zunéchst den am Schlusse von § 8, S. 39 aufgestellten
zweiten Residuensatz etwa auf denjenigen einfach zusammenhingenden
Bereich anwenden, in den eine vorgelegte F, nach Art von Fig. 23
durch p Paare konjugierter Riickkehrschnitte @,, @, ...; @2~Y, @@~
nebst zwischengefiigten (p — 1) Schnitten @,, @, ..., Q=2 zerlegt
wird. Bei Durchlaufung des Randes dieses Bereiches werden die beiden
Ufer jedes einzelnen Schnittes in entgegengesetzten Richtungen durch-
laufen. Bilden wir demnach das auf den gesamten Rand des fraglichen
Bereiches bezogene Integral (5) S. 39 fiir irgendeine Funktion f(2) des
durch F, erklirten Korpers (wobei wir annehmen diirfen, daf die
Schnitte ¢ nicht gerade durch Nullpunkte oder Pole von f(z) hin-

1) Der Zusatz des ,Randpunktes** ist zur strengen Erfiillung unseres Satzes
natiirlich auch in dem zun#ichst besonders besprochenen Falle p — 1 notig.

2) Der sogleich zu erklirende Begriff der ,,Wertigkeit verliert bei einer mit
einer Konstanten identischen Funktion tiberhaupt seine Bedeutung. Wird dem-
nach weiterhin von einer n-wertigen Funktion des Korpers gesprochen, so ist da-
mit implizite bereits gesagt, daB die Funktion nicht mit einer Konstanten identisch ist.
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durchlaufen), so heben sich je die beiden Bestandteile des Integrales,
welche sich auf die Ufer des einzelnen Querschnittes beziehen, als ent-
gegengesetzt gleich auf, und das Gesamtintegral bekommt den Wert O:
Fiir jede nicht mit einer Konstanten identische Funktion des Korpers ist
die Summe der Ordnungen aller auf F,, eintretenden Pole der Funktion
gleich der Summe der Ordnungen aoller Nullpunkte.!) Unter Aufnahme
einer fiir die rationalen Funktionen S. 62 besprochenen Denkweise
konnen wir auch sagen: FEine nicht mit einer Konstanten identische Funk-
tion des Korpers hat auf der Riemamnnschen Fliche genau so viele Pole
erster Ordnung als Nullpunkte erster Ordnung; ist diese Anzahl gleich n,
so nimmt die Funktion jeden beliebig vorgeschriebenen Fkomplexen Wert
wieder genaw in n Punkten der F_ an, und sie mige dementsprechend fortan
als eine ,m-wertige’ Funktion des Korpers bezeichnet werden. Der zweite
Teil des Satzes folgt aus dem ersten wieder durch die schon bei den
rationalen Funktionenangewandte SchluBweise (vgl.S.46 und 62). Natiirlich
diirfen bei den » Punkten, in denen die Funktion einen vorgeschriebenen
Wert annimmt, irgendwelche Koinzidenzen eintreten; z. B. liefern % zu-
sammenfallende Nullpunkte dann eben einen Nullpunkt %** Ordnung.?)

Fiir irgendeine Funktion W des Korpers konnen wir die Dar-
stellung (6) S. 80 in z und der damaligen Funktion w zugrunde legen,
aus welcher unter Riicksicht auf (5) S. 79 folgt:

0G

- aw_on_ on av_on_on (o)
dz z ow dz 0z ow (ﬁ)

ow

1) Fir die Abschitzung der Ordnung eines etwa in einem Verzweigungs-
punkte liegenden Nullpunktes oder Poles gelten natiirlich die schon S. 38 ange-

gebenen Regeln.
2) Nach der S. 39 gegebenen allgemeinen Fassung des benutzten Residuen-

satzes wire es ibrigens gar nicht notig gewesen, die F,, vorab durch Querschnitte
in einen einfach zusammenhiingenden Bereich zu verwandeln. Wir hitten in einem
Blatte der F,, um eine Stelle z,, in der die Funktion weder einen Nullpunkt noch
Pol hat, eine Kurve herumlegen kdnnen und hitten dann wie 8. 62 bei den ratio-
nalen Funktionen verfahren. Andererseits mag auch noch folgende besonders ele-
mentare Auffassung Erwihnung finden, bei welcher wir die 2m ,Flichen* der
polyedrischen Einteilung auf der ,Henkelfliche* zugrunde legen; die ,Kanten“
dieser Einteilung denken wir notigenfalls so abgeéindert, daB sie nirgends durch
einen Nullpunkt oder Pol der Funktion laufen. Das auf den Rand der einzelnen
,Fliache* bezogene Integral (5) S. 39 gibt die Summe der Ordnungen der Null-
punkte in dieser ,,Fliche*, vermindert um die Summe der Ordnungen der daselbst
gelegenen Pole. Die Summe aller 2m Integrale ist aber wieder gleich 0, da die
beiden ,,Ufer* jeder Kante bei der Integration in entgegengesetztem Sinne durch-
laufen werden. Aus dem Verschwinden der Integralsumme aber folgt wieder das
Ergebnis des Textes.
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Ist nun W eine n-wertige Funktion des Korpers, so wird die Fliche
F, durch W konform auf eine #-blittrige Riemannsche Fliche F,
tiber der WW-Ebene abgebildet. Die Umgebung einer endlichen, von
einem Verzweigungspunkte e, verschiedenen Stelle z, in einem Blatte
der F, liefert dabei ein schlichtes Abbild, falls die Ableitung (1),
welche zufolge der rechten Seite von (1) selber wieder eine Funktion
des Korpers ist, im Punkte 2, endlich und von O verschieden ist. Hat
die Funktion (1) im Punkte 2, aber einen Nullpunkt der Ordnung 1,
so tibertrigt sich die Umgebung von g, auf eine Windungsfliche von
v =1+ 1 Blittern. Bei einer eingehenden Untersuchung wiirden wir
die Verzweigungspunkte von F,, die Pole von W usw. noch besonders
zu untersuchen haben. Doch fithrt uns dies wieder zu weit in die all-
gemeine Theorie der algebraischen Funktionen ab. Jedenfalls haben wir
den Satz gewonnen, daf die F, mittels der n-wertigen Funktion W des
Korpers eindeutig, stetig und konform auf eine n-blittrige Riemann sche
Fliche F, dibertragen wird, die selbstverstindlich wieder dem gleichen Ge-
schlechte p angehirt.

Ist nun z B. die in Gleichung (5) S. 79 vorliegende Funktion w
eine n-wertige Funktion, so wird jetzt umgekehrt auf der n-bldttrigen
Fliche F, iiber der w-Ebene das bisherige ¢ in Abhingigkeit von w:
eine #n-deutige algebraische Funktion, welche man iibrigens direkt wie-
der durch die Gleichung (5) S. 79 gegeben denken kann. Diese Glei-
chung wird in z eben auf den »*® Grad ansteigen, ein Umstand, den

wir gelegentlich durch die Schreibweise:

@) Gty ) = 0
der Gleichung zwischen w« und z hervorheben. Dabei ist natiirlich
diese Funktion # von w auf der F, m-wertig.

Wir kénnen nun aber gleich noch einen Schritt weiter gehen und
betreffs. der Funktionen R(w, z) folgenden einleuchtenden Satz aus-
sprechen: Die gesamten Funktionen des bisherigen Korpers bilden, in
Abhéingigkeit von w betrachiet, gerade genau den durch die Riemann-
sche Fliche F, eu definierenden Korper algebraischer Funltionen von w.*)

Zu dem gleichen Ergebnis gelangen wir, wenn wir an Stelle von
w irgendeine nicht mit einer Konstanten identische Funktion W des
ersten Korpers zugrunde legen. Um aber gegeniiber diesen unendlich
vielen Riemannschen Flichen zu einer Auffassung, die keine Fliche
bevorzugt, zu gelangen, konnten wir sie etwa durch unsere Henkel-
fliche ersetzen, die wir F nennen wollen, und auf die alle jene Flichen

1) Hier sind die mit endlichen Konstanten identischen Funktionen natiirlich

mit einbegriffen.
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eindeutig und stetig bezogen sind. Jeder Funktion entspricht dann eine
eindeutige Belegung von F mit Werten, und wir werden die Belegung
wieder ,m-wertig“ nennen, wenn eine beliebig gewihlte komplexe Zahl
immer an m Stellen von F aufgetragen ist. Den bisherigen Kdrpern
algebraischer Funktionen entspricht dann ein sie alle liefernder ,,Korper
von Belegungen* der Fliche F von folgender Eigenschaft: Ist irgendeine
m-wertige Belegung mit Zahlen 2 und irgendeine zweite n-wertige Belegung
mit Zahlen w herausgegriffen, so gilt fiir die durch die Punkte von F
eimander zugeordneten Zahlen w und z eine algebraische Relation (2) vom
Grade m in w und vom Grade n wn z identisch, d. h. wber die ganze
Fliche F hin Ist diese Gleichung irreduzibel®), so ist ,jede* Belegung
des Korpers der vorliegenden Belegungen von F in der Gestalt W= R(w, 2)
darstellbar, wie auch wmgekehrt jeder nicht mit © identische rationale
Ausdruck R(w, z) eine unserer Belegungen liefert.

Der entwickelten allgemeinen Auffassung entsprechend haben wir
die unterschiedenen Riemannschen Flichen F, , F,, ..., welche den
einzelnen Belegungen von F zugehoren, als nicht wesentlich verschie-
den anzusehen, und ebensowenig konnen die ihnen zugehérigen Kor-
per algebraischer Funktionen als wesentlich verschieden gelten. Die
Sachlage 1dBt sich auch noch in folgender Art analytisch einklei-
den. Es sei von zwei Belegungen z, Z aus eine Fliche F,, iiber
der z-Ebene und eine F, iiber der Z-Ebene hergestellt. Ist w mit
z durch eine irreduzible Gleichung (2) verkniipft, so ist durch w
und # gewissermaBen ein Koordinatensystem auf F - gegeben, welches
die Punkte von F, eindeutig zu bestimmen gestattet. Dasselbe mdge
durch W und Z auf F, geleistet werden. Nun entspricht aber jedem
Punkte von F,, eindeutig ein solcher von F,, und zwar ist diese Be-
ziehung darstellbar durch ein Gleichungenpaar:

3) W= R, (w, Z); Z = Ry(w, 2).
Aber auch umgekehrt entspricht einem Punkte von F, stets ein und

nur ein Punkt von F,, geliefert durch:

4) w=Ry(W, Z), 2=R(W,2).

1) Die Falle der Reduzibilitit der Gleichung (2) konnen wir wieder nicht
allgemein verfolgen. Wir weisen nur auf das Beispiel hin, daB wir neben der
schon gewihlten m-wertigen Belegung z eine zweite Belegung w als rationale
Funktion I**® Grades w = R(2) von z aussuchen, deren Wertigkeit dann n=1.m
ist. Spalten wir R(¢) in den Quotienten g, (¢): g, (2) zweier ganzen Funktionen, so
schreibt sich die Gleichung (2) vom Grade m in w und #» in z so:

(9,(Dw — g, ()" = 0.
Ibre linke Seite stellt die mte Potenz eines Polynoms dar. Zu einem #hnlichen Er-
gebnis gelangt man iibrigens in allen Fillen der Reduzibilitit.
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Die ein-eindeutige Beziehung der beiden Flichen aufeinander ist demnach
durch eine wmkehrbar rationale Transformation vollziehbar. Umgekehrt
istwieder einleuchtend, daB, wenn diese Beziehung zwischen zwei Flichen vor-
liegt, sie in unserem Sinne als nicht wesentlich verschieden zu gelten haben.

Gegeniiber diesen allgemeinen Auffassungen ist fiir die ausfiihr-
liche Untersuchung eines einzelnen Funktionenkérpers die Auffindung
einer Funktion von moglichst kleiner Wertigkeit 7 und damit die Ge-
winnung einer Riemannschen Fliche von moglichst kleiner Blatter-
zahl m von grundlegender Bedeutung. Bei den S. 48 und 64 besprochenen
Flichen des Geschlechtes p =0 gab es stets emwertige Funktionen.
Diese Flichen erhielten wir bei Inversion der rationalen Funktionen
w = R(#); auf der einzelnen solchen Fliche iiber der w-Ebene ist dann
eben z eine einwertige Funktion, welche die Fliche auf eine F,, nim-
lich die schlichte z-Ebene abbildet.

Beim Beweise des am Schlusse von § 16 (S. 82) angegebenen Rie-
mannschen Existenztheorems findet man nun, daf auf jeder Riemann-
schen F'liche des Geschlechtes p=0 eine ,einwertige Funktion konstruiert
werden kann.') Bezeichnen wir die Werte derselben mit 2, so ist offen-
bar auch jede lineare Funktion von z:

,_az-4+Db
(5) ¢ = aﬂ%
eine einwertige Funktion des zur gegebenen Riemannschen Fliche ge-
horenden Korpers; und umgekehrt kénnen wir, wie leicht zu sehen ist,
jede einwertige Funktion dieses Korpers in einer unter ihnen, die # heiBe,
in der Gestalt (5) darstellen. Da hierbei nur zu fordern ist, daB die Determi-
nante (ad — bc) der linearen Funktion (5) von O verschieden ist (vgl.
S. 66), und iibrigens fiir die Funktion 2" nur die ,Verhiltnisse“ der
Koeffizienten «, b, ¢, d maBgeblich sind, so haben wir die Auswahl
unter dreifach unendlich vielen einwertigen Funktionen unsrer Fliche.

In dem ausgewthlten z stellen sich nun die gesamten Funktionen
des Korpers in der Gestalt R(z) dar. Es folgt: Im Falle p =0 haben
wir im wesentlichen nur einen einzigen Funktionenkorper, denjenigen der
wrationalen Funktionen einer komplexen Voriabeln®. Auch die dem Kor-
per zugehdrigen Integrale erledigen sich sofort durch die bekannte Formel:

JR(z)dz = B,() + 20 log (z — s,

welche sich den Bezeichnungen von 'S. 61 anschlieBt.

1) Man vgl. etwa die Behandlung des Riemannschen Existenzsatzes in den
,Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modulfunktionen* von F. Klein
und R. Fricke (Leipzig, 1890 und 1892), Bd. 1, S. 493ff Dieses weiterhin oft zu
nennende Buch soll fortan durch ,,Modulfunktionen® zitiert werden.
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Ist zweitens p = 1, so ist die Existenz einer einwertigen Funktion
ausgeschlossen, da man einen Kreisring (vgl. Fig. 18, 8. 86) nicht ein-
deutig und stetig auf eine schlichte Kugelfliche abbilden kann. Eine
gweiblittrige Fliche F, mit vier Verzweigungspunkten hatte uns oben
(S. 84) ein erstes Beispiel fiir eine Fliche des Geschlechtes p =1 ge-
liefert. Beim DBeweise des Riemannschen Ezxistenztheorems gelingt es,
fiir irgendeine Fliche des Geschlechtes p = 1 eine zweiwertige Funktion
su konstruieren, welche noch dazu an zwei willkiirlich wdhlbaren Stellen
der Fliche ihre beiden Pole erster Ordnung hat') Bezeichnet man die
Werte dieser zweiwertigen Funktion wieder mit #, so ist zugleich:

(6) d=az+Db

die allgemeinste zweiwertige Funktion der Fldche, welche an den bei-
den vorgeschriebenen Stellen ihre Pole hat; dabei sind @, b willkiirliche
endliche Konstante, nur muB @ von O verschieden sein.

Die zweiwertige Funktion 2z bildet nun die anfiinglich vorgelegte
Fliche konform auf eine sweiblittrige Riemannsche Fliche F, ab, die
als sum Geschlechte p =1 gehirig vier getrennt liegende Versweigungs-
punkte hat (vgl. Formel (4) S. 88). Mindestens drei von den vier Ver-
zweigungspunkten liegen im Endlichen, etwa wieder bei e, ¢,, ¢;. Der
vierte Verzweigungspunkt ist entweder auch endlich, etwa bei e, ge-
legen, oder er liegt bei 2 = oo; letzteres tritt stets und nur dann ein,
wenn die beiden fiir z vorgeschriebenen Pole zusammenfallen und dadurch
einen einzigen Pol zweiter Ordnung liefern.

Wir konnen die beiden eben unterschiedenen Félle in einen Aus-
druck zusammenziehen. Wir setzen im ersten Falle, unter a eine nicht-
verschwindende komplexe Konstante verstanden:

a(z —e)(z — &) (7 — &) (s — e) = 9(2)

und wollen bei Anordnung dieser ganzen I'unktion vierten Grades g(z)
nach abfallenden Potenzen von z die Schreibweise:
(7 g(2) = az* + 4b2° + 6¢a® + 4dz + e
gebrauchen, wo die Koeffizienten a, b, ... natiirlich nichts mit denen
in (5) und (6) zu tun haben. Wir fassen dann die beiden fraglichen
Fille einfach dadurch zusammen, da wir von der ganzen Funktion g(z)
nur das Getrenniliegen der ,wier Nullpunkte fordern, aber ein Verschwin-
den des hichsten Koeffizienten o zulassen; wird a = 0, so riickt dann
eben einer der vier Nullpunkte nach 2z = cc.

Umgekehrt konnen wir fiir jede ganze Funktion (7), welche die
eben ausgesprochene Forderung erfiillt, eine Fliche F, konstruieren,

1) Vgl. etwa wieder ,,Modulfunktionen*, Bd. 1, S. 540ff.



96 Einleitung: Sitze tiber analytische Funktionen

deren Verzweigungspunkte die ,vier Nullpunkte von g¢(2) sind, und
deren Geschlecht dann wieder p =1 ist.

Nun erkennt man sofort in:

w="V9(2) =Vas* + 4bs® 4 6¢2® + 4dz + ¢

eine zur F, gehorende algebraische Funktion. Dieselbe erscheint mit
2 verbunden durch die Gleichung:
(8) w? — (az* + 4b2® + 6¢e® + 4d2 +¢) =0,
welche irreduzibel ist, da g(¢) nicht das Quadrat einer ganzen Funktion
ist. Wir gelangen also zu folgendem Ergebnis: Alle beim Geschlechte
p = 1 existierenden Korper algebraischer Funktionen werden uns geliefert
von den durch (8) gegebenen algebraischen Gebilden, wo die in Klammern
stehende ganze Funktion getrennt liegende Nullpunkte haben soll. Beim
eingelnen Gebilde sind die gesamien Funktionen des zugehirigen Kirpers
gegeben durch:

9) R(e, Vaz* + 4b2° + 6¢2* + 4dz + o),
die zugehiorigen Integrale aber durch:
(10) R, Vart + 405 + 602 + 4dz + 0)de.

Die Eigenschaften dieser Integrale niher festzustellen, ergibt sich
hier als niichstes Problem. Aber indem wir dieses Problem aufgreifen
und zur Durchfiihrung bringen, tritt eine neue und grundsitzliche Wen-
dung in unseren Entwicklungen ein: Wir werden erkennen, daf die ge-
samten Iunktionen des Koirpers, in Abhdngighkeit von einem bestimmten
unter den Integralen (10) betrachtet, su eindeutigen Funktionen werden.
Diese fundamentale Tatsache der ,FEindeutigkeit* wird uns daraufhin
veranlassen, die Grifen (9) als Funktionen jenes Integrales ausfiihrlich
zu untersuchen. Wir werden sie als solche mit dem Namen der ,ellip-
tischen Funktionen® belegen und unseren bisherigen Kérper algebraischer
Funktionen des Geschlechtes 1 in einen , Korper elliptischer Funktionen®
umwandeln.

Daneben tritt dann noch eine zweite Frage auf (welche sich beim Ge-
schlechte p =0 unmittelbar erledigte), ndmlich wie man beim Geschlechte
p =1 einen Uberblick iber die gesamten wesentlich verschiedenen Kirper
algebraischer Funktionen verschaffen kann. Auch fiir diese Aufgabe wird
uns jenes eben genannte Integral die geeignetsten Hilfsmittel zur Lo-
sung an die Hand geben.

Die beiden hiermit genannten Aufgaben, ndmlich den einzelnen
»IKorper elliptischer Funktionen® ausfihrlich zu untersuchen und zweitens
den Uberblick iber das ,System aller wesentlich verschiedenen Korper
elliptischer Funktionen® zu gewinnen, setzen das ,Grundproblem® unserer
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folgenden Untersuchungen zusammen. Ehe wir an die Behandlung des-
selben gehen, sind indessen unsere vorbereitenden Entwicklungen noch
nach einer anderen Seite hin zu erginzen.

§ 19. Losung linearer homogener Differentialgleichungen zweiter
Ordnung.

Kinige Grundsitze aus der Theorie der linearen Differentialglei-
chungen #7** Ordnung kommen weiterhin fiir den Fall n =2 zur Ver-
wendung und sollen hier sogleich fiir diese Ordnung entwickelt wer-
den.!) Kine lineare homogene Differentialgleichung dieser Ordnung sei
in der Gestalt:

e R AO) T TACL;

vorgelegt, wo f;(2) und f,(2) analytische Funktionen sein sollen. Ist
2, irgendeine Stelle, in deren Umgebung f;(#) und f;(2) analytisch sind,
so soll zundchst gefragt werden, ob sich ebenda eine analytische Lo-
sung { von (1) angeben lift, und welches die allgemeinste Losung
dieser Art ist.

Die Reihenentwicklungen von f;(2) und f,(2) in der Umgebung
von z, seien: .
fi(D) =ay+a, (2 —2) + ax(z — 2)° + -+,
f2(2) = by + by (2 — 2) + by (2 — 2)* + - .

Hat mindestens eine dieser Reihen einen endlichen Konvergenzradius,
so bezeichnen wir den kleineren unter den Konvergenzradien oder, falls
beide gleich sind, den gemeinsamen Radius mit E; handelt es sich um
zwei bestindig konvergente Reihen, so sei R als positive Grofe be-
liebig gewihlt. Die Losung ¢ moge, falls sie existiert, als analytische
Funktion von #z die Entwicklung haben:
E=c+a(z—2)talE—27)>"+" -

Innerhalb des Konvergenzkreises dieser Reihe ergeben sich, indem
wir rechts gliedweise differenzieren, sofort die Reihenentwicklungen fiir
gg und % Die letztere Entwicklung muf (vgl S. 14) identisch sein
mit derjenigen Entwicklung, welche man aus der rechten Seite von (1)
durch Eintragen der Reihen und Umordnung nach ansteigenden Po-

1) Siehe L. Fuchs, ,,Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen*, Journ.
f. Math., Bd. 66 (1866) und Bd. 68 (1868). Eine umfassende Darstellung der Theorie
der linearen Differentialgleichungen nter Ordnung gab L. Schlesinger, ,Hand-
buch der Theorie der linearen Differentialgleichungen®, zwei Binde (Leipzig 1895
und 1898).
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1. 7
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tenzen von (2 — z,) gewinnt. Dies ist aber stets und nur dann der
Fall, wenn die Gleichung:
(2) (72 + 2)(" + 1)cn+2 = CObn + clbn—l +-- 4 cnbO
+aa, +26a, +3¢a, o+ -+ (n+1)c, 10,

fiir alle Indizes » =0,1,2,... gilt. Wihrend demnach ¢, und ¢, un-
bestimmt bleiben, berechnen sich aus der Rekursionsformel (2) alle
weiteren Koeffizienten ¢, ¢;, ... in der Gestalt:

G Cu = G0 + 6,1,

wo die ¢, und ¢, bestimmte rationale ganze Ausdriicke in den Koeffi-
zienten @, und b, sind; dabei sind, was man beachten wolle, in diesen
ganzen rationalen Ausdriicken nur Pluszeichen enthalten.

Um nun die Konvergenz der fiir { angesetzten Reihe zu ertrtern,
wihle man z beliebig, aber fest im Innern des Kreises vom Radius R
um g, und bestimme ferner eine positive Zahl » aus dem Intervall:

(4) |z —2z,| <r<R.

Dann konnen wir (vgl. 8. 16) eine bestimmte endliche Zahl M an-
geben, so daB lings der Peripherie des Kreises vom Radius » um g,
die Ungleichungen |/;(2) | << M und |fy(2)| <M zutreffen. M soll
auBerdem jedenfalls der Bedingung:

() Mr>2

gentigen. Wie S. 50 ergibt sich fiir die absoluten Betrige der Koeffi-
zienten in den fiir f;(¢) und f,(¢) angegebenen Reihen:

M M
[a‘k:‘<ﬁ7 lbk}<'7-_k'

Wenn wir demnach die simtlichen Koeffizienten a, und b, durch My ~* er-
setzen, auBerdem aber |¢,| und |¢, | an Stelle von ¢, und ¢, treten lassen,
so wird zufolge der angegebenen Bauart der ¢, ¢, in den a,b, jeden-
falls | ¢, | vergroBert. Ist die Reihe fiir { auch nach dieser VergroBe-
rung der Betrige | ¢, | konvergent, so konvergiert sicher auch die ur-
spriingliche Reihe ¢, + ¢,(# — 2,) + - - - im ausgewdhlten Punkte 2.

Nun kommt aber der vollzogene Ersatz der a,, b, einfach darauf
hinaus, daB wir die bisherigen f;(#), f,(¢) zugleich durch die Funktion:

M
| E=A
.

ersetzen, oder daB wir an Stelle der Differentialgleichung (1) die fol-
gende treten lassen:

() e ()

)
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Hier kann man entweder aus den dieser Gleichung zugehérigen Re-
lationen (2) oder auch durch direktes Operieren mit dieser Differential-
gleichung die Rekursionsformel in die einfachere Gestalt kleiden:

(n+2)(n+1ec,,,— @+ 1) nCL:l = M(m + Ve, ,, + ¢,),

aus welcher sich weiter ergibt:
2 n-4+ Mr Mr?
e BT I )

Die im vorliegenden Falle fiir » > 2 eintretenden ¢, und ¢, sind
durchweg reell und positiv. Ersetzen wir somit die noch frei wihlbaren
¢y ¢, durch ibre absoluten Betriige, so werden zufolge (3) die Be-
trige | ¢, | nicht verkleinert. Es ist also ausreichend, wenn wir fiir
positive ¢, ¢, die Konvergenz zeigen. Dann aber werden alle ¢, posi-
tiv, und es ergibt sich aus der letzten Gleichung mit Riicksicht auf
(5) fir alle n=0,1,2,...:

Coy ot > Cpyt
Somit ist auch ¢, 7 > ¢, firalle n =1,2,3,-.-, so dal wir wieder
aus der letzten Gleichung fiir n = 1,2,3,-.. die Folgerung ziehen:
n -+ Mr Mr? ) .

2
ot <o (S5 GraeTe
Man schreibe diese Ungleichung um in die Gestalt:

cn+2(z_'zo)n+2‘ _lz—z,| m+ Mr Mr?
cn+1(z—-zo)“+1,\ r M( n—+42 + (n+2)(n jf-ﬂi))

und beachte, dal der Klammerausdruck rechter Hand sich fiir lim % = oo
dem Grenzwerte 1 nihert. Der links stehende Quotient zweier aufein-
ander folgender Reihenglieder nihert sich somit fir lm # = co zu-
folge (4), absolut genommen, einem unterhalb 1 gelegenen Grenzwerte,
womit die Konvergenz der fiir { angesetzten Reihe im Punkte 2 bewiesen ist.

Es ist hiermit bewiesen, daB die fiir die Losung ¢ der Differential-
gleichung (1) angesetzte Reihe in der Umgebung von z, mindestens
ebensoweit konvergiert, als die fiir £,(#) und f;(2) geltenden Reihen
zugleich konvergent sind. Wir erhalten also in ¢, und zwar fiir jede
Auswahl von ¢, und ¢, eine Losung von (1); und andererseits ist hier-
mit jede analytische Losung von (1) in der Umgebung von z, gewonnen,
da ja fiir jede Reihe ¢, + ¢,(¢# — 2,) + - - -, welche die Gleichung (1)
identisch befriedigt, die Relation (3) gilt. :

Den besonderen Auswahlen ¢, =1, ¢ =0 und sodann ¢, =0,
¢, = 1 entsprechen zwei partikuléire Losungen:

(6) [G=1+x46l—2g)+agl—2)]"+
I§2=*+(z—zo)+c’2’(z—zo)2+...,
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wobei in der ersten Reihe das lineare Glied und in der zweiten das
Absolutglied fehlt, was beide Male durch einen Stern angedeutet ist.
Schreiben wir statt der bisherigen ¢,, ¢, fortan a und b, so ist folgen-
der Satz gewonnen: Die Differentialgleichung (1) besitzt in der Um-
gebung?) jeder Stelle z,, in der fi(2) und f3(2) diberall analytisch sind,
Losungen &, welche ebenda gleichfalls iberall analytisch sind; dabei 16t
sich jede dieser Losungen in den beiden partiluliren Losungen (6) mittels
zweier Konstanten a, b in der Gestalt:

(M ¢ =af, + bg,
darstellen, wie auch umgekehrt fiir jede Auswahl endlicher Konstanten a, b
i (71) eine Liosung vorliegt.

Soll die Summe (af, + b¢,) als Funktion von # mit O identisch
sein, so mufl in der Reihenentwicklung derselben der Koeffizient jedes
Gliedes gleich O sein, so daB zufolge (6) insbesondere @ =0, b =10
zutreffen muB. Die Losungen §;, ¢, sollen in dem Sinne voneinander
Hlinear -unabhingig heifen, als hiernach eine Gleichung a«§ + 0§ =0
mit nicht zugleich verschwindenden a, b nicht identisch bestehen kann.
Greifen wir nun (immer in der Umgebung von z,) irgend zwei Lo-
sungen:
®) L=t +85, L=vh+05
auf, so gilt identisch:

@+ VG = (e + VPG + @B+ V)G

Man folgert hieraus leicht: Ist die Determinante («0 — By) der Koeffi-
zienten in (8) von O verschieden, so sind §;, §, linear-unabhingig; wnd
wenn &, & lincar-unabhingig sind, so ist wmgekelrt («d — By) von O ver-
schieden. In diesem Falle kann man die Gleichungen (8) nach ¢, &, 16sen
und also ¢, , linear und homogen in &, § darstellen. Diese Dar-
stellungen konnen wir dann auch in (7) eintragen, so daf wir in der
Umgebung von z, zur Darstellung aller Losungen in der Gestalt (T) an
Stelle der obigen §,, & irgend zwei linear-unabhingige Losungen sugrunde
legen konnen.

Indem wir jetzt iber die Umgebung von g, hinausgehen, hat es
zunichst keine Schwierigkeit, auf Grund der Uberlegungen von S. 24 ff.
ein , Feld“ F des Funktionenpaares f,(2), [;(2) zu erkliren. Man hat
hierbei einfach den ProzeB der analytischen Fortsetzung gleichzeitig auf
f1(2) und f,(#) auszuiiben und bei dem einzelnen Paare von Funktions-
elementen, sofern die beiden Konvergenzkreise verschieden sind, nur den

1) Eine ,,Umgebung“ von z, sollte nach S. 1 stets als ,Kreisfliche* des
Mittelpunktes 2z, gew#hlt werden.
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kleineren Kreis zuzulassen. Auch hat man natiirlich, falls das System
der aneinander geklebten Konvergenzkreise um singulire Punkte herum
tiber sich selbst hintibergreift, die tibereinander liegenden Teile der
Kreise nur dann zu verkleben, falls sowohl f(#) als f,(2) bei dem be-
treffenden Umlaufe zu den anfinglichen Funktionswerten zurtickkehren.

Wir wollen zuniichst auBer den ,singuldren Punkten (Polen, end-
lich-blittrigen Verzweigungspunkten'), wesentlich singuléren Punkten)
fir mindestens eine der Funktionen f(2), f;(2) auch alle Stellen oo,
welche dem Felde F etwa angehéren, als ,Randpunkte von F auffassen.
Dann ist sofort einleuchtend: In der Umgebung jedes ,Inmenpunktes” z,
von F gelten diber die Natur der Lisungen § von (1) die obigen Sitze;
irgendeine bei einer speziellen Stelle z, aufgegriffene Lisung £(2) von (1)
ist im Innern von F unbegrenzt fortsetzbar, erweist sich daselbst iberall als
analytisch und stellt bestindig eine Losung von (1) dar. Man hat nur zu
beachten, daB in der Umgebung von z, der Ausdruck:

2

e R ACE BACT:
als Funktion von # identisch verschwindet und also auch bei Fort-
setzung bestindig mit O identisch bleiben muB. Die bei Fortsetzung
auftretenden Funktionswerte ¢ stellen demnach immer wieder eine Losung
von (1) dar, miissen also die oben gewonnenen Gesetze der Losungen
befriedigen.

Die endlich-blittrigen Verzweigungspunkte und die Stellen oo
machen iibrigens keine Schwierigkeiten. Haben wir einen »-blittrigen
Verzweigungspunkt bei z, oder eine Stelle ¢ = 00?), so fithren wir als
neue Variable bzw.: .

F=(2—2z," oder 2= %
ein und rechnen in beiden Fillen®) die Gleichung (1) in die Gestalt:
2
=T g+
um, wo f,(<), f4(¢") in der Umgebung von # = O eindeutig sind. Hier
ist dann einfach zu priifen, ob f,(2) und f,(¢") bei 2'= 0 beide ana-
lytisch sind, oder ob mindestens eine dieser Funktionen daselbst einen

1) Findet man bei der analytischen Fortsetzung Koinzidenz eines v -blitt-
rigen Verzweigungspunktes von f;(¢) mit einem w,-blittrigen von £, (z), so hat F
daselbst einen »-blattrigen Verzweigungspunkt, unter » das kleinste gemeinschaft-
liche Vielfache von », und », verstanden.

2) Letztere Stelle nach der eben gegebenen Bestimmung als isolierten Rand-
punkt von F.

8) Natiirlich darf auch wieder ein »-blittriger Verzweigungspunkt bei z = 0o
liegen, wo man dann (2 — 2,) durch 2! zu ersetzen hat.
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Pol oder, was im Falle eines Punktes 2z = oo ja zuniichst nicht aus-
geschlossen ist, einen wesentlich singuldren Punkt hat. Im zweiten
und dritten Falle rechnen wir die betrachtete Stelle den Polen bzw.
wesentlich singuliren Stellen des Funktionenpaares f;(2), f3(¢) zu und
erkldiren nunmehr als ,singuliire Stellen® der Differentialgleichung (1) die ge-
samten Pole und wesentlich singuliiren Punkte des Funktionenpaars f,(2), f,(2).

Ehe wir auf die Untersuchung dieser singuléren Stellen niher ein-
gehen, ist iiber die Vieldeutigkeit der Losungen ¢ im Felde F eine
grundlegende Betrachtung auszufiihren. In der Umgebung einer nicht-
singuldren Stelle seien ¢, §, zwei linear-unabhiingige Losungen und ¢
irgendeine Losung von (1). Man beschreibe von 2, eine im Felde F
geschlossene Bahn C bis ¢, zuriick und setze § iiber C fort. Ist es
moglich, C stetig und ohne Zerreiflen auf einen Punkt zusammenzu-
ziehen, ohne daBl die Bahn C hierbei iiber eine singuldre Stelle von (1) hin-
weggezogen wird, so kehrt ¢ lings C notwendig zu seinen Anfangs-
werten zuriick. Ist diese Zusammenziehung von C mnicht méglich, so
konnen wir nur folgern, daB die Fortsetzung von ¢ iiber C hin am
Schlusse wieder zu einer Losung ¢ von (1) fiir die Umgebung von z,
hinfithrt, wo sich alsdann ¢ wieder linear und homogen in den g, &,
darstellt.

Wenden wir dieses Ergebnis inshesondere auf { und g, selbst an,
s0 mogen wir am Schlusse zu:

(9) §;=“§1+ﬂ§27 C;=7§1+6§2

gelangen. Diese Losungen ¢, {, miissen dann wieder linear-unabhingig
sein, da eine am Schlusse identisch bestehende Gleichung a§ + b&, =0
auch schon zu Anfang bestehen miiite. Wir gelangen demnach zu fol-
gendem grundlegenden, die Vieldeutigkeit der Losungen { im Felde F
regelnden Satze: Ein System linear-unabhdngiger Losungen &, &, geht bei
Fortseteung iiber einen im Felde F geschlossenen Weg C in ein System
der Gestalt (9) mit | «d — By | > 0 diber, so daf3 sich das System &, &
bei Fortsetzung iiber C, wie man sagt, linear mit nicht-verschwindender
Determinante (0 — By) substituiert; so oft C, ohne iiber singuldre Punlkte
von (1) hinweggeschoben zu werden, stetig wnd ohne Zerreiflen in F auf
einen Punkt zusammenziehbar ist, liegt die ,identische Substitution” (vgl.
S. 68) d. h. diejenige mit ¢ =0 =1, =y =0, vor.

Dieses Ergebnis erdffnet uns zugleich die Moglichkeit, Darstellungen
der Losungen § von (1) i der Umgebung eines isoliert liegenden sin-
guldiren Punkies 2, dieser Differentialgleichung zu machen, wobei man,
falls #, ein Verzweigungspunkt oder eine Stelle oo ist, zuvor die Trans-
formation auf die oben genannte Variabele 2” vornehme. C umlaufe 2,
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im positiven Sinne und sei so gewahlt, daB kein weiterer singulérer
Punkt in oder auf C liegt. Dem Umlauf entspreche die Substitu-
tion (9) eines ausgewihlten Systems linear-unabhiingiger Losungen &, &,.

Wir fragen nun, ob es eine nicht identisch verschwindende Losung

Z = A¢, + B,

geben kann, welche beim Umlauf C in sich selbst multipliziert mit
einem konstanten Faktor u iibergeht, so daB die Gleichung Z'= uZ
bestehen wiirde. Dann miifite:

Al + BG) + By + 08) = w A +uBG
identisch gelten, woraus wir, da &, {, linear-unabhiingig sind:
(10) A(e—u)+ By =0, A+ B0 —u)=0

folgern. Zwei nicht zugleich verschwindende Konstante 4, B, welche
die Gleichungen (10) befriedigen, liefern auch umgekehrt eine gewiinschte
Losung Z.

Damit nun die (leichungen (10) durch zwei nicht zugleich ver-
schwindende A4, B befriedigt werden konnen, muf-ihre Determinante
verschwinden:

(11) T y[=u2——(oc+d\)u+a6—ﬁ =0
ﬂ? 6'—'”! ’ ’ 4 '

Es gibt demnach fiir unseren singuldren Pumkt z, hiochstens zwei Fok-
toren u,, u, oder gar nur einen u, in dem Falle nimlich, daf3 die Glei-
chung (11) zusammenfallende Wurzeln hat') Man beachte noch, daB
die Faktoren u als Losungen von (11) sicher endlich und von O ver-
schieden sind.

Tragen wir nun einen aus (11) berechneten Faktor g in (10) ein,
so konnen zwei Fille eintreten. Entweder sind die linearen Gleichun-
gen (10) fiir die gesuchten A, B identisch erfiillt, oder es gibt, abgesehen
von einem gemeinsamen Faktor, den wir den A, B zusetzen diirfen,
nur ein System nichi zugleich verschwindender Losungen 4, B von (10).
Im ersten Falle ist « =0 =y, § =y =0, und es sind die 4, B will-
kiirlich wahlbar: In der Tat nehmen jetst bereits die beiden linear-um-
abhingigen Lisungen &, & bei einem Umlauf wm den singuldren Punkt z,
den Ialtor uw an, und dasselbe gilt also fiir jede Losung. Liegt dieser
Fall wicht vor, so gibt es, abgesehen von einem konstanten Faltor, den wir
der Losung szusetzen mogen, eine und nur eine Losung Z, welche bei
Umlauf um 2z, den aus (11) berechneten Faktor w annimmd.

1) Aus der Bestimmtheit der Faktoren g folgt zugleich ihre Unabhiingigkeit
von der Auswahl des Systems ¢, &, die man auch leicht durch direkte Rechnung
beweisen kann.
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Fir die in Rede stehende Losung Z konnen wir nun leicht in der
Umgebung von z, eine Darstellung angeben. Setzen wir:
log
(12) 0= 3in >’
so ist @ bis auf eine additive ganze Zahl bestimmt; wir behalten uns

eine spezielle Auswahl von ¢ vor und denken zundchst eine beliebige
Wahl getroffen. Dann ist:

e@log(z—zo) — (2 . ZQ)Q

eine in der Umgebung von z,, abgesehen von diesem Punkte selbst,
tiberall analytische Funktion, die bei dem Umlaufe um 2z, gleichfalls
den Faktor p annimmt. Somit ist Z- (2 — #,) "¢ ebendaselbst tiberall
analytisch und kehrt beim Umlaufe um 2, zu seinen Anfangswerten
zuriick. Fiir dieses Produkt gilt demnach (vgl. S. 41) eine Laurentsche
Entwicklung nach Potenzen von (2 — g,), die durch (2 — z,) bezeich-
net werde:
Z- (2 —2)7¢ = L(2 — &),

und die in der Umgebung von z,, abgesehen vielleicht!) von diesem
Punkte selbst, konvergiert.

Hat jetzt die Gleichung (11) verschiedene Wurzeln u,, u,, so mdgen
ihnen die bis auf konstante Faktoren eindeutig bestimmten Ldsungen
Z,, Zy von (1) zugehdren, welche man leicht als linear-unabhingig er-
kennt.?) Wihlen wir zwei zugehorige ¢, 0, so folgt: Sind die beiden
Wurzeln w,, uy von (11) werschieden, so gibt es zwei bis auf konstante
Faltoren bestimmte, linear-unabhingige Lisungen Z,, Zy mit den Dar-
stellungen:

(13) Zy=(2—2)0 (2 — 2), Zy=(2— 2)% (s — 2)

Sind die beiden Wurzeln g von (11) einander gleich, so setzen wir
eine erste Losung Z; mit der Darstellung:

Zy= (28— 2)0-8 (2 — 2)

an. Ist Z, eine von Z, linear-unabhingige Liosung, so tritt jetzt bei dem
Umlaufe um ¢, an Stelle von (9):

Zy =y, Zy=7pZ+ 02,

1) Es kann ja der besondere Fall eintreten, daf Q(# — z,) tiberhaupt keine
Glieder mit negativen Potenzexponenten aufweist.

2) Besteht nidmlich aZ, 4 b7, = 0 identisch, so folgt durch Ausfiihrung des
Umlaufs um 2, als wieder identisch giiltig ay, Z; + bp, Z, = 0. Durch Kombination
beider Gleichungen folgt leicht a =0, b =0.
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wo natiirlich « = p ist. Da aber die zugehorige Gleichung (11) auch
als zweite Losung wieder g haben muB, so ist auch 0 = u, und also gilt:

Zy=uly, Zy=yZ +u,
Ist nun erstlich y = 0, so haben wir den schon vorhin erwéhnten

Fall, daf8 olle Losungen beim Umlauf wm z, den Faktor w annehmen,
wo dann also Darstellungen gelten:
(14) Zi=(2—2)0 (2 —2), Zy=(1—2)° L(—4),

Ist zweitens |y | > O, so beachte man, daB die Losung Z, bis auf
einen konstanten Faktor bestimmt ist, da jetzt der eben erledigte Fall
nicht vorliegt. Nach bestimmter Auswahl von Z, mdge an Stelle der
zuerst aufgegriffenen Losung Z, die folgende:

Zy=2impy=*Z,
treten, die hernach gleich selbst wieder Z, heiBle. Offenbar gilt dann
fir den Umlauf um z;:
Z,—uZ, Z—2inul,+uly
Hieraus aber folgert man ohne Miihe, dall die Funktion:
Zy— log (# — ZO) 2y

welche in der Umgebung von ¢, abgesehen von z, selbst, iiberall ana-
lytisch ist, gegeniiber dem Umlauf um z, einfach wieder den Faktor u
annimmt und also eine Darstellung (2 — 2,)¢- &,(2 — 7,) gestattet. Jefzt
existieren zwei linear-unabhimgige Lisungen mit den Daystellungen:
(15) Zy=(2—2,)%- & (2—2,), Zy=(2—2,)¢ (&3 (6— o) +1og (s —20)- &; (¢ —2y)),
wo Zy bis auf einen konstanten Fakior eindeutig bestimmt ist und Z, nach
Auswahl von Z, insoweit unbestimmi bleibt, daf Z, durch irgendeine Li-
sung (Zy+ aZ,) ersetzbar ist.

Alle in (13)ff. zur Benutzung kommenden Laurentschen Reihen
konvergieren in der Umgebung des singuliren Punktes z,, abgesehen
vielleicht von diesem Punkte selbst.

§ 20. Ausfiithrungen iiber die hypergeometrische Differential-
gleichung.
Die vorstehenden Ausfithrungen werden spiterhin insbesondere im
Falle der ,hypergeometrischen” Differentialgleichung:

(1) s — 1) TE+ [(@+ B+ Do —p] 3 +apt=0

zur Verwendung kommen. Wir wollen hierbei unter o, §, y reelle Grd-
Ben verstehen, die weiterhin noch gewissen Beschrinkungen unterworfen
werden sollen.
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Die bisher mit f; (¢) und f;(¢) bezeichneten Funktionen sind fiir die
Differentialgleichung (1) rational und haben Pole bei 2 =0 und z= 1.
Das Feld F des Funktionenpaars ist die schlichte 2-Kugel; singuldre Punkte
der Differentialgleichung sind im Endlichen wur die Punkte 2 =0 und z =1,
denen wir nitigenfalls als dritten singuliren Punkt den noch niher zu unter-
suchenden Punkt z = oo hinzuzufiigen haben.

Um diese Untersuchung sogleich durchzufiihren, setzen wir # =}
und rechnen (1) auf die Gestalt um:

re a: ' d
@Dt [@—nf—(—a—p)|E—Fr=0
Hieraus geht zunichst hervor, daf 2= 0 und also 2z = oo ein singuldirer
Punkt unserer Differentialgleichung ist. Andererseits gewinnen wir aus
der letzten Gleichung die Kenntnis einer grundlegenden Eigenschaft der
Gleichung (1) auf folgende Art. Die auf 7 transformierte Gleichung
hat zwar nicht unmittelbar die Gestalt (1) einer hypergeometrischen
Differentialgleichung, kann aber durch die Transformation §=2¢¢
wieder auf diese Gestalt gebracht werden. Man wird nimlich durch
diese Transformation zu der Gleichung:
’ ’ d2§, ’ d{,"
FE—1)nt[Qo—r+ 27 —Qo—e—p+ 1]
+olo—y+1)—@=2=Plr_o

z

gefiihrt und erkennt sofort, daB hier wieder eine Gleichung (1) vor-

liegt, falls ¢ entweder = &« oder = f gesetzt wird. Im ersten Falle
treten an Stelle der «, 8, y die GroBen:

2) “=a, fl=a—yp+1, y=a—p+1,
im zweiten Falle aber:
) «=f—y+1, =4, ¥Y=—e+p+1

Das gewonnene Ergebnis liBt sich noch in eine wesentlich ein-
fachere Gestalt kleiden, wenn wir statt der «, 8, y drei neue Grofen
A, u, v einfithren, welche mit den «, 8,  durch:

@){1=1—7,u=7~u—ﬁ,v=ﬁ—%
emd(l—i—p—v), f=}(l—i—u+r), y=1-1
zusammenhingen. Die Transformationen (2) und (3) der «, 8, y nehmen
némlich, auf i, u, » umgerechnet, die einfachen Gestalten an:

V=uv, wo=g, v =1,

V=—w, u=u, v =—2.
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Bezeichnen wir die linke Seite der Differentialgleichung (1) durch das
Symbol D(§, 2; 4, u, v), so erweist sich dieser Ausdruck D als invariant
gegeniiber jeder der beiden Transformationen:
(5> =2, =277 V=v, p =y, v'=1,
(6) §=68 =2 V=—wv, g=u, vV=—1,
da D'=D(E, 2 ¥, u, ") bis auf die Faktoren 2%~ bzw. 2°~2 gleich D 1st:
D' =z=%D bzw. D =z-2D.
Setzt man ferner { =¢, 2=1—2¢ in (1) ein, so folgt:
2
S = D@t B+ 17 — (@t B -y +1)] 5 + Y =0,
womit wieder eine Gleichung (1), nimlich diejenige mit:
o =a, =B, Y=a+f—p+1

gewonnen ist. Fiir die 4, y, v liefern diese Gleichungen: 1" =y, u’ = 1,
v =, so daf3 D invariant ist auch gegewiiber der Transformation:
) ¢=¢, =1—2z, V=upn, =24, v =0

Es ist nun ein einfacher, aber wichtiger Grundsatz, daBl, wenn
man zwei Transformationen, die beide D (von Faktoren abgesehen) in
sich iiberfiihren, hintereinander ausiibt, hierdurch eine aus jenen zu-
sammengesetzte dritte Transformation entsteht, gegeniiber der D in
gleichem Sinne invariant sein muB. Wir wenden dies Prinzip zuniichst
nur auf die Transformationen (5) und (7) an, kombinieren die ent-
springenden Transformationen aber sowohl unter sich als auch wieder
mit (5) und (7). Es zeigt sich, daf wir von (5) und (7) aus auf diese
Weise insgesamt nur zu sechs verschiedenen Transformationen, die jiden-
tische* Tramsformation § =§, & =z, A’ = 1, ... mitgerechnet, hingelangen,
die wir in leicht verstindlicher Weise tabellarisch susammenstellen:

¢ 2 A | 7 v

§ 1—2 @u A | v

2%¢ ) ,,:, v w A
B z%§ ?;‘1 w v A
(I —2)*¢ i{—z— vo| A
(1-— Z)"‘g el BV B
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Hier ist an erster Stelle die identische Transformation genannt, an
zweiter die Transformation (7) und an dritter Stelle die Transformation (5).
Die vierte Transformation entsteht, wenn wir zunéchst die dritte und auf
die transformierten GroBen sodann die zweite Transformation ausiiben.
Beginnen wir mit der zweiten Transformation und iiben sodann die dritte
aus, so folgt die fiinfte. Endlich ergibt sich die sechste Transformation
etwa durch Kombination der fiinften und der zweiten. Man tiberzeugt sich
leicht durch direkte Rechnung, daB irgend zwei unter den sechs Transfor-
mationen kombiniert immer wieder eine unter diesen Transformationen
liefern. Man sagt, um dieses Sachverhéltnis zum Ausdruck zu bringen, sie
bilden eine ,,Gruppe” von sechs zusammengehirigen Transformationen, nennt
die Anzahl sechs der Transformationen die ,,Ordnung® der Gruppe und be-
zeichnet diese durch das Symbol G;. Kehren wir die einzelne Transformation
um, so entsteht die zur ihr ,inverse® Transformation. Man stellt ohne Miihe
fest, daB (auBer der identischen) die zweite, dritte und sechste Transfor-
mation je sich selbst invers sind, daB aber die vierte und fiinfte zuein-
ander invers sind. Man sagt auch, die zweite, dritte und sechste Trans-
formation seien von der Periode zwei, insofern zweimalige Ausfiihrung
einer dieser Transformationen die identische Transformation erzeugt.
Die vierte und fiinfte Transformation haben im gleichen Sinne die
Periode dreit)

Kombinieren wir nunmehr die Transformationen (5) und (6), so
ergibt sich als neue Transformation, gegeniiber welcher D) wieder in-
variant ist:

(8) §=2%, =2, ¥=—1, p=p, vV=—uw
Demnichst wolle man die zweite Transformation der Gg,hierauf(8) und dann
nochmals die zweite Transformation der G ausiiben, wodurch man erhalt:
§,=(1_Z)-'a§7 i=az, }”,“__;“7 W=—p, v=—uw
Endlich kombiniere man diese Transformation mit (8). Wir stellen die

1) Die G, des Textes ist, wie man sieht, vom Standpunkte der abstrakten
Gruppentheorie (die nur auf die ,,Struktur** der Gruppen achtet und die besondere
Darstellungsform derselben als unwesentlich ‘betrachtet) einfach mit der Gruppe
der sechs Permutationen von drei Dingen (hier entweder die drei Grofien 1, u, »
oder, wenn man will, die drei singuliiren Punkte # =0, 1, «) identisch. FafBt man
die G in der Gestalt der sechs linearen Substitutionen:

, , 1 , z—1 , 1 , z

Y=z, #=1—2z, d=— 7 L P=r= g Fey o

80 gelangt man zu der in der ,Theorie der reguliren Korper* oder in der , Theorie
der Gruppen linearer Substitutionen einer Variablen* wohlbekannten ,,Dieder-
gruppe Gy; siehe dariiber Klein, ,,Vorlesungen iiber das Ikosaeder*, (Leipzig,
1884) S. 9 und 36 oder ,,Modulfunktionen* Bd. 1 §. 15. Ubrigens kommen wir im
nichsten Kapitel (S. 126 ff) auf die fraglichen Gruppen ausfiihrlich zuriick.
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drei so gewonnenen Transformationen, unter Hinzunahme der iden-
tischen Transformation, wieder tabellarisch zusammen:

§ ‘ ) w | v

xN

Z=*¢ 2 l—4 u |—v

I—2)y® g |2, 4 |—p —v

71 —2)"¢ | 2 —}I—ui v

Diese vier Transformationen bilden fiir sich eine ,,Gruppe G, der Ordnung
vier, wie man leicht zeigi.)

Man kombiniere schlieflich die vier Transformationen der G, ein-
zeln mit den sechs der Gy und gelangt so zu 24 verschiedenen Trans-
formationen mit einem (wenigstens was die #, 1, u, v angeht) unmittel-
bar iibersehbaren Bildungsgesetze. Diese 24 Tramsformationen bilden
wiederum eine Gruppe G,, der Ordnung 24, welche die besonderen Trans-
formationen (5), (6) und (7) enthdilt; von diesen letsteren aus gelamgen wir
also insgesamt zu 24 verschiedenen Transformationen, welche die linke Seite
der hypergeometrischen Differentialgleichung (1) bis auf einen Faktor in sich
diberfiihren.?)

Die vorstehenden Betrachtungen sind fiir die Losungen der Diffe-
rentialgleichung (1) in den Umgebungen der singuliren Stellen wichtig.
Die hierbei eintretenden Entwicklungen griinden sich auf folgende Tat-
sache: Man kann zundchst fir die Umgebung des singuldren Punktes
2 =20, falls y weder gleich O noch gleich einer negativen ganzen Zohl ist,
eine bis auf eimen konstanten I'aktor eindeutig bestimmte Liosung der
Differentialgleichung (1) angeben, welche auch im singuldren Punkt & =0
selbst analytisch bleibt. Trigt man ndmlich

E=c + o+t + -

in die Gleichung (1) ein, so ist fiir das identische Bestehen dieser Glei-
chung in #, die Konvergenz der Reihe vorausgesetzt, die fiir alle In-
dizes n =0, 1, 2, ... giiltige Gleichung:

(c+n) B+

®) St T A GG+

1) Es handelt sich hier im Sinne der abstrakten Gruppentheorie um dieselbe
Gruppe, welche in der ,,Theorie der Gruppen linearer Substitutionen einer Varia-
blen,, als ,, Vierergruppe® auftritt; vgl. die Nachweise der letzten Note.

2) Diese G,, ist im Sinne der abstrakten Gruppentheorie identisch mit der
Gruppe der 24 Permutationen von vier Dingen; in der ,Theorie der reguliren
Korper* tritt die G,, als ,,Oktaedergruppe” auf (vgl. vorletzte Note).



110 Einleitung: Sdtze iiber analytische Funktion

hinreichend und notwendig. Dies fiihrt auf:

o- ole41)- 1) a(e41) (a4 2). 1 2
A s = L]
wo in der Klammer die wohlbekannte Gestalt der ,hypergeometrischen®
Reihe gewonnen ist, nach welcher auch die Differentialgleichung (1)
ihren Namen trigt. Fiir diese Reihe hat GauB?) die abkiirzende Be-
zeichnung F'(e, 8, p; 2) eingefithrt; wir wollen entsprechend dieser
Schreibweise «, B, p, 2z als ,erstes, ,zweites usw. ,Argument von F
bezeichnen. Das dritte Argument p darf, wie schon bemerkt, weder
gleich 0, noch gleich einer negativen ganzen Zahl sein, da ja sonst in
den Koeffizienten unserer Reihe von einer gewissen Stelle an der Fak-
tor 0 im Nenner auftreten wiirde.?) Da iibrigens aus (9) offenbar

cn+1

lim =1 folgt, so ist die Reihe fiir | 2| <1 konvergent und fiir

n=w €,
| 2| > 1 divergent, sofern sie nicht dadurch, daf eine der Grofen o, 8
mit einer unterhalb 1 gelegenen ganzen Zahl gleich ist, bei einem ge-
wissen endlichen Gliede abbricht®): Die unter der genanmnten beschrinken-
den Voraussetzung betreffs des dritten Argumentes y anzusetzende hyper-
geometrische Reihe:
(10)  F(e, B, 7; Z)=1+f.fz+g<—f.i;%(?i%ﬂzg+'“
hat, falls sie siberhaupt eine ,unendliche” Reihe ist, den Konvergenzradius
R=1.

Setzt man ¢, = 1, so ist:

(11) E=F(a B, 7;2)

eine erste Losung der Differentialgleichung (1) in der Umgebung der
singuldren Stelle z = 0, aus welcher die allgemeinste in diesem Punkte

1) In der fiir die hypergeometrische Reihe und Differentialgleichung grund-
legenden Arbeit ,,Disquisitiones generales circa seriem infinitam 1 - ‘;—.fx + -

Gottinger Abhandl. von 1813 oder Gauf’ Werke, Bd. 3, S. 123.

2) Man muf in diesem Falle (worauf wir unten zuriickkommen werden) die
Anfangskoeffizienten ¢, ¢;, . . . bis c_, gleich 0 setzen, ¢, aber gleich 1 wihlen.
Die sich ergebende Losung ist wieder im singulidren Punkte z = 0 analytisch und
besitzt dortselbst einen Nullpunkt der Ordnung 1 — 4.

8) Ist etwa « eine mnegative ganze Zahl, so ist offenbar F (e, f, ¥; 2)
eine ganze rationale Funktion des Grades — «. Der Fall « = 0 ist elementar,
insofern man in diesem Falle als allgemeine Losung der Differentialgleichung (1)
findet:

¢=Afz-7(1 —z)—F+r-1ds + B,

unter 4 und B Konstante verstanden.
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analytisch bleibende Losung durch Zusatz eines Faktors ¢, herstell-
bar ist.

Man gehe nun auf die obigen 24 Transformationen unserer Diffe-
rentialgleichung (1) zuriick. Die einzelne derselben hat, was ¢ an-
langt, die Gestalt {' = s™(1 — ¢)"¢. Ist die Gleichung D = O fiir ¢ iden-
tisch erfiillt, so wird, da D’ bis auf einen Faktor gleich D ist, { eine
Losung der transformierten Gleichung I = O sein; und umgekehrt er-
gibt jede Losung ¢ dieser Gleichung in { = #~™(1 — #)~"{ eine solche
der urspriinglichen. Indem wir nun nach (11) fir ¢ die Losung
F(d, B, 5 &) eintragen, gewinnen wir fir die Differentialgleichung (1)
einen Ansatz von 24 sundchst formal verschiedenen Lisungen:

(12) {=a"(1—2a)" - F(d, B, 4),
wobei die Losung (11) selbst, der identischen Transformation der Gy
entsprechend, mitgezahlt ist.

Was die Konvergenz der einzelnen dieser Reihen angeht, sofern
dieselbe eine unendliche Reihe ist und auch nicht etwa dadurch, daff
eine der Gleichungen p'=0,—1,—2, ... zutrifft, unbrauchbar wird, so ist das
Innere des Konvergenzkreises stets durch |z |<<1 gegeben. Je nachdem

’ , , 1 r &2 —1 , 1 , z
=2, d=l—z d=2, d="", =y, /=777
ist, wird man in jedem Falle den Konvergenzkreis in der z-Ebene
leicht feststellen. Der einzelne singulire Punkt liegt dabei je in zweien
unter diesen sechs Konvergenzkreisen, so daf von den 24 in Ansate ge-
brachten Losungen (12) sich je 8 auf die Umgebung des einzelnen unter
den dret singuldren Punkten beziehen. Z. B. erhalten wir fiir die Um-
gebung von 2z =0 vier Reihen nach Potenzen von z und vier solche
nach Potenzen von z—é“i" wobei das Innere des ,Konvergenzkreises“
fiir die letzten vier Reihen von allen den Werten 2z geliefert wird, die

einen reellen Bestandteil < 1 besitzen.

Da die drei singuliren Punkte bei den Transformationen der Glei-
chung (1) in sich ausgetauscht werden, so iibertragen sich die fiir
einen einzelnen unter den drei Punkten gemachten Ausfiihrungen eben
durch jene Transformationen auf die beiden anderen Punkte. Es ist
demnach ausreichend, wenn wir ausfiihrlich nur etwa den Punkt 2 =0
betrachten. Die acht zum singuliren Punkte # = 0 gehorenden An-
sitze (12) sind die folgenden:

F(e, B, v52),
ATFB—y+1,e—p+1,2—7p;52),
(L—2) " F(—a+ty, —B+7, 7 2),

Zl_y(l _z>—a—‘8+yF(_ﬁ+ 1; —a+ 17 2 — 7‘; 5)7
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—a _ L
(1—2) F(“’ B+ 773_1);
- z
(I—2) ‘RF(—“‘F% B, 7; ;:z);

21‘7(1—2)“’+"‘F(~ﬁ+ Le—y+1,2—y; ~éi),

4

Zl—y(l —z>—[5’+7’—1F(ﬁ —7+1, —a+1,2—yp; TZ_—I> :

Diese acht Ansitze sind aber nur formal alle voneinander ver-
schieden. Da némlich der dritte, ebenso wie der fiinfte und sechste
Angatz, zu einer Potenzreihe mit dem Anfangsgliede 1 fiihrt, so er-
geben diese drei Ansitze einfach F'(e, 8, p; 2) wieder, was man auch
leicht durch Ausrechnung einiger Reihenglieder bestiitigt findet. Ebenso
filhren die vier restierenden Ansitze (sofern dieselben brauchbar sind)
zu einer und derselben Losung. Wir kommen somit auf die beiden
nunmehr durch:

(13) 'Zl =F(“7 B, 7s Z)}
{Z2-=.2'1“VF(ﬁ—y+1, e—y+1,2—yp;2)

zu bezeichnenden Ldsungen zuriick.

Ist nun erstlich y keine ganze Zahl so haben wir in Z,, Z, die
beiden Losungen (13) S. 104 der allgemeinen Theorie gewonnen: Ist y
nicht ganzzahlig, so liefern die in (13) dargestellten Z,, Z, fir die Um-
gebung des singuldren Punktes z =0 zwei linear-unabhingige Liosungen,
die iibrigens durch ihre Figenschaften, daf3 die Anfongsglieder der Po-
fenzrethen 1 baw. 22~V sind, eindeutig bestimmt sind.

Ist zweitens y ganzzahlig, so haben wir zu unterscheiden, ob y <1,
=1 oder > 1 ist. Im ersten Falle bleibt nur die Losung Z, brauch-
bar und zeigt, daf wir in diesem oben ausgeschlossenen Falle') eine im
Punkte 2 =0 analytisch bleibende Lisung mit einem daselbst gelegenen
Nullpunkle der Ordnumg (1 — p) haben. Ist p =1, so liefern die bei-
den Reihen (13) ein und dieselbe Lésung, da F(e, 8, y;2) im ersten
und zweiten Argumente symmetrisch ist. Im dritten Falle, y > 1, wird
die zweite Reihe (13) unbrauchbar, und es verbleibt nur die Ldsung
F(e, B, 75 2).

In allen diesen Fillen kann man sich eine zweite Losung ver-
mittelst einer Methode verschaffen, nach der man bei jeder linearen
homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung aus einer ersten parti-
kuldren Losung mittelst zweier Quadraturen die allgemeine Losung fin-

1) Siehe jedoch die zweite Note S. 110.
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det. Ist nimlich Z, eine erste partikulire Losung der Gleichung (1)
S. 97 und { irgendeine Lﬁsung derselben, so gilt:

dz~ (¢ ) +f2(z)§,

@ %412,

Durch Elimination von f,(#) folgt:
d ag d Z,
HA RO R AOICA RS O
so daB es gelingt, den hier links und rechts in der Klammer auftreten-
den Ausdruck durch eine erste Quadratur zu berechnen; man findet:

A _ o4z, _ 4 [r(as
Zlﬁ—g az =Ade 5

unter 4 eine Konstante verstanden. Aus dieser Gleichung aber folgt
sofort weiter:

ddz() AZT eff‘(’)d’

so daB wir mittelst einer zweiten Quadratur die allgemeine Lésung ¢ in
der Gestalt gewinnen:

¢= A7, [(27%9")as + B2,

unter B eine zweite Konstante verstanden.
Im Falle der hypergeometrischen Differentialgleichung liefert diese
Methode die allgemeine Losung:

§=AZ, [(er(l—ae-#+1=1 2% dz + BZ,.

Wir wollen diese Gleichung in dem unten allein in Betracht kommen-
den Falle y =1 noch weiter verfolgen, indem wir unter Z, die Losung
F(e, B, 1; 2) verstehen; auch wollen wir 4 =1, B = 0 setzen, was die
besondere Losung:

Zy= 27, [ U — e P ;%) de

liefert. Der Ausdruck in der Klammer gestattet eine Reihenentwick-
lung, deren erstes Glied z~! ist und die iibrigens jedenfalls in der Um-
gebung von 2= 0 konvergiert, da Z, hier analytisch ist und den
Wert 1 hat. Die Integration und Multiplikation des Integrales mit
Z, = F(e, B, 15 2) ergibt fiir Z, eine Darstellung der Gestalt:

Zy = Py(2) + logz- B, (2),

wo P, (2) einfach unsere hypergeometrische Reihe F(e, f, 1;2) ist und
die Reihe P,(2), insofern wir die Konstante B = O setzen wollten, das
Fricke: Elliptische Funktionen. Bd. 1 8
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Absolutglied 0 hat. Die hiermit gewonnene Darstellung von Z, ordnet
sich dem allgemeinen Ansatze (15) S. 105 unter, so daB die damaligen
Aussagen fiir die hier betrachtete Losung gelten. Insbesondere wird
auch P,(2) fir 2| <1 konvergent sein; im iibrigen sind die hier vor-
liegenden B, (2), B,(2) eindeutig bestimmt, B, (2) als hypergeometrische
Reihe F(e, B, 15 2) und Py(2) durch die Forderung des verschwindenden
Absolutgliedes.

Ubrigens ist es nicht schwer, die Reihe $,(¢) explizite anzugeben.
Schreiben wir:

Be)=cq+art+ad+-, Bp@)=¢ +a's+6'8+
so ist ¢g=1, ¢/ =0 und die erste Reihe ist die hypergeometrische
mit y = 1, so daB sich aus (9):
(14> gﬁ; (e _}i" — 1) (ﬁ “+n —_1)
ergibt. Trégt man nun in die Gleichung (1) die Losung Z, ein, ent-
wickelt nach Potenzen von # und setzt den Koeffizienten von 27
gleich 0, so ergibt sich eine Rekursionsformel zur Berechnung der ¢,
welche man unter Benutzung von (14) leicht auf die Gestalt bringt:

c, 2
Ci=:i+a+n—1+ﬁ+n—l n?

giltig fir n =1,2,3,...") Auf Grund der bekannten Ausdriicke fiir
die Koeffizienten ¢,, ¢, ¢y, ... sowie der Festsetzung ¢, =0 bestimmen
sich jetzt leicht alle weiteren Koeffizienten ¢, ¢, ..., und man wird
fiir PB,(2) auf folgende, fortan durch das Symbol F,(e, f;2) zu be-
zeichnende Reihe gefﬁhrt'

(18) FyleyB52) =14 (5 +5—1)

a(e+1)-f(B+1)

T 1ere ( +a+1+(3+ﬁ+1_?~‘)'22
ale++1)(e+2)-FE+1)(E+2) 1

+ 1.2.3.1-2.3 (E"' +a—{—2+ﬁ+ﬂ+1+ﬁ—}—2

2 2 3
_T_?_E)Z +eey

1) Wenn eine der Grofen «, f8, etwa die erste, ganzzahlig und << 0 ist und
damit F'(«, $,1; ) eine rationale ganze Funktion des Grades — « darstellt, so ist
die Rekursionsformel des Textes nur fiir die Indizes » < — « zu benutzen. Fir
n=1—a und % >1—« sind alsdann die folgenden Rekursionsformeln zu be-
nutzen:

(etn—DE+n—1
ne n—1

I—a)e_=B—a)e,, ¢=

Die im Texte sogleich anzugebende Reihe F| (a, ;%) verliert in diesem Falle, wie
man leicht nachweisen wird, ihre Giiltigkeit nicht.
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die, wie schon hervorgehoben wurde, fiir |2/ <1 konvergiert. Wir
merken als Ergebnis an: Ist y = 1, so besitzen wir in:

(16) {Z1=F<“) B, 1;5),

Zy = Fy(e, B3 2) + logz- F(e, B, 1; 2)

ein System linear-unabhingiger Liosungen der hypergeometrischen Diffe-
rentialgleichung (1).

Zur Vorbereitung der spiteren Anwendungen wollen wir fiir jeden
der beiden anderen singuliren Punkte ein Paar von Losungen der
Differentialgleichung (1) zusammenstellen, die sich jetzt unmittelbar
durch je zwei geeignet ausgewihlte unter unseren 24 Transformationen
ergeben. Fiir 2 =1 nehmen wir an, daf3 das hierbei in Detracht kom-
mende dritte Argument y' =« + f—yp + 1 nicht ganzzahlig sei, und
haben dann fiir die Umgebung des singuldren Punkies z =1 als linear-
unabhdngige Losungen:

17 Zy=F(e,pe+p—y+1; 1—2),

( )%=%1—@”””ka+ﬁa~ﬂ+w,—a—ﬁ+7+h1—@,
wo iibrigens, wie wir doch noch hinzusetzen wollen, die hier mit Z,
Z, bezeichneten Losungen keineswegs die Fortsetzungen der oben bei
2 =0 so bezeichneten Losungen zu sein brauchen. Fiir den dritten
singuldren Punkt # = oo kommt unten gerade der Fall in Betracht, daB
nach Ausfithrung der Transformation das dritte Argument ' =a¢— g+ 1
gleich 1 ist, was =« zur Folge hat. Fiir die transformierte Glei-
chung miissen wir jetzt ein Losungssystem in der Gestalt (16) an-
setzen. Die einfache Zwischenrechnung liefert das Ergebnis: Ist =g,
so hat man fir die Umgebung des singuldren Pumktes z = oo ein Sy-
stem linear-unabhingiger Lisungen der hypergeometrischen Differential-
gleichung in der Gestalt:

Zy =z"“F(a,a—y+1, 1;%),
(18)
Z, =z"“(F1(¢x,a——y+1; %)~logz-F(a,u—y—}— 1, 1; 2))

Hiermit sind alle Vorbereitungen getroffen, deren wir zur Behand-
lung der Theorie der elliptischen Funktionen bediirfen.

8*
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