Kapitel 2
Zustandsbeschreibung linearer
verteilt-parametrischer Systeme

In diesem Kapitel sind die wesentlichen systemtheoretischen Grundlagen zur
Beschreibung von linearen verteilt-parametrischen Systemen im Zustands-
raum zusammengestellt. Die Auswahl orientiert sich dabei an den im weiteren
Verlauf des Buches vorgestellten Methoden zum Steuerungs- und Regelungs-
entwurf, weshalb kein Anspruch auf Vollstdndigkeit besteht. Eine umfassende
Darstellung der Zustandsbeschreibung unendlich-dimensionaler Systeme fin-
det man im Standardwerk [14], das in diesem Buch auch als Referenz fiir funk-
tionalanalytische Grundlagen dient. Die Struktureigenschaften Steuerbarkeit
und Beobachtbarkeit sind in dieser Zusammenfassung nicht aufgenommen,
sondern werden erst in den nachfolgenden Kapiteln als Voraussetzungen fiir
die Anwendung der Entwurfsverfahren eingefiihrt.

Zu Beginn des Kapitels wird zunéchst die Problematik bei der Beschrei-
bung verteilt-parametrischer Systeme im Zustandsraum anhand eines einfa-
chen Wirmeleiters aufgezeigt. Diese Betrachtungen dienen als Motivation fiir
die bei verteilt-parametrischen Systemen umfangreicheren Begriffsbildungen
sowie fiir den mathematischen Aufwand, der nétig ist, um zu einer fundier-
ten Systembeschreibung fiir den Steuerungs- und Regelungsentwurf zu kom-
men. Dariiber hinaus wird im weiteren Verlauf des Buches dieses einfache
Beispielsystem verwendet, um die eingefiihrten Entwurfsverfahren méglichst
anschaulich darstellen zu kénnen.

Der darauf folgende Abschnitt fiihrt die Riesz-Spektralsysteme ein, mit
denen sich viele lineare verteilt-parametrische Systeme im Zustandsraum
beschreiben lassen. Diese Systeme zeichnen sich insbesonders dadurch aus,
dass sich ihre Eigenschaften unter Verwendung von Eigenwerten und Ei-
genvektoren analysieren lassen. Da bei diesen Systemen ein verteilter Ein-
griff angenommen wird, stimmen ihre Zustandsgleichungen formal mit denen
konzentriert-parametrischer Systeme iiberein. Dies ermdglicht eine Einfiih-
rung der systemtheoretischen Grundlagen verteilt-parametrischer Systeme in
naher Analogie zum konzentriert-parametrischen Fall, womit Gemeinsam-
keiten sowie Unterschiede in den Eigenschaften dieser Systemklassen deut-
lich dargestellt werden kénnen. Im Gegensatz zu konzentriert-parametrischen
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Systemen setzt die Wahl eines geeigneten Zustandsraums sowie die Einfiih-
rung geeigneter Zustandsvariablen bei verteilt-parametrischen Systemen eine
genaue Analyse des zugrundeliegenden Anfangs-Randwertproblems voraus,
damit sich fiir den Steuerungs- und Regelungsentwurf ein geeignetes mathe-
matisches Modell ergibt. Um diese Problematik aufzeigen zu kénnen, wird
die Zustandsbeschreibung eines FEuler-Bernoulli-Balkens ausfiihrlich herge-
leitet. Bei diesem System ist ndmlich die Wahl des Zustandsraums und der
Zustandsgrofen nicht offensichtlich und bedarf einer genauen Untersuchung.
Zudem eignet sich dieses System auch zur Veranschaulichung der in diesem
Kapitel vorgestellten allgemeinen Aussagen, da es bei der Systemanalyse we-
sentlich schwieriger zu behandeln ist als der zu Beginn eingefiihrte Warmelei-
ter. Anschliefend wird die Losung der Zustandsgleichungen in Abhéngigkeit
der Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmt. Dies erlaubt einen Einblick in
die Moglichkeiten der Systembeeinflussung im verteilt-parametrischen Fall,
wenn man bei der Regelung auf eine Eigenwert- und Eigenvektorvorgabe
abzielt. Ausgehend von der Lésung der Zustandsgleichungen wird ein fiir
die Betrachtungen in diesem Buch geeigneter Stabilitdtsbegriff eingefiihrt.
Fiir diese Stabilitétsdefinition lasst sich zeigen, dass damit die Stabilitat von
Riesz-Spektralsystemen anhand der Eigenwerte tiberpriifbar ist. Neben der
Systembeschreibung im Zeitbereich wird auch die Beschreibung des Ubertra-
gungsverhaltens von Riesz-Spektralsystemen im Frequenzbereich durch die
Ubertragungsmatrix niher erliutert. Diese Systembeschreibung ist von be-
sonderer Bedeutung, da sich viele in diesem Buch vorgestellte Steuerungen
und Regelungen unter Verwendung der Ubertragungsmatrix exakt angeben
lassen. Weil dabei die Ubertragungsmatrix nur an bestimmten Punkten aus-
gewertet werden muss, ist eine effiziente numerische Durchfiihrung des Ent-
wurfs dann immer moglich.

In diesem Buch werden ausschlieflich verteilt-parametrische Systeme mit
verteiltem Eingriff betrachtet, d.h. die Systembeeinflussung erfolgt im Inne-
ren des physikalischen Prozesses. Allerdings tritt in praktischen Anwendun-
gen haufig der Fall auf, dass der Stelleingriff am Rand des Systems erfolgt.
Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird deshalb gezeigt, dass sich solche
Systeme mit Randeingriff in den meisten Féllen als Riesz-Spektralsysteme
mit verteiltem Eingriff formulieren lassen. Damit sind die in diesem Buch
vorgestellten Methoden ebenfalls auf Systeme mit Randeingriff anwendbar
und die Betrachtung von Systemen mit verteiltem Eingriff stellt somit keine
allzu restriktive Einschréinkung dar.

2.1 Einfiihrendes Beispiel

Die Grundideen der Zustandsbeschreibung linearer verteilt-parametrischer
Systeme sollen anhand eines typischen Beispiels dargestellt werden, ndm-
lich mittels des oOrtlich eindimensionalen Wirmeleiters. Dieses mathemati-
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sche Modell beschreibt die dynamische Entwicklung der iiber einen Leiter
verteilten Temperatur durch Warmeleitung unter dem Einfluss von Warme-
quellen und -senken. Die gleiche Systembeschreibung erhélt man auch bei
anderen Ausgleichsprozessen wie z.B. Diffusionsvorgéngen. Mit dem Wérme-
leiter lassen sich auch zahlreiche industrielle Prozesse, wie z.B. Induktionso-
fen, Durchlauf- und Stofséfen oder Metall- und Glasvorherde modellieren.

Betrachtet wird ein beheizter Stab der normierten Lénge 1, wie er in
Abbildung 2.1 skizziert ist. Er wird als hinreichend diinn angenommen, so
dass die Temperatur iiber dem Querschnitt nahezu konstant ist, was eine
eindimensionale Modellierung der Ausgleichsvorgidnge ermoglicht. Die orts-
und zeitabhéngige Temperatur auf dem Stab ist durch das Temperaturpro-
fil z(z,t) gegeben. Zur Einstellung einer gewiinschten Temperaturverteilung
wird angenommen, dass zwei Wérmequellen zur Verfiigung stehen, die das
Temperaturprofil durch die Quellenfunktion ug(z,t) = by (z)uq (t)+ba(2)ua(t)
beeinflussen. Die Ortscharakteristiken bi(z) und by(z) der Eingéinge uq und
us sind durch

1 :05<2<0.6
bi(z) = { - (2.1)
0 : sonst
und
0.5 : 0.15<2<0.25
ba(z) =<0.5 : 0.75<2<0.85 (2.2)
0 : sonst

definiert und geben an, wie sich die Heizleistungen w4 (¢) und ug(t) der War-
mequellen auf den Stab im Inneren des Ortsbereichs 0 < z < 1 verteilen.
Durch Aufstellung einer Bilanzgleichung fiir die Warme (siehe hierzu z.B.
Kapitel 2.2 in [28]) und Einfithrung des Vektors

b"(2) = [b1(2) ba(z)] (2.3)
ergibt sich die parabolische partielle Differentialgleichung (PDgl.)
Oz (z,t) = %z (2, t) + bL (2)u(t), t>0, z€(0,1) (2.4)

fiir das Temperaturprofil z(z,t). Hierbei werden zur Vereinfachung der Dar-
stellung alle Grofen als dimensionslos und normiert angenommen. In (2.4)
sind die partiellen Differentialoperatoren d; und 8% durch

82

0
O = und 97 = 952

o (2.5)

definiert. Diese abkiirzende Schreibweise fiir partielle Differentialoperatoren
wird im Buch durchgehend verwendet. Die PDgl. (2.4) beschreibt die dyna-
mische Entwicklung der Temperaturverteilung x(z,¢) im Intervall 0 < z < 1.
Da der Warmeleiter nur einen verteilten Energiespeicher besitzt, tritt in (2.4)
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Abb. 2.1: Wirmeleiter mit der Temperatur z(z,t), den Eingéingen w1 (¢) und uz(t) sowie
den RegelgroRen y1 (¢) und y2(t)

nur die erste zeitliche Ableitung auf. Bei Systemen mit zwei verteilten Ener-
giespeichern, wie z.B. Balken oder schwingende Saiten, konnen auch zweite
Zeitableitungen sowie gemischte Zeit- und Ortsableitungen vorkommen. Da
die Stellgrofen in einem Bereich innerhalb des Intervalls 0 < z < 1 und nicht
am Rand eingreifen, liegt ein verteilt-parametrisches System mit verteiltem
Eingriff vor. Zur vollstindigen Charakterisierung des Problems miissen noch
die Rand- und Anfangsbedingungen gegeben sein. Die Randbedingungen be-
schreiben, wie das verteilt-parametrische System mit seiner Umgebung wech-
selwirkt. Im Unterschied zu den Anfangsbedingungen legen die Randbedin-
gungen damit wesentliche Eigenschaften des verteilt-parametrischen Systems
fest. Im vorliegenden Beispiel wird der Stab an den Réndern z =0 und z = 1
auf einer konstanten Temperatur z(0,¢) = z(1,t) = 0 gehalten, was sog.
Dirichletschen Randbedingungen entspricht. Die Temperaturverteilung zum
Zeitpunkt ¢ = 0 ist durch die Anfangsbedingung x(z,0) = xo(z) vorgegeben.
Die Regelgrofsen y; und ys sind Temperaturen, welche {iber endliche Ortsin-
tervalle gemittelt werden. Diese Intervalle sind durch die Ortscharakteristiken

1 :037<2<0.43
ca(z) = { - - (2.6)
0 : sonst
und
1 :067<2<0.73
ca(z) = { - (2.7)
0 : sonst

c(z) = {Cl(zﬂ (2.8)
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beschrieben. Damit wird entsprechend zum Eingriff eine wverteilte Messung
vorgenommen, wenn man die Regelgroffen als messbar voraussetzt. Insge-
samt ergibt sich fiir den Wéarmeleiter die Beschreibung durch das Anfangs-
Randwertproblem

Ox(z,t) = O2x(z,t) +b' (2)u(t), t>0, z€(0,1) (2.9)
2(0,t) =2(1,t) =0, t>0 (2.10)
x(z,0) = xo(2), =z¢€]0,1] 2.11)

y(t) = /0 c(z)x(z,t)dz, t>0 (2.12)

mit zwei Eingangsgrofen zusammengefasst im Vektor u und zwei Ausgangs-
grofen als Elemente des Vektors y. Hierbei wird angenommen, dass der An-
fangswert 2 in (2.11) mit den Randbedingungen (2.10) konsistent ist, d.h.
20(0) = 20(1) = 0 gilt. Aufgrund der zwei Ein- und Ausgénge handelt es sich
beim Warmeleiter um ein lineares verteilt-parametrisches MehrgrifSensystem.

Im Folgenden soll gezeigt werden, wie sich eine Zustandsbeschreibung des
Warmeleiters in Form des (abstrakten) Anfangswertproblems

#(t) = Az(t) + Bu(t), t>0, z(0)=xzo€ H (2.13)
y(t) =Cx(t), t>0 (2.14)

einfithren ldsst. Wie man sofort erkennt, stimmt (2.13)—(2.14) formal mit
der Zustandsdarstellung konzentriert-parametrischer Systeme iiberein (sie-
he z.B. [27]). Im Unterschied zu solchen Systemen ist der zugehdrige Zu-
standsraums jedoch nicht von vorneherein festgelegt. Vielmehr gehort die
Wahl des Zustandsraums bei verteilt-parametrischen System mit zur Modell-
bildung. Gesichtspunkte fiir die Bestimmung des Zustandsraums und i.Allg.
auch der Zustandsgrofen sind Aussagen iiber die Existenz- und Eindeutigkeit
der Losung von (2.13). Im vorliegenden Beispiel wihlt man als Zustandsgro-
Be die Temperatur des Warmeleiters, d.h. man fiihrt den (skalaren) Zustand
x(,t) = {x(z,t), z € [0,1]} ein. Besitzt das verteilt-parametrische System
mehr als einen verteilten Energiespeicher, dann ist z(¢) ein Vektor und die
Wahl des Zustands kann nicht mehr so offensichtlich sein wie hier (siche Bei-
spiel 2.4 und z.B. Kapitel 7.2 in [29]). Als Zustandsraum H wahlt man den
Funktionenraum Lo (0, 1) der im Intervall [0, 1] absolut quadratisch Lebesgue-
integrierbaren und komplexwertigen Funktionen, d.h.

L2(0.1) = {£: [0,1] = C| / ()P < oo}, (2.15)

und fithrt dort das Skalarprodukt

(x,y) :/0 x(2)y(z)dz (2.16)
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ein, worin y die zu y konjugiert komplexe Grofe bezeichnet. Man kann zeigen,
dass der Raum L (0, 1) zusammen mit dem Skalarprodukt (2.16) ein Hilbert-
raum ist. Solche Vektorrdume sind vollstindig (d.h. jede Cauchy-Folge ist in
diesem Raum konvergent) und normiert, wobei die Norm durch das im Raum
eingefiihrte Skalarprodukt induziert wird, d.h. || - || = 1/(-,-). Der Zustand
x(t) ist eine abstrakte Funktion, d.h. fir jeden festen Zeitpunkt ¢ > 0 ist
die Ortsfunktion z(z,t) im Intervall [0, 1] Element des Hilbertraums H. Da
hierbei nur die Zeit ¢ als Ordnungsparameter auftritt, wird in (2.13)—(2.14)
die Ortsabhéngigkeit weggelassen. Auf dem Zustandsraum H ldsst sich nun
der Systemoperator A : D(A) C H — H mit dem Definitionsbereich D(A)
gemaf

d2
= 2.1
A= ,h (2.17)
h € D(A) ={h € L2(0,1) | h, ddzh absolut stetig,
& h € Ly(0,1) und h(0) = (1) = 0} (2.18)

definieren (fiir Details siche Anhang B.1). Anhand von (2.18) erkennt man,
dass die in (2.10) geforderten Randbedingungen bei der Formulierung (2.13)
im Definitionsbereich von A beriicksichtigt werden. Hierbei ist zu beachten,
dass die Randbedingungen homogen sein miissen. Diese Forderung macht
Probleme, wenn z.B. am Rand des Wérmeleiters eine Storung eingreift. Dies
wiirde bedeuten, dass sich der Definitionsbereich von A nicht mehr unab-
héngig von dieser Anregung einfiihren lisst. Deshalb muss man in diesem
Fall die Randbedingungen erst homogenisieren, bevor man solche Systeme
im Zustandsraum darstellen kann (fiir weitere Details siehe Abschnitt 2.3).

Beim Definitionsbereich D(A) in (2.18) ist zu beachten, dass . h und dd;h
schwache Ableitungen von h sind (siehe Anhang B.1), welche auch fiir nicht
klassisch differenzierbare Funktionen h existieren. Der zweite in (2.13) auf-

tretende Operator ist der Eingangsoperator BB, der durch
Bu(t) = blul(t) + bous (t) (2.19)

gegeben ist (siehe (2.3) sowie (2.9)). In der Ausgangsgleichung (2.14) tritt der
Ausgangsoperator C auf, der sich mit Hilfe des Skalarprodukts (2.16) geméif

Calt) = [@(t)’ Clq (2.20)

einfithren ldsst (siche (2.8) und (2.12)). Wie man anhand von (2.1)—(2.2)
und (2.6)—(2.7) erkennt, sind die Ortscharakteristiken Element des Zustands-
raums H = Ly(0,1). Dies ist wichtig, weil sich fiir die modale Analyse von
verteilt-parametrischen Systemen diese Kenngréfien im Zustandsraum ent-
wickeln lassen miissen. Hatte man fiir H einen klassischen Funktionenraum,
wie z.B. den Raum der zweifach stetig differenzierbaren Funktionen gewéhlt,
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dann wiirde sich der Wéarmeleiter nicht mit den im Folgenden dargestellten
Methoden behandeln lassen, da die Ortscharakteristiken unstetig sind.

In Beispiel 2.3 wird gezeigt, dass durch Wahl des Zustandsraums H und
des Definitionsbereichs D(A) der Operator A ein infinitesimaler Generator
einer Cy-Halbgruppe ist (fiir Details sieche Anhang A.1). Dies bedeutet, dass
die milde Losung der homogenen Zustandsgleichung

(t) = Ax(t), t>0, x(0)=z0€ H (2.21)

(siehe (2.13)) in der Form
x(t) = T_A(t)ﬂ?() (222)

dargestellt werden kann, worin die durch ¢ parametrierte Familie 74 (¢) von
Operatoren eine Cy-Halbgruppe ist. Diese Aussage erinnert formal an die bei
linearen konzentriert-parametrischen Systemen bekannte Losung der homoge-
nen Zustandsgleichungen mit Hilfe der Matrixexponentialfunktion. In der Tat
kann man die Cp-Halbgruppe als Verallgemeinerung der Matrixexponential-
funktion auf verteilt-parametrische Systeme ansehen. Diese Betrachtungswei-
se hat den Vorzug, dass man aufgrund des Zusammenhangs des Generators
A mit T4 (t) Aussagen iiber T4(¢) und damit iiber das System machen kann,
ohne dazu T (t) explizit berechnen zu miissen. Die milde Lisung der inhomo-
genen Zustandsgleichung (2.13) ist analog zum konzentriert-parametrischen
Fall durch

x(t) = Ta(t)zo + /0 Ta(t — 7)Bu(r)dr (2.23)

gegeben. An dieser Stelle kann man sich fragen, wie die Losung des abstrakten
Anfangswertproblems (2.13) mit der Losung des Anfangs-Randwertproblems
(2.9)—(2.11) zusammenhéngt. Hierzu wird in [14] gezeigt, dass die milde
Losung (2.23) des abstrakten Anfangswertproblems (2.13) mit der schwa-
chen Losung des Anfangs-Randwertproblems (2.9)—(2.11) iibereinstimmt. Die
schwache Losung stellt einen allgemeineren Losungsbegriff dar als die klas-
sische Lisung. Letztere besitzt die durch die Differentialgleichung (2.9) ge-
forderte Differenzierbarkeitseigenschaft. In vielen Fillen wird das Verhalten
technischer Systeme aber durch Losungen beschrieben, die nicht die noti-
gen Differenzierbarkeitseigenschaften besitzen. Man denke beispielsweise bei
linearen konzentriert-parametrischen Systemen an die sprungférmige Anre-
gung eines Integrierers, welche auf eine nicht differenzierbare Systemantwort
flihrt. Diese Sprungantwort ist dann eine schwache Losung der zugehorigen
Differentialgleichung. In manchen Fillen ist es sogar so, dass die physika-
lische Modellbildung gar nicht die Differenzierbarkeitseigenschaften fordert.
Erst durch den Ubergang zur Beschreibung mittels einer Differentialgleichung
kommt diese Forderung hinzu. Dies wird auch bei der Wahl des Definitionsbe-
reichs D(A) in (2.18) beriicksichtigt, da dort nur die Existenz der schwachen
Ortsableitungen gefordert wird, die beispielsweise auch fiir Funktionen mit
,JKnicken* definiert sind. Damit sind auch nicht (klassisch) differenzierbare
Temperaturprofile zuléssig, die beispielsweise Knicke in der ersten Ableitung
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besitzen. Ein weiterer Grund, warum man bei der Betrachtung von PDgln.
immer erst von der schwachen Lésung ausgeht, besteht darin, dass sich dann
die Existenz und Eindeutigkeit der Losung mit den Methoden der Funktio-
nalanalysis systematisch untersuchen ldsst, was fiir klassische Losungen nicht
so einfach moglich ist. Falls eine schwache Losung existiert, kann man sie
nachtriglich auf ihre klassische Differenzierbarkeit untersuchen. Allerdings
sind die Methoden zur Untersuchung der klassischen Differenzierbarkeit der
Loésung von der jeweiligen PDgl. abhéngig und kénnen deshalb nicht fiir eine
grofe Klasse von PDgln. allgemein angegeben werden. Damit lasst sich ei-
ne systematische Zustandsraummethodik fiir eine grofe Klasse von verteilt-
parametrischen Systemen nur ausgehend von der schwachen bzw. milden L6-
sung formulieren.

Diese Betrachtungen zeigen, dass man ein Anfangs-Randwertproblem als
abstraktes Anfangswertproblem (2.13) im Zustandsraum darstellen kann, in-
dem ein geeigneter Zustandsraum H eingefiihrt wird und man den 6rtlichen
Differentialoperator auf diesem Zustandsraum als Operator A mit homoge-
nen Randbedingungen und geeignetem Definitionsbereich interpretiert. Die
Systembeeinflussung durch den Eingang w und die Messung von Systemgro-
fen y ldsst sich dann durch die Operatoren B und C beschreiben. Um die
Existenz und Eindeutigkeit der Losung des abstrakten Anfangswertproblems
sowie deren stetige Abhéngigkeit von den Anfangswerten sicherzustellen, ist
vom Operator A nachzuweisen, dass er ein infinitesimaler Generator einer
Co-Halbgruppe ist. Zur Uberpriifung dieser Eigenschaft von A kann man auf
Ergebnisse der Funktionalanalysis zuriickgreifen, die z.B. in [14] zu finden
sind.

Weitere besondere Vorteile der Beschreibung von linearen verteilt-parame-
trischen Systemen durch die Zustandsgleichungen (2.13)—(2.14) sind:

e Mit den Zustandsgleichungen (2.13)—(2.14) kann formal nahezu wie mit der
Zustandsbeschreibung linearer konzentriert-parametrischer Systeme gear-
beitet werden, womit Vorgehensweisen beim Reglerentwurf fiir konzentriert-
parametrische Systeme auf verteilt-parametrische Systeme iibertragbar
sind.

e Beider Regelung von verteilt-parametrischen Systemen treten neben parti-
ellen Differentialgleichungen auch partielle Integro-Differentialgleichungen
(z.B. bei der Zustandsregelung in Abschnitt 4.1) oder Kombinationen
aus gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen (siehe z.B. die
Fiihrungs- und Stoérgrofenaufschaltung in Kapitel 4.2) auf. All diese Be-
schreibungsformen lassen sich im Rahmen der Zustandsgleichungen (2.13)—
(2.14) einheitlich darstellen und analysieren.

e Die Zustandsbeschreibung (2.13)—(2.14) umfasst neben den verteilt-para-
metrischen Systemen nicht nur die konzentriert-parametrischen Syste-
me als Spezialfall, sondern auch lineare Totzeitsysteme (siehe Kapitel 6
und [14]). Damit kénnen Entwurfsmethoden fiir die Zustandsbeschreibung
(2.13)—(2.14) auf mehrere Klassen linearer Systeme angewendet werden.
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Diese Betrachtungen machen deutlich, dass die Zustandsbeschreibung
als Grundlage fiir die systematische Analyse und Synthese von verteilt-
parametrischen Systemen dienen kann.

2.2 Riesz-Spektralsysteme

Im Abschnitt 2.1 wurde eine Zustandsbeschreibung fiir den Warmeleiter ex-
emplarisch eingefiihrt. In den folgenden Abschnitten 2.2.1-2.2.3 wird diese
Zeitbereichsbeschreibung von linearen verteilt-parametrischen Systemen all-
gemein betrachtet und die damit verbundenen systemtheoretischen Grund-
lagen dargestellt. Damit die Ergebnisse fiir eine grofe Klasse von verteilt-
parametrischen Systemen anwendbar sind, ist die Zustandsbeschreibung von
sog. Riesz-Spektralsystemen Ausgangspunkt der Betrachtungen, bei welcher
der Systemoperator ein Riesz-Spektraloperator ist und die Ein- und Aus-
gangsoperatoren beschrinkte lineare Operatoren darstellen. Im letzten Ab-
schnitt 2.2.4 wird auf die Frequenzbereichsbeschreibung des Ein-/Ausgangs-
verhaltens von Riesz-Spektralsystemen eingegangen.

2.2.1 Systembeschreibung durch Zustandsgleichungen

Eine grofse Klasse linearer verteilt-parametrischer Systeme mit verteiltem
Eingriff kann durch die Zustandsbeschreibung

(t) = Az(t) + Bu(t), t>0, z(0)=z9€ H (2.24)
y(t) = Cx(t), t>0 (2.25)

dargestellt werden, worin u(t) € RP der Vektor der Eingangsgrofen und
y(t) € R™ der Vektor der Ausgangsgrofen ist. Der Zustand x(t) hat die
Form

x(-,t) = {x(z,t),z € 2}. (2.26)

Darin ist 2 C R!, I € {1,2,3}, der Abschluss eines Gebiets, den man
als Ortsbereich des verteilt-parametrischen Systems bezeichnet. Bei verteilt-
parametrischen Systemen mit einem verteilten Energiespeicher — wie z.B.
beim Wérmeleiter — ist x(t) skalar. Besitzt das verteilt-parametrische Sys-
tem jedoch n > 1 verteilte Energiespeicher, dann ist z(¢) ein n-dimensionaler
Vektor und A, B sowie C sind Matrizen mit Operatoren als Elemente. Dies
ist fiir den in Beispiel 2.4 vorgestellten Balken der Fall, der zwei Energiespei-
cher hat. Der Zustandsraum des Systems ist ein unendlich-dimensionaler und
komplexer Hilbertraum, d.h. z(t) € H, ¥Vt > 0, in dem das Skalarprodukt (-, -)
eingefiihrt ist.
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Der beschrinkte lineare Eingangsoperator B in (2.24) hat die allgemeine
Darstellung

P
Bu(t) = biui(t) fix beH i=12...,p, (2.27)
=1

worin b; die Ortscharakteristiken der FEingdnge sind. Dabei ist B ein be-
schrankter linearer Operator, wenn es eine reelle Zahl « gibt, so dass

IBh|| < allhlice, VheC? (2.28)

erfiillt ist. Der Operator B beschreibt wie der Stelleingriff v im Inneren des
Ortsbereichs §2, d.h. in 2\ 012, auf das System einwirkt. Es handelt sich also
um einen verteilten Eingriff . Man beachte, dass der Operator B den komplex-
wertigen Vektorraum C? als Definitionsbereich hat und auch der Bildbereich
ein komplexwertiger Hilbertraum H ist, d.h. B : C» — H (siehe auch Ab-
schnitt 2.2.2). Der beschrinkte lineare Ausgangsoperator C : H — C™ (siehe
(2.25)) ist durch den Operator

(2(t), c1)
Ca(t) = : fir ¢;€H, i=1,2,....,m (2.29)

(x(t), cm)

mit den Ortscharakteristiken der Ausgdinge c; gegeben, der die verteilte Mes-
sung y(t) charakterisiert. Mit Hilfe des Rieszschen Darstellungssatzes lasst
sich nachweisen, dass sich jede Messung y(t) eindeutig in der Form (2.29) be-
schreiben ldsst (siche Satz 4.1), sofern man die Elemente von C als beschrinkte
lineare Funktionale ansetzt. Dies sind lineare Operatoren f, die von H nach
C abbilden und beschrinkt sind, d.h. es gilt f: D(f) € H — C sowie

[f(M] < allpll, Vhe D(f) € H (2.30)

fiir eine reelle Zahl a.. Damit stellt der in (2.29) definierte Operator in diesem
Sinn keine Einschréankung der Allgemeinheit dar.

Die Systembeschreibung (2.24)—(2.25) schliefst den Fall von punktformigem
Eingriff

p
ug(z,t) = 0(z— z)ui(t), 2 €N\0R, i=12...p (2.31)

i=1

in (2.24) und punktformiger Messung
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x(z1,t) (x(t),6(z — 21))
y(t) = = , Z e\, i=1,2,....m
$Gmrt)]  L(@(8),8( — 2)

(2.32)
aus, wobei 6(z — zg) den ortlichen Dirac-Impuls bei z = zy bezeichnet. Dies
liegt daran, dass die Ortscharakteristiken b;(z) = d(z — z;) in (2.31) sowie
¢i(z) = 6(z — %) in (2.32) nicht Element des Hilbertraums H sind, da die-
ser Raum Dirac-Impulse nicht enthélt. Dies macht auch deutlich, dass wegen
b; € H in (2.27) und ¢; € H in (2.29) der Operator B einen verteilten Eingriff
und C eine verteilte Messung beschreiben. Jedoch kénnen die Betrachtungen
durch Einbettung des Zustandsraums in einen erweiterten Raum, der auch
Distributionen umfasst, verallgemeinert werden (fiir Details siehe Kapitel 8
in [12]). Allerdings setzt dies voraus, dass die von A generierte Cy-Halbgruppe
(siehe Abschnitt A.1) eine ,glidttende Wirkung besitzt. Dies ist beispielswei-
se flir parabolische Systeme der Fall, zu denen auch der bereits vorgestellte
Warmeleiter gehort. Ein allgemeineres Konzept zur Zustandsdarstellung von
verteilt-parametrischen Systemen mit punktférmiger Messung und Eingriff
sind die ,linear regular systems* (siehe [13,69]). Diese Systembeschreibung
ist allgemein genug, um viele Regelungsprobleme auch fiir solche verteilt-
parametrische Systeme zu l6sen. Im Rahmen der in diesem Buch vorgestell-
ten Methoden lassen sich punktformige Eingriffe oder Messungen stets durch
Anngherung mittels Rechteckimpulse wie z.B. in (2.1) oder (2.6) behandeln.
Dariiber hinaus wird in Abschnitt 2.3 gezeigt, wie sich verteilt-parametrische
Systeme mit Randeingriff in der Form (2.24)-(2.25) darstellen lassen. Da-
mit sind die in diesem Buch beschriebenen Entwurfsverfahren auf viele in
Anwendungen auftretende Systeme mit verteilten Parametern anwendbar.

Ist der Systemoperator A : D(A) C H — H ein Riesz-Spektraloperator,
zu denen auch der Operator in (2.17)—(2.18) und die Systemoperatoren vie-
ler Anwendungsbeispiele gehoren, dann ist das System (2.24)—(2.25) mit dem
beschriankten Eingangsoperator B in (2.27) und dem beschrinkten Ausgangs-
operator C in (2.32) ein Riesz-Spektralsystem (siehe auch Definition 4.1.1
in [14]).

Um Riesz-Spektraloperatoren genauer zu charakterisieren, betrachtet man
das FEigenwertproblem

Api = Ny, i>1 (2.33)

fiir den Operator A mit den Eigenvektoren (oder auch FEigenfunktionen) ¢;
und den FEigenwerten \;, die bei Riesz-Spektraloperatoren immer abzidhlbar
sind. In (2.33) ist zu beachten, dass die Eigenvektoren ¢; nur bei verteilt-
parametrischen Systemen mit mehr als einem Energiespeicher vektorwertig
sind. Diese (abstrakte) Darstellung des Eigenwertproblems wird im folgen-
den Beispiel fiir den im vorhergehenden Abschnitt vorgestellten Warmeleiter
veranschaulicht.
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Beispiel 2.1.  Figenwerte und Eigenvektoren des Wdrmeleiters mit Diri-
chletschen Randbedingungen

Fiir den im Abschnitt 2.1 betrachteten Warmeleiter sollen die Eigenwerte
A; und die zugehorigen Eigenvektoren ¢; von A bestimmt werden. Wegen
(2.33) miissen die Eigenvektoren ¢; in dem durch (2.18) beschriebenen De-
finitionsbereich von A enthalten sein, d.h. es gilt ¢; € D(A). Hieraus folgen
fiir die Eigenvektoren die Randbedingungen ¢;(0) = ¢;(1) = 0. Zusammen
mit der Definitionsgleichung (2.17) des Operators A handelt es sich somit
beim Eigenwertproblem (2.33) um das Randwertproblem

o) = a0i2), ze01), i1 (2.34)
51(0) = di(1) = 0, (2.35)

bei dem der Parameter )\; zunéchst unbestimmt ist. Jede nichtverschwin-
dende Losung ¢; dieses Randwertproblems, die sich fiir einen bestimmten
Wert \; € C ergibt, ist ein Figenvektor zum Eigenwert A; von A. Um dieses
Randwertproblem zu 16sen, bestimmt man zunéchst die allgemeine Losung
der Differentialgleichung (2.34). Die charakteristische Gleichung von (2.34)
lautet

p? =X =0 (2.36)

und besitzt die Nullstellen
pr2 = £V (2.37)

Im Folgenden wird angenommen, dass A; € R gilt. D.h. es werden nur reelle
Eigenwerte bestimmt, was sich spdter noch als ausreichend herausstellt. Da
man leicht nachweisen kann, dass es fir A; > 0 keine Eigenvektoren gibt,
wird zunéchst der Fall A; = 0 untersucht. Fir diesen Fall wird aus (2.34) die
Differentialgleichung

d2
g2 0i(z) =0 (2.38)
mit der allgemeinen Losung
¢i(z) = Aiz + B;. (2.39)

Einsetzen von (2.39) in die Randbedingungen (2.35) fiihrt auf
$:i(0) =B; =0 (2.40)
bi(1) = A; =0, (2.41)

womit sich die triviale Losung ¢; = 0 ergibt. Folglich ist Null kein Eigenwert
von A. Fiir den noch verbleibenden Fall \; < 0 lautet die allgemeine Losung
von (2.34)

¢i(2) = Aisin(y/|\i]z) + Bicos(v/|\ilz),  Ai, B € R. (2.42)
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Weil (2.42) die Randbedingungen (2.35) erfiillen muss, folgt

CZ)i(O) = B; ; 0
¢i(1) = A;sin \/|)\i| L 0.

Wegen (2.43) ergibt sich fiir A; = 0 gerade die triviale Losung ¢; = 0 (siehe
(2.42)). Um eine nichttriviale Losung zu erhalten, folgt deshalb aus (2.44) die
transzendente charakteristische Gleichung

(2.43)
(2.44)

sin /| A\ =0 (2.45)

von A. Sie besitzt die Losungen

VNl =im, i=£1,42,., (2.46)
womit
|| = %72 (2.47)
bzw. mit A\; < 0
Ai = —i*n’ (2.48)

gilt. Hierbei wird der Fall ¢+ = 0 ausgeschlossen, da — wie bereits gezeigt —
Null kein Eigenwert von A ist. Insgesamt ergeben sich somit die Eigenwerte

o= —i?r? i>1 (2.49)
und mit (2.42)—(2.43) die Eigenvektoren
¢i(z) = A;sin(inz), i>1, A; € R\{0}. (2.50)

Diese Vorgehensweise zur Losung des Eigenwertproblems geht von einer klas-
sischen Losung des Randwertproblems (2.34)—(2.35) aus. Aufgrund des Defi-
nitionsbereichs D(.A) in (2.18) werden wegen ¢; € D(A) und (2.33) aber die
bei der klassischen Losung vorausgesetzten Differenzierbarkeitseigenschaften
gar nicht gefordert. Es konnten deshalb noch Losungen der schwachen For-
mulierung von (2.34)—(2.35) existieren. Da es sich bei —A jedoch um einen
Sturm-Liouville-Operator handelt (siche Anhang A.3), ist aus der Literatur
bekannt, dass es keine weiteren Losungen von (2.34)—(2.35) bzw. Eigenvek-
toren mehr gibt. Wie man anhand von (2.49) erkennt, sind die Eigenwer-
te einfach und isoliert. Dies bedeutet, dass das Punktspektrum von A (d.h.
die Menge aller Eigenwerte) diskret ist. Im allgemeinen Fall setzt sich das
Spektrum eines Operators jedoch aus dem Punktspektrum, dem kontinuier-
lichen Spektrum und dem Restspektrum zusammen. Die Bezeichnung ,konti-
nuierliches Spektrum® kommt daher, dass Spektralpunkte aus diesem Anteil
des Spektrums méoglicherweise kontinuierlich verteilt sind, d.h. beispielsweise
ein ganzes reelles Intervall einnehmen kénnen. Solche Spektralanteile tre-
ten bei parabolischen Systemen mit einem halb-unendlichen Ortsbereich auf
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(siehe [50]). In Beispiel A.1 im Anhang A.2 wird fiir den Operator A in
(2.17)—(2.18) nachgewiesen, dass sein Spektrum nur aus dem eben berechne-
ten reellen diskreten Punktspektrum besteht. Damit besitzt A ein diskretes
Spektrum, das aber i.Allg. auch isolierte reelle wie konjugiert komplexe Ei-
genwerte mit endlicher algebraischer Vielfachheit haben darf. Man beachte,
dass bei verteilt-parametrischen Systemen die Stabilitdtseigenschaften nicht
nur von den Eigenwerten allein, sondern von allen Spektralpunkten, d.h. allen
Elementen des Spektrums, abhéngen. Dies erklart, warum im Gegensatz zu
konzentriert-parametrischen Systemen der Begriff des Spektrums im verteilt-
parametrischen Fall allgemeiner eingefiihrt werden muss. Aufgrund der Or-
thogonalitdtsrelation

1
/ sin(irz) sin(jrz)dz = }4;; (2.51)
0

gilt mit dem in H eingefithrten Skalarprodukt (2.16) fir die Eigenvektoren

1
<¢z‘,¢j>/0 A;sin(inz)A;jsin(jrz)dz

YAA s i=
— LA A8 =) 25
= 2AZA]&]{O it (2.52)

worin d;; das Kronecker-Delta bezeichnet. Damit sind die Eigenvektoren
paarweise zueinander orthogonal. Die in (2.50) auftretende multiplikative
Konstante A; kann genutzt werden, um die Eigenvektoren zu orthonormieren.
Hierzu muss die Orthonormalitdtsrelation

1 . ..
(b1, 05) :/0 A; sin(imz)A; sin(jrz)dz = 6;; = {(1) ; z;; (2.53)

gelten, die wegen (2.52) fiir A; = /2, i > 1, erfiillt ist. Damit lauten die
orthonormierten Eigenvektoren von A

$i(2) = V2sin(inz), i>1. (2.54)

Da dieses Funktionensystem sogar eine orthonormale Basis in H bildet (siehe
Beispiel A.1 in Anhang A.2) und damit ein vollstdndiges Funktionensystem
ist, ldsst sich jedes Element von H nach den Eigenvektoren von A eindeutig
entwickeln. «

Bei vielen Analyse- und Syntheseverfahren fiir verteilt-parametrische Sys-
teme werden Elemente des Zustandsraums nach den Eigenvektoren von A
entwickelt. Dazu miissen die Eigenvektoren eine Basis im Zustandsraum bil-
den. Bei einer grofen Klasse verteilt-parametrischer Systeme, den sog. Sturm-
Liouwville-Systemen (sieche Anhang A.3), bilden die Eigenvektoren nach geeig-
neter Normierung eine orthonormale Basis im Zustandsraum, was eine Rei-
henentwicklung nach den Eigenvektoren ermdoglicht. In Anwendungen treten
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aber auch Systeme auf, die nicht zu dieser Klasse gehoren. Dariiber hin-
aus ergibt sich meistens als geregeltes System kein Sturm-Liouville-System,
auch wenn dies fiir die Strecke zutrifft. Aus diesen Griinden muss man auch
Operatoren betrachten, deren Eigenvektoren keine Orthonormalbasis im Zu-
standsraum bilden, aber dennoch eine eindeutige Entwicklung nach ihren Ei-
genvektoren erlauben. Dies ist eine der wesentlichen Eigenschaften der Riesz-
Spektraloperatoren, die wie folgt definiert sind (siehe auch Definition 2.3.4
in [14]).

Definition 2.1 (Riesz-Spektraloperator). Sei A ein linearer Operator
im Hilbertraum H und es gelte

1. A ist abgeschlossen,

2. die (isolierten) Eigenwerte {\;,4 > 1} von A sind einfach,

3. die Eigenvektoren {¢;,7 > 1} von A bilden eine Riesz-Basis fiir H,

4. der Abschluss {)\;,i > 1} der Eigenwerte von A ist vollstindig unzusam-
menhdngend. Dies bedeutet, dass es keine zwei Punkte a,b € {)\;,i > 1}
gibt, die durch eine vollstandig in {A;,7 > 1} liegende stetige Kurve ver-
bunden werden koénnen.

Dann ist A ein Riesz-Spektraloperator.

Diese Klasse von Riesz-Spektraloperatoren wurde erstmals in [14] definiert.
Die wesentliche Erweiterung gegeniiber der bereits frither eingefiihrten Klas-
se der diskreten Spektraloperatoren (siehe [22]), deren Spektrum sich aus iso-
lierten Eigenwerten mit endlicher algebraischer Vielfachheit zusammensetzt,
besteht darin, dass zusétzlich auch Haufungspunkte der Eigenwerte im Spek-
trum zugelassen werden. Es ldsst sich ndmlich zeigen, dass das Spektrum
o(A) der in Definition 2.1 eingefiihrten Riesz-Spektraloperatoren A gleich
dem Abschluss der Eigenwerte {\;,¢ > 1} ist, d.h. es gilt

o(A) ={Xi,i =1} (2.55)

(siche Theorem 2.3.5 in [14]). Diese Menge setzt sich aus den Eigenwerten und
deren Grenzwerten zusammen, wobei die Grenzwerte auch stets Hdufungs-
punkte sind. Solche Haufungspunkte treten beispielsweise bei Balkenmodellen
mit Kelvin-Voigt-Ddmpfungstermen auf (siehe z.B. [33]), weshalb mit dieser
Erweiterung eine grofere Klasse von Anwendungsbeispielen behandelbar ist.
Die erste Bedingung der Definition ist eine grundlegende Eigenschaft von
Systemoperatoren, denn nur abgeschlossene Operatoren kénnen infinitesima-
le Generatoren von Cy-Halbgruppen sein. In diesem Buch wird geméft Bedin-
gung 2 meistens von Operatoren A mit einfachen Eigenwerten ausgegangen.
Es konnen aber auch Riesz-Spektraloperatoren mit mehrfachen Eigenwer-
ten und verallgemeinerten Eigenvektoren eingefiihrt werden (siehe Abschnitt
4.2.2 und [33]). Um eine moglichst einfache sowie anschauliche Darstellung
der Steuerung und Regelung linearer verteilt-parametrischer Systeme zu er-
moglichen, wird die Definition 2.1 fiir Riesz-Spektraloperatoren in diesem
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Buch zugrundegelegt, falls dies moglich ist. Die Ergebnisse in diesem Buch
lassen sich jedoch auch auf den allgemeineren Fall erweitern. Die letzte Be-
dingung von Definition 2.1 wird im Zusammenhang mit der geometrischen
Methode fiir verteilt-parametrische Systeme wie auch bei der Herleitung eines
Steuerbarkeitskriteriums benttigt (fiir Details siehe [14]). Sie ist beispiels-
weise erfiillt, wenn die Eigenwerte von A nur endlich viele Hiufungspunkte
besitzen.

Wie die Bedingung 3 in der Definition 2.1 zeigt, bilden die Eigenvektoren
{¢i,i > 1} von A eine Riesz-Basis im Zustandsraum H. Solche Basen sind
durch die folgende Definition charakterisiert (siehe Definition 2.3.4 in [14]).

Definition 2.2 (Riesz-Basis). Eine Folge von Elementen {¢;,i > 1} in
einem Hilbertraum H bildet eine Riesz-Basis fir H, falls:

1. span@l{(bi} =H,
2. positive Konstanten M7 und M> existieren, so dass fiir beliebige N € N
und beliebige Skalare «;, i =1,2,..., N,

N N N
My Z o < | Z aigil|* < My Z o [? (2.56)
i=1 i=1 i—1

gilt.

In der ersten Bedingung bedeutet span,;~;{®;} = H, dass der Abschluss
der Menge aller endlicher Linearkombinationen span;s{¢;} der Elemente ¢;
den Raum H aufspannt. Dann gibt es fiir jedes Element ¢ aus H eine endliche
Linearkombination der Elemente ¢;, so dass die Abweichung zwischen ¢ und
span;~,{®;} beliebig klein aber nicht notwendigerweise Null wird. Im Grenz-
iibergang allerdings lisst sich dann jedes Element ¢ aus H durch eine i.Allg.
unendliche Linearkombination von Elementen ¢; darstellen. Hieraus folgt,
dass die Folge {¢;,i > 1} in H ein wvollstindiges Funktionensystem bildet.
Die zugehorigen Entwicklungskoeffizienten einer eindeutigen Reihenentwick-
lung konnen mittels einer Biorthonormalfolge bestimmt werden. Wenn die
Elemente ¢; die Eigenvektoren von A sind, dann erhélt man die Biorthonor-
malfolge durch Bestimmung der Eigenvektoren v; des adjungierten Operators
A* zum Eigenwert \; nach geeigneter Skalierung (siehe Anhang A.2), so dass
die Biorthonormalitdtsrelation

(Gir1h) = i = {(1) z;j (2.57)

gilt (siche Lemma 2.3.2 in [14]). Dies bedeutet, dass die Elemente ¢; und
1;, © > 1, zueinander biorthonormal sind. Dann bilden die Eigenvektoren ¢;
und v; eine Biorthonormalfolge und die eindeutige Reihenentwicklung eines
Elements ¢ aus H hat die Form
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oo

C= (¢ (2.58)

i=1

Alternativ zu dieser Reihendarstellung kann man auch die Entwicklung
C=> {Chi)ti (2.59)
i=1

nach den Eigenvektoren ; von A* angeben, da die Folge {¢;,i > 1} ebenfalls
eine Riesz-Basis darstellt (siehe Corollary 2.3.3 in [14]). Die zweite Bedingung
in Definition 2.2 stellt sicher, dass

My (G < I < Mo Y I(G wi)? (2.60)

=1 =1

mit den Konstanten aus Definition 2.2 erfiillt ist. Aufgrund der linken Seite
von (2.60) sind die Entwicklungskoeffizienten (¢, 1);) in (2.58) wegen [|¢]|? <
oo fiir ¢ € H absolut quadratisch summierbar, womit sie nicht unbeschrénkt
anwachsen konnen. Dariiber hinaus miissen die Eigenvektoren ¢; wegen der
linken Ungleichung in (2.60) linear unabhéngig sein. Um dies zu erkennen,
nimmt man beispielsweise die lineare Abhéngigkeit der Eigenvektoren ¢; und
¢2 an, d.h. es gilt

(=101 + a2 =0, a1 #0, ax#0 (2.61)

und setzt dies in (2.60) ein. Dann ergibt sich mit (2.57) fur die linke Seite von
(2.60) der Ausdruck M (|a|?+ |az|?) # 0, withrend ||¢||? = 0 gilt. Da dies im
Widerspruch zur bei Riesz-Basen giiltigen Ungleichung (2.60) steht, miissen
die Eigenvektoren linear unabhéngig sein, wenn sie eine Riesz-Basis bilden.
Da die Eigenvektoren von A zu verschiedenen Eigenwerten immer linear un-
abhéngig sind (siehe z.B. Theorem 7.4-3 in [46]), muss diese Bedingung fiir
die Riesz-Spektraloperatoren geméfs Definition 2.1 nicht gesondert tiberpriift
werden, weil diese Operatoren nur einfache Eigenwerte besitzen diirfen. Die
Doppelungleichung (2.60) macht auch eine Aussage iiber die Normen der
Eigenvektoren {¢;,7 > 1}. Setzt man nidmlich ¢; in (2.60) ein, so folgt

My < ||gil> < My, i>1 (2.62)

wegen (2.57). Damit kann die Norm der Eigenvektoren ¢; nicht verschwin-
den und auch nicht beliebig anwachsen. Deshalb bilden die Eigenvektoren
¢; eines Riesz-Spektraloperators erst nach einer geeigneten Normierung eine
Riesz-Basis. Von dieser Normierung hingen dann auch die Konstanten M,
und M; in (2.62) ab. Wie in Corollary 2.3.3 in [14] nachgewiesen wird, gel-
ten dieselben Aussagen auch fiir die Eigenvektoren ¢; in (2.59). Alternativ
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lassen sich Riesz-Basen auch mittels der in Exercise 2.21 in [14] angegebenen
Definition charakterisieren.

Definition 2.3 (Riesz-Basis und orthonormale Basis). Eine Folge von
Elementen {¢;,7 > 1} in einem Hilbertraum H bildet genau dann eine Riesz-
Basis fir H, wenn es einen beschrénkten linearen Operator S gibt, so dass

e S~ ! ein beschriinkter linearer Operator ist und
e die Folge {S¢;,i > 1} eine orthonormale Basis fiir H aufspannt.

Diese Definition einer Riesz-Basis macht deutlich, dass es immer eine Koor-
dinatentransformation & derart gibt, dass Riesz-Basen in den neuen Koordi-
naten orthonormale Basen sind.

Um die Riesz-Spektraleigenschaft eines Operators zu veranschaulichen,
wird im folgenden Beispiel untersucht, unter welchen Voraussetzungen eine
Matrix ein Riesz-Spektraloperator ist.

Beispiel 2.2.  Riesz-Spektraleigenschaft einer Matrix

Gegeben sei eine Matrix A : C* — C” im Vektorraum C”, der mit dem
Skalarprodukt
(w,y) =2y (2.63)

ein endlich-dimensionaler Hilbertraum H ist. Geméfs Definition 2.1 muss die
Matrix A ein abgeschlossener Operator sein. Da endlich-dimensionale Matri-
zen A mit endlichen Elementen immer beschrdnkt sind, d.h. es gibt eine reelle

Zahl ¢, so dass
|Az|| < cflz]], VzeC" (2.64)

mit der induzierten Vektornorm |z| = /{(z,) gilt, sind solche Matrizen
auch stetige Operatoren. Dies folgt aus der Tatsache, dass beschréankte lineare
Operatoren auch immer stetig sind (siche z.B. Theorem A.3.10 in [14]). Aus
der Stetigkeit eines linearen Operators folgt auch seine Abgeschlossenheit,
weshalb endlich-dimensionale Matrizen stets abgeschlossene lineare Operato-
ren darstellen. Die zweite Bedingung von Definition 2.1 schrankt die Klasse
der Matrizen A ein, da nur einfache Eigenwerte erlaubt sind. In diesem Fall
bilden ihre Eigenvektoren eine Basis im Hilbertraum H, von der noch nach-
zuweisen ist, dass sie eine Riesz-Basis darstellt. Hierzu fiithrt man die Matrix

V= ['Ul cee Un] (265)

der Eigenvektoren v;, i = 1,2,...,n, von A ein, die aufgrund der linearen
Unabhéngigkeit der Eigenvektoren v; invertierbar ist. Damit erfiillt V' die fiir
S in Definition 2.3 vorausgesetzten Anforderungen und es gilt offensichtlich

ei=V 1y, i=1,2,...,n, (2.66)

worin die Finheitsvektoren e; eine orthonormale Basis fiir H bilden. Wegen
Definition 2.3 spannen die Eigenvektoren v; von A deshalb eine Riesz-Basis
fiir H auf. Da die Matrix A nur endlich viele einfache Eigenwerte besitzt,
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ist ihr Eigenwertspektrum vollstdndig unzusammenhéngend. Damit sind alle
Matrizen A mit einfachen Eigenwerten Riesz-Spektraloperatoren. <

Ausgehend von Beispiel 2.2 kann man die bisher vorgestellten Ergebnisse zu
verteilt-parametrischen Systemen auch im Rahmen konzentriert-parametri-
scher Systeme der Ordnung n leicht veranschaulichen. Dort entspricht dem
Riesz-Spektraloperator eine reelle Systemmatrix A mit einfachen Eigenwer-
ten, deren Eigenvektoren eine Basis des Zustandsraums C™ aufspannen. Be-
kanntlich kann durch geeignete Skalierung immer erreicht werden, dass die
Eigenvektoren von AT stets biorthonormal zu denen von A sind. Dann lassen
sich Elemente (bzw. Vektoren) von C™ nach dem durch die Eigenvektoren
von A und AT gebildeten Biorthonormalsystem entwickeln. In diesem Zu-
sammenhang entspricht der adjungierten Operator A* gerade AT und (2.58)
ist die Entwicklung nach einem Biorthonormalsystem.

Im néchsten Beispiel wird gezeigt, dass der Systemoperator A des im vor-
hergehenden Abschnitt betrachteten Warmeleiters ein Riesz-Spektraloperator
ist.

Beispiel 2.3. Riesz-Spektraleigenschaft des Systemoperators eines Wérme-
leiters mit Dirichletschen Randbedingungen

Im Folgenden soll nachgewiesen werden, dass es sich beim Systemoperator A
des Wirmeleiters in Abschnitt 2.1 um einen Riesz-Spektraloperator handelt.
Hierzu miissen die in Definition 2.1 geforderten Eigenschaften fiir den durch
(2.17)—(2.18) eingefiihrten Operator A nachgewiesen werden. Der Beweis der
Abgeschlossenheit des Operators A erfordert weitere Grundlagen der Funk-
tionalanalysis und ist deshalb im Anhang B.1 dargestellt. Aus Beispiel 2.1
folgt, dass die Eigenwerte A;, ¢ > 1, von A einfach sind und keine Haufungs-
punkte besitzen. Damit sind die zweite und die vierte Bedingung in Definition
2.1 erfiillt. Es muss deshalb nur noch gezeigt werden, dass die Eigenvektoren
¢; von A eine Riesz-Basis bilden. Dies folgt aber aus der in Beispiel 2.1 be-
griindeten Tatsache, dass die Eigenvektoren ¢; eine orthonormale Basis in H
darstellen. Es gibt dann nédmlich eine eindeutige Entwicklung

(= aig; (2.67)
i=1

fir jedes Element ¢ aus H. Folglich ist die Bedingung 1 der Definition 2.2
einer Riesz-Basis erfiillt. Um auch die zweite Bedingung nachzuweisen, geht
man vom fiir orthonormale Funktionensysteme giiltigen ,wverallgemeinerten
Satz des Pythagoras®

N N
1Y aigil® =Y leal’lléil®, Yai€C, YNEN  (268)
=1 i=1

aus, was mit ||¢;|| = 1 auf
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N N
||Zai¢i||2 = Z|ai|2 (2.69)
i=1 i=1

fithrt. Damit ist die Ungleichung (2.56) fir M; = My = 1 erfillt, wo-
mit die Eigenvektoren {¢;,i > 1} von A eine Riesz-Basis fiir H bilden.
Diese Betrachtung zeigt auch, dass jede orthonormale Basis im Zustands-
raum eine Riesz-Basis ist. Folglich handelt es sich beim Systemoperator A
in (2.17)-(2.18) um einen Riesz-Spektraloperator. In Verbindung mit den
beschriankten Ein- und Ausgangsoperatoren stellt damit das System (2.13)—
(2.14) ein Riesz-Spektralsystem dar. Da die Eigenwerte \; von A die Be-
dingung sup,~; Re\; < oo erfiillen (siehe Beispiel 2.1), ist A auch ein in-
finitesimaler Generator einer Cp-Halbgruppe (sieche Theorem 2.3.5 in [14]).
Geméaf Anhang A.3 gehort der Operator — A zur Klasse der Sturm-Liouville-
Operatoren, womit die Klasse der Riesz-Spektraloperatoren auch solche Ope-
ratoren enthélt. Die allgemeine Aussage, dass jeder Sturm-Liouville-Operator
ein Riesz-Spektraloperator ist, wird im Anhang A.3 begriindet. Dies macht
deutlich, dass die Sturm-Liouville-Systeme, d.h. verteilt-parametrische Sys-
teme (2.24)—(2.25), bei denen —A ein Sturm-Liouville-Operator ist, eine Teil-
klasse der Riesz-Spektralsysteme sind. <«

Im nachfolgenden Beispiel wird die Zustandsbeschreibung eines zweiseitig
drehbar gelagerten Fuler-Bernoulli-Balkens hergeleitet. Solche Balken kon-
nen beispielsweise als Modelle fiir flexible Handhabungsgerite oder auch fiir
elastische Weltraumstrukturen dienen. Da der Balken zwei verteilte Energie-
speicher hat, besitzt die Zustandsdarstellung (2.24)—(2.25) vektoriellen Cha-~
rakter, d.h. der Zustand z(t) ist ein Vektor und die auftretenden Opera-
toren sind Matrizen mit Operatoren als Elemente. Die Eigenvektoren des
Euler-Bernoulli-Balkens bilden im geddmpften Fall keine orthogonale Basis
im Zustandsraum, was die Systemanalyse wesentlich erschwert (siehe Anhang
B.2). Im né#chsten Beispiel wird gezeigt, dass es aber eine Darstellung die-
ses Balkens als Riesz-Spektralsystem gibt. Damit lassen sich die in diesem
Buch vorgestellten Ergebnisse auch auf dieses verteilt-parametrische System
anwenden.

Beispiel 2.4. Zustandsbeschreibung eines beidseitig drehbar gelagerten
Euler-Bernoulli- Balkens
Betrachtet wird der in Abbildung 2.2 dargestellte elastische Balken, der bei-
seitig drehbar gelagert ist. Dies bedeutet, dass an seinen Réndern die Aus-
lenkung Null ist (siche Randbedingungen (2.71)) und ebenfalls das Biege-
moment dort verschwindet (siche Randbedingungen (2.72)). Die im Balken
vorhandene Reibung wird durch eine zu —9%w(z, t) proportionale strukturelle
Démpfung mit der Proportionalitétskonstante 0 < a < 1 beriicksichtigt. Zur
Beeinflussung der transversalen Auslenkung w(z,t) des Balkens dienen zwei
punktférmige bei z; = 0.6 und zo = 0.7 auf den Balken wirkende Kréfte und
die Regelgrofen sind durch die Auslenkungen bei z; = 0.4 und z5 = 0.3 gege-
ben. Legt man bei der Modellbildung die Euler-Bernoulli-Balkenhypothese
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wi(t) us(t)

z=0 y—1

Abb. 2.2: Beidseitig drehbar gelagerter Balken mit transversaler Auslenkung w(z,t),
Eingangskriften u1(t) und us(t) sowie transversale Auslenkungen yi(¢) und y2(¢) als
Ausgangsgrofien

zugrunde, so erhélt man als Bewegungsgleichung fiir den Balken eine bi-
harmonische PDgl. (siche z.B. [34]). Damit lésst sich die Dynamik dieses
verteilt-parametrischen Systems in Form des Anfangs-Randwertproblems

OPw(z,t) + 0*w(z,t) — 200,0%w(z,t) = bT (2)u(t),t > 0,2€(0,1)(2.70)
w(0,t) =w(l,t) =0, t>0 (2.71)

*w(0,t) = Pw(l,t) =0, t >0  (2.72)

w(z,0) = wp(2), z€0,1] (2.73)

Ow(z,0) = wy(z), z€0,1] (2.74)

y(t) :/0 c(z)w(z,t)dz, t>0 (2.75)

mit zwei Eingingen zusammengefasst im Vektor u und zwei Ausgéngen als
Elemente des Vektors y beschreiben. Um Dirac-Impulse in den Ortscharak-
teristiken zu vermeiden, wird der punktférmige Eingriff durch den Vektor
b1 (2) = [b1(2) b2(2)] mit den rechteckfdrmigen Ortscharakteristiken

50 : 0.59<2<0.61
bi(z) = { == (2.76)
0 : sonst
und
50 : 0.69<2<0.71
by(2) = { == (2.77)
0 : sonst

approximiert. Entsprechend lassen sich mit (2.75) und dem Vektor ¢(z) =
[c1(2) c2(2)]T die punktformigen Regelgrofen niherungsweise durch die Ort-
scharakteristiken

c1(z) = (2.78)

50 : 0.39<2<041
0 : sonst

und
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50 : 0.29<2<0.31
ea(2) = { == (2.79)

0 : sonst

beschreiben.
Um eine Zustandsbeschreibung des Balkens angeben zu koénnen, werden
die Zustandsgrofsen

x1(z,t) = w(z,t) (2.80)
xo(z,t) = Oww(z,t) (2.81)

eingefiihrt. Die zugehorigen Zustandsgleichungen lassen sich unter Verwen-
dung von (2.70) sowie (2.80)—(2.81) leicht berechnen und lauten

Orx1(z,t) = wa(2,1t) (2.82)
Oro(z,t) = =021 (2,t) + 20072 (2, 1) + b (2)u(t). (2.83)
Zur Formulierung des partiellen Differentialgleichungssystems (2.82)—(2.83)

zusammen mit den Rand- und Anfangsbedingungen als abstraktes Anfangs-
wertproblem

&(t) = Az(t) + Bu(t), t>0, =z(0)=uxz9€ D(A) (2.84)
(siehe (2.24)) wird der Operator

d4
Aoh = o ,h (2.85)

h € D(Ag) = {h € La(0,1) | b, L1, Lo by &5 h absolut stetig,
L heLy(0,1) und h(0) = h(1) = &, n(0) = &, h(1) = 0}(2.86)

eingefiihrt. Da der (selbstadjungierte) Operator Ay ein positiver Operator im
Funktionenraum L2 (0,1) mit dem Skalarprodukt

(91, = / 2(2)y(2)dz (2.87)

ist, d.h. (4o(, (), > 0, V¢ € D(Ap) gilt (siehe Definition A.3.71 in [14]),
existiert auch der zugehorige Wurzeloperator

d2
Ajh=="h (2.88)
h € D(Aé) ={h € Ly(0,1) | h, i h absolut stetig,
& h € Ly(0,1) und h(0) = (1) = 0} (2.89)

als Faktor in der Zerlegung

Ag = A2 A2 (2.90)
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(sieche Theorem A.3.73 sowie Exercise 2.22 in [14]). Der aus (2.80)—(2.81)
gebildete Zustandsvektor

_ |7 (" t)
in (2.84) ist Element des noch zu wéhlenden Hilbertraums H = H; & Hs.

Darin bezeichnet V & W die direkte Summe zweier Vektorrdume V und W,
d.h. fiir v € V und w € W ist

m cevaew, (2.92)

wobei V @ W wieder ein Vektorraum ist. Damit folgt aus z(t) € Hy @ Ho,
dass x1(t) € Hy und 25(t) € Hs gilt. Anhand von (2.82)—(2.83) sowie (2.85)
und (2.88) erkennt man, dass der Systemoperator A in (2.84) durch

a1 (2.93)
B —.AQ —20(./402 .

1
mit dem Definitionsbereich D(A) = D(Ag) @ D(AE) gegeben ist. Darin be-
zeichnet I : Hy — Hp den Identititsoperator. Unter Beachtung von (2.83)
wird der Eingangsoperator

Bu(t) = M i (t) + [52] us(t) (2.94)

mit den Ortscharakteristiken b; in (2.76)—(2.77) eingefiihrt, die in Ha lie-
gen miissen. Der Zustandsraum H muss nun so gewahlt werden, dass das
Anfangswertproblem (2.84) wohlgestellt ist (siche Anhang A.1). Dies bedeu-
tet, dass (2.84) eine eindeutige Losung besitzt und dass die Losung ste-
tig von den Anfangswerten xy abhidngt. Wenn man vom Wirmeleiter aus-
geht (siehe Abschnitt 2.1), dann ist eine nahe liegende Wahl der Raum
H = L5(0,1) ® L2(0, 1) mit dem Skalarprodukt

(2] [2) = tonmi + o

x1,Y1 € LQ(O, 1), x2,Y2 € LQ(O, 1). (295)

Allerdings ldsst sich nachweisen, dass fiir diesen Zustandsraum die Lo-
sung von (2.84) nicht stetig von den Anfangswerten abhéngt und somit die-
ses Anfangswertproblem nicht wohlgestellt ist. Dieser Sachverhalt kann auch
physikalisch interpretiert werden. Hierzu bildet man das Normquadrat des
Zustands z(t), was mit (2.95)
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lz(®)]1* = (@1(), 21 () Lo + (22(1), 22()) 1

_ /O (w(z, £))%dz + /O (uw(z,1))2d> (2.96)

ergibt, wenn man (2.80)—(2.81) beriicksichtigt. Die kinetische Energie des
Balkens ist durch
1

/01(8tw(z,t))2dz (2.97)

gegeben und tritt auch in (2.96) auf. Allerdings gilt fiir die potentielle Energie

Bpa(t) = , [ @u(z.0)% (2.98)

womit der erste Summand in (2.96) nicht proportional zu Ep.(t) ist. Da-
mit beschreibt das Normquadrat |z(t)||? in (2.96) nicht die Gesamtenergie
des Balkens. Beispielsweise bedeutet dann ein kleines Normquadrat ||«(t)|?
nicht, dass die Gesamtenergie des Balkens klein ist. In (2.96) geht namlich nur
w(z,t) ein, das klein sein kann, auch wenn 9%w(z,t) grofe Werte annimmt.
Letztere Grofe beschreibt aber wegen (2.98) die potentielle Energie des Bal-
kens. Diese Betrachtungen machen die unzuldssige Wahl des Zustandsraums
H = Ly(0,1) ® L2(0,1) deutlich, da die Gesamtenergie des Systems nicht
durch die Zustédnde charakterisiert werden kann. Dieses Ergebnis lésst sich
jedoch verwenden, um einen geeigneten Zustandsraum zu bestimmen. Fiihrt
man namlich das Skalarprodukt

<|:m1:| ) |:y1:|> = <A(% X, A[% y1>L2 + <132, y2>L23

€2 Y2

1
x1,Y1 € D(.Ag), X2,z € LQ(O, 1) (299)

mit dem Wurzeloperator aus (2.88) im Zustandsraum ein, so gilt wegen
(2.97)—(2.98) fiir das Normquadrat

()] = (A 21 (1), A w1(t)) 1, + (@2(t), 22(0)) 1,
_ / (02w(z,1))2d= +/O (Oyw(z, 1))2dz

1
0

= 2Ep0:(t) + 2ERin(1). (2.100)
Folglich charakterisiert ||z(t)||? in (2.100) die Gesamtenergie des Balkens.
Deshalb darf man annehmen, dass ein Zustandsraum mit diesem Skalarpro-
dukt zu einem wohlgestellten Anfangswertproblem (2.84) fithrt. Einen solchen
Zustandsraum, in dem das Skalarprodukt proportional zur Gesamtenergie
des Systems ist, bezeichnet man als Energieraum. Ein Energieraum fiir den
Balken lésst sich aus der Forderung ableiten, dass aufgrund des ersten Sum-

1
manden in (2.99) der Zustand z; im Definitionsbereich von A} liegen muss.
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Dies fiihrt auf den Zustandsraum H = D(Aé) @ L2(0,1), der mit dem Ska-
larprodukt (2.99) auch ein Hilbertraum ist (siche Example 2.2.5 in [14]).
Dariiber hinaus liegen wegen by, bs € L2(0,1) und Ha = L2(0,1) die Ortscha-
rakteristiken der Eingénge in diesem Raum (siehe (2.76)—(2.77) und (2.94)).
Wie in Anhang B.2 ausfiihrlich gezeigt wird, ist A in (2.93) dann ein Riesz-
Spektraloperator und das resultierende Anfangswertproblem ist wohlgestellt.
Eine weitere Moglichkeit, um zu einem wohlgestellten Anfangswertproblem
flir den Balken zu kommen, ist eine andere Wahl der Zustandsgrofen. Geht
man vom Normquadrat (2.100) aus, dann konnen direkt die Energiekoordi-
naten

r1(z,t) = 0%w(z,t) (2.101)
xo(z,t) = Oyw(z,t) (2.102)

als Zustédnde im Energieraum H = L(0,1) @& L3(0,1) mit dem Skalar-
produkt (2.95) verwendet werden, da sich dann wieder das Normquadrat
(2.100) ergibt. Auch dieser Ansatz fiithrt auf ein wohlgestelltes Anfangswert-
problem (siche z.B. [35]). Ein Vorteil der Verwendung des Zustandsraums

H = D(.Aé )@ L2(0,1) ist jedoch, dass die erste Komponente z1 Element des

Raums D(Aé) ist, der nur ,glatte* Funktionen enthélt (siche (2.88)). Folglich
fiihren Punktmessungen

y(t) = 21(20,), 0=z <1 (2.103)

in diesem Raum zu beschrinkten Ausgangsoperatoren, womit solche Aus-
gangsgrofen in diesem Fall auch mit den in diesem Buch vorgestellten Me-
thoden behandelt werden kénnen. Bei parabolischen Systemen wie dem in
Abschnitt 2.1 vorgestellten Warmeleiter ist dies nicht moglich. Der dort ver-
wendete Zustandsraum Lo (0, 1) enthélt ndmlich auch unstetige Funktionen,
flir welche die punktférmige Messung bzw. die punktférmige Funktionsaus-
wertung Probleme bereitet. Damit ist die Darstellung (2.75) mit (2.78)—(2.79)
von allgemeinerer Bedeutung, da sie in jedem Fall anwendbar ist. Dariiber
hinaus modelliert sie die physikalischen Verhéltnisse besser, da Punktmes-
sungen nur mathematische Idealisierungen darstellen.

Zur Vervollstdndigung der Zustandsbeschreibung des mit den Zustéinden
(2.80)—(2.81) beschriebenen Balkens, muss noch die Ausgangsgleichung (2.75)

im Zustandsraum H = D(Aé )@ L2(0, 1) formuliert werden. Sie ldsst sich mit
(2.87) in der Form

y(t) = /O e, )e(2)dz = {@1@),@)@} (2.104)

<£E1(t), 62>L2

darstellen. Beachtet man, dass der Operator Ay beschrankt invertierbar ist
(siehe Exercise 2.22 in [14]), d.h. der Operator A, ' ist beschrinkt, und dass
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1
der Wurzeloperator Aj zur Klasse der selbstadjungierten Operatoren gehort,
d.h. es gilt

(T, AjY) L, = (A5 2,Y) L., 2,y € D(AF) (2.105)

(siehe Exercise 2.22 in [14] und Anhang A.2), dann erhélt man mit (2.90) fiir
(2.104)

S — | P OAA A e | i@ A |

(@1(t), AZAZAT oy | | (AB 2 (t), A2 o)1,

worin

&G =Ayte, i=1,2 (2.107)

eingefithrt wurde. Man beachte, dass ¢ € D(A) gilt, weil die unstetigen
Ortscharakteristiken (2.78)—(2.79) durch den Integraloperator

(A3 h)(2) = / 92 Oh(C)dC (2.108)

mit der zu Ay gehorenden Greenschen Funktion ¢(z,() als Kern geglittet
werden (siehe auch Anhang B.1). Unter Beachtung von (2.99) lautet die Aus-

1
gangsgleichung in H = D(Ag) @ L2(0,1) schlieblich

= Cx(t). (2.109)

Da C in (2.109) und B in (2.94) beschrénkte lineare Operatoren sind sowie
A in (2.93) einen Riesz-Spektraloperator darstellt, ist damit gezeigt, dass ei-
ne Zustandsbeschreibung des betrachteten Balkens als Riesz-Spektralsystem
angegeben werden kann. <

2.2.2 Losung der Zustandsgleichungen

Die Systemdynamik von Riesz-Spektralsystemen lésst sich beurteilen, wenn
man die allgemeine Losung der Zustandsgleichung

() = Azx(t) + Bu(t), ¢t>0, =z(0)=z0€ H (2.110)
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