1. Elektrostatische Felder E

Zusammenfassung wichtiger Formeln

Die Elektrostatik beschiftigt sich mit den Feldern zeitlich konstanter La-
dungsverteilungen. Grundlage dafiir ist die CouLoMB-Kraft auf eine infini-
tesimale Ladung d@ im elektrischen Feld E

dK =dQ E . (1.1)
Der Beitrag eines Ladungselementes d@ zur elektrischen Feldstirke E ist
d@ R 12 As
dE = — =8.854-10 1.2
47T60 R3 ’ =0 V m ( )

wobei der Vektor R von der Ladung zum betrachteten Aufpunkt weist. Das
Gesamtfeld einer beliebigen Ladungsverteilung folgt aus (1.2) durch Summa-
tion bzw. Integration (Superpositionsprinzip).

Grundgleichungen im Vakuum

Die Grundgleichungen der Elektrostatik lauten als Spezialfille der MAX-
WELL’schen Gleichungen in differentieller bzw. integraler Form

VxE=0 |, §1§E ds =0
(1.3)
VE:Z—V , £0¢ E -dF = /quV Qgesamt-
0

qy ist die rdumliche Dichte der Ladungsverteilung. Das Oberflichenintegral
n (1.3), das sogenannte GAUsS’sche Gesetz der Elektrostatik, steht fir alle
moglichen Ladungen in V und kann in einigen hochsymmetrischen Féllen,
in denen FE unabhéngig von den Integrationsvariablen ist, direkt zur Feldbe-
rechnung verwendet werden (siehe z.B. Aufg. E5).

Das elektrostatische Feld ist konservativ und somit aus einem skalaren
Potential ¢ bestimmbar

E=-V¢. (1.4)
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2 1. Elektrostatische Felder

Elementare Feldquellen
Die Punktladung @, der Dipol mit dem Dipolmoment p. und die unendlich

lange, gerade Linienladung g; stellen elementare Quellen des elektrischen
Feldes dar, Abb. 1.1.

a) P b) P c) qr
}/ 110 /R/
d 4

Q ? o pE:Qh—{noon
_Q d—0 R

P

Abb. 1.1. Elementare Feldquellen. (a) Punktladung. (b) Elektrostatischer Dipol.
(¢) Unendlich lange, gerade Linienladung

Potential und elektrische Feldstiarke dieser Elementarquellen lauten in koor-
dinatenunabhéngiger Form

Q Q R
Punktlad : = E = — 1.5
unktladung: 0 =75 ’ Areq R (1.52)
1 pc * R ]. R
Dipol: = E=— o - — 1.5b
1o ¢ dreg R3O dmeg (pe - V) R3 (1.5b)
R
Linienladung:! ¢ = 727qu50 In }% , E= 27qu<;0 R (1.5¢)

Analog zum rdumlichen Dipol léasst sich auch ein ,Liniendipol“ als zweidi-
mensionale Elementarquelle einfithren (siche Aufg. ES8).

Superposition

Das Feld einer gegebenen Ladungsverteilung lisst sich durch Uberlagerung
der Beitrége infinitesimal kleiner Ladungselemente bestimmen. Dabei ist es
zweckméBig, neben Raumladungen (Dichte gy ) auch Flachenladungen (Dich-
te gr) und Linienladungen (Dichte ¢;,) zuzulassen, Abb. 1.2. Fiir das Poten-
tial und die Feldstéirke einer Raumladung gilt dabei

1 1 1 R
P(r) = Ineo /qu(r') = dv’', E(r)= pr— /qu(r') g dv’. (1.6)

Fiir den Fall einer Flichenladung bzw. Linienladung ersetzt man gy (r’) dV’
durch gp(r’') dF’ bzw. qr(r’) ds’.

! Der Abstand Ry in (1.5¢) sorgt fiir ein dimensionsloses Argument der Logarith-
musfunktion und hat keinen Einfluss auf das Feld.
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Abb. 1.2. (a) Linienladung. (b) Flidchenladung. (c¢) Raumladung

Materie im elektrischen Feld

Bringt man materielle Korper in ein elektrisches Feld ein, so verdndert sich
dieses in der Regel. Man unterscheidet grundsétzlich leitende und nichtlei-
tende (polarisierbare) Materie.

Leitende Materie: Im Leiter verschwindet die elektrische Feldstérke und
die Leiteroberfliche stellt eine Aquipotentialfliche dar. Die Ladungen sind
frei beweglich und nur auf der Oberfliche vorhanden.

Polarisierbare Materie: Der Einfluss eines polarisierbaren Mediums auf
das elektrische Feld hat seinen Ursprung in der atomaren Dipolverteilung des
Materials, die makroskopisch durch die Polarisation P (Dipolmomentendich-
te) beschrieben wird. Fiir polarisierbare Materie wird neben der elektrischen
Feldstarke zusétzlich die elektrische Verschiebung D eingefiihrt und es gilt

coE + P

6087*E 5 wenn P~ FE . (17)

V-D=gqy . Dz{

g, ist die relative Dielektrizitdtskonstante eines linearen Mediums.
Ein polarisierter Korper kann alternativ auch durch dquivalente Polarisa-
tionsladungen beschrieben werden

Qvpor ==V -P . qrp=mn- P|Oberﬂé.che : (1.8)
Dabei ist n die Flachennormale des polarisierten Korpers.

Differentialgleichungen fiir das Potential

In Gebieten mit konstanter Dielektrizitatskonstanten e erfullt das elektrosta-
tische Potential ¢ die PO1SSON-Gleichung

V2 = —q?v (1.9)
bzw. bei Raumladungsfreiheit die LAPLACE-Gleichung
Vi =0. (1.10)

Diese Differentialgleichungen bilden zusammen mit Rand- und Stetigkeitsbe-
dingungen den Ausgangspunkt einer elektrostatischen Randwertaufgabe.?

2 Losungsansitze fiir die LAPLACE-Gleichung findet man im Anhang A.1.



4 1. Elektrostatische Felder

Rand- und Stetigkeitsbedingungen

Oberflachen leitender Koérper sowie Sprungstellen der Dielektrizitdtskonstan-
ten geben Anlass zu Unstetigkeiten der elektrischen Feldverteilung, Abb. 1.3.

Leiter
E=0

€2
E,
€1

Abb. 1.3. (a) Sprungstelle der Dielektrizitatskonstanten. (b) Oberfliche eines
leitenden Korpers

Auf der Leiteroberflache gelten die Randbedingungen

nxE|,=0, en-E|, =qr (1.11)
und am Ubergang ¢1 /e die Stetigkeitsbedingungen

nx(ngEl)F:O, n'(D27D1)F:0. (1.12)

Damit ist an der Grenzfliache die Tangentialkomponente der elektrischen Feld-
stirke stetig und die Normalkomponente unstetig. ¢ in (1.11) ist die influ-
enzierte Oberflachenladung des leitenden Korpers in Abb. 1.3b.

Befindet sich auf der Trennfliche in Abb. 1.3a zusétzlich eine freie Fla-
chenladung ¢, so gilt anstelle von (1.12)

nX(EQ—El)FZO s n'(D2_D1)F:qF~ (113)

Elektrische Feldenergie

Im elektrischen Feld ist die Energie W, gespeichert. Sie ldsst sich fir ver-
schiedene Anordnungen folgendermaflen berechnen:

1/ E-DdV (allgemein)
2 v

W, ={ 2 (1.14)

1
5 Qo (Leiter mit Ladung @ und Potential ¢)

1
= / qvodV  (rdumliche Ladungsverteilung)
v

Qo (potentielle Energie einer Punktladung
im Potentialfeld ¢)
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Elektrischer Fluss

Der elektrische Fluss durch eine Fliache F' ist als Flachenintegral
Ve :/ D .dF (1.15)
F

definiert. Nach dem GAUsS’schen Gesetz ist der von einer Ladungsverteilung
ausgehende Gesamtfluss identisch mit der Gesamtladung der Ladungsvertei-
lung.

Der Fluss spielt eine wichtige Rolle bei der Berechnung von Feldlinien, da
diese die Bewandung sogenannter Flussrohren bilden. Die prinzipielle Vorge-
hensweise wird u.a. in den Aufgaben E13* und E23 erlautert. Im Falle rota-
tionssymmetrischer Felder erhélt man die Feldlinien im ladungsfreien Gebiet
durch Losung der Gleichung v, =const.. Handelt es sich dagegen um ebene,
d.h. von einer geradlinigen Koordinate unabhéngige Felder, so hilt man den
Fluss 1., pro Langeneinheit konstant.

Kapazitat

Die Kapazitét eines Kondensators bestehend aus zwei Elektroden, Abb. 1.4a,
ist
Q _Q@_¢

pr—¢s U U’
wobei Q und ¢ Ladung und Potential der Elektrode 1 darstellen, wihrend die
Elektrode 2 die entgegengesetzte Ladung —@Q und das Potential ¢o aufweist.
1 ist der von der Elektrode 1 ausgehende und in die Elektrode 2 einmiin-
dende Gesamtfluss. Bei Mehrleitersystemen, Abb. 1.4b, bestimmt man die
Teilkapazitdten C;; aus den Kapazitatskoeffizienten k;;

C = (1.16)

i Ql kll le Tt kln ¢1

Cico = > kyj Q2 ko1 koo -+ kop ¢2

j=1 ’ S : ST N (1.17)
Cij - 7kij Qn knl an o knn ¢n

a) b) T

OHHE e |

1 1
| @ ¢ //
Qsl C ¢2 \\ le n ,

\ //
\\ ,
N s
N
| - AN
N
~

U=¢1— b2 -~ 7 9=0

Abb. 1.4. (a) Kondensator. (b) Mehrleitersystem
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Kriafte im elektrischen Feld

Die Kraft auf vorgegebene Ladungen kann mit (1.1) berechnet werden. An-
sonsten kann auch das Prinzip der virtuellen Verriickung verwendet werden

oW, . konstanter Ladung

Ko=+F Js “" konstanter Spannung ,

(1.18)
bei der ein Korper um eine virtuelle Strecke ds verschoben und die dabei
auftretende Energieinderung W, ermittelt wird.

An leitenden Oberflachen bzw. dielektrischen Grenzflachen, Abb. 1.3, gilt
fur die Flachendichte der Kraft

1 { e E? (Leiter)

K'=n_ (1.19)
(e1 —e2) (E1 - Ey) (Trennfliche eq/e2) .

2

Spiegelungsverfahren

In einigen (leider nur wenigen) Féllen ist es moglich, das sekundére Feld eines
leitenden oder dielektrischen Korpers bei Einwirkung eines priméren elektri-
schen Feldes mit Hilfe von Ersatzladungen, sogenannten Spiegelladungen, zu
beschreiben.

Abb. 1.5. Spiegelung einer Punktladung an einer leitenden, geerdeten Kugel.
(a) Originalanordnung, (b) Ersatzanordnung

a) Q b) Q c) (1-k)Q
— @ — @ — @
Th €1 h €1 h €1
. = ____Y__________ _____ | A
€2 h €1 — €1
) k —_ g
—kQ €2+ €1

Abb. 1.6. Spiegelung einer Punktladung an einem dielektrischen Halbraum.
(a) Originalanordnung. (b) Ersatzanordnung fiir das Potential im oberen Halb-
raum. (c) Ersatzanordnung fiir das Potential im unteren Halbraum
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Die Abbildungen 1.5 und 1.6 zeigen dies am Beispiel einer leitenden, geer-
deten Kugel und am dielektrischen Halbraum. Abb. 1.6 gilt im Grenzfall
€9 — oo auch fiir den leitenden Halbraum. Am dielektrischen Zylinder ist
eine Spiegelung ebenfalls moglich, allerdings nur fiir unendlich lange, ebene
Quellen (siehe Aufg. E15).

Aufgaben

E1 Kraftberechnung mit dem Coulomb’schen Gesetz

Bestimme die Gleichgewichtslage zwischen zwei punktférmig anzunehmenden
Ladungen @ und ¢, wobei die Ladung @ fest im Raum angebracht ist, und
die Ladung ¢ mit einer starren Verbindung der Lénge b beweglich um den
Ursprung gelagert sein soll, Abb. 1.7. Auf die Ladung ¢ wirke die Gewichts-
kraft G, die gleich sein soll der COULOMB’schen Anziehungskraft zwischen
zwei Ladungen ) und ¢ im gegenseitigen Abstand a.

q

G Abb. 1.7. Anordnung der beiden Punktladungen Q
Q (fest) und g (beweglich)

Losung: Im Gleichgewicht gilt fiir das Drehmoment b x (K 4+ G) = 0 mit
k. @ic_ Qib-a

T dweg 3 dmey 3
nach (1.1) und (1.2). Die Gewichtskraft zeigt in Richtung des Vektors a und
kann daher in der Form
G Qq a

471'5() a3

geschrieben werden. Die Gleichgewichtsbedingung lautet jetzt

Qq b—a a
bX(K+G):47T€0bX = +$ =0.

Nach Auflosen des Kreuzproduktes wird daraus

Q4 <“b—“b>sim9ez:0

dreg \ 3 ad
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mit den Losungen ¥ = 0, ¥ = 7 und ¢ = a?.

Mit dem Kosinussatz ¢? = a? + b? — 2abcos¥ ergibt sich daraus die stabile
Gleichgewichtslage ¥ = arccos(b/2a).

E2 Superposition von Ladungen

Welche Kraft wirkt auf eine Punktladung @ am Ort (z,y, 2) = (0,a,0), wenn
auf der z-Achse a) zwei gleichnamige, homogene, kugelférmige Raumladun-
gen der Dichte gy oder b) zwei ungleichnamige, homogene, kugelférmige
Raumladungen der Dichte 4+¢qy in den Punkten z = +a angeordnet sind?
Der Radius der Raumladungen sei r.

@

@]
D&

Abb. 1.8. Punktladung im elektrischen Feld
zweier kugelférmiger Raumladungen

Losung: Da das Feld der Raumladungen nur auflerhalb benétigt wird, kon-
nen diese wie Punktladungen betrachtet werden, die jeweils im Kugelmittel-
punkt anzuordnen sind und folgenden Betrag aufweisen:

3

4
Qe=qvgmr

Im Fall a) wird sich aus Symmetriegriinden nur eine y-Komponente der Kraft
ausbilden K(*) = Kgsa) e, und im Fall b) eine z-Komponente K® =k e
Mit dem Abstandsvektor R = —ae, + ae, vom Mittelpunkt der rechten
Raumladung zur Punktladung wird dann nach (1.1) und (1.2)

R QO R QOr ) _ peto)
47T50 R3  4y/2mega? * 4

Kl =

E3 Unendlich lange, gerade Linienladungen

Zwei unendlich lange, gerade, homogene Linienladungen qr; und qro stehen
sich in allgemeiner Lage gegeniiber. Ihre kiirzeste Entfernung voneinander sei
h und die beiden Ladungen seien um den Winkel o # 0 aus einer parallelen
Ausrichtung heraus verdreht, Abb. 1.9. Bestimme die Kraft zwischen den
Ladungen.
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Abb. 1.9. Zur Bestimmung der Kraftwirkung zwischen zwei unendlich langen,
geraden Linienladungen

Losung: Die Linienladung ¢ erzeugt nach (1.4), (1.5¢) das elektrische Feld
El—V< L1y R) g1 R qr1 Tep +ye,

2meg nRio ~ omeo R2 . 2mey a2+ 12
Mit x = s sina und y = h ergibt sich daraus fiir die aus Symmetriegrinden

allein benotigte y-Komponente der Feldstirke am Ort der Linienladung qrs

qri h

FE = .
1y(5) 2meg s2sin® o + h2

Nach dem CouLomB’schen Gesetz (1.1) erhalten wir die Kraft auf die Lini-
enladung ¢r2, indem die Feldstidrke am Ort s mit dem Ladungselement gy ods
multipliziert und {iber die gesamte Lénge integriert wird, d.h.

Vi i d
qriqr2 S
K=c¢e¢ FEi,(s)ds = =
v ar2 / 1y(5) 2meg / $2sin? o + h2
— 0o —00
_ qrgrz ssinal®  qrigre 1
=e, ———— lim arctan = - €y .
TEeQ Sin o a—o0 h g 2e9  sina

E4 Kreisformige Flachenladung

Im kartesischen Koordinatensystem sei die Fliche z2 + 3% < a? der Ebene
z = 0 homogen mit der Gesamtladung @ belegt, Abb. 1.10. Zu bestimmen
ist die Kraft auf eine Punktladung @, die im Abstand ¢ von der Flachenladung
auf der z-Achse angeordnet ist. Uberpriife das Ergebnis fiir ¢ > a.
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qr R

|

Y
! Abb. 1.10. Punktladung tiber einer kreisfor-
! migen Flichenladung

Losung: Die Anordnung ist rotationssymmetrisch, so dass die z-Achse na-
turgeméaf eine Feldlinie darstellt und daher nach (1.1) nur eine Kraft in z-
Richtung auftreten wird, F = e, F, = e,QF,. Der elementare Kraftbeitrag
am Ort der Punktladung infolge der differentiellen Ladung dg = grdF”’ be-
tragt nach (1.2)

qrdl’ e, - R Q

qFr = —5

dKZ = )
@ dmeg  R3 Ta

mit dF’ = ¢’do’d¢’ und R = e,c — e, ¢, so dass man fiir die resultierende
Kraft den Ausdruck

a
— /
K. = 47r€0 7ra2 / / 02 /2 3/2 e dg dgp
0'=0¢’'=

2 / c d 2 c

__q odo = — Q _
2 2 /2)3/2 2 B} D)
2mega (2 + 0?) 2mepa® \/c2 + o o

0

Q* 1 1
- 2mepa? T+ a2/
erhélt, welcher wie zu erwarten stets positive Werte liefert.

Fiir grofle Entfernungen ¢ > a muss die Kraft dem Wert zustreben, der
sich ergibt, wenn man die Flachenladung als Punktladung im Ursprung kon-
zentriert annimmt. Entwickelt man also den reziproken Wurzelausdruck in
eine TAYLOR-Reihe und bricht nach dem linearen Glied ab

1 - 1 a?

- a1
1+ aZ?/c? 2 c?
2

so erhélt man schliellich K, ~ @ fir ¢ > a, q.e.d..
4dmegc?

a
fir — <1
c

E5 Feldberechnung mit dem Gauf3’schen Gesetz

In einer Kugel vom Radius a herrsche eine homogene Raumladungsdichte
qy mit Ausnahme einer hohlkugelférmigen Region vom Radius b < a, deren
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Mittelpunkt vom Zentrum der Kugel den Abstand d aufweise, Abb. 1.11. Man
bestimme die elektrische Feldstirke innerhalb der hohlkugelférmigen Region.

Abb. 1.11. Kugelférmiger Hohlraum in
einer Raumladungskugel

Losung: Nach dem Superpositionsprinzip kann man sich das elektrische Feld
im kugelfsrmigen Hohlraum als die Uberlagerung E = E; — E5 vorstellen,
wobei E; das Feld einer homogenen Raumladungskugel mit dem Radius a
und der Raumladungsdichte gy ist, wihrend E9 das Feld einer homogenen
Raumladungskugel ist, die den Bereich des Hohlraumes ausfiillt und eben-
falls die Raumladungsdichte gy aufweist. Die Anwendung des GAUSS’schen
Gesetzes, d.h. des Oberflachenintegrals in (1.3), fiir eine Kugeloberfliche mit
dem Radius r; liefert

2T T 2w w1
Eo//Erl(rl)r%sinﬁdﬁdgo:qv///7"2 sin¢drddde .
00 00 0

Daraus folgt

4
47760rfET1(r1) =qy - 7r7'§’ — FE, = q—vrl )
3 380
Analog lautet das Feld der im Hohlraum angebrachten Raumladung
qv
Ey,=—r
2 320 2
und es ergibt sich mit r; — 72 = d das resultierende Feld im Hohlraum
E=E —E, =g,
360

Es ist also homogen und zeigt in Richtung der Verbindungsachse der beiden
Kugelmittelpunkte.



12 1. Elektrostatische Felder

E6 Halbkugelformige Raumladung, Ladungsschwerpunkt

Gegeben ist eine halbkugelformige, homogene Raumladung mit dem Radius
a und der Gesamtladung @, Abb. 1.12.

a) Wo liegt der Ladungsschwerpunkt der Anordnung?
b) Berechne die elektrische Feldstérke auf der Rotationsachse.

c) Zeige, dass die Raumladung in groBen Entfernungen z > a durch eine
Punktladung im Ladungsschwerpunkt ersetzt werden darf.

Abb. 1.12. Schnitt durch eine halbku-
gelféormige, homogene Raumladung. Dar-
gestellt ist auflerdem das ringférmige Vo-

i) P Iy lumenelement zur Berechnung der elektri-
~——irsin? schen Feldstérke.

Losung:
a) Aufgrund der rotationssymmetrischen Ladungsanordnung kann der Schwer-

punkt nur auf der Rotationsachse liegen. Seine z-Koordinate wird dabei
(ebenso wie der Masseschwerpunkt eines Korpers) in der Form

/2 a

1 2
zs:ezmgzv/(ez-r)dV:Vﬂ//(r cos ¥)r? sin ¥ dr dv
v 00

ermittelt. Die Integration iiber r ergibt a*/4 und mit der Substitution
u = sind, du/d¥ = cos¥ erhdlt man

/2 1

1
/cosﬁsinﬁdﬁ:/udu:§ —  zg=-a.
0 0

b) Zur Bestimmung des Achsenfeldes wird ein ringférmiges Volumenelement
verwendet, Abb. 1.12. Das Feld im betrachteten Aufpunkt lautet dann

1 Q e, R dV = 2712 sind dr d9
E.(P) = A av ,
(P) ey V /V R3 V= %mz‘3 )
Mit den geometrischen Zusammenhéngen z’ = r cos, R = —pe, + (2 — ') e,

und R = vr2 + 22 — 2rz cos ¥ wird das Integral zunichst auf die Form
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/2 a

// (z —r cos?¥)sind 2 dr do Fy = Q

r? + 22 — 2rz cos¥)3/2 dmega?

gebracht. Substituiert man u = cos v, so wird daraus

// [R?’ — } dudr .
Nach Durchfithrung der Integration® {iber u
EP 3| i i r? 4+ 227"
. R R d
Eo a /T{R]u—or /22[+ R u:or
0

erhalten wir mit R(u=0) = vr2+ 22 und R(u=1) = |r — 2|

EZ(P)_?)/a r2(z—r)+ r3 dr
Ey  az? |z — 7| VrZ 1 22 '

0

Die Integration des ersten Summanden erfordert eine Fallunterscheidung

z a
frzdr—fTer , 0<z<a
a 0 z
2 _ a
/Mdr: +fr2dr , zZ>a
|z — 7| 0
— [r?dr , 2<0,
0

wahrend die Integration des zweiten Summanden auf das Ergebnis

r 1 3
_ 2 2 2 2 2
/ = Zer—?)\/r +z 2N re+z

fithrt*. Schlussendlich erhalten wir damit fiir das elektrische Feld auf der
gesamten Rotationsachse die Darstellung

43—% , 0<z<a
a z
E.(z) 22 (a? s a2
1 (9 el 1.20
EO +CL2 22 + 2a+22 ) ZZG/ ( )
2
_23_% , 2<0
a z

3 siehe z.B. [Bronstein] Integral Nr. 136
4 siche z.B. [Bronstein] Integral Nr. 195
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c) Die in (1.20) auftretende Wurzel wird nach TAYLOR in eine Potenzreihe
fiir a/z entwickelt und nach dem 3. Glied abgebrochen

22 z 1a®> 1a*
1+—2=H T+-——-—+...).
a a

Nach Einsetzen und Beriicksichtigung von Gliedern bis zur Ordnung a®/2*
erhélt man die Approximation

E 2 ’ - i
Ble>a) o 00y oy 3oy _ @ g
Ey 22 8z 22 8 z (z — 25)

die dem elektrischen Feld einer im Ladungsschwerpunkt zg angebrachten
Punktladung entspricht.

2 —T
E. FOAY
1o :
Ladungsschwerpunkt E &‘

0 ' M
R Abb. 1.13. Elektrische Feld-
N‘, : starke auf der z-Achse. Die
- . J durchgezogene Kurve gibt den
\ —3/8 exakten Verlauf wieder, wah-
\ H z/a=3/ rend die gestrichelte Kurve
) \ | ‘ die Approximation durch eine
3 ) -1 0 1 5 3 im Ladungsschwerpunkt ange-

z/a — brachte Punktladung zeigt.

Abb. 1.13 zeigt die Naherung (1.21) im Vergleich zur exakten Losung (1.20).

E7 Lineare Dipolverteilung

Berechne die elektrische Feldstérke einer auf der z-Achse im Bereich |z| < a
homogen mit der Dichte p;, = pre, verteilten Dipolanordnung, Abb. 1.14.
Wie kann man das Ergebnis deuten?

Losung: Ein Element der Dipolverteilung hat das differentielle Moment
dp. = prdz’ e, und das Potential im Aufpunkt P ist somit nach (1.5b)

dz" .

pL €, ‘R
¢ = 3
471'60 R

—a

Mit R=(z—2')e, + 0e, und R = /(z — 2')? + p? wird daraus

a

)
¢ —_ pL / z z 5 dzl
dmeo J [(z—2)2 4 022

—a
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Abb. 1.14. Lineare Dipolverteilung auf der
—a z-Achse und Festlegung eines Elementardipols
oy der Linge dz’

oder nach Substitution u = (z — 2’)? + ¢?, du = —2(z — 2/)d2’

(z—a)*+¢° )24 02
PL s opp 1 |FTte
TEQ e Uyt a)24 2
(za)2+02 (rate
L 1 1
S = — — =), Ria= 24 .
@ dreg (Rl Rz) 1,2 (zFa)2+o0

Daraus ergibt sich das elektrische Feld mit E = —V¢ zu

B PL R, R,
471'50 R‘;’ RS’ ’

Dies ist aber nichts anderes als das elektrische Feld zweier Punktladungen
+@Q = £pr an den Enden der Dipolverteilung!

E8 Elektrischer Liniendipol

Bestimme das Potential eines sogenannten Liniendipols, bestehend aus zwei
unendlich langen, homogenen Linienladungen =+q,, die sich im sehr kleinen
Abstand §s parallel gegeniiberstehen, Abb. 1.15. Das Produkt ¢z, - ds mit
qr — 00, 0s — 0 definiert dabei das Dipolmoment py, des Liniendipols.

Abb. 1.15. Zwei parallel zur z-Achse
verlaufende Linienladungen im kleinen
Abstand s zueinander bilden einen Li-
niendipol mit dem Dipolmoment

pL = qr - 08.
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Losung: Das Potential der Linienladung —qy, ist nach (1.5¢)

qL r
pr— 1 _ .,
o1(r) ome0 Ry

Fiir das Potential der Linienladung +¢; kann man bei kleinem Abstand s
schreiben

p2(r) = —¢1(r — 0s) = —[¢1(r) — ds - Vu] .

Daraus folgt im Grenzfall ds — 0, g, — oo

o) =)+ onlr) = 2 0s v L= LT

27‘(’50 RQ N 271'60 T

Man beachte, dass (1.22) nur vom Ortsvektor abhéngt und damit koordina-
tenunabhéngig ist.

E9 Dipolverteilung auf einer Fliche (Doppelschicht)

In der Hohe A iiber der Erdoberfliche befinde sich eine langgestreckte Gewit-
terwolke der Breite 2a. Als Modell nehme man am Ort der Wolke Dipole an,
die geméfl Abb. 1.16b mit der Flachendichte pr homogen verteilt sind. Be-
rechne das elektrische Feld auf der Erdoberfléche fiir den Fall, dass die Lange
der Gewitterwolke sehr viel groier als die Breite 2a ist (ebenes Problem).

Erdboden h 1 pr !
P YYYYYYYYIYITY)

Abb. 1.16. (a) Langgestreckte Gewitterwolke {iber dem Erdboden. (b) Homogene
Doppelschichten als Ersatzanordnung

Losung: Der Einfluss des Erdbodens wird durch Spiegelung der Doppel-
schicht an der Ebene y = 0 erfasst, wodurch diese zur Aquipotentialfliche
¢ = 0 wird, Abb. 1.16b. Der differentielle Potentialbeitrag eines infinitesima-
len Liniendipols des Momentes dp; = ppda’, der sich am Ort x = 2’ und
y = h befindet, ist dann nach (1.22) mit R=(y —h)e, + (x —2') e,

_dpr e, R dpg y—h
de(e,y) = 2meg R2 2meg (w— /)24 (h—y)?
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Das elektrische Feld besitzt auf der Erdoberfliche mit R = Ry, siche Abb.
1.16b, nur eine y-Komponente. Sie ergibt sich durch Differentiation des Po-
tentials nach y

dEy:_dpL{ ! L, (=) 2}:
2meg | (z —a')? + (h —y)? [(z —2")2+ (h—y)?]
dpr  (z—2")? — (h—y)?
e[ —a+ (gl
Das resultierende Feld der oberen Doppelschicht erhélt man durch Integration

und die gespiegelte Doppelschicht liefert aus Symmetriegriinden denselben
Feldbeitrag und damit einen Faktor 2:

P [ (z—a))2 — R P r—x “
Ey(z,y =0) :—i/%dx/: e e
meo J [(z—a')? + h? meg (x —a')2 +h2|_,
—a
PF T+a r—a
E :0 = —_—— —_ .
— y(T,y ) 0 {(x+a)2—|—h2 (x—a)2+h2}

’ Ne——
T Abb. 1.17. Elektrische Feld-

Ey starke auf dem Erdboden. Aus
21 Eo z/a — Symmetriegrinden wurde nur

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ / ‘ ; der Verlauf im Bereich x > 0 dar-
00 02 04 06 08 10 12 14 1.6 1.8 2.0 gestellt.

Abb. 1.17 zeigt die Feldstérke in der Ebene y = 0, wahrend in Abb. 1.18
die Feldlinien dargestellt wurden. Dort gibt es zwei singuldre Punkte S auf
der Erdoberflache, in denen die Feldstarke verschwindet und die Feldlinien
unter einem Winkel von 45° einmiinden. Fiir die Berechnung der Feldlinien
kann man tbrigens die Gleichung (3.45) in Aufg. M12 mit k = 1 verwenden.
Denn die elektrischen Feldlinien einer elektrischen Doppelschicht entsprechen
vollkommen den magnetischen Feldlinien einer magnetischen Doppelschicht.
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7€ N

S S Abb. 1.18. Verlauf der elek-
trischen Feldlinien

E10 Feldreduzierende Wirkung eines Erdseils

Freileitungen werden im besonderen Mafle den hohen elektrischen Feldern
vorbeiziehender Gewitter ausgesetzt. Sie miissen also vor Uberspannungen
geschiitzt werden. Dies wird erreicht, indem an den Mastspitzen ein allseits
gut geerdeter Draht, das sogenannte Erdseil, aufgehdngt wird.

a) Wie ldsst sich qualitativ die feldreduzierende Wirkung eines geerdeten
Leiters erklaren?

b) Berechne anhand eines idealisierten Modells den Feldverlauf zwischen Ge-
witterwolke und Erdboden. Das elektrische Feld der Wolke wird dabei als
homogen angenommen und das Erdseil mit dem Radius a durch eine un-
endlich lange, gerade Linienladung im Mittelpunkt des Leiters approximiert,
Abb. 1.19.

Erdboden

Abb. 1.19. (a) Geerdeter Draht im homogenen Feld iiber einem leitenden Halb-
raum. (b) Spiegelung der Erdseilladung am leitenden Halbraum
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Losung:

a) Wir betrachten zunéchst einen isolierten Leiter zwischen Wolke und Erde
Abb. 1.20a.
a) oo e———— / b) o —— J

FFHF+++++

Abb. 1.20. (a) Isolierter Leiter zwischen Wolke und Erdboden. (b) Geerdeter
Leiter zwischen Wolke und Erdboden

Der Leiter konzentriert das Feld in seiner Umgebung und seine Oberfléchen-
ladungen werden sich wie im Bild angedeutet polarisieren. Erden wir nun den
Leiter, Abb. 1.20b, so flieBen negative Ladungen zur Erde ab und es entsteht
im unteren Bereich eine Zone verminderter elektrischer Feldstéarke.

b) Zuerst wird die Erdseilladung g7, an der Erdoberfliche gespiegelt, so dass
die Ersatzanordnung nach Abb. 1.19b entsteht, bei der das Potential, so wie
es sein muss, fiir y = 0 verschwindet. Das resultierende Potential im Aufpunkt
P lautet

R
d(x,y) = qL lnR—leOy mit Ry =22+ (yFh)?.
2

27T<€0

Soll das Potential im Punkt A der Oberfliche des Erdseils, Abb. 1.19b, ver-
schwinden, so erhdlt man daraus die bisher nicht bekannte Erdseilladung

qr a h—a
- 1 — Eo(h — =2reg By ——F——~
2meg "on—a o(h—a) = qr=2me0k In(2h/a — 1)

und auf der y-Achse stellt sich das elektrische Feld

Ey(o’y):_8¢(0,y):E0{ h—a [1 1}“}

O:

Ay m(2h/a—1) ly—h y+h
Ey(0,y) _ 2 hh—a)
Eg In(2h/a — 1) y? — h?

ein. In Abb. 1.21 sieht man den Verlauf des Potentials und der elektrischen
Feldstédrke auf der y-Achse der Anordnung. Deutlich ist die Feldiiberhohung
am Ort des Erdseils zu erkennen. Das bedeutet, dass ein Blitz ins Erdseil und
nicht in die darunter liegenden Leitungen einschlagen wird.



20 1. Elektrostatische Felder

16 = 8
1.4 // 7
1.2 /7 6
hom. Feld | |, /
10 S 5
T 0.8 T 4
/ / \
|6 os |E] 5
Eoh 7 Eo hom. Feld
0.4 2 /
0.2 — 1 T —_ — I R R
7~ \r j —
0.0 Q. 0
00 02 04 06 08 T0 12 14 16 00 02 04 06 08 IO 12 14 16
y/h — y/h —

Abb. 1.21. (a) Potential und (b) elektrische Feldstirke entlang der y-Achse bei
einem Abmessungsverhéltnis a/h = 0.05

Genaugenommen wird das Potential nur im Punkt A der Leiteroberfliche
verschwinden. Die Aquipotentialfliche ¢ = 0 um die Linienladung ¢;, herum
hat daher eine etwas andere Form als die Leiteroberflache. Diese Abweichung
fallt aber nur bei dickeren Leitern ins Gewicht, siche Abb. 1.22.

Abb. 1.22. Vergroflerte Darstellung des kreisférmi-
gen Querschnittes des Erdseils und Abweichung der
Aquipotentialfliche ¢ = 0 von der idealen Kreisform
fiir a/h = 0.05

E11 Aquipotentialfliichen

Im ansonsten homogenen Gesamtraum befinden sich zwei unendlich lange,
homogene Linienladungen 4¢z, im Abstand 2a parallel zueinander, Abb. 1.23.
Zeige, dass die Aquipotentialflichen der Anordnung kreiszylindrische Flachen
sind und gib deren Radien und Mittelpunktslagen an.

Losung: Das Gesamtpotential der Anordnung lautet nach (1.5¢)
(x —a)? +y? qr 1 22 +y? + a® + 2ax

n (x+a)?+y? T 2mep 2 nx2+y2+a272aw'

_ 4L
27‘(80

o(x,y) =
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v P
Ry &
—qr qL Abb. 1.23. Zur Berechnung des Poten-
tials zweier unendlich langer Linienla-
—a a T dungen

Mit der Abkiirzung
A 1= exp <¢(§Z’y)) s 9o i (1.23)

0 - 47‘(’50
wird daraus die Gleichung der Aquipotentialflichen
22 + 9% +a? + 2azx

A= = const.
2 4+ 32 + a? — 2ax

und schlieSlich nach Umformen

A1 A1) A+1)°
v + 2?2 — 2ax i + a? (+) —a? <+> +a?=0

A—1 A—1 A—1

quadratische Ergidnzung

— P+ (r—xn)?=R>. (1.24)

Die gesuchten Aquipotentialflichen sind damit Kreiszylinder der Radien und
Mittelpunkte

2av/\ A+1

R=n—q » =937

mit R?=22 —a?. (1.25)

2
Es handelt sich hier um sogenannte Apollonische Kreise.

E12 Kapazitidt zwischen zylindrischen Leitern

Berechne unter Verwendung des Ergebnisses in Aufgabe E11 den Kapazi-
tatsbelag einer Doppelleitung bestehend aus kreiszylindrischen Leitern der
Radien Ry und Ry im Abstand A > R; + Rs, Abb. 1.24.

Losung: In Aufg. E11 wurde festgestellt, dass zwei parallele, unendlich lange
Linienladungen 4q;, kreiszylindrische Aquipotentialfliichen erzeugen. Auch
die Oberflichen leitender Korper stellen bekanntlich Aquipotentialflichen
dar. Das Feld zweier leitender Kreiszylinder mit den Potentialen ¢; und ¢5
lasst sich also ersatzweise mit Hilfe zweier Linienladungen beschreiben, die
gemaf Abb. 1.24 auf der z-Achse angeordnet sind und auf den jeweiligen
Oberflachen ebenfalls die Potentiale ¢; und ¢s hervorrufen. Die Abb. 1.25
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Abb. 1.24. Zwei kreiszy-
lindrische Leiter und deren
h Ersatzlinienladungen

|
i E2] 1
|

illustriert den eben dargestellten Sachverhalt noch einmal. Gezeigt werden
dort die kreisformigen Aquipotentialfliichen nach (1.24), (1.25), wobei zwei
davon durch leitende Zylinder ersetzt wurden.

Abb. 1.25. Aquipoten-
tiallinien zweier kreiszy-
lindrischer Leiter mit den
Potentialen ¢; und ¢o.
Alle Linien sind Kreise.

Die Kapazitat pro Langeneinheit lautet

o qr qr/bo _ dmeg (1.26)

B ¢1 — P2 B ¢1/d0 — d2/d0  In(A1/A2)

wobei die Abkiirzung (1.23) verwendet wurde. Hinsichtlich der Vorzeichen
gilt dabei

p1>0 — M>1 — x>0
¢2<0 — Aoy < 1 — x9<0.
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In der Aufgabenstellung sind jedoch nicht die Gréflen z7 und z2 vorgegeben,
sondern nur die Leiterabmessungen h, R; und Ry. Aus (1.25) ergeben sich
zunéchst die Zusammenhéinge

R? =22 — a?
— x%—x%zR%—R%
R2 — 22 _ 2
2 = T3
1 —x9=h — x2=22+h%+2hx
1 2 1 2 2,

nach deren Subtraktion x; und x5 durch h, Ry und Ry ausgedriickt werden
kénnen

1 R3 - R?
2 (n 5

To = —— +> , 1 =h+xz. (1.27)

Mit Hilfe von (1.25) lassen sich schlielich noch die zur Berechnung der Ka-
pazitit (1.26) benotigten Werte A; und A2 angeben

T12+a 2 2
A= —"—— , a=/xi,—Ri,,
12 —a ’ ’

womit das Problem gelost wére.

E13* Polarisierte Platte

a) Eine unendlich ausgedehnte Platte der Dicke 2d habe die konstante Po-
larisierung Po. Wie grof3 ist die elektrische Feldstirke und die dielektrische
Verschiebung innerhalb und auflerhalb der Platte?

b) Dieselbe Platte habe nun eine endliche Breite 2a, sei aber immer noch un-
endlich lang, Abb. 1.26. Bestimme das resultierende Feld im gesamten Raum.

c) Gib die Gleichung der elektrischen Feldlinien sowie der dielektrischen Ver-
schiebungslinien an und diskutiere die jeweiligen Verldufe.

a) b) vl R P
+qFpol %R—

BRREREI A
—{Fpol d / z

! 2a ! a a

Abb. 1.26. (a) Polarisierte Platte. (b) Ersatz der polarisierten Platte durch
Polarisationsflaichenladungen +qrpo
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Losung:

a) Die polarisierte Platte kann nach (1.8) durch zwei Polarisationsflachenla-
dungen +qppo = £Fy auf der Ober- bzw. Unterseite der Platte ersetzt wer-
den. Da diese Flichenladungen unendlich ausgedehnt sind, heben sich ihre
Beitriage zum Feld auflerhalb der Platte gerade auf

E,=0 , D,=¢FE,=0.

Das Feld innerhalb der Platte kann man sich mit Hilfe von (1.7) und der
Stetigkeitsbedingung (1.12) herleiten

D, =¢FE;+Py=D,=0 — Eq;:—PO/Eo.

b) Die Platte wird gemé&f Abb. 1.26b durch ihre Polarisationsflichenladungen
+grpor ersetzt. Da die Flachenladungen in z-Richtung unendlich ausgedehnt
sind, entspricht ein herausgegriffenes Element der Breite dz’ einer Linienla-
dung dq;, = Pyda’. Das Potential dieser Linienladung sowie der entsprechen-
den negativen Linienladung auf der gegeniiberliegenden Seite ist nach (1.5¢)
und Abb. 1.26b

P() d.I/ R+
= — 1 _—
d¢ 27T€0 . R_

und damit das resultierende Potential der gesamten Platte

, Re=\J@-o2+yTa®

“+a

EO (QZ — I/)2 + (y + d)2 ’ . P()
¢(z,9) 2 / . (x—a')? 4+ (y—d)? v 07 2meg

—a

Daraus folgen die Feldstdrkekomponenten® E, = —0¢/0x und E, = —0¢/dy

“+a

% N / { (v — a:’?Q_J:C(Iy —d)?  (z— x/;:f(/y T d)2} da’ =

_1ln((m )’ + (y +d)° (a:+a)2+(y—d)2>
2 (x—a)2+ (y—d)? (z+a)?+ (y+d)?
+a
&= Lol et S} -
Eo (-2 +y—d? (z—2)+(y+d)?
—arctanx_a—arctanx_a—arctanx+a—i—arctanx
B +d y—d y+d y—d’

¢) Die Feldlinien der dielektrischen Verschiebung (D-Linien) lassen sich mit
Hilfe des elektrischen Flusses berechnen. In Abb. 1.27a sind zwei benachbarte
Feldlinien eines zweidimensionalen elektrischen Feldes angedeutet.

5 siehe z.B. [Bronstein] Integral Nr. 57 und 61



Aufgabe E13* 25

Feldlinie

S

1
|
e e

Abb. 1.27. (a) Zur Berechnung der D-Linien ebener, ladungsfreier, elektrischer
Felder. (b) Beriicksichtigung der Polarisationsladungen bei den E-Linien

Der Fluss pro Langeneinheit ,; durch die Verbindungslinie S; zwischen den
Punkten P; und P» ist nach (1.15)

P = D nds mit D=¢E+ P,
S1
wobei der Einheitsvektor n senkrecht auf S; steht. Ist das von den beiden
Feldlinien sowie S; und S3 begrenzte Gebiet wie in der vorliegenden Aufgabe
ladungsfrei, so ist in Abb. 1.27 ., = ¢/, und folglich gilt allgemein

wéz/D-nds:const..
s

Die Berechnung der Feldlinien kénnte dann so erfolgen, dass man fiir S eine
Linie wéhlt, die von einem festen Punkt P, ausgeht und in einem variablen
Punkt P(x,y) endet. Bei der polarisierten Platte wissen wir, dass aus Sym-
metriegriinden die y-Achse eine Feldlinie darstellt. Es ist daher sinnvoll, eine
gerade Linie S parallel zur z-Achse von einem Punkt der zu berechnenden
Feldlinie bis hin zur y-Achse zu wéahlen, so dass bei der Flussberechnung nur
iiber z zu integrieren ist. Beschranken wir uns dabei, wieder aus Symmetrie-
grinden, auf den ersten Quadranten des Rechengebietes, so erhalten wir die
Gleichung der D-Linien in der Form

x Pz fir y<d,z<a
eo [ Eydz+ 4 Foa fir y<d, r>a p = const. (1.28)
0 0 fir y>d

Die Feldlinien der elektrischen Feldstérke (E-Linien) kénnen in &hnlicher Wei-
se ermittelt werden. Jedoch ist hier zu bedenken, dass die elektrische Feld-

stirke E im Gegensatz zur elektrischen Flussdichte D nicht quellenfrei ist.
Wir betrachten dazu die Abb. 1.27b. Die , Fliisse“5

S Fiir die E-Linien wird eine von (1.15) abweichende Flussdefinition verwendet und
durch einen Stern gekennzeichnet.
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unterscheiden sich in diesem Fall, weil in dem markierten Gebiet, das durch
S1, Sa, die y-Achse und die Feldlinie begrenzt wird, die Polarisationsladung
umschlossen wird. Folglich lautet die korrekte Gleichung der E-Linien

* Pya fir y<d)|
50/0 Eydx+{0 iy y>d} = const. . (1.29)

Wie man sieht, wurde fiir y < d der konstante Term Py a hinzugefiigt. Er sorgt
dafiir, dass 1}’ und 3’ fiir die auf derselben Feldlinie liegenden Punkte P;
und P, identische Werte annehmen.

a) 1 b)
\,/‘\,/ N I

Abb. 1.28. (a) E-Linien und (b) D-Linien einer homogen polarisierten Platte

Das Integral in (1.28) bzw. (1.29) kann mit Hilfe von [Bronstein| Integral Nr.
498 gelost werden, auf das Einsetzen wird an dieser Stelle aber verzichtet.

Die Feldbilder Abb. 1.28a+b unterscheiden sich nur im Innenraum. Die
D-Linien sind aufgrund der Abwesenheit freier Ladungen stets geschlossen.
Die E-Linien starten auf den positiven und enden auf den negativen Pola-
risationsladungen. Man erkennt deutlich, dass die elektrischen Feldlinien im
Gegensatz zu den Verschiebungslinien ohne Knick durch die Seitenflichen der
Platte verlaufen. Auf der oberen bzw. unteren Flache verhilt es sich genau
umgekehrt.

E14 Stetigkeitsbedingungen am dielektrischen Zylinder

Ein in z-Richtung unendlich ausgedehnter, dielektrischer Kreiszlinder mit
Radius a wird einem ebenen, d.h. nur von den Polarkoordinaten ¢ und ¢
abhéngigen, elektrischen Feld mit dem Potential ¢ = ¢.(o, ) ausgesetzt.
Fiir das Potential innerhalb bzw. auflerhalb des Zylinders ldasst sich dann
schreiben
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bog) = {%(Qa ?) — koe(a?/0.¢) fiir 0> a (1.30)

(1= Fk)pe(0, ) firp<a.

Wie muss die Konstante k gewéhlt werden, damit die Stetigkeitsbedingungen
auf der Zylinderoberfliche exakt erfillt werden?

Losung: Auf der Oberfliche des Zylinders miissen die Tangentialkomponen-
te der elektrischen Feldstarke F, sowie die Normalkomponente der dielektri-
schen Verschiebung D, stetig tibergehen

o _ oo 29

. __ 09
dp R R

= 90 (1.31)

o=a+0 o=a—0 o0=a+0 o=a—0

Wie man durch Einsetzen von ¢ = a in (1.30) feststellt, verhélt sich das Po-
tential ¢(o, ) beim Durchgang durch die Zylinderoberfliche stetig, und da
dies fiir jeden Winkel ¢ gilt, folgt daraus sofort die Stetigkeit der Tangen-
tialableitung. Aus der Stetigkeit von D, wird nach Einsetzen von (1.30) in
(1.31) und Anwenden der Kettenregel

Ope(0,0)| [ 0¢c(0,9) a?\ 9¢c(a?/o0,¢)
1=k, _{ 90 ’“<g> 3(@/0) }Q_a
S e(l—k)=eo(1+k) — k::rzo.

0

E15 Spiegelung am dielektrischen Zylinder

Berechne die Kraft auf den Zylinder in Aufg. E14, wenn sich im Mittelpunkts-
abstand ¢ > a eine unendlich lange Linienladung ¢, parallel vor dem Zylinder
befindet, Abb. 1.29.

Hinweis: Bestimme zunéchst aus dem allgemeinen Potentialansatz dquivalen-
te Spiegelladungen im Innern des Zylinders.

b) -7 \\\\ € —¢&o
p =
/ AN €+eo
/ a
/
/ —kqr qL
7T S e -
\ €0 * 2
\ ¢ =a‘/c
N\ 7
\\ |
c ~—___-7 c

Abb. 1.29. (a) Linienladung vor einem dielektrischen Zylinder. (b) Ersatzanord-
nung fir das Potential im Bereich o > a
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Losung: Die Linienladung vor dem Zylinder erzeugt nach (1.5¢) mit der
willkiirlichen Festlegung Ry = ¢ das erregende Potential

qr IR— qr

0% + ¢ — 20ccos ¢
n .

1 2

_ n _
2meq c 4meg c

de(0; ) = (1.32)

Nach Ersetzen von ¢ durch a?/¢ wird daraus

a® qr, a* 1 a’ 1
(o) = (L 128 2
¢ (g SD) 4reg n<02 02 + ) COS@)

oder etwas umgeformt und mit ¢* = a?/c

a’ gL, 0  qr , 0*+c =20 cosp

be ( . ,go) = oreg In o — n = . (1.33)
Der erste Term in (1.33) beschreibt nach (1.5¢) das Potential einer Linien-
ladung —qr auf der Zylinderachse. Vergleicht man den zweiten Term mit
(1.32), so erweist sich dieser als das Potential einer Linienladung +¢;, in der
Entfernung ¢* = a?/c von der Zylinderachse. Es ergibt sich also aus (1.30)
die Ersatzanordnung nach Abb. 1.29b.

Die Kraft pro Langeneinheit auf die felderregende Ladung ¢; ist dann
K’ = qp E, wobei E das elektrische Feld der Spiegelladungen +kqy darstellt

K =e kdi 1 ! - _e ﬁi
“2meg le c—a?/c Y omege 2 —a?

—_

Wie es sein muss, wird die Ladung vom Zylinder angezogen.

Zur Veranschaulichung sind in Abb. 1.30 die D-Linien dargestellt. Sie
verlaufen innerhalb des Zylinders geradlinig und ihre Verldngerungen treffen
sich alle am Ort der erregenden Linienladung.

Abb. 1.30. Verlauf der D-
Linien einer unendlich lan-
gen Linienladung vor ei-
nem dielektrischen Zylin-
der mit €, = 3
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E16 Linienladung vor einem dielektrischen Halbraum

In der Hohe A tiber einem dielektrischen Halbraum befindet sich eine unend-
lich lange Linienladung ¢z, Abb. 1.31. Bestimme die Kraft pro Langeneinheit
auf den Halbraum.

=y

© - Abb. 1.31. Unendlich lange Li-
nienladung tiber einem dielek-
trischen Halbraum

Losung: Das elektrische Feld ldsst sich im unteren Halbraum mit Hilfe des
Spiegelungsverfahrens durch eine Linienladung

E—E&p

1—-k it k=
w(—k) . omit k=

am Ort x =0, y = h im ansonsten homogenen Gesamtraum der Dielektrizi-
tdtskonstanten g9 bestimmen, vgl. Abb. 1.6¢c. Auf der Unterseite der Trenn-
fliche y = —0 ist dann mit R = Va2 + h?

a.(1—k) [ = h
ElZE(x,y:—O):W ﬁer—ﬁey .

Aufgrund der Stetigkeitsbedingungen (1.12) gilt fiir das elektrische Feld auf
der Oberseite der Trennflache

qrL(l—=k) [ z e h
Be=Blry =10 =" " \me& om%) "

Die Flichendichte der auf das Dielektrikum wirkenden Kraft folgt aus (1.19)
1 q\2k(1—k) (22 & h?
" __ - _ . — 1L S - -
K" = 2(5 o) (E1-Es)ey (27r) = 7 + o R ey
und daraus die Kraft pro Lingeneinheit

Hoo 2k(1—k) [T°° 22+ (¢/g)h?
’r " qL 0
Ky = /; Ky dz = (*271_) 760 /; (x2 h2)2 dz . (1.34)

Das uneigentliche Integral kann mit dem Residuensatz gelost werden, indem
die reelle Variable x durch eine komplexe z = & + jn ersetzt und der Integra-
tionspfad wie in Abb. 1.32 in der oberen Halbebene (7 > 0) mit unendlichem
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in |

jh
R —

»— . Abb. 1.32. Zur Berechnung des un-
& eigentlichen Integrals in (1.34)

Radius geschlossen wird. An der Stelle z = jh tritt in (1.34) ein zweifacher
Pol auf, so dass das Residuum des Integranden die Gestalt

d 22 + (e/e0)h? 1 1
1i a _h 2% T \&/e)hm (L L
Z‘iﬁlhdz{(z I =y } 9%h 1k

annimmt. Da das Integral nach dem Residuensatz das 27j-fache dieses Wertes
ist, ergibt sich daraus

kq?
K =—L
v 47T€0h
Zum selben Resultat gelangt man natiirlich auch, wenn man die COULOMB-
Kraft pro Langeneinheit zwischen der Linienladung q; und ihrer Spiegella-
dung im unteren Halbraum, siche Abb. 1.6b, berechnet.

E17 Energie einer kugelformigen Raumladung

Berechne die elektrostatische Feldenergie einer homogenen, kugelférmigen
Raumladungswolke mit der Dichte gy ¢ und dem Radius a

a) mit Hilfe der elektrischen Feldstarke

b) mit Hilfe des Potentials.

Losung:

a) Das radialsymmetrische Feld der kugelférmigen Raumladungsverteilung

berechnen wir zunéchst in gewohnter Weise mit Hilfe des GAUSS’schen Ge-
setzes der Elektrostatik

4 3 f" <
50§£ E - dF = 47’y E, :/ gvdV =gqyoz 7’3 tlr =
F v 3 a° firr>a
. ET:qV—O r firr<a
30 |a®/r? firr>a.

Aus (1.14) folgt dann die Feldenergie
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a oo

2 6
1 9 1 qvo 4 a
We:QEOAETdV:2EO<?m)) 47 /T d'r“r/ﬁdr =
0
4T

a

2 5
- qyoQ - 1.
1560 4vo ( 35)

b) Das Potential ist nach (1.4) das Integral tiber die Feldstérke

2 .
qvo | —m*/2+C firr<a
=— | E,dr+C=-—"
¢ / " 360{ a3/r firr>a.

Die Konstante C' wahlt man so, dass ¢ fiir r = a stetig ist und erhélt

b= qvo | (a2 —12)/2 firr<a

T 3 a3/r firr>a.

Die Energie kann nun nach (1.14) durch Integration iiber das raumladungs-
behaftete Volumen ermittelt werden

1 1 g%, j3a2 2, i, .
== dv = = X8y —rdr=— 2L (1.
We 2/‘/QVO¢ V=3 30, 1T 5 dr= 15, dved (1.36)

Die Resultate (1.35) und (1.36) stimmen also {iberein.

E18 Teilkapazitiaten

Uber dem Erdboden befinden sich in der Hohe hq bzw. he zwei unendlich lan-
ge, parallele Leiter mit der gegenseitigen Entfernung a, Abb. 1.33. Die Radien
r1 bzw. ro der Leiter seien sehr viel kleiner als die iibrigen Abmessungen. Zu
bestimmen sind die Teilkapazitdten der Anordnung sowie die Betriebskapa-
zitdt, wenn beide Leiter den gleichen Radius und die gleiche Hohe iiber der
Erde aufweisen und im Gegentakt betrieben werden.

T1
a) ()’; b) g1 a_ _ ¢ —
\O T«
a \ ho I\ | ha
h1) \‘/r /d;:o ha N \
| |
e N i S
h | \\ |
! I N ha
0\\\\\‘{ 1

Abb. 1.33. (a) Zwei diinne Leiter iiber dem Erdboden. (b) Ersatzanordnung
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Losung: Zunédchst konnen die beiden Leitungen aufgrund ihrer kleinen Ra-
dien durch unendlich lange Linienladungen in ihren Mittelpunkten ersetzt
werden. Den Einfluss des Erdbodens erfassen wir wie iiblich durch Spiege-
lung. Es entsteht dann die Ersatzanordnung in Abb. 1.33b, aus der man
auch den diagonalen Abstand

b= vV a? —+ 4h1h2

ablesen kann. Ausgangspunkt bei der Berechnung der Teilkapazitdten eines
Systems von n Leitern ist ein Gleichungssystem, das die Ladung auf den
Leitern mit den Leiterpotentialen verkniipft. Dieses Gleichungssystem hat in
unserem Fall analog zu (1.17) die Gestalt

qr1) _ (ki Ko\ (o1 o1\ _ (p11pi2)  (aqra
(QL2>_(k'21 klzz) <¢2> oder <¢2>_(P21 P22> <QL2> (1.37)

mit den Kapazititskoeffizienten ki, , aus denen nachher die gesuchten Teilka-
pazitdten bestimmt werden, und den Potentialkoeffizienten p;i. Zuerst wer-
den die Potentialkoeffizienten berechnet. Dabei ist zu beachten, dass auf jeder
Leiteroberflache die Beitrage aller vier Linienladungen zu superponieren sind.
Nach (1.5¢) erhdlt man dann

¢ : In L m 2 n -2
=— n— — n— n— n—
1 oo qr1 Ro qr1 Ro qr2 Ro —dqrL2 Ro
1 2ho b
=- 2 — qp,1 In— — gy In —
b2 Smeo (qLQ n Ro gr2In — e +qr1In — Ro gr1In Ro>
und durch Vergleich mit (1.37) folgt
1 2h 2 1 b
P11,22 = In—= ", pia=pu = In—.
2’/T60 1,2 27’(’50 a

Nach Inversion der Matrix der Potentialkoeffizienten in (1.37)

(QL1> _ 1 ( P22 —P12> ) (¢1>
qr2 p11p22 — Py \—P12 P11 b2
lauten die Kapazititskoeffizienten

27‘&'60 2h271 TEQ 4h1h2
/11,2227111 o1 12—]f21—_jl 1+ ;

mit der Abkiirzung

2
2h 2h 4hih

A= (27r€o)2(P11P22 —p%2) =t <ln 14 12 2)
™ T2 a

Die Teilkapazititen pro Langeneinheit, Abb. 1.34, folgen schliefflich aus (1.17)

Clo=—kip , Cloo=kn+kis , Co =ky+E,. (1.38)
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Abb. 1.34. Teilkapazititen pro Langenein-
heit einer Doppelleitung tiber dem Erdboden

Wir kommen nun zur Berechnung der gesuchten Betriebskapazitét. Bei sym-
metrischer Anordnung der Leiter wird aus den Potentialkoeffizienten

TN =T =T N o o
hy=hy=h P11 =Pp22 =D -

Auflerdem ist im Gegentaktbetrieb

g1 = —qr2=qr. , ¢1=—¢2=(p—pi2)qL

und es ergibt sich als Betriebskapazitiat pro Langeneinheit der Ausdruck

r qr _ ﬁ 1
Cp = ot TEQ /hl (27'“1 +4h2/a2> . (1.39)

Hier bietet sich eine schéne Kontrolle der zuvor ermittelten Teilkapazititen
an. Die Betriebskapazitat ist ndmlich nach Abb. 1.34 nichts anderes als die
Parallelschaltung der Kapazitidt C7, mit den in Reihe geschalteten Kapazi-
tiaten Cf,, und C4, d.h.

ClocChee Cloo
Clos + O 2
Nach Einsetzen von (1.38) ergibt sich wieder das Resultat (1.39).

Cp=Cl+ =Clp +

E19 Krafte an metallischen Oberflachen

FEine leitende, diinnwandige Kugelschale mit Radius a bestehend aus zwei
sich beriithrenden Hemisphéren befinde sich in einem urspriinglich homogenen
elektrischen Feld der Stirke Ej, welches senkrecht auf der Trennebene der
beiden Halften steht. Bestimme die erforderliche Kraft, um die Hemisphéren
zusammenzuhalten.

Abb. 1.35. Leitende, in der Mitte durch-
trennte Hohlkugel im homogenen elektrischen
Feld
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Losung: Zunéchst erhebt sich die Frage, wie der Einfluss der leitenden Ku-
gel auf das resultierende Feld erfasst werden kann. Es ist leicht vorstellbar,
dass ein homogenes Feld dadurch erzeugt werden kann, dass man zwei ent-
gegengesetzte Punktladungen immer weiter voneinander entfernt und dabei
betragsméafig grofler werden lésst, so dass wahrend dieses Grenziiberganges
das Feld in einem endlichen Bereich zwischen den beiden Ladungen zuneh-
mend homogener wird. Bei Anwesenheit der leitenden Kugel erhalten die bei-
den Ladungen ihre entsprechenden Spiegelbilder innerhalb der Kugel. Diese
Spiegelladungen wandern im Zuge des erwidhnten Grenzprozesses nach den
Spiegelungsgesetzen (siehe Abb. 1.5b) aufeinander zu und werden dabei eben-
falls immer grofler. Mit anderen Worten: Es entsteht ein Dipol im Kugel-
mittelpunkt, der die Wirkung der Influenzladung auf der Kugeloberfliche
beschreibt und wir machen daher mit (1.5b) den Potentialansatz

1 pe-7
471'50 r3

¢ =—Eoz + ,  Pe = Dpoe:

Das Moment des Ersatzdipols bestimmen wir so, dass sich auf der Kugel-
oberfliche das Potential ¢ = 0 einstellt. Wegen p. - r = pgz = por cos ¢ folgt

¢(T = a,) =0 — —FEpa+ 471_15)0&2 =0 — po= 47T€0E0a3 .
0

Damit lautet das resultierende Potential eines durch eine leitende Kugel ge-
storten homogenen elektrischen Feldes

o(r,9) = Ey {iz 7"} cos? .

Die Radialkomponente der elektrischen Feldstarke auf der Kugeloberflache
folgt durch Differentiation

E.(r=a,9)=—- — =3 FEycos?. (1.40)

r=a

Diese gibt nach (1.19) Anlass zu einer mechanischen Spannung, deren Inte-
gration” iiber die rechte Halbkugelfliche eine aus Symmetriegriinden allein
z-gerichtete Kraft liefert

/2
1 9
K, = - 2ma’sy / E%(a,9) (e, -e;)sinddd = = 7 eoga’Ej .
2 L=z ) 4
0 cos ¥

E20 Elektrischer Dipol vor einer leitenden Kugel

Vor einer ungeladenen, leitenden Kugel mit dem Radius a befinde sich im
Abstand ¢ vom Mittelpunkt der Kugel ein elektrostatischer Dipol mit dem
Moment p., Abb. 1.36a. Gesucht ist die auf den Dipol ausgeiibte Kraft.

" Man verwendet hierbei die Substitution u = cos®, du = — sin 9 dd.
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Abb. 1.36. (a) Elektrischer Dipol vor einer leitenden, ungeladenen Kugel.
(b) Spiegelung der Dipolladungen an der Kugel

Losung: Wir nehmen zunéchst an, die Kugel sei geerdet und ersetzen den
Dipol durch zwei Punktladungen +¢g im Abstand d, Abb. 1.36b. Spiegelt
man diese Ladungen entsprechend dem Gesetz in Abb. 1.5b an der Kugel, so
entstehen die Spiegelladungen ¢; und g2 mit den Absténden ¢* — d* bzw. ¢*

___a _¢
q = c+dq ) QQqu
. i 2d (1.41)
cC-C =a 5 (c+d)(c —d):CL — d:m

Im Grenzfall d — 0, ¢ — oo, mit g - d = pe, bildet sich daher ein Dipol mit
dem Moment

3 3

« _ Pe . « _ Pe . a a
p.=— lim ¢ -d"=— lim ——qd=p. —= . 1.42
¢ pe doe pe 4% c*(c+d) Ce (142)

Summiert man die Ladungen ¢; und ¢» in (1.41)

P C S R S
ql QQ* c C+d qu(C—‘rd)q’

so stellt sich im Grenzfall d — 0, ¢ — oo, mit ¢ - d = p,, eine nicht verschwin-
dende Gesamtladung

. Peat
Q" =5

; (1.43)

am Ort ¢* = a?/c ein. Da die Kugel aber ungeladen sein soll, miissen wir in
ihrem Mittelpunkt eine weitere Punktladung

Qu =-Q" (1.44)

anbringen, um die Ladungsfreiheit sicherzustellen. Damit lautet das dufere
elektrische Feld aller Spiegelquellen (1.42), (1.43), (1.44) im Abstand z vom
Mittelpunkt der Kugel zu einem beliebigen Punkt auf der Verbindungsachse
zwischen Dipol und Kugelmittelpunkt

Q" Pe | QM Pe 1 pe

E()=—<% be .
() dreg(z — ¢*)? pe  4Amepz? pe  2meg (2 —c*)3
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Die gesuchte Kraft auf den Dipol ldsst sich durch den Grenziibergang

i dE
K:qlggo{*qE(z:c)+qE(z:c+d)}:pe it

dz
d—0

zZ=cC
berechnen und nach Einsetzen und Differenzieren ergibt sich daraus

_ DeDe a® a’c 3a’c
T 2megat '

S (2—a?)3 (2 —a?)t

E21 Kapazitit einer Stabantenne

Senkrecht iiber einem leitenden Halbraum befinde sich eine homogene Lini-
enladung ¢;, mit der Liange 2a. Ihr Mittelpunkt habe die Entfernung ¢ zum
Halbraum, Abb. 1.37a.

a) z

2r |

Abb. 1.37. (a) Linienladung iiber einem leitenden Halbraum. (b) Elektrische
Feldlinien und einige Aquipotentialflichen der Linienladung

Berechne zunichst die Aquipotentialflichen der Anordnung und bestimme
dann die Kapazitét einer diinnen Stabantenne, die senkrecht iiber dem Erd-
boden angeordnet ist. Die Antenne habe die Lange b, den Durchmesser 2r
und die Entfernung h zur Erdoberflache.

Hinweis Die Kapazitdtsberechnung soll ndherungsweise erfolgen, indem man

sich die leitende Oberfliche der Antenne als Aquipotentialfliiche in unmittel-

barer Umgebung der Linienladung vorstellt (gestrichelte Linie in Abb. 1.37a).

Losung: Mit R = \/p? + (z — 2/)? erhélt man nach (1.6) zunéchst das pri-

miire Potential der Linienladung bei Abwesenheit des leitenden Halbraumes®
ct+a ,

o) = L dz" _ qr

T dweg R~ 4dmeg
c—a

z—cta+ o2+ (2 —c+a)?
z—c—a+ o2+ (z—c—a)?

. (1.45)

8 siehe z.B. [Bronstein| Integral Nr. 192
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Den Einfluss des leitenden Halbraumes erfassen wir nun mit Hilfe des Spie-
gelungsprinzips, d.h. wir nehmen eine negative Linienladung —gq;, im unteren
Halbraum an. Deren Potentialbeitrag erhélt man, wenn man in (1.45) z durch
z 4 2c ersetzt. Das resultierende Potential ist also

Wie man dem Feldbild 1.37b entnehmen kann, bilden die Aquipotentialfla-
chen in unmittelbarer Umgebung der Linienladung langgestreckte Rotations-
korper. Die Oberfliche einer Linearantenne wird im Folgenden nédherungs-
weise als ein solcher Rotationskérper angesehen. Die Antenne sei gegentiber
der Erde auf das Potential ¢4 angehoben und trage die Gesamtladung Q.
Die Kapazitiat zwischen Antenne und Erdboden ist dann

C= Q/(bA B Q = QL2a ) (147)

wobei das Antennenpotential ¢4 durch Wahl des Aufpunktes p =17, z = ¢ in
(1.45) und (1.46) ermittelt wird

s Q Vrita®+ta /r*4+(2c—a)*+2c—a
A= .
871'50@ ViZta2—a Vri+ (2c+a)?+2c+a

Bei einer langgestreckten Antenne gilt r < a und r < (2¢ £ a) und wir kon-
nen die Wurzeln wegen /1 + z ~ 1 + 2/2 fiir |2| < 1 anndhern

2

\/7“2—|—a2za—&—lﬁ r2+(2cia)2z(2cj:a)+1r7.
2a’ 2(2cta)

Das Potential lasst sich damit auf die vereinfachte Form

e Q In 2£ 292c—a
AN87r50a T 2c+a

bringen und mit 2a = b und ¢ = h + b/2 folgt aus (1.47) die Kapazitit
-1
b [4h+b
~ 2mepb < In | —
€~ 2 {n <r 4h+3b>}

E22 Kapazitiat zwischen zwei Kugeln

Gegeben sind zwei gleich grofie, leitende Kugeln mit dem Radius a und dem
Mittelpunktsabstand ¢, Abb. 1.38a. Gesucht ist die Kapazitit zwischen den
Kugeln.
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Abb. 1.38. (a) Zwei leitende Kugeln mit entgegengesetztem Potential. (b) Spiege-
lungsprozess fiir das Teilproblem A

Losung: Wir betrachten zweckmaéaBigerweise zwei Teilprobleme:

Teilproblem A: Die linke Kugel hat das Potential +¢y und die rechte ist
geerdet,.

Teilproblem B: Die rechte Kugel hat das Potential —¢y und die linke ist
geerdet.

Die Uberlagerung beider Teilprobleme ergibt eine Anordnung, bei der die
linke Kugel das Potential +¢¢ und die rechte das Potential —¢q aufweist.
Damit kann man dann die Kapazitit in der Form

_Qo_@+a”

¢ U 2¢0

(1.48)

berechnen, wobei QZ(A) bzw. QI(B) die Gesamtladung der linken Kugel fiir das
Teilproblem A bzw. B ist.

Um eine Ersatzanordnung von Spiegelladungen zu finden, siche Abb.
1.38b, beginnt man mit einer Ladung

q1 = 47T€0(Ld)0 (149)

im Mittelpunkt der linken Kugel. Diese erzeugt auf der Oberfliche der linken
Kugel das Potential ¢g. Man spiegelt ¢; an der geerdeten rechten Kugel und
erhélt die Spiegelladung p; im Abstand r1, wobei nach dem Spiegelungsgesetz
gilt (sieche Abb. 1.5)

71 CL2

PrL=——q , T1=—". (1.50)
a

c
Auf der rechten Kugel herrscht nun das Potential ¢ = 0, aber die hinzuge-
kommene Ladung p; verdndert das Potential auf der linken Kugel. Um diesen
Fehler zu kompensieren, wird p; an der linken Kugel gespiegelt. Die neu hin-
zugekommene Ladung g2 und ihr Mittelpunktsabstand ss lauten

2

S92 a
gg=—"pP , S2=
a

. 1.51
py— (1.51)
Damit ist aber das Potential auf der rechten Kugel nicht mehr null und man
muss daher go wieder an der rechten Kugel spiegeln, d.h. es entsteht eine
weitere Ladung
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T9 a2

pP2=———q4G , T2=
a

. 1.52
p— (1.52)
Der Spiegelungsprozess wird in diesem Sinne weiter fortgefiihrt und man
erkennt aus (1.50), (1.51) und (1.52) bereits das allgemeine Bildungsgesetz

a? on a? Snt1
T'n = y Pn = —Qn )y Sn+l = y  Gn+1 = —Pn ,
c—Sp a c—rp a

(1.53)

aus dem mit den Startwerten ¢ = 4megagy und s; = 0 die Spiegelladungen
und ihre Absténde rekursiv bestimmt werden kénnen. Bezieht man noch die
Ladungen auf den Startwert ¢; und die Abstdnde auf den Kugelradius

o _ Pn q _qn ! _Tn S = Sn
n— n . n— n
q1 q1 a a

dann lautet die Rekursion
1
/ A

_ ro_ / _
Tn = c/a— ;0 Pn="q, 7Ty Sn-‘rl_

1 / _ ;o
PR Qn+1 = —PnSn+1
Sn

cla—r
(1.54)

n

mit den normierten Startwerten s§ = 0 und ¢} = 1. Die Gesamtladungen der
linken und rechten Kugel beim Teilproblem A sind

= Zq . QW=D pa.

Aus Symmetriegriinden braucht man die Gesamtladung der linken Kugel im
Teilproblem B nicht neu zu berechnen, denn es gilt Q(B) 5‘4) und aus

der Kapaz1tat (1.48) wird

2¢ (Gn —pn) = 27r£0az : (1.55)
Die Beziehungen (1.55) und (1.54) lassen sich sehr einfach in einem kleinen
Computerprogramm implementieren. Die Anzahl der zu beriicksichtigenden
Spiegelladungen héngt dabei vom Verhéltnis ¢/a ab. Bei dicht benachbarten
Kugeln ist die Konvergenz des Verfahrens naturgeméf schlechter und man
wird eine grofiere Anzahl von Rekursionen benétigen, bis sich das Ergebnis
stabilisiert hat.
Bei kleinen Kugeln mit a < ¢ gilt die Ndaherungsformel

C ~ 2mega —— (1.56)

die man sehr einfach herleiten kann, indem man die Kugeln durch Punktla-
dungen +@ in ihrem Mittelpunkt ersetzt. Dies zu zeigen, sei dem Leser zur
Ubung iiberlassen. Abb. 1.39 macht deutlich, wie grof der Fehler speziell bei
dicht beieinander liegenden Kugeln wird.



40 1. Elektrostatische Felder

Q—
w

/

kt
27'{'60(1 =
: .
=1
" Abb. 1.39. Kapazitit zwi-
- ; . 1.39. pazitit zwi
. L Na‘heru}ng schen zwei Kugeln im Ver-

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 gleich zur Né#herungsformel
ajc — fiir kleine Kugeln (1.56)

E23 Randwertproblem in kartesischen Koordinaten

Im kartesischen Koordinatensystem sind die Ebenen x =0, z = a und y =0
als leitende geerdete Beldge ausgefiihrt, wiahrend in der Ebene y = b das Po-
tential den Verlauf a) ¢q cos(mz/a) bzw. b) ¢q sin(ma/a) haben soll. Gesucht
ist das Potential ¢(z,y) im Innenraum des Rechteckzylinders sowie die Glei-
chung der elektrischen Feldlinien.

2"} e 0l N
N
Fr 'I"%z
// LF,
Lo
- P(z,y) V1
0 | -— O 1/161 | -—
0 a x 0 a/2 a x

Abb. 1.40. (a) Rechteckzylinder mit drei geerdeten Wénden und Potentialvorgabe
auf einer Wand (a) Zerlegung des Flusses zur Berechnung der elektrischen Feldlinien

Losung: Es liegt ein hinsichtlich der Koordinate z ebenes Randwertproblem
erster Art in kartesischen Koordinaten vor. Das Potential erfiillt die zwei-
dimensionale LAPLACE-Gleichung (A.1) mit dem allgemeinen Losungsansatz
(A.2). Bei der Bestimmung der unbekannten Konstanten in (A.2) beginnt
man am besten mit den homogenen Randbedingungen, um den allgemeinen
Losungsansatz soweit wie moglich zu reduzieren

?(0,y) =0 — Ap=A4,=0
¢(a,y) =0 — Byp=0, sinpa=0 — p:pn:%,nzl,l&...
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$(x,00=0 — C,=0.

Kiirzt man noch das Produkt der iibriggebliebenen Konstanten mit F,, ab,
so lautet der auf das Problem zugeschnittene reduzierte Losungsansatz

(oo}
¢(x,y) =Y Ensinhp,y sinpna . (1.57)

n=1

a) Potentialvorgabe ¢(x,b) = ¢g cos(mz/a)

Einsetzen der Potentialvorgabe in (1.57) liefert

Z E,, sinh p,,b sinp,,x = ¢q cos ™. (1.58)
a

n=1

Zur Bestimmung der Konstanten E,, werden beide Seiten von (1.58) mit
sin p,, @ multipliziert und anschlieend iiber den Bereich 0 < z < a integriert
(Orthogonalentwicklung)

a 0 a
T
ol / cos ™ sin p,xdr = E E, Sinhpnb/ sin ppx sinp,xdx .
a 0

0 n=1

o a/2

Durch das Auftreten des KRONECKER-Symbols 47 verbleibt lediglich das
Glied m = n in der Summe. Da der Index m jede beliebige natiirliche Zahl
sein kann, liefert die beschriebene Prozedur alle unbekannten Konstanten F,,.
Die Integration auf der linken Seite ergibt?

a {1 — cos[(m + 1)7] N 1 — cos[(m — 1)m]

@ T .
/ cos — sinpp,rder = —
0 a 27 m—+1 m—1

und mit cos[(m + 1)71] = cos[(m — 1)7] = (—1)™*! wird aus (1.57)

dz,y) 4 n_ sinhpyy
R ——% sinp,T .
o T n; . n2 — 1 sinhp,b Pn

Die elektrischen Feldlinien erhélt man durch Konstanthalten des elektrischen
Flusses (1.15), wobei aus Symmetriegriinden die Betrachtung des Bereiches
0 <z < a/2 geniigt. Der Fluss durch die Flache F' in Abb. 1.40b verdndert
sich nicht, wenn man den variablen Punkt P(z,y) entlang einer Feldlinie
verschiebt. Da das in Abb. 1.40b markierte Gebiet ladungsfrei ist, gilt fiir
den Fluss pro Léngeneinheit ¢, = ¢,; + 9., mit

a/26¢ ba¢
1/121250/2c aiydw , wézz—go/y %

Die gesuchte Feldliniengleichung nimmt dann die Gestalt

dy

r=a/2

9 siehe z.B. [Bronstein] Integral Nr. 408
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cos pp — (—1)% cothp,b| = const.
bo n=2,4,6 n?—1

Ve(z,y) i n_ [coshpny
sinh p,, b

mit ¢ = 4egdo/m an. In Abb. 1.41 ist das Feldbild dargestellt.

TTRS
o ll“::\\ %

Il“‘

Abb. 1.41. Aquipotentiallini-
en und Feldlinien bei kosinus-
formiger Potentialvorgabe

Bemerkenswert ist dabei die Wirbelbildung des elektrischen Feldes in den
oberen Ecken des Zylinders. Tatséchlich sieht es dort eher wie das magneti-
sche Feld eines Linienstromes aus. Denkt man sich nun in der linken oberen
Ecke den Ursprung eines lokalen Polarkoordinatensystems (g, ¢), dann kann
man ndherungsweise schreiben
/2
E%e¢01 , / E (0)odp=0¢9 — E¢:%l. (1.59)
4% 0 T 0
Wie der Abb. 1.42 entnommen werden kann, wird das Feld in der Ecke durch
(1.59) gut approximiert.'?

1000
100
T 10 T
|E|a -
P T
0.1
Abb. 1.42. Elektrisches Feld ent-
lang der y-Achse. Der gestrichel-
0.01 te Verlauf zeigt die Approximation
001 Ol 1—y/b— ' qurch (1.59).

10°(1.59) ist das korrekte Feld von zwei unendlich ausgedehnten, rechtwinklig und
isoliert aufeinander treffenden, leitenden Platten mit den Potentialen ¢ = 0 und
¢ = ¢o. Hiervon kann sich der Leser sehr leicht durch Loésung der LAPLACE-
Gleichung in Polarkoordinaten iiberzeugen.
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b) Potentialvorgabe ¢(x,b) = ¢¢ sin(nz/a)

In diesem Fall ist die Vorgabe in Form der ersten Eigenfunktion gegeben
und man braucht in der allgemeinen Losungssumme nur das Glied n =1 zu
beriicksichtigen. Es stellt sich daher die Potentialverteilung

¢(z,y) _ sinh(ry/a) . mz

¢o  sinh(mb/a) —
ein. Bei der Flussberechnung ist zu beachten, dass die Linie z = a/2 zur
Feldlinie wird, so dass %2 in Abb. 1.40b verschwindet. Damit lautet die
Gleichung der Feldlinien

cosh(my/a)
sinh(wb/a)
Die Aquipotential- und Feldlinien sind in Abb. 1.43 dargestellt.

1/4(% y) = <<J-O(ZSO

T
cos — = const. .
a

Abb. 1.43. Aquipotentiallini-
en und Feldlinien bei sinusfor-
miger Potentialvorgabe

E24 Elektrostatische Linse (periodischer Fall)

Koaxiale Strukturen, bestehend aus leitenden Ringen mit unterschiedlichen
Potentialen, Abb. 1.44a, treten in der Praxis bei Teilchenbeschleunigern und
Fokussierungseinrichtungen auf.

Gegeben ist eine periodische Anordnung solcher Ringe, an die alternierend
die Potentiale +¢y angelegt sind, Abb. 1.44b. Der Radius aller Ringe sei a,
ihre Breite h und der gegenseitige Abstand d < a, h. Bestimme das Potential
im Raum ¢ < a unter der Annahme, dass das Potential sich im Spalt zwischen
den Ringen in erster Ndherung linear mit der Koordinate z &ndert.

Losung: Es liegt ein rotationssymmetrisches Randwertproblem erster Art in
Zylinderkoordinaten vor. Das Potential erfiillt die LAPLACE-Gleichung (A.5).
Die Periodizitdt der Anordnung erfordert hier einen periodischen Lésungsan-
satz in z-Richtung, also wéhlen wir (A.6). Aufgrund ihres singuliren Ver-
haltens auf der Achse ¢ = 0 scheiden der natiirliche Logarithmus sowie die
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+¢o ‘ —¢o +¢o

Abb. 1.44. (a) Periodische Anordnung leitender Ringe. (b) Betrachtung der
Anordnung in Zylinderkoordinaten und Festlegung der Potentiale

modifizierte BESSEL-Funktion zweiter Art dabei aus. Ein linearer Term in
z-Richtung ist aufgrund der Periodizitat der Anordnung ebenfalls nicht méog-
lich. Der zur Ebene z = 0 schiefsymmetrische Potentialverlauf lasst weiterhin
nur Sinusfunktionen im Ansatz zu. Zur Ebene z = (h + d)/2 dagegen wird
sich das Potential symmetrisch ausbilden, so dass damit auch die Separati-
onskonstanten p in der Form

nm

P=pPn="7F L=h+d , n=1,35...

vorliegen und wir erhalten den reduzierten Potentialansatz

$(0.2) = Y Anlo(pno) sinp,z .

n=1,3,5

Auf der Fliache ¢ = a hat das Potential den Verlauf

oo
S Audy(paa) sinpoz = g
n=1,3,5

2 fu < z<d/2
{z/d ir 0 < z <d/ (1.60)

1 fird/2<z<L/2.

Dabei wurde nur ein Viertel der gesamten Periodenléinge betrachtet. Dies
ist aus Symmetriegriinden auch vollkommen ausreichend, da die Funktionen
sin p, z alle Symmetrieanforderungen erfiillen. Zwecks Auffindung der noch
unbekannten Konstanten A,, wird (1.60) im Zuge einer FOURIER-Analyse auf
beiden Seiten mit sin p,,z multipliziert und iiber den Orthogonalitétsbereich
0 < z < L/2 integriert
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L/2
Z A Io(pra /sinpnz sinppzdz =
n=1,3,5
orn L/4
dj2 L/2
2
=7 gzﬁo/zsinpmzdz—gzﬁo /sinpmzdz.

0 d/2

—_— —_————
Ilm IQm

Mit den Integralen'!

sin z Z COSPm~2 d/2 COS z L/2
Ilm = |: Dm = :| ) IQm = - |:pm:|
0

p72n, Pm Pm d/2
2 2 sin(pm,d/2)
— =1 Loy = — ————=
g tim + Lom p 02
sinx

und der Spaltfunktion si(z) = ergibt sich schliellich das Resultat

(o,
d>o

>H4>

i % Pnd/2) Io(pn Q; sinp,z . (1.61)

n=135 To(pna

Damit kann auch das elektrische Feld E = —V¢ und daraus die Bahnkur-
ve eines geladenen Teilchens mit der Ladung ¢ und der Masse m in dem
periodischen Potentialfeld berechnet werden. Dafiir sind die NEWTON’schen
Bewegungsgleichungen
dv d? do, d?z

K, =qFE, —md—tg— Fg , K,=qF,=m T zm@
zu losen. Fiir ein kleines Zeitintervall tg < t <ty + At, in welchem angenom-
men werden kann, dass sich die elektrische Feldstdrke nur unwesentlich &an-
dert, liefert die Integration der Bewegungsgleichung zunéchst die Geschwin-
digkeit in o-Richtung

to+ At
Ug(to —+ At) = Ug(to) —+ % / Eg(t) dt ~

to

q
— E,(tg) At
m g( 0)
und nach nochmaliger Integration den Ort

o(to + At) = o(to) + v,o(to) At + % E,(to) (At)?

Wenn also die Zeitspanne At klein genug gewéhlt wird, ist es auf diesem
Wege moglich die Bahnkurve auf iterative Weise zu erhalten, indem die aus

' siehe z.B. [Bronstein] Integral Nr. 279
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den Anfangswerten o(tg) und v,(to) berechneten aktuellen Werte ¢ und v, als
neue Startwerte verwendet werden, u.s.w.. Zur Normierung fithren wir noch
die Geschwindigkeit vy ein, die dem kinetischen Energiezuwachs der Ladung
q nach Durchqueren der Potentialdifferenz A¢ = ¢ entspricht

1
gmvg =+qpo fiir ¢=0

und erhalten den iterativen Algorithmus

Qit1 _ Qi | s Voi 4 52 E,(0i,2i)
a a o bo/a i}
fiir ¢ 20. (1.62)
Vg it1 — Vo,i +5 EQ(Qi?Zi)

Vg Vg do/a

Véllig analog lassen sich die entsprechenden Gleichungen fiir die longitudinale
Position z und Geschwindigkeit v, herleiten.

1 z/a — 9

Abb. 1.45. Bahnkurven geladener Teilchen und Aquipotentiallinien des periodi-
schen Potentialfeldes der Anordnung in Abb. 1.44b fir A = 2a und v,(z = h/2) = 0.
(a) v.(z=h/2)/vo = 0.2. (b) v.(z =h/2)/vo =04

Zur Abkiirzung wurde in (1.62) die normierte Zeitschrittweite

1 ’U()At
0= 2 a
eingefithrt. Diese muss klein genug sein und sollte der am jeweiligen Ort herr-
schenden Feldstiarke angepafit werden, damit der Algorithmus stabile Ergeb-
nisse liefert. In Abb. 1.45 wurden neun radial versetzte Teilchen betrach-
tet, die in der Ebene z = h/2 mit v, = 0 und v, /vy = 0.2 bzw. v, /vy = 0.4
starten. Im Falle der geringeren Anfangsgeschwindigkeit werden die Ladun-
gen zunichst fokussiert, aber die kinetische Energie der dufleren Teilchen
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reicht offenbar nicht aus, um die néchste Potentialbarriere zu iiberwinden.
Die CouroMB’sche Abstoflungskraft der Ladungen untereinander blieb bei
der Berechnung unberiicksichtigt.

E25* Elektrostatische Linse (aperiodischer Fall)

Anstelle der periodischen Anordnung in Aufg. E24 soll nun der aperiodische
Fall, d.h. zwei auf die Potentiale 4+¢g bzw. —¢y angehobene und einseitig ins
Unendliche laufende, leitende Zylinder betrachtet werden, Abb. 1.46. Dabei
darf der Abstand d diesmal als vernachléssigbar klein angesehen werden.

a) Berechne das Potential sowie die elektrischen Feldlinien.

b) Leite das Potential zur Kontrolle aus dem periodischen Resultat (1.61)
der Aufg. E24 mit L — oo (unendliche Periodenldnge) her.

<

+o —%o Abb. 1.46. Zwei Hélften eines
—| | in der Mitte durchtrennten Rohres
d—0 mit den Potentialen +¢q
Losung:

a) Bei dieser aperiodischen Anordnung wéhlen wir den Losungsansatz (A.7).
Aufgrund ihres singuldren Verhaltens auf der Achse ¢ = 0 scheiden der na-
tiirliche Logarithmus sowie die NEUMANN-Funktion aus. Ein linearer Term
in z-Richtung ist ebenfalls nicht moglich, da er fiir 2 — oo zu einem unendli-
chen Potential fiihren wiirde. Dasselbe gilt auch fiir die Hyperbelfunktionen,
so dass wir stattdessen Exponentialfunktionen verwenden. Unter Beachtung
der Symmetrie zur Ebene z = 0 kann man also den Ansatz

oo

(0, 2) = sign(2) {—¢>0 +Y " AnJo(jono/a) ejO"'Z'/“} (1.63)
n=1

aufstellen. Als Separationskonstante wurde p = jo,, /a gesetzt, wobei jo, die

Nullstellen der BESSEL-Funktion Jy sind. Damit verschwindet die Summe in

(1.63) fir ¢ = a und die Randbedingung auf dem leitenden Rohr ist bereits

erfiillt. Weiterhin ist die Ebene z = 0 natiirlich identisch mit der Aquipoten-
tialflache ¢ = 0, d.h.

$0,2=0)=0 — ¢o=_ AnJo(jono/a). (1.64)

n=1
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Im Zuge der folgenden FOURIER-BESSEL-Entwicklung werden beide Seiten
von (1.64) mit ¢ Jy (jome/a) multipliziert und {iber den orthogonalen Bereich
0 < p < a integriert

a

%o / Jo (jO'rng) odo = ZAn / Jo(jono/a)Jo (]Om ) edo .

0
J1(jom) @/ jom nach (A.27) 8 J2(jom) a?/2 nach (A.29)

In der Summe verbleibt dabei nur das Glied n = m und mit den dadurch
bekannten Konstanten A,, lautet das resultierende Potential

#(0,2) Jo JOnQ/a o
= sign(z){ —1+2 donlzl/a } 1.65
¢0 & Z ]On Jl ]On ( )

Zur Veranschaulichung der Feldausblldung wurden in Abb. 1.47 sowohl die
Aquipotentiallinien als auch die elektrischen Feldlinien dargestellt. Dabei er-
hélt man die Feldlinien durch Konstanthalten des elektrischen Flusses (1.15)
durch eine kreisformige Fldche mit variablem Radius. Fir z > 0 gilt dann
mit (A.27)

4
99 o i (jono/a) _;
e = —27e do = 4regpa ZLETE) e =donz/e = const..
¥ 0/5‘ ¢de = dmeoago ZGJOnJl(JOn)

Abb. 1.47. Aquipotential-
und Feldlinien am Ubergang
zweier leitender Rohrhélften
mit den Potentialen +¢g

b) Mit d — 0 und L — oo wird zunéchst aus (1.61)

m
(;50 T L—oo n

bloz) _ 4 i 1 Io(pno)

—— sin py, 2z
T Lo(pna) ’

Die Differenz zweier benachbarter Eigenwerte p, = nn/L wird fir L — oo
infinitesimal klein und die Summe geht in ein Integral iiber

2T 1 1 L 2rx 1dp

=— —d —_—=— — =
Pn+1 — Pn 7 p n 2 nn L 2 p
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o0

¢(0,2) 2 /Io(pg) sin pz dp

— _
b0 ™) Io(pa) p

Solche uneigentlichen Integrale lassen sich mit dem Residuensatz 16sen. Dabei
nutzen wir aus, dass der Integrand eine gerade Funktion von p ist und setzen
sinpz = (elP* — e7IP?)/2j

6(0,2) 7 Lh(pe) /°° Io(po)

2 = — = e IPEqp — — =7 eIPidp . 1.66

"o T pna)” T T phGa)” (100
—Int. Int.

Wir fassen nun p als komplexe Variable auf und schlieflen den Integrations-
pfad iiber einen Halbkreisbogen mit unendlichem Radius in der oberen kom-
plexen Halbebene, Abb. 1.48. Fiir z > 0 liefert dieser Halbkreisbogen keinen
zusétzlichen Beitrag.'?

A tm{p}

Polstellen |

Abb. 1.48. Zur Losung des unei-
Re{p} gentlichen Integrals (1.66)

Fiir modifizierte BESSEL-Funktionen mit imagindrem Argument gilt

Iy(jz) = Jo(z) , IL(jz)=jh(2), (1.67)
so dass die Polstellen des Integranden auf der imagindren Achse liegen und
in der Form

ba = .] : jOn
durch die Nullstellen von Jy gegeben sind. Eine weitere Polstelle liegt im
Ursprung der komplexen Ebene p = 0. Sie wird in Abb. 1.48 von einem Halb-

kreis mit Radius r — 0 umfahren. Nach dem Residuensatz wird dann aus
dem Integral in (1.66)

Int. = %f(p) eP*dp = 27j Res {f(p); p= 1 Jon ]0"} e Jonz/ay

a
+7jRes {f(p); p = 0}

12 Fiir z < 0 wiirde man das Integral in der unteren komplexen Halbebene schlieflen.
Aus Symmetriegriinden gentigt es jedoch, sich auf z > 0 zu beschrianken.

(1.68)
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mit den Residuen
—jjon I Jo (o
Res{f(p);p:J JOn}: iy Pe—d-don lo(po) _ Jo(jono/a)

a pa—ijon  lo(pa) pa  jon J1(jon)

Res {F(p)s p = 0} = lim 2—2 20090 1 (169

Bei der Grenzwertberechnung wurde die Regel von L’HOSPITAL, (1.67) und
(A.26) verwendet. Nach Einsetzen der Residuen (1.69) in (1.68) und danach
von (1.68) in (1.66) ergibt sich in Ubereinstimmung mit (1.65)

¢>(g,z > 0) 1 22 Jo JOnQ/a e—Jonz/a
b0 Jon J1(Jon)

E26 Homogen polarisierter Zylinder

Gegeben ist ein sehr langer, in xz-Richtung homogen polarisierter Zylinder
vom Radius a, Abb. 1.49. Die Polarisation sei P = P, e,. Berechne das Feld
im Innen- und Auflenraum des Zylinders.

a) b)

Abb. 1.49. (a) Homogen polarisierter Zylinder. (b) Feldlinien der dielektrischen
Verschiebung (D-Linien)

Losung: Es liegt ein ebenes Randwertproblem in Polarkoordinaten vor. We-
gen V- P = 0P/0x = 0 gilt fiir p # a die LAPLACE-Gleichung (A.3) mit dem
allgemeinen Losungsansatz (A.4). Auf der Oberflache des Zylinders o = a be-
findet sich nach (1.8) die Polarisationsflichenladung
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Grpot =N - P =e, e, Py =P cosy (1.70)

und es gelten die Stetigkeitsbedingungen (1.12). Die Stetigkeit der Tangen-
tialkomponente von E wird durch ein stetiges Potential gewéahrleistet. Mit
D =¢yE+ P = —5V¢+ P nach (1.4) und (1.7) lauten damit die entspre-
chenden Bedingungen fiir das Potential

Opr O

P
pr(o=a,9) =p2(0=10a,9) , <5’Q_8Q> _ Pocosy

(1.71)
o=a €o

Das Potential muss fiir ¢ — oo abklingen, fiir ¢ = 0 endlich bleiben und die
gleiche ¢-Abhéngigkeit wie die Polarisationsflichenladung (1.70) aufweisen,
so dass man den allgemeinen Ansatz (A.4) in den Teilbereichen 1 und 2 auf

die reduzierte Form
¢1:Agcosg0 , ¢)2:B§COS@
a 0
bringen kann. Einsetzen in (1.71) liefert

_ K 4= o
€0 2e

und schlie8lich mit ocos ¢ = z und ¢? = 22 + 32

aPy = aPy xa

¢1:Eg ; ¢2:27€07332+y2'

Das Potential steigt also im Innenraum linear mit der Koordinate z an und
hat damit ein homogenes elektrisches Feld E = —e,, Py/(2¢¢) zur Folge. Das
Feld im Auflenraum entspricht dem Feld eines x-gerichteten Liniendipols, vgl.
(1.22) in Aufg. E8. In Abb. 1.49b wurden die D-Linien dargestellt. Man beach-
te, dass die elektrische Flussdichte D im Innenraum wegen D = ¢y E + P ent-
gegengesetzt zur elektrischen Feldstérke, also in positive z-Richtung zeigt.

E27 Spharische Entwicklung des Potentials einer Ringladung

In der Hohe h tiber dem leitenden Halbraum z < 0 befinde sich eine ring-
formige Linienladung ¢; mit dem Radius b und dem Mittelpunkt auf der
z-Achse. Ferner sei der halbkugelférmige Bereich r < a, 0 <9 < 7/2 mit
homogener, dielektrischer Materie gefiillt, Abb. 1.50a. Zu bestimmen ist das
elektrostatische Potential im gesamten Raum. Auflerdem soll das Ergebnis
fiir den Spezialfall € — oo iiberpriift werden.

Losung: Wir bestimmen zunéichst das Potential ¢(4) der Ringladung im frei-
en Raum und beschreiben diese mit Hilfe der DIRAC’schen Deltafunktion
§(9 — ') als Flachenladung g () auf einer Kugelschale mit dem Radius c.
Aus Abb. 1.50b ergeben sich die geometrischen Zusammenhénge

c=Vb+h? | cosﬁ’:ﬁ::u’ , Sinﬂlzé_
c

c
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a) “A b) “A
b
o Ringladung qr, | __
***** P A = = \ P i.\ @
h ///6() - \\ ¢ 0 ;/\ \\\
/ \ = C
! 5 S ) \ / @ \
- |

e ¢ e )8

ar(9) = %280 — o)

Abb. 1.50. (a) Ringladung tber einem leitenden Halbraum mit dielektrischer
Halbkugel. (b) Zur Berechnung des erregenden Potentials der Ringladung

Die so eingefiihrte Fliachenladung trennt den Gesamtraum in die beiden Teil-
rdume 1 und 2, in denen jeweils die LAPLACE-Gleichung in Kugelkoordinaten
(A.11) mit dem allgemeinen Losungsansatz (A.12) gilt. Weil im vorliegenden
Fall die Rotationsachse Teil des Rechenvolumens ist, miissen die Funktionen
zweiter Art von der Losung ausgeschlossen werden, d.h. D, = 0 und die Se-
parationskonstante p ist ganzzahlig. Da das Potential auflerdem im Ursprung
r = 0 nicht unendlich werden darf und fiir » — oo gegen null gehen muss,
lassen sich in den beiden Teilrdumen die reduzierten Ansétze

Z AP (u) (%) furr<c
D (r,9) = "0 _— mit w = cosv
Z B, P, (u) (E) firr > ¢
n=0 "
aufstellen.'® Die erforderliche Stetigkeit des Potentials fiir » = ¢ wird daher
durch die Gleichheit der Konstanten A,, und B,, erreicht
¢ (c+0,9)=¢D(c-09) — A,=B,.

Zur Bestimmung der verbleibenden Konstanten A, wird das sprungarti-
ge Verhalten der Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung beim
Durchgang durch eine Flachenladung (1.13) herangezogen

(q) (q)
EW@(c+0,9) — B9 (c—0,9) = 22 99 _ ar(9)
or |,._._o or |—eto £0
= D@ DAL () = T 60 ). (1.72)

n=0 €0

13 Man beachte, dass die willkiirlich vorgenommene Normierung des Abstandes r
auf den Kugelschalenradius ¢ keine Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit dar-
stellt. Solche Normierungen wirken sich hingegen giinstig auf die Erfiillung der
Stetigkeitsbedingungen aus.
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Um nun nach den Konstanten auflésen zu kénnen, verwenden wir die Or-
thogonalitéitseigenschaft (A.46) der LEGENDRE-Polynome und multiplizie-
ren beide Seiten von (1.72) mit P, (u) und integrieren {iber w im Bereich
—1<u<+1

- +1 +1
=& - w)du . .
§(2n+1)An/1Pn(u)Pm(u) du = 60/15(19 D) P(w)du . (173)

o 2/(2n +1) sin’ Py, (u”)

Dabei wurde von der Ausblendeigenschaft der DIRAC’schen Deltafunktion

/f 59— 9')dd = F(I)

sowie von du = —sind dy Gebrauch gemacht. Die Konstanten A,, in (1.73)
lassen sich nun eliminieren und das Potential der Ringladung lautet

iPn (u') Py (u) (g)n firr<c

(a) :£9 nO
¢q (7'719) 250 c ZP ( )n+1 ﬁ‘lrrzc.
r

Es gilt nun, den Einfluss der Inhomogenitéten, d.h. des leitenden Halbraumes
und der dielektrischen Halbkugel zu erfassen. Der Einfluss des leitenden Halb-
raumes lasst sich durch eine negative aber ansonsten gleichartige Ringladung
in der Ebene z = —h simulieren. Wegen
0 flir gerade n
P, (u)— P, (—u) =
2P, (u’') fiir ungerade n

ergibt sich fiir das Potential einer Ringladung vor einem leitenden Halbraum,
im Folgenden priméres Potential ¢(P) genannt,

i P, (u") P, (u) (C)n fir r <c

b | A c
o) (r,9) = %E 1,3,5 . (1.74)
3 P, () Palu) (;) fir > .
n=1,3,5

Die sich in der dielektrischen Halbkugel als Folge des Potentials ¢(?) einstel-
lende Polarisation wird durch ein sekundires Potential ¢(*) in der Form

) (r, gy = 10 21:350"13"(“) (C)n fiir r < a
P (r)==2-(" .
0 ¢ Z ChPy( ( ) o firr > a

n=1,3,5
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mit den noch unbekannten Konstanten C), erfasst. Wie man sofort sieht,
garantiert der Ansatz fiir ¢(*) ein stetiges Potential an der Trennflache r = a.
Dort muss auch die Normalkomponente der elektrischen Flussdichte D stetig
sein, d.h.

B (¢(S) + ¢(p)) I, (¢(8) + ¢(p))

€o

or or
r=a+0 r=a—0
noa\" , n+1 o ynoa\" , n
- EO{a(J Pa(w) ==3 Cn}—f{a(c) Pa()+ 5 Cuf s
woraus die Konstanten C, folgen
ay”" n(e, — 1) €
Cn:_ - Pn "N — ) r= _ -
(c) (w) n(e,+1)+1 c €0

Das sekundére Potential der polarisierten Halbkugel ist damit

S 6P () Pa(u) (g)" fir 7 < a
¢(s)(7ﬂ’ 19) _ _qié n=1,3,5

¢ )la <& , ™\
. g &Py (u)) (u)(c) irr >a

n=1,3,5
mit den Abkiirzungen
2
r—1
o e ner—1)
r n(e, +1)+1

Abb. 1.51 zeigt zur Veranschaulichung des Feldes die Aquipotentiallinien fiir
zwei verschiedene Dielektrizitdtskonstanten.

—

Abb. 1.51. Aquipotentiallinien der betrachteten Randwertaufgabe in Kugelkoor-
dinaten fiir a = h =b. (a) &, = 3. (b) &, =10

Fir den Spezialfall €, — oo. wird £, =1 und wir erhalten durch Vergleich
mit (1.74) den einfachen Zusammenhang

¢(S)(T’ V) = _¢ gi)(i")(r*,ﬁ) fir r>a.
T
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Dies ist aber nichts anderes als die Bestétigung des Spiegelungsgesetzes an der
leitenden Kugel. Denn ein Kérper mit unendlicher Permittivitdt verhalt sich
im Auflenraum wie ein leitender Korper. In beiden Féllen steht das elektrische
Feld senkrecht auf der Oberflache.

E28* Losung einer Poisson-Gleichung

In den Aufgaben E23 bis E27 haben wir uns mit Randwertaufgaben beschéf-
tigt, denen die LAPLACE-Gleichung zugrunde lag. Wie wir gesehen haben,
kann man Punkt-, Linien- und Flichenladungen durch eine entsprechende
Raumaufteilung und iiber die Stetigkeitsbedingungen berticksichtigen, ohne
direkt die Po1ssON-Gleichung l6sen zu miissen. Bei rdumlichen Ladungsver-
teilungen konnte man das Potential eines infinitesimalen Elementes bestim-
men und dann das Ergebnis tiber das ladungsbehaftete Volumen integrieren.
Oftmals ist aber der direkte Weg iiber die P0O1ssON-Gleichung einfacher. Die
folgende Aufgabe zeigt die prinzipielle Vorgehensweise.

Es soll das Potential eines endlich langen, homogen geladenen Hohlzylin-
ders mit dem Innenradius a, dem Auflenradius b und der Lénge 2] als Lo-
sung der P0OISSON-Gleichung in Zylinderkoordinaten berechnet werden, Abb.
1.52a. Da die Anordnung weder in z- noch in g-Richtung begrenzt ist, lasst
sich das Potential zundchst nicht mit Hilfe unendlicher Reihen darstellen. Um
dies dennoch zu ermoglichen, wird geméfl Abb. 1.52b eine kiinstliche Begren-
zung in Form eines leitenden, geerdeten Zylinders eingefiihrt. Bei geniigend
groflem Radius c¢ ist der Einfluss dieses Zylinders vernachlissigbar.

e}

qvo

21

Abb. 1.52. (a) Homogen geladener Hohlzylinder. (b) Die Raumladung wird fiir
die Feldberechnung konzentrisch mit einem leitenden, geerdeten Zylinder umgeben.
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Losung: Fiir das rotationssymmetrische Potential ¢(p, ) lautet die POISSON-
Gleichung (1.9) in Zylinderkoordinaten

Po 100 D6 _ qvo{l fiira < o <b, |2 <1

002 ' 0 0o | 022 €0 (1.75)

0 sonst. .

Wir nehmen zunéchst eine Aufteilung des Rechengebietes in den Teilraum 1
(]z| < 1) und in den ladungsfreien Bereich 2 (]z| > [) vor. Dann kann im Raum
2 der Losungsansatz (A.7) verwendet werden. Dabei wird die NEUMANN-
Funktion aufgrund ihres singuldren Verhaltens ausgeschlossen und anstelle
der Hyperbelfunktionen werden abklingende Exponentialfunktionen verwen-
det. Da auflerdem das Potential auf dem Zylinder ¢ = ¢ verschwinden muss,
liegen auch die Separationskonstanten als p = jo, /¢ mit den Nullstellen jo,
der BESSEL-Funktion .Jy bereits fest und man kann den reduzierten Ansatz

Z) - Z Bn JO (jOng) exp (_.]On|2;l>
n=1

aufstellen. Im Bereich 1 ist der Losungsansatz (A.7) wegen der vorhande-
nen Raumladung jedoch nicht mehr giiltig. Wenn wir dort ebenfalls BESSEL-
Funktionen wéhlen, was im Hinblick auf die in der Ebene z = [ zu erfiillen-
den Stetigkeitsbedingungen sinnvoll ist, dann miissen in z-Richtung zunéchst
noch unbekannte Funktionen Z,(z) angesetzt werden

2) = i Jo (jon2) Zu(2) (1.76)

Zur Bestimmung der Funktionen Z,, wird (1.76) in (1.75) eingesetzt

{01 2) 40 2 )

n=1

_ JOn .0\ _ gqvo )1 fira<o<b
Z{ dZ2 n}JO (]Onc) = o {O (1.77)

sonst.

Dabei wurde die BESSEL’sche Differentialgleichung nullter Ordnung

F(e) + /() + f) =

angewendet. Ferner kann die Orthogonalitétsrelation (A.29) ausgenutzt wer-
den. Multiplikation von (1.77) mit o Jy(jone/c) und Integration im Bereich
0 < p < ¢ liefert dann unter Verwendung von (A.27) die inhomogene Diffe-
rentialgleichung
d*z,
dz?

2 1 b b
mit K, = = _vo 2 { J1 <j0'n,> — ng <j0na)} .
g0 Jon J2(jon) e c c 1

jCO" Zn = K (1.78)
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Die Losung von (1.78) setzt man wie iiblich aus einem homogenen und einem
partikuldren Anteil zusammen

02

Z ( ) A cosh (jOn ) - KTL 5
c Jon
und das Potential nimmt somit im gesamten Bereich ¢ < ¢ die Form

2
A, cosh (jon ) K, - fir |z| <1

z):nij:lJO (jOm%) |zl|)]0n
c

B, exp <_j0n

fir |z > 1

mit den noch zu bestimmenden Koeflizienten A, und B,, an. Nun gibt es am
Ubergang z = | zwischen den Teilbereichen keinen Anlass zu Unstetigkeiten,
weder fiir das Potential noch fiir die elektrische Feldstéirke, d.h. es gilt

! 2
¢(e,1=0) = ¢(,1+0) —  Apcosh (jOn) ~ Koo = B,
c Jon
l
9¢ = 9% — A, sinh <j0n> =-B,.
02,10 92|40 ¢

Nach Auflésen sind die Konstanten und damit das gesuchte Potential voll-
stdndig bekannt und man erhélt fiir z > 0 die Darstellung

QVOC le (jOn ) - aJl (jOng)
P(0,2) = Jo (] ) . <L 1.79
( Z 78273 Gion) (179)
—l l
exp +j0n + exp —jonz+ -2 fir0<z<l1
X
l —1
€Xp _.j()nZ i — exXp _j()nz fir z > 1.

Das Resultat soll nun anhand von Spezialfdllen, fiir die einfachere Lésungen
existieren, tberpriift werden. Dabei wird von einem Vollzylinder mit a = 0
ausgegangen.

Man kann z.B. das elektrische Feld auf der Rotationsachse!* o = 0 ohne
weiteres mit Hilfe des CouLoMB-Integrals (1.6) berechnen. Der Leser moge
sich zur Ubung selbst davon iiberzeugen, dass auf der Stirnseite der Raum-
ladung die elektrische Feldstarke

avol b 102
E.(0=0z2=1 14+ 2y J1+22 1.
(0=0,z=1)= 50<+2l tiz (1.80)
herrscht. Fiir ¢ — oo muss (1.79) mit E, = —9¢/0z numerisch denselben

Wert liefern. Abbildung 1.53a zeigt die relative Abweichung vom exakten
Ergebnis (1.80) in Abhéngigkeit vom Radius der geerdeten Hiille. Fiir das

14 AuBerhalb der Achse ist es nicht méglich, einen geschlossenen Ausdruck fiir die
Feldstarke anzugeben und es wére eine numerische Integration erforderlich.
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gewihlte Beispiel liegt der Fehler schon bei einem Radienverhéltnis ¢/b = 3
unter 1%. Dabei ist zu bedenken, dass der Rechenaufwand mit groflerem
Radius ¢ ansteigt, da die Konvergenz der unendlichen Reihe in (1.79) erst
spéter einsetzt. Ein Hinweis darauf ist die leichte Welligkeit in der Fehlerkurve
bei grofleren Radien. Bei der numerischen Auswertung wurden konstant 200
Summenglieder beriicksichtigt.

Eine weitere gute Kontrolle ldsst sich durch Betrachtung der elektri-
schen Feldstiarke auf der Mantelfliche der Raumladung durchfithren, wenn
es sich um einen sehr langen Zylinder, [ > b, handelt. Dann némlich kon-
nen die Randeffekte vernachlassigt werden und das Feld ldsst sich mit dem
GAuss’schen Gesetz ermitteln. Auch hier iiberlassen wir es dem Leser zu
zeigen, dass das Feld den Grenzwert

L 4y _ qvod
o= jim Eo=b) = 5
annimmt. In Abb. 1.53b wird deutlich, wie das aus (1.79) mit E, = —0¢/0p
numerisch gewonnene Feld bei zunehmender Zylinderlange dem Wert Ey zu-
strebt.

10% 1 —
\ a) b) //
8% 0.9 /
6% \ 0.8 /
\ AE.(0,1)/E. E,(b,0)/Eo
4% \ 0.7 /
2% \\\\\‘ 0.6
0 M'\M'VWV\NW 05 /
1 2 3 4 5 0 2 4 6 8 10
c/b— 2l/b —

Abb. 1.53. (a) Relativer Fehler der elektrischen Feldstirke am Ort o =0, z =1
fir a =0 und 2! = b. (b) Elektrische Feldstérke am Ort ¢ = b, z = 0 bezogen auf
das elektrische Feld auf der Oberfliche eines unendlich langen Zylinders fiir a = 0
und ¢ = 3b

Abschliefend sind in Abb. 1.54 die Aquipotentiallinien eines geladenen Hohl-
zylinders dargestellt. Im Mittelpunkt stellt sich dabei ein singuldrer Punkt S
mit verschwindender Feldstéarke ein. Es lasst sich zeigen, dass in unmittelbarer
Umgebung dieses singuliiren Punktes die durch S verlaufende Aquipotential-
fliche durch einen Kreiskegel mit dem Offnungswinkel o = 2 arctan v/2 ~ 109°
angenahert werden kann.



Ergianzungsaufgaben

Aufgabe E29: Im Luftzwischenraum eines
ebenen Plattenkondensators (Plattenfliche
F, Abstand d und Randeffekte vernachléssig-
bar) befinde sich isoliert eine weitere diinne
Platte gleicher Fléche, welche die gleichmé-
Big verteilte Gesamtladung @ tréagt.

a) Wie grof} ist das elektrische Feld, wenn zwi-
schen den Platten die Spannung Uy liegt?

b) Welche Kraft wirkt auf die innere Platte?

. U b
Losung: a) FEi= _FO —3 Eo% , Es
_Q
b) K=73(Bi+E)e

Aufgabe E30: Der Bereich zwischen zwei
parallel angeordneten Elektroden mit der Fla-
che F und dem Abstand a sei homogen mit
einer Raumladung der Dichte gy gefiillt. Die
linke Elektrode ist geerdet und die rechte hat
das Potential ¢ = Up.

a) Bestimme das Potential im Raumladungs-
bereich unter der Voraussetzung, dass es nur
von der Koordinate = abhéngig ist.

b) Welche Ladung befindet sich auf der rech-
ten Elektrode?

Ergidnzungsaufgaben

5

F F F
$=0 a b -
z
__ U a @
=T T der
F F
$=0 =
a

Raumladung qv

9

Abb. 1.54. Aquipoten-
tiallinien eines homogen
geladenen Hohlzylinders

Uo
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z  qva® [z a°
Losung: a) ¢ =Up — + T2
a 2¢e0 a a?
Aufgabe E31: Gegeben ist eine kreis-

férmige, diinne Scheibe vom Radius a, die ho-
mogen mit der Gesamtladung @ belegt ist.
Mit welcher Kraft senkrecht zur Scheibe wird
eine Punktladung @ abgestofien, die sich auf
dieser Scheibe befindet?

Q2

K,=——
"7 2wega?

Losung:

Aufgabe E32: Gegeben ist eine kugelférmi-
ge, homogene Fliachenladung ¢r mit Radius a.
a) Wie gro8 ist die elektrostatische Feldener-
gie der Anordnung?

b) Wie gro8 ist die Feldenergie wenn die Fla-
chenladung konzentrisch von einer leitenden,
ungeladenen Hohlkugel mit dem Innenradius
b > a und der Wandstérke d umhillt wird?

2ra®

Losung: a) W.= 7% b) W.=gq

I

Aufgabe E33: Eine Raumladung ist homo-
gen mit der Dichte gy in einem unendlich lan-
gen Zylinder vom Radius R verteilt. In der
Hohe h dariiber wird rechtwinklig zur Zylin-
derachse ein gleichméafig mit der Gesamtla-
dung @ geladener Stab der Lénge 2a ange-
ordnet. Berechne die Kraft auf den Stab.

Qqv R? a
%0 — arctan —

h

Losung: K = ey

Aufgabe E34: Auf einem Ring mit dem Ra-
dius a ist die Gesamtladung @ homogen ver-
teilt. Welche Kraft wirkt auf eine homoge-
ne Linienladung, die auf der z-Achse im Be-
reich 0 < z < h angeordnet ist und ebenfalls
die Gesamtladung () hat?

Losung: K = Q2 l, ! e
& " dmeoh |a a2+ h2|

) Q=

EoUo . qva
2

)F

a

K,
Ca b

Gesamtladung @

leitende
Hohlkugel
b
0 —— d
22m4<1_1+ 1 )
7 \a b b+d
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Aufgabe E35: In der Ebene z = 0 befindet z
sich eine kreisférmige Linienladung mit der
Gesamtladung @ und dem Radius a. Man be-
rechne das elektrische Feld auf der z-Achse,
wenn sich eine leitende, geerdete Kugel mit
dem Radius b < a im Koordinatenursprung
befindet.

leitende, geerdete

o Q z b 2
Losung: FE = Ine (a? + 22)3/2 - E(b4/a2+22)3/2 €z

Aufgabe E36: Eine Punktladung (Masse m,
Ladung q) bewege sich geradlinig auf der z-
Achse. Konzentrisch um die z-Achse ist am
Ort z = 0 ein homogen geladener Ring mit
dem Radius R und der Gesamtladung @ an-
geordnet. Beide Ladungen haben das glei-
che Vorzeichen. Welche Mindestgeschwindig-
keit vo benétigt die Punktladung im Punkt
z = —a, um durch den Ring hindurchzuflie-
gen?

Losung: vg > qQ l—¥
& 2reom | R /R2 + a2

Aufgabe E37: Eine Punktladung (Ladung _
g, Masse m) befinde sich im Abstand a ¢=0
vor einer unendlich ausgedehnten, perfekt lei-
tenden, geerdeten Platte. Welche Anfangsge-
schwindigkeit benotigt die Punktladung, um 4,
ins Unendliche beférdert zu werden?

Vo

If_.

Losung: vy >

Aufgabe E38: Gegeben sind drei homoge-
ne, kugelférmige Raumladungen, die durch
Punktladungen @, bzw. —2@Q in ihren Mittel-
punkten ersetzt werden kénnen. Die Ladun-
gen @ haben jeweils den Abstand a zur La-
dung —2@Q und die beiden Achsen zwischen
den positiven Ladungen und der negativen
Ladung bilden wie im Bild angegeben den
Winkel «. Bestimme das dquivalente Dipol-
moment der Anordnung.
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Losung: p. = 2Qa cos%

Aufgabe E39: Auf der z-Achse befindet sich y

mit Ausnahme des Ortes z = 0 eine unend-

lich lange Dipolkette. Die Dipole haben das

Moment p. und den gegenseitigen Abstand Pe De Pe Pe Pe Pe Pe
a voneinander. Bestimme das elektrische Feld
im Koordinatenursprung.

e’}

.. Pe 1 Pe
L : E= - — ~ 1.202 -
i=
Aufgabe E40: Bestimme die Ladungsvertei- = F,

lung gr(9¥) auf einer leitenden Kugel, die in
ein urspriinglich homogenes elektrisches Feld
der Starke Ey eingebracht wird.

Hinweis: Das Storfeld der Kugel kann propor-
tional zu einem Dipolfeld angesetzt werden.

Losung: qr(¥) = 3e9Fo cos?d

Aufgabe E41: Gegeben ist ein homogen po-
larisierter Stab mit der Hohe 2h und dem Ra-

<o
) S
S

dius a. Die Polarisation sei P = Pye.. Be- a -
rechne die elektrische Flussdichte D auf der
z-Achse. | h
P /f il B
Loésung: Dz:?o[f(z—&—h)—f(z—h)] P y

ECENVCEEE S D

Aufgabe E42: Man bestimme die Kapazitét a<h
C’ pro Lingeneinheit eines unendlich langen, _ \\O
diinnen, leitenden Drahtes vom Radius a, der
in der Hohe h iiber dem Erdboden verlduft. h
2
Losung: (' — TEQ Erdboden

In(2h/a)
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Aufgabe E43: Vor einem leitenden, geerde-
ten Winkel befinde sich geméafl Abbildung eine
kleine, leitende Kugel mit dem Radius a < h. h a

Berechne die Kapazitat der Anordnung. O’Z

—1
1 1 1
Losung: C =4meg | — — — + ——
¢ °<a h 2\/§h>

Aufgabe E44: Bestimme die Kapazitdt pro
Léngeneinheit eines unendlich langen Zylin-
derkondensators mit Innenradius a und Au-

Benradius b, der zur Héalfte mit Dielektrikum ’/
€ # ¢ gefiillt ist. ’ ’

IVA
Lésung: C' = n(go +¢) {ln g}—l v

Aufgabe E45: Ein Kugelleiter (Radius a,
Ladung Q) werde konzentrisch von einer lei-
tenden Hohlkugel (Radius b, Ladung Q) um-

schlossen. Der Bereich a <7 <b,0 < ¢ <27 \
und 0 < ¢ < « ist mit Dielektrikum gefiillt. Qb
Berechne die Energieinderung des elektri- “

schen Feldes AW,, wenn beide Elektroden lei-
tend miteinander verbunden werden.

.. Q:b—a 1
L : AW = -2
osung 4w ab (1 —cosa) + eo(1 + cos o)

Aufgabe E46: Gegeben ist eine sehr klei-

ne metallische Kugel mit Radius 71 und ei-

ne grofle mit Radius r2. Der Abstand zwi- +Q -Q
schen den Kugelmittelpunkten sei d. Die Ku-

geln tragen entgegengesetzt gleiche Ladungen

+@Q. Man bestimme die Kapazitiat der Anord- |
nung.

d>r
471’80 !

1, re—d rm 1 _
r1 d? d? —r2

Losung: C =
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Aufgabe E47: Die Ebenen z =0 und z = a
sowie y = 0 und y = b bilden eine leitende
geerdete Bewandung. Der Bereich 0 < z < a,
0 < y < ¢ sei in y-Richtung polarisiert:

. T
P = ey Pysin —
a

Bestimme das Potential im Bereich 2.

P b—
Losung: ¢2 = L0 6in I sinh u sinh 25 /sinh b
TED a a a a

Aufgabe E48: Ein leitender Halbzylinder
befindet sich isoliert in sehr kleinem Abstand
iiber einem leitenden Halbraum. Der Halbzy-
linder habe das Potential ¢y, der Halbraum
das Potential ¢ = 0. Berechne das Potential
¢(0,¢) der Anordnung.

St 2n—1
Lésung: ¢(g,¢>—¢oiz<“> sin(2n — 1)

o

n=1

Aufgabe E49: Gegeben ist ein unendlich
langes, geerdetes Metallrohr vom Radius a.
Das Rohr ist fiir z >0 mit Dielektrikum
er # 1 gefiillt. In der Ebene z = 0 befinde sich
die Flachenladung qr = qroJo(jo10/a), wobei
jo1 die erste Nullstelle der BESSEL-Funktion
Jo sein soll. Bestimme das Potential innerhalb
des Rohres.

1
Losung: (o, z) = 2 e

Joi 50(1 +er)

Aufgabe E50: Gegeben ist ein dielektrisches
Medium (&) mit einem kugelférmigen Hohl-
raum vom Radius a. Im Mittelpunkt des
Hohlraumes befinde sich ein elektrostatischer
Dipol mit dem Moment

Pe = €2P0 .

Bestimme das Potential im Hohlraum.

2
. Po a r
Losung: ¢(r <a,¥) = Tnegd? {7"2 +2 .

$=0
a
80@ b
© tr
-
vl
¢ = do P
0
=0 @ ©
2n —1
TR
Lol ] O
7
qr er
@ —jo1lzl/a
a)e
Er€o



2 Springer
http://www.springer.com/978-3-642-19741-3

Ubungsbuch Elektromagnetische Felder
Filtz, M.; Henke, H.

2012, Xlll, 281 S, 162 Abb., Softcover
ISBN: 978-3-642-19741-3



	1. Elektrostatische Felder
	Zusammenfassung wichtiger Formeln
	Aufgaben
	E1 Kraftberechnung mit dem Coulomb’schen Gesetz
	E2 Superposition von Ladungen
	E3 Unendlich lange, gerade Linienladungen
	E4 Kreisförmige Flächenladung
	E5 Feldberechnung mit dem Gauß’schen Gesetz
	E6 Halbkugelförmige Raumladung, Ladungsschwerpunkt
	E7 Lineare Dipolverteilung
	E8 Elektrischer Liniendipol
	E9 Dipolverteilung auf einer Fläche (Doppelschicht)
	E10 Feldreduzierende Wirkung eines Erdseils
	E11 Äquipotentialflächen
	E12 Kapazität zwischen zylindrischen Leitern
	E13
Polarisierte Platte a)
	E14 Stetigkeitsbedingungen am dielektrischen Zylinder
	E15 Spiegelung am dielektrischen Zylinder
	E16 Linienladung vor einem dielektrischen Halbraum
	E17 Energie einer kugelförmigen Raumladung
	E18 Teilkapazitäten
	E19 Kräfte an metallischen Oberflächen
	E20 Elektrischer Dipol vor einer leitenden Kugel
	E21 Kapazität einer Stabantenne
	E22 Kapazität zwischen zwei Kugeln
	E23 Randwertproblem in kartesischen Koordinaten
	E24 Elektrostatische Linse (periodischer Fall)
	E25
Elektrostatische Linse (aperiodischer Fall)
	E26 Homogen polarisierter Zylinder
	E27 Sphärische Entwicklung des Potentials einer Ringladung
	E28
	E28
Lösung einer Poisson-Gleichung

	Ergänzungsaufgaben




