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:] Physik

0 Ubersicht

Die Grundlagen der Physik wurden traditionell unge-
fahr entsprechend der historischen Entwicklung der
einzelnen Teilgebiete dargestellt, also etwa in der Rei-
henfolge:

— Mechanik

— Schwingungen und Wellen

— Akustik

— Waérmelehre

— Elektrizitétslehre

— Optik

Elektromagnetische Strahlung
Atomphysik

Kerne und Elementarteilchen
Relativitatsprinzip.

In dieser Abfolge von Teilgebieten werden Uberge-
ordnete Prinzipien der Physik, wie z. B. das Feldkon-
zept, die vier grundlegenden Wechselwirkungsarten,
oder die Wellenausbreitung, nicht sehr deutlich.

Deshalb wurde in der vorliegenden Darstellung der
Physik eine andere Systematik gewahlt, die — ahnlich
wie in den Feynman Lectures und in den Biichern von
Alonso und Finn oder von Stroppe, vgl. den Abschnitt
Literatur — von nur wenigen Grundkonzepten ausgeht,
und hier zu einer Gliederung in drei Teile fuhrt:

« Teil I: Teilchen und Teilchensysteme
Kinematik
Kraft und Impuls
Dynamik starrer Korper
Statistische Mechanik — Thermodynamik
Transporterscheinungen

— Hydro- und Aerodynamik
« Teil I1: Wechselwirkungen und Felder
Gravitationswechselwirkung
Elektrische Wechselwirkung
Magnetische Wechselwirkung
Zeitveranderliche elektromagnetische Felder
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— Elektrische Stromkreise

— Transport elektrischer Ladung: Leitungsmecha-
nismen

— Starke und schwache Wechselwirkung: Atom-
kerne und Elementarteilchen

« Teil 111: Wellen und Quanten

— Wellenausbreitung

— Elektromagnetische Wellen

— Wechselwirkung elektromagnetischer Strahlung
mit Materie

— Reflexion und Brechung, Polarisation

— Geometrische Optik

— Interferenz und Beugung

— Wellenaspekte bei der optischen Abbildung

— Materiewellen.

Hier kdnnen die systematischen Zusammenhénge in
den verschiedenen Bereichen der Physik leichter als
in der traditionellen Darstellung deutlich gemacht
werden.

Beispielsweise werden bei der Mechanik des Mas-
senpunktes und der Teilchensysteme in Teil | die
Relativitatsprinzipe (Galilei- und Lorentz-Trans-
formation) bereits mitbehandelt, ebenso die Schwin-
gungen. Starre Korper, Fluide und Gase werden als
Teilchensysteme aufgefasst, und die Thermodynamik
wird mithilfe der Kinetischen Gastheorie als statisti-
sche Mechanik dargestellt. Die Transporterscheinun-
gen (Diffusion, Warmeleitung, Viskositat) werden
als Nichtgleichgewichtsvorgédnge im Anschluss an
die thermodynamischen Gleichgewichtsprozesse
(Kreisprozesse) behandelt.

In Teil Il werden die vier bekannten fundamentalen
Wechselwirkungsarten (Gravitations-, elektromagne-
tische, starke und schwache Wechselwirkung) mit
ihren Kraftfeldern im Zusammenhang besprochen,
wobei das Schwergewicht naturgemal bei der Elek-
trodynamik liegt. Die Atomstruktur wird einftihrend
bei den elektrischen Leitungsmechanismen erldutert.
Kernstruktur, -zerfall und -energiegewinnung finden
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sich unter dem Stichwort Starke Wechselwirkung.
Die Elementarteilchensystematik wird einschlie}lich
des Standardmodells unter dem Stichwort Schwache
Wechselwirkung behandelt.

Teil 11 geht zundchst von der allgemeinen Be-
schreibung von Wellenbewegungen und der daraus
resultierenden Wellengleichung aus, um dann
elastische Wellen, akustische Wellen (inklusive
Doppler-Prinzip) und vor allem elektromagnetische
Wellen zu behandeln. Es schlielen sich die Wechsel-
wirkung elektromagnetischer Strahlung mit Materie,
die Strahlungsgesetze, das Quantenkonzept des Lich-
tes und die Spektroskopie an bis hin zur induzierten
Emission und dem Laser. Die Optik wird zunédchst
im Grenzfall der (unendlich) kleinen Wellenldnge
betrachtet (Strahlenoptik, geometrische Optik). Der
entgegengesetzte Fall fuhrt zur Interferenz und
Beugung (Huygens, Fresnel, Fraunhofer), zur Ab-
be’schen Mikroskoptheorie und zur Holografie. Als
letzter Aspekt werden Elektronen als Materiewellen
(de Broglie) betrachtet: Schrodinger-Gleichung,
Elektronenbeugung und Elektronenoptik.

Dem Ganzen vorgeschaltet ist ein Abschnitt tber phy-
sikalische GréRen und Einheiten und das Internatio-
nale Einheitensystem, das hier durchgangig verwen-
det wird.

1 Physikalische GroRen
und Einheiten

Physik ist die Wissenschaft von den Eigenschaften,
der Struktur und der Bewegung der (unbelebten) Ma-
terie, und von den Kréaften oder Wechselwirkungen,
die diese Eigenschaften, Strukturen und Bewegungen
hervorrufen. Aufgabe der Physik ist es, solche phy-
sikalischen Vorgénge in Raum und Zeit zu verfolgen
(zu beobachten) und in logische Beziehungen zuein-
ander zu setzen. Die Sprache, in der das geschieht,
ist die der Mathematik. Die Beobachtungsergebnis-
se missen daher in messbaren, d. h. zahlenmaRig er-
fassbaren Werten (Vielfachen oder Teilen von festge-
legten Einheiten) ausgedriickt werden, um physika-
lische GesetzmaRigkeiten erkennen zu konnen. Der
Vergleich mit der Einheit stellt einen Messvorgang
dar. Er ist stets mit einem Messfehler verknipft, der
die Genauigkeit der Messung begrenzt.

1.1 Physikalische GroRen

Physikalische GesetzméaRigkeiten sind mathema-
tische Zusammenhdnge zwischen physikalischen
GroRen. Physikalische GroRen G kennzeichnen (im
Prinzip) messbare Eigenschaften und Zustande von
physikalischen Objekten oder Vorgangen. Sie werden
ihrer Qualitdt nach bestimmten GréRRenarten (z. B.
Lange, Zeit, Kraft, Ladung usw.) zugeordnet. Der
Wert einer physikalischen GroRe ist das Produkt aus
einem Zahlenwert {G} (friher: MaRzahl) und einer
Einheit [G] (fruher: MaReinheit):

G ={G}[C] . (1-1)
Aulerdem haben GréRen und Einheiten eine Dimen-
sion, z. B. haben Kreisumfang und die Einheit Femto-
meter beide die Dimension L&nge. Formal kann man
einen Ausdruck fur die Dimension aus der Sl-Einheit
ableiten, indem man im Potenzprodukt der Basisein-
heiten diese durch die entsprechenden Basisdimensio-
nen ersetzt.

1.2 BasisgroBen und -einheiten

Man unterscheidet heute zwischen BasisgroRenarten
und abgeleiteten GroRenarten. Letztere konnen
als Potenzprodukte mit ganzzahligen Exponenten
der BasisgroRenarten dargestellt werden (z.B.
Geschwindigkeit = Lange - Zeit™!). Welche Gro-
Renarten als BasisgroRenarten gewéhlt werden,
ist in gewissem Male willkiirlich und geschieht
nach Gesichtspunkten der ZweckmaRigkeit. In den
verschiedenen Gebieten der Physik kommt man
mit unterschiedlich vielen BasisgroRenarten aus
(Tabelle 1-1).

1.3 Das Internationale Einheitensystem,
Konstanten und Einheiten

Die neben den Sl-Einheiten ublichen und zugelasse-
nen Einheiten sind heute definitorisch samtlich an das
S| (Systéme International d’Unités) angeschlossen.
Die sieben Basisgrofien und -einheiten des Sl sind
in Tabelle 1-2 aufgefuhrt. Alle anderen physikali-
schen GroRen lassen sich als Potenzprodukte der Ba-
sisgroRen darstellen (abgeleitete Gréen). Bei wichti-
gen abgeleiteten GroRen werden die zugehdrigen Po-
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Tabelle 1-1. Schema der BasisgrofRenarten, auf denen das Sl basiert

Teilgebiete der Physik

Geometrie: Lange |
Kinematik: I, Zeit t
Dynamik: I, t, Masse m
Elektrodynamik:

I, t, m, Ladung Q
Elektrothermik: Statistische Physik:

I,t,m Q, T Ltm T,v
Physik der Materie: I, t, m, Q, T, v

I, t, m, Temperatur T

tenzprodukte der Basiseinheiten durch weitere Ein-
heitennamen abgekdrzt, z. B. fur die elektrische Span-
nung: kg - m? - A~ . s73 =V (Volt). Anstelle der sich
als Basisgrofe nattrlich anbietenden elektrischen La-
dung wird die besser messbare elektrische Stromstér-
ke verwendet.

Definitionen der Basiseinheiten (in Klammern die
GroRenordnung der relativen Unsicherheiten der
Realisierungen):

— 1 Meter (m) ist die Lange der Strecke, die Licht
im Vakuum wahrend der Dauer von 1/299 792 458
Sekunden durchlduft (10724).

— 1 Sekunde (s) ist das 9 192 631 770-fache der Peri-
odendauer der dem Ubergang zwischen den beiden
Hyperfeinstrukturniveaus des Grundzustands von
Atomen des Nuklids *3Cs entsprechenden Strah-
lung (10714).

— 1 Kilogramm (kg) ist die Masse des internationalen
Kilogrammprototyps (10~9).

— 1 Ampere (A) ist die Starke eines zeitlich unveran-
derlichen Stroms, der, durch zwei im Vakuum par-

Tabelle 1-2. BasisgréRen und Basiseinheiten des Sl

Basisgroiie Basiseinheit

Name Zeichen
Lénge Meter m
Zeit Sekunde S
Masse Kilogramm kg
elektr. Stromstarke  Ampere A
Temperatur Kelvin K
Stoffmenge Mol mol
Lichtstéarke Candela cd

Phanomenologische Thermodynamik:

Anzahl der
Basisgrofien
1
2
8
Atomistik: 4
I, t, m, Stoffmenge v
Elektrische Transportphdnomene: 5
I, t, m Q, v
6

allel im Abstand von 1 Meter angeordnete, gerad-
linige, unendlich lange Leiter von vernachlassigbar
kleinem kreisférmigem Querschnitt flieBend, zwi-
schen diesen Leitern je 1 Meter Leiterlange die
Kraft 2 - 10" Newton hervorruft (1075).

— 1 Kelvin (K) ist der 273,16-te Teil der thermodyna-
mischen Temperatur des Tripelpunktes des Wassers
(107°).

— 1 Mol (mol) ist die Stoffmenge eines Systems, das
aus ebenso viel Teilchen besteht, wie Atome in
0,012 Kilogramm des Kohlenstoff-Nuklids >C ent-
halten sind (107°).

— 1Candela (cd) ist die Lichtstarke in einer be-
stimmten Richtung einer Strahlungsquelle, die
monochromatische  Strahlung der  Frequenz
540 THz aussendet und deren Strahlstarke in dieser
Richtung 1/683 W/sr betragt (5 - 1073).

Aufgrund der Fortschritte in der Messgenauigkeit ins-
besondere der Zeitmessung wurde auf der XVII. Ge-
neralkonferenz fir MaR und Gewicht am 20. 10. 1983
der Zahlenwert der Vakuumlichtgeschwindigkeit als
Naturkonstante genau festgelegt:

Co = 299792458 m/s . (1-2)
Damit ist das Meter seit dieser Festlegung metrolo-
gisch von der Sekunde abhé&ngig geworden.
Es ist Aufgabe der staatlichen Mess- und Eichla-
boratorien, in der Bundesrepublik Deutschland der
Physikalisch-Technischen Bundesanstalt, fur die
experimentelle Realisierung der Basiseinheiten in
Normalen mit groRtmaoglicher Genauigkeit zu sorgen,
da hiervon die Messgenauigkeiten physikalischer
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Tabelle 1-3. Vorsétze zur Bildung dezimaler Vielfacher und
Teile von Einheiten

Faktor \orsatz \orsatzzeichen
o2 Yotta Y
10% Zetta Z
i Exa E
i Peta P
1012 Tera T
10° Giga® G
108 Mega? M
10° Kilo? k
102 Hekto® h
10t DekaP da
10! Dezi® d
102 Zenti® c
1073 Milli m
106 Mikro m
10-° Nano n
o2 Piko p
1071 Femto f
1018 Atto a
fpct Zepto z
10-% Yocto y

2 Die Vorsatze Kilo (K), Mega (M) und Giga (G)
sind in der Informatik abweichend wie folgt
definiert: K =210 = 1024, M = 2%° = 1048 576,
G =2% =1073741824.

b Die Vorsatze ¢, d, da und h werden heute im Wesent-
lichen nur noch in folgenden 9 Einheiten angewandt:
cm, dm; ha; cl, dI, hl; dt, hPa sowie (in Osterreich) dag.

Tabelle 1-4. Einheiten aulerhalb des SI

Beobachtungen und die Herstellungsgenauigkeiten
technischer Gerate abhéngen.

Zur Vervielfachung bzw. Unterteilung der Einheiten
sind international vereinbarte Vorsatze und Vorsatz-
zeichen zu verwenden (Tabelle 1-3).

Aus der theoretischen Beschreibung der physikali-
schen GesetzmaRigkeiten, d.h. der mathematischen
Zusammenhdnge zwischen den physikalischen
GroRen, ergeben sich universelle Proportiona-
litatskonstanten, die sog. Naturkonstanten, die
entsprechend den Fortschritten der physikalischen
Messtechnik von der CODATA Task Group on
Fundamental Constants als konsistenter Satz von Na-
turkonstanten empfohlen und hier verwendet werden
(P.J. Mohr, B.N. Taylor: CODATA Recommended
Values of the Fundamental Physical Constants: 2002,
http://www.physicstoday.org/guide/fundconst.pdf;
Reviewed 2005 by P.J. Mohr and B.N. Taylor, Rev.
Mod. Phys. 77, 1, 2005).

In der alteren Literatur sind verschiedene andere
Einheitensysteme verwendet, aus denen man manche
Einheiten noch antrifft. Tabelle 1-4 enthalt daher
einige Umrechnungen heute ungdiltiger und sonstiger
Einheiten.

International vereinbarte Normwerte von Kenngrof3en
der Erde sowie von Luft, Wasser und Sonnenstrah-
lung enthélt Tabelle 1-5.

Einheit Einheitenzeichen, Definition, Umrechnung in das Sl Anwendung
Gesetzliche Einheiten

Gon gon = (x/200) rad ebener Winkel

Grad ° = (m/180) rad ebener Winkel

Minute " = (1/60)° ebener Winkel

Sekunde 7 = (1/60) ebener Winkel

Liter I=L = 1dm®=10°m? Volumen

Minute min = 60s Zeit

Stunde h = 60min Zeit

Tag d = 24h Zeit

Tonne t = 10°kg Masse

Bar bar ( = 108 dyn/cm?) = 10° Pa Druck

— mit beschréanktem Anwendungsbereich

Dioptrie dpt = 1/m Brechwert opt. Systeme
Ar a = 100m? [1 ha = 100 a] Flache von Grundstiicken
Barn b = 1072 m? = 100 fm? Wirkungsquerschnitt

in der Kernphysik
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Tabelle 1-4. Fortsetzung

Einheit Einheitenzeichen, Definition, Umrechnung in das Sl
atomare Masseneinheit u = kg/(10% - N - mol)
= 1,66053886 -10~? kg
metrisches Karat (Kt=ct) = 0,29
mm Quecksilbersaule mmHg = 133,322 Pa
Elektronenvolt eV = e-(1V)=1,60217653-1071°]J
Englische und US-amerikanische Einheiten mit verbreiteter Anwendung
inch (vereinheitl.) in = 0,0254 m
— imperial inch (U.K.) imp. in = 25,399978 mm
— US inch = (1/39,37) m = 25,4000508 mm
foot ft = 12in=0,3048 m
yard yd = 3ft=0,9144m
mile mile = 1760 yd = 1609,344 m
gallon (U.K.) imp. gallon = 277,42 in° = 4,54609 |
gallon (US) gal = 231in%(US) = 3,7854345 |
petroleum gallon (US) ptr. gal = 230,665 in3(US) = 3,779949 |
petroleum barrel (US) ptr. bbl = 42 ptr. gal = 158,7579 |
pound (vereinheitl.) Ib = 0,45359237 kg
ounce oz = (1/16)1b = 28,349523 g
troy ounce ozt = oztr = (480/7000) Ib = 31,1034768 kg
pound-force (U.K.) Ibf = Ib.g, = 4,4482216 N
horse-power (U.K.) h.p. = 550 ft - Ibf/s = 745,700 W
International Ubliche SI-fremde Einheiten fiir besondere Gebiete
internationale Seemeile sm = 1852m
international nautical air mile NM = NAM = 1sm
Knoten kn = sm/h = 1,852 km/h = 0,5144m/s
Knoten kt = NM/h = 0,5144m/s
astronom. Einheit AE = 149,597870 - 10° m
Lichtjahr ly = co-ay(ay = 365,24219878 d)
= 9,460528 - 10° m
Parsec pc = AE/sin1” = 30,856776 - 10'° m
Nicht mehr gesetzliche abgeleitete CGS-Einheiten mit besonderem Namen und verwandte
Dyn dyn = g-cm/s? =10°N
Erg erg = dyn-cm=10"1
Poise P = g/(cm-s)=10"'Pa-s
Stokes St = cm?/s = 107 m?/s
Gal Gal = cm/s? = 1072 m/s?
Stilb sb = cd/cm? = 10* cd/m?
Phot ph = cd-sr/cm? = 10* Ix (lux)
Oersted Oe = (10/4n)A/cm = (1000/47)A/m
GauB G = 107*T (Tesla)
Maxwell M = G-m? =108 Wb (Weber)
Sonstige nicht mehr gesetzliche Einheiten
Kilopond kp = kg-g, =9,80665 N
Kalorie cal = cu,0-K-g=4,1868]

Anwendung

Masse in der

Atomphysik

Masse von Edelsteinen
Blutdruck in der Medizin
Energie in der Atomphysik

Lénge
Lange
Lange
Lénge
Lénge
Lange
Volumen (HohlmaR)

Volumen (HohlmaR) f. Fliss.

\Volumen von Erdol
\Volumen von Erdol
Masse

Masse

Masse von Edelmetallen
Kraft

Leistung

Lange in der Seefahrt
Lange in der Luftfahrt
Geschw. in der Seefahrt
Geschw. in der Luftfahrt
Lange in der Astronomie

Lange in der Astronomie
Lange in der Astronomie

Kraft

Energie

dynamische Viskositat
kinematische Viskositét
Fallbeschleunigung
Leuchtdichte
Beleuchtungsstérke
magnetische Feldstarke
magnetische Flussdichte
magnetischer Fluss

Kraft
Wérmemenge, (Energie)
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Tabelle 1-4. Fortsetzung

Einheit Einheitenzeichen, Definition, Umrechnung in das Sl
Pferdestarke PS = 75m-kp/s = 735,49875 W

Apostilb ash = (107*/x)sb = 1/xcd/m?

Rontgen R = 2,58-10"* C/kg

Rad rd = 1072 J/kg = 1072 Gy (Gray)

Rem rem = 1072 J/kg = 1072 Sv (Sievert)

Curie Ci = 3,7-10'%s! = 37-10° Bq (Becquerel)
Angstrom A=10"m

X-Einheit XE = (1,00202 +3-107%)-10"%m

Tabelle 1-5. Genormte Werte von physikalischen Umweltdaten

GrolRe (Quelle)
Sonnenstrahlung

Formelzeichen

Solarkonstante (DIN 5031-8) Eeo

Erde (Geodatisches Referenzsystem, 1980)

Aquatorradius a

Polradius b

mittlerer Erdradius (der volumengleichen Kugel) Re = (a® - b)'/®
Oberflache SE

Volumen Ve = (4r/3)ab
Masse Me
Normfallbeschleunigung On

Breitenabhéangigkeit der Fallbeschleunigung auf NN g(¢)

Anwendung

Leistung

Leuchtdichte

lonendosis

Energiedosis

Aquivalentdosis

Aktivitat eines Radionuklids
Lé&nge in der Spektroskopie und
Elektronenmikroskopie

Lange in der Réntgenspektr.

Wert
1,37 kW /m?

6378137 m
6 356 752 m
6371000 m
510,0656 - 10° km?
1083,207 -10° km?
5,9742 - 10 kg
9,80665 m/s?
9,780327(1 + 0,00530244 sin® ¢
— 0,00000582 sin® 2¢)

Luft im Normzustand (DIN I1SO 2533, basiert auf alteren Werten der Fundamentalkonstanten)

Normdruck

Normtemperatur (anders DIN 1343!)

Dichte der trockenen Luft

molare Masse der trockenen Luft

spezifische Gaskonstante der trockenen Luft
Schallgeschwindigkeit

Druckskalenhdhe

mittlere freie Weglange der Luftteilchen
Teilchendichte

mittlere Teilchengeschwindigkeit
Waérmeleitfahigkeit

dynamische Viskositét

Brechzahl (DIN 5030-1) im sichtb. Spektralber.
Wasser

Dichte bei 4°C und p, (DIN 1306)
Eispunkttemperatur bei pj

dyn. Viskositat bei 20°C (DIN 51 550)
Verdampfungsenthalpie bei 25 °C, spezifische —,
molare

Pn
Tn
©On
ML = 0nRT1/ P

RL =R/ML = pn/(0nTn)

@ = Can = (1,4pn/0n)
Hpn = Pn/(9non)

In

Nh ~ NoTo/Thy

n

An

Hn

n(12)

101 325 Pa

228,15 K = 15°C
1,225 kg/md
28,964420 kg/kmol
287,05287 J/(kg - K)
340,294 m/s
8434,5m

66,328 nm

25,471 -10%* m=3
458,94 m/s

25,383 mW/(m - K)
17,894 uPa - s
1,00021 ...1,00029

999,972 kg/m?®
273,15 K=0°C
1,002 mPa - s
24425 kJ/kg
44,002 kJ/mol
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|l. TEILCHEN UND TEILCHENSYSTEME

In den folgenden Abschnitten 2 bis 7 werden die
physikalischen Grundlagen der Mechanik dargestellt,
die spater in der Technischen Mechanik E im Hin-
blick auf technische Anwendungen spezieller behan-
delt werden.

2 Kinematik

Die Kinematik (Bewegungslehre) behandelt die Ge-
setzméaRigkeiten, die die Bewegungen von Korpern
rein geometrisch beschreiben, ohne Ricksicht auf die
Ursachen der Bewegung. Die die Bewegung erzeu-
genden bzw. dabei auftretenden Krafte werden erst in
der Dynamik behandelt. Es wird zundchst die Kine-
matik des Massenpunktes besprochen.

Definition des Massenpunktes: Der Massenpunkt
ist ein idealisierter Korper, dessen gesamte Mas-
se in einem mathematischen Punkt vereinigt ist.
Jeder reelle Korper, dessen Grofe und Form bei
dem betrachteten physikalischen Problem ohne
Einfluss bleiben, kann als Massenpunkt behandelt
werden (Beispiele: Planetenbewegung, Satelliten-
bahnen, H-Atom). Die Lage oder der Ort eines
Massenpunktes zur Zeit t in einem vorgegebenen
Bezugssystem (Bild 2-1) kann durch einen (bei

Bewegung des Massenpunktes zeitabhangigen)
Ortsvektor

r(t) = (x(v), y(t). z(1))
mit

r@) = IrO = O+ + 20 @)
oder durch die entsprechenden Ortskoordinaten
X(t), y(1), z(t) beschrieben werden.

Kinematische Operationen: Hierunter wird die
Durchfiihrung bestimmter Bewegungsoperationen
verstanden, die zu einer Verdnderung der Lage
ausgedehnter Korper im Raum fihren (Translation,
Rotation, Spiegelung). Die Lageveranderung einzel-
ner Massenpunkte wird allein durch die Translation
ausreichend beschrieben.

Bild 2-1. Ortsvektor eines Massenpunktes P

2.1 Geradlinige Bewegung

Die die geradlinige Bewegung eines Massenpunktes
beschreibenden GroRen sind der Weg s, die Zeit t,
die Geschwindigkeit v, die Beschleunigung a.
Definitionen der Geschwindigkeit:

- As Ar
ittlere Geschwindigkeitv= — = — 2-2
mittlere Geschwindigkeit v A AL (2-2)
Momentan- . As ds
o v=1lim—=— =
geschwindigkeit At—0 At dt
(2-3)
_dr ;
=g =

Sl-Einheit: [v] = m/s .
Fur die gleichformig geradlinige Bewegung gilt:
v = const

Ist zum Zeitpunkt ty der Ort des Massenpunktes s
(Bild 2-2), so ergibt sich sein Ort szu einem spateren
Zeitpunkt t durch Integration von ds = wdt aus (2-3):

S t
fds=fvdt,
So to
s=g + t —tp) (2-4)

Bild 2-2. Geradlinige Bewegung eines Massenpunktes
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Definitionen der Beschleunigung:

mittlere Beschleunigung a = A—? , (2-5)
Momentan- . Av du
. a=Ilim—=— =
beschleunigung At=0 At dt
2-6
s _ 0
Cdz T dz

SI-Einheit: [a] = m/s?.

Verzogerung liegt vor, wenn a < 0 ist, d. h. der Betrag
der Geschwindigkeit mit t abnimmt. Verzégerung ist
also negative Beschleunigung.

Bemerkung: Fir die geradlinige Bewegung ist ei-
ne skalare Schreibweise ausreichend. In der hier
gewahlten vektoriellen Schreibweise sind die De-
finitionen (2-3) und (2-6) auch fir krummlinige
Bewegungen gultig. In diesem Fall ist die Geschwin-
digkeitsanderung dvund damit die Beschleunigung a
i. Allg. nicht parallel zu v (Bild 2-3).

Sonderfalle:

a) Andert sich nur der Geschwindigkeitshetrag, nicht
aber die Richtung, so handelt es sich um eine
geradlinige Bewegung mit a|| v: Bahnbeschleuni-
gung.

b) Andert sich nur die Geschwindigkeitsrichtung,
nicht aber der Betrag, so handelt es sich um eine
krummlinige Bewegung mit a_l v Normalbe-
schleunigung.

Fir die gleichmalig beschleunigte, geradlinige Bewe-
gung gilt

a = const, Anfangsgeschwindigkeit v || a .

Ist zum Zeitpunkt ty der Ort des Massenpunktes Sg
und seine Geschwindigkeit vg (Anfangsgeschwindig-
keit), so ergibt sich fur einen spéteren Zeitpunkt t
durch Integration von dv = a dt aus (2-6)

v t
f dv = f adt
Vo

to

v =1+ a(t - '[0) s (2-7)

Bild 2-3. Anderung von Geschwindigkeitshetrag und -rich-
tung bei krummliniger Bewegung

und durch Integration von ds = wvdt aus (2-3)

S t t
fds=fvdt=f[vo+a(t—to)]dt
So to

© a ., (@8
S=So+v0(t—t0)+§(t—to) .

Fur die Anfangswerte so = 0 und ty = 0 folgt aus (2-7)
und (2-8)

v =vg + at (2-9)

(2-10)

und durch Elimination von t aus (2-9) und (2-10)

V= 1/1)(2) +2as.
Freier Fall:

Im Schwerefeld der Erde unterliegen Massen der
Fallbeschleunigung g, deren Betrag in der Néhe
der Erdoberflache n&herungsweise konstant etwa
mit dem Wert g = 9,81 m/s? angesetzt werden kann
(vgl. 3.2.1). Fur die Fallhdéhe h (= s) und a = g folgt
aus (2-9) bis (2-11)

s = vt + o2
= —
L

(2-11)

v=uv9+0t, (2-12)
h = vt + gtz, (2-13)
v = w/vé +2gh, (2-14)

wobei vy die Fallgeschwindigkeit zur Zeit t = 0 ist.
Dieselben Gleichungen gelten auch fir den senkrech-
ten Wurf nach unten mit der Anfangsgeschwindig-
keit 0.

Der senkrechte Wurf nach oben ist in der Steigphase
(bis zur maximalen Steighthe hmax) eine gleichmaRig
verzogerte Bewegung mit der Anfangsgeschwindig-

keit vp und der Beschleunigung a = —g. Aus (2-9)
bis (2-11) folgt dann:
v= 1y -0t (2-15)
h= uot— gtz (2-16)
v = ,[v% —2gh. (2-17)
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w
z
b
g
an///i 1/Zg[2
_p
v
P i m - Orehachse 1
Bild 2-4. Schrager Wurf unter dem Winkel « Bild 2-5. Gleichférmige Kreisbewegung
S . . »SIN 2a
Aus (2-17) ergibt sich die maximale Steighthe hpax w = v . (2-23)
firv =0: 9
vé Die maximale Wurfweite ergibt sich flr sin2a = 1,
Nmax = %" (2-18)  d.h. fir @ = 45°, und betragt
2
) L L v
Aus (2-15) folgt fur v = 0 die Steigzeit Wiy = 2 (2-24)
ty = 2 (2-19)
g 2.2 Kreisbewegung
Schrager Wurf im Erdfeld: Die die Kreisbewegung eines Massenpunktes

Die Bahnkurve r(t) beim schragen Wurf unter dem
Winkel « zur Horizontalen (Bild 2-4) ergibt sich ana-
log zu (2-8) oder (2-10) aus der Vektorgleichung

g

r=ut+=t%,

5 (2-20)

lasst sich also interpretieren als zusammengesetzt aus
zwei geradlinigen Bewegungen:

1. einer gleichférmigen Translation in Richtung der
Anfangsgeschwindigkeit w,

2. dem freien Fall in senkrechter Richtung; siehe
Bild 2-4.

Aus (2-20) folgen die Koordinaten des Massenpunk-
tes zur Zeit t:

X = vpt COS

Z=wptsina — %tz .

(2-21)
Durch Elimination von t ergibt sich als Bahnkurve ei-
ne Parabel:

g 2

Z=xtana - ~—5———
2§ cos? a

(2-22)
Die Wurfweite w lasst sich aus der Koordinate des

zweiten Schnittpunktes der Bahnkurve mit der Hori-
zontalen berechnen:

beschreibenden GréRen sind:

— der Drehwinkel ¢, die Zeit t, die Winkelgeschwin-
digkeit w, die Winkelbeschleunigung .

Diese GroRen beschreiben die Kreisbewegung in ana-
loger Weise wie die GroRen Weg, Zeit, Geschwindig-
keit und Beschleunigung die geradlinige Bewegung.
Der Drehwinkel ¢ und die Winkelgeschwindigkeit w
sind axiale Vektoren, die senkrecht auf der Ebene
der Kreisbewegung stehen und deren Richtung sich
aus der Rechtsschraubenregel in Bezug auf den Dreh-
sinn der Bewegung ergeben (Bild 2-5). Winkelbetra-
ge koénnen in der Einheit Grad (°) oder im Bogenmaf
(Einheit: rad) angegeben werden. Der Winkel im Bo-
genmal? ist definiert als die Lange des von den Win-
kelschenkeln eingeschlossenen Kreisbogens im Ein-
heitskreis. Der Zusammenhang zwischen Winkel ¢
im BogenmaR, zugehdriger Bogenléange b auf einem
Kreis und dessen Radius r ist dann (Bild 2-5)

b

=—rad.
@ ; ra
Umrechnungen:
p/rad T o
=—, lrad=57,29...
o/° 180 4=h :

1°=0,01745...rad = 17,45.. . mrad .
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Definitionen: trag der Zentripetalbeschleunigung folgt aus (2-29)
Winkel- d und (2-30)
eschwindigkeit '~ d_f ¢, (2-25) v
g g a=wv=wr= T (2-31)
Winkel- do . d% . L . .
beschleuniauna ¢~ dt =@~ e Wenn w zeitabhédngig ist, also eine Tangentialbe-
gung (2-26) schleunigung auftritt, so ergibt sich aus (2-6), (2-26)

Sl-Einheiten:
[w] = rad/s = 1/s, [a] = rad/s? = 1/s? .

Fur die gleichférmige Kreisbewegung gilt
w = const .

Ist zum Zeitpunkt ty die Lage des Massenpunktes auf
der Kreisbahn durch den Winkel ¢, gegeben, so ergibt
sich seine Lage ¢ zu einem spéteren Zeitpunkt t durch
Integration von de = w dt aus (2-25) zu

¢ = po+ ot —to) . (2-27)
Nennen wir die Dauer eines vollstandigen Um-
laufs T (Umlaufzeit, Periodendauer) und die auf die
Zeit bezogene Zahl der Umldufe Drehzahl (Umdre-
hungsfrequenz) n, so gelten die Zusammenhéange

27
d =2nn = — .
und w = 2x:n T

1
n== (2-28)
Die Winkelgeschwindigkeit w bei der Kreishewegung
wird auch Drehgeschwindigkeit genannt. Zwischen
den Vektoren w, v und r bei der Kreishewegung (Ur-
sprung von r auf der Drehachse, Bild 2-5, jedoch
nicht notwendig in der Kreisebene) besteht der Zu-

sammenhang

v=wXTI. (2-29)

Durch Einsetzen in (2-6) und Ausfihren der Differen-
ziation unter Beachtung von w = const ergibt sich fur
die Beschleunigung bei der gleichférmigen Kreisbe-
wegung

a=wxv=wX(@XTr). (2-30)

Demnach ist a|| — r (Bild 2-5), also eine reine Nor-
malbeschleunigung (a.L v), bei der Kreishewegung
auch Zentripetalbeschleunigung genannt. Fir den Be-

und (2-29) fur die Kreisbewegung die Gesamtbe-
schleunigung

a=aXr+wxw (2-32)
mit der Tangentialbeschleunigung
a=axr (2-33)
und der Normalbeschleunigung
ah=wxuv. (2-34)

2.3 Gleichformig translatorische
Relativbewegung

Die Angaben der kinematischen Grofen einer
Bewegung gelten stets fiir ein vorgegebenes Be-
zugssystem. Soll die Bewegung in einem anderen
Bezugssystem beschrieben werden, so mussen die
kinematischen GroRen umgerechnet (transformiert)
werden. Ruhen beide Bezugssysteme relativ zu-
einander, so sind lediglich die Ortskoordinaten zu
transformieren, wahrend die zurlickgelegten Wege,
die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen in
beiden Systemen gleich bleiben. Das wird anders,
wenn sich beide Bezugssysteme gegeneinander
bewegen. Nicht beschleunigte, relativ zueinander
mit konstanter Geschwindigkeit sich bewegende Be-
zugssysteme werden Inertialsysteme genannt. Ist die
Relativgeschwindigkeit v der beiden Inertialsysteme
klein, so kann die Galilei-Transformation verwendet
werden. Bei grofRer Relativgeschwindigkeit ist die
Lorentz-Transformation zu benutzen.

2.3.1 Galilei-Transformation

Die Galilei-Transformation driickt das Relativitéts-
prinzip der klassischen Mechanik aus. Sie ist glltig,
wenn flr die Relativgeschwindigkeit v = (vy, vy, v;)
der beiden Bezugssysteme S und S’ gilt: v < ¢
(co Vakuumlichtgeschwindigkeit).
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Die Koordinaten eines betrachteten Massenpunktes P
(Bild 2-6) seien durch die Ortsvektoren

r =(xy,z)im System S und
r’=(x,y’,z") im System S’ gegeben .

Das System S’ bewege sich nur in x-Richtung gegen-
lber dem System S (v = wvy). Zur Zeit t = 0 mdgen
sich die Urspriinge 0 und 0’ der beiden Systeme de-
cken. Aus Bild 2-6 lésst sich die Transformation der
Ortskoordinaten ablesen:

X =x-ot,
y =y, (2-35)
7/ =1z.

Fur die Zeitkoordinate wird in der klassischen Me-
chanik angenommen, dass in beiden Inertialsystemen

die Zeit in gleicher Weise ablauft:
t=t. (2-36)

Zusammengefasst lautet die Galilei-Transformation
far Koordinaten:

rr=r—-u, t'=t. (2-37)

Die Geschwindigkeit des Massenpunktes P sei
u = (uy, Uy, uz) im System S und
u’ = (U}, uj, u3) im System S’ .

Bei Ubergang von S nach S’ transformieren sich die
Geschwindigkeiten im Falle der Relativgeschwindig-
keit mit alleiniger x-Komponente (Bild 2-6) gemal}

Uy = Uy — ¥x

uy = Uy (2-38)
u, =Uuz,
Y V'
ﬁ)w(v,,o,m
P
R
’.I
0 .
0 vt X X

Bild 2-6. Zwei Inertialsysteme, die sich gegeneinander mit
der Relativgeschwindigkeit v bewegen

oder zusammengefasst und allgemeiner (Galilei-
Transformation fir Geschwindigkeiten)

U=u-v bzw. u=U +w, (2-39)

wie sich durch zeitliche Differenziation von (2-35)
bzw. (2-37) ergibt. In der klassischen Galilei-Trans-
formation verhalten sich also Geschwindigkeiten ad-
ditiv. Sie kdnnen sich nach Betrag und Richtung &n-
dern.

Die Beschleunigung des Massenpunktes P sei

a = (ay, ay, a;) im System S und

VA ’ ’
a = (ax,ay,

a;) im System S .

Durch Differenziation nach der Zeit folgt aus (2-38)
bzw. (2-39)

a, = ax ,
a; =ay, (2-40)
a, =a

oder zusammengefasst (Galilei-Transformation fur
Beschleunigungen)

=a. (2-41)

Die Umkehrungen der Galilei-Transformation
(Transformation von S’ nach S) lauten

r=r+d, u=u+wv, a=a . (2-42)

Bei kleinen Relativgeschwindigkeiten dndern sich
demnach die Beschleunigungen nicht, wenn von
einem Inertialsystem zu einem anderen Uberge-
gangen wird. Sie sind invariant gegen die Galilei-
Transformation, ebenso wie allgemein die Gesetze
der klassischen Mechanik, denen das die Beschleu-
nigung enthaltende 2. Newton’sche Axiom (vgl. 3.2)
zugrundeliegt.

2.3.2 Lorentz-Transformation

Die Anwendung der Galilei-Transformation auf die
Lichtausbreitung parallel und senkrecht zur Richtung
der Relativgeschwindigkeit zweier Inertialsysteme er-
gibt unterschiedliche Vakuumlichtgeschwindigkeiten
im gegeniber dem System S mit v = vy bewegten

System S’:
Co—vbzw.co+v flir coljvbzw. ¢ || —vund
5 —1? fir cyLw.
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Michelson (1881) und spater Morley und Miller ver-
suchten diesen sich aus der Galilei-Transformation
ergebenden Unterschied experimentell mit einem
Interferometer nachzuweisen (Bild 2-7). Das Licht
einer monochromatischen Lichtquelle wird durch
einen halbdurchléssigen Spiegel (gestrichelt in
Bild 2-7) aufgespalten und 0ber die Wege s;
oder s, geleitet. Die Teilstrahlen werden wieder
zusammengefuhrt und interferieren im Detektor
B, d.h., je nach Phasendifferenz der beiden Teil-
wellen verstirken bzw. schwdchen diese sich. Die
Phasendifferenz durch Wegunterschiede s, — s;
ist konstant. Eine weitere Phasendifferenz konnte
durch Laufzeitunterschiede infolge unterschied-
licher Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes
langs s; und s, auftreten (s.0.), wenn das In-
terferometer z.B. in Richtung von s; bewegt
wird (Bild 2-7a). Als bewegtes System hoher
Geschwindigkeit benutzten sie die Erde selbst,
die sich mit v =~ 30km/s um die Sonne bewegt.
Waéhrend einer Drehung des Interferometers um
90° musste dann die Interferenzintensitdt sich
andern, da s; und s, gegeniber wege ihre Rollen
vertauschen (Bild 2-7b).

Das Michelson-Morley-Experiment ergab jedoch trotz
ausreichender Messempfindlichkeit, dass die Lichtge-

A\
]/z_z s
CUV 1

S

® Lo /2

7/

monachromatische +”
Lichtguelle

a 8 B=5 Detektor

Vers Ja

5 90°- Drehung

b SN

Bild 2-7. Das Michelson-Morley-Experiment

schwindigkeit in jeder Richtung des bewegten Sys-
tems Erde im Rahmen der Messgenauigkeit gleich ist.
Diese Erfahrung fiihrte zur Annahme des Prinzips von
der

Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Der Betrag der
Vakuumlichtgeschwindigkeit ist in allen Inertialsys-
temen unabhéngig von der Richtung gleich groR.
Dieses Prinzip und die daraus folgende Lorentz-
Transformation sind die Grundlage der speziellen
Relativitatstheorie (Einstein).

Im Folgenden werden die gleichen Bezeichnun-
gen wie in 2.3.1 verwendet, vgl. auch Bild 2-6.

Lorentz-Transformation fir Koordinaten und ihre
Umkehrung:
X — ot X + ot/
==L L W)
1-p2 1-p2
y =y, y=Yy;
7=z, z1=7;
U / !
t— C_ZX t + —2X
t = o, t= L (2-44)
1-p2 1-p2
mit ﬁ:éﬂ und v =vy. (2-45)
0

Fur v < ¢p, d.h. B < 1 geht die Lorentz-
Transformation (2-43) und (2-44) (ber in die
Galilei-Transformation (2-35) und (2-36). Die klassi-
sche Mechanik erweist sich damit als Grenzfall der
relativistischen Mechanik fir kleine Geschwindig-
keiten. Es erweist sich ferner, dass die Grundgesetze
der Elektrodynamik, die Maxwell-Gleichungen (sie-
he 14.5), invariant gegen die Lorentz-Transformation,
nicht aber gegen die Galilei-Transformation sind.
Das Relativitatsprinzip der speziellen Relativitats-
theorie: In Bezugssystemen, die sich gegeneinander
gleichformig geradlinig bewegen (Inertialsysteme),
sind die physikalischen Zusammenhange dieselben,
d. h., alle physikalischen Gesetze sind invariant gegen
die Lorentz-Transformation. Wesentliches Merkmal
ist, dass nach (2-44) t’ # tist, d. h., dass jedes System
seine Eigenzeit hat.

2.3.3 Relativistische Kinematik

Nach der klassischen Galilei-Transformation bleiben
Langen AX = Xp — X1 und Zeitrdume At = t, — 3
beim Ubergang vom System S zum System S’ gleich.
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Nach der Lorentz-Transformation &ndern sich jedoch
Langen und Zeitraume beim Ubergang S — S': Lan-
genkontraktion und Zeitdilatation.

Langenkontraktion:

Eine Lange I’ = x; — x; im System S’ erscheint im
System S veréndert. Aus der Lorentz-Transformation
(2-43) folgt fur die Koordinaten x; und x; zur Zeit t’

Xy =Xo/l=p2 =o', X =X/1-p2—ot'.

Fur die Lange I’ im System S’ ergibt sich damit in
Koordinaten des Systems S

"= (Xz - Xl) ﬂl—ﬂz .

Umgekehrt ergibt sich fiir eine Lange | im System S in
Koordinaten des Systems S’ in entsprechender Weise

I=(x;—x7) yJ1-52.

Das heifdt, in jedem System erscheinen die in Be-
wegungsrichtung liegenden Abmessungen eines
sich dagegen bewegenden Korpers (zweites Sys-
tem) verkirzt. Seine Abmessungen senkrecht zur
Bewegungsrichtung erscheinen unveréndert.

(2-46)

(2-47)

Zeitdilatation:

Eine Zeitspanne At = t, — ty, die durch zwei Ereig-
nisse am gleichen Ort im System S definiert wird, er-
scheint im System S’ als Zeitspanne At" = t; —t;, fiir
die sich aus (2-44) ergibt

At
= At.
V1-p2
Eine Zeitspanne At’ im System S’ erscheint anderer-

seits im System S als Zeitspanne At, fur den sich ent-
sprechend ergibt

At =

(2-48)

At ,

= At
V1-p2

Das heif3t, in jedem System erscheinen Zeitspannen
eines anderen Inertialsystems gedehnt: Eine gegen-
Uber dem Beobachter bewegte Uhr scheint langsamer
zu gehen. Der mitbewegte Beobachter merkt nichts

davon. Dies gilt auch umgekehrt: Uhrenparadoxon.

At =

(2-49)

Geschwindigkeitstransformation:
Die Geschwindigkeit eines Massenpunktes P sei
dx dy dz
u= (uX9 Uy, uZ) - (E? ay a)

im System S und
, ., dx’ dy’ dz/

u = (UX, Uy, UZ) = (W’ W’ W)
im System S’ (Bild 2-8).
Durch Differenziation der Koordinatentransformation
(2-43) nach t und Verwendung von dt/dt’ aus (2-44)
folgt fur die Geschwindigkeitskomponenten im Sys-
tem &’

o = Uy — v
B
Co
;o Uy v1-p2
1_& ’ (2-50)
Co
, U y1-p2
u; = —1 B,
Co

mit v = vy. Flr die Umkehrung ergibt sich in analoger
Weise

u uy + v
X = ,
u
1+’B X
Co
o - uy y1 -2
Y~ T iy
u 2-51
1+& (2-51)
Co
uy 1 -2
u; = T .
1+
Co
y y!
:>v=(v,,0,0)
P
r u
(i u'
01
0 vt X X’

Bild 2-8. Zur relativistischen Geschwindigkeitstransforma-
tion
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Dies ist die Lorentz-Transformation fiir Geschwin-
digkeiten. Im Gegensatz zur Galilei-Transformation
sind hier auch Geschwindigkeiten senkrecht zur
Relativgeschwindigkeit der beiden Systeme S
und S’ nicht invariant gegentlber einer Lorentz-
Transformation. Fir u,v < cp, also B < 1 geht
auch die Lorentz-Transformation fir Geschwindig-
keiten (2-50) u. (2-51) Uber in die entsprechende
Galilei-Transformation (2-38).

Sonderfall: Ist in einem der Systeme die betrachtete
Geschwindigkeit gleich der Lichtgeschwindigkeit
Co, SO hat der Vorgang auch im zweiten System die
Geschwindigkeit co: In jedem Inertialsystem ist die
Vakuumlichtgeschwindigkeit gleich grof3, unabh&n-
gig von der Richtung. Daraus folgt, dass sie auch
unabhéngig von der Bewegung der Lichtquelle ist.
Aus (2-50) oder (2-51) lasst sich diese Aussage leicht
fur ux = co (uy = u; = 0) oder u} = co (u; = u; = 0)
verifizieren. Fir z.B. uy = ¢p (ux = u, = 0) ist
dagegen zu beachten, dass die Bewegungsrichtung
im System S’ nicht mehr genau in y’-Richtung
erfolgt, sondern auch eine x’-Komponente auftritt.
Auf die relativistische Dynamik wird in den Kapiteln
3 und 4 eingegangen.

2.4 Geradlinig beschleunigte
Relativbewegung

Es werden zwei gegeneinander konstant beschleu-
nigte Bezugssysteme betrachtet, bei denen die
Relativgeschwindigkeit jederzeit so klein bleibt,
dass die Galilei-Transformation anstelle der Lorentz-
Transformation angewendet werden kann: v(t) < ¢
(B < 1). Wegen des Bezuges zum freien Fall wahlen
wir flr die betrachteten Beschleunigungen hier die z-
Richtung (Bild 2-9). Das System S’ werde gegeniiber

zd

-0, 12

a;

Bild 2-9. Vertikal beschleunigtes System

dem System S mit a;, = (0,0, —a,) beschleunigt. Fir
t = 0 mogen die Urspriinge 0 und 0’ zusammenfallen
und die Anfangs-Relativgeschwindigkeit gleich null
sein (0.B.d.A)).
Ein Massenpunkt P werde im ruhenden System S
mit a = (0,0,a,), z. B. mit der Fallbeschleunigung
a = g = (0,0, -g) nach unten beschleunigt. Die Be-
schleunigung & des Massenpunktes P im selbst mit a,
beschleunigten System S’ errechnet sich durch zeitli-
che Differenziation der Ortskoordinaten (Bild 2-9):
1=7-2¢ ,
Mit a = d?z/dt?, @’ = d?z//dt? und a, = (0,0, -a,)
folgt daraus

a=a-a,
a=g-a.

a=a+a,
bzw. mita= g:

(2-52)
(2-53)

Das heiRt, die Beschleunigung, der ein Korper
in einem ruhenden (oder gleichférmig bewegten)
System S unterliegt, andert sich beim Ubergang
zu einem beschleunigten System S’ um dessen
Beschleunigung. Entsprechendes gilt fur die mit der
Beschleunigung des Korpers verbundenen Kréafte
(siehe 3), es treten Tragheitskrafte auf, die in ru-
henden oder gleichférmig bewegten Systemen nicht
vorhanden sind.

Ist insbesondere die Beschleunigung a; des Sys-
tems S’ gleich der des beschleunigten Kérpers a im
System S, so verschwindet dessen Beschleunigung
im System S’:

a=0 fir a=a.

Ineinem Labor, das z. B. im Erdfeld frei féallt (a. = g),
herrscht demzufolge ,,Schwerelosigkeit*, was nur be-
deutet, dass der Kdrper gegenuber seiner Umgebung
keine Beschleunigung erfahrt.

2.5 Rotatorische Relativbewegung

In zueinander gleichférmig translatorisch bewegten
Bezugssystemen treten keine durch die Systembewe-
gung bedingten Beschleunigungen auf. Ein Beobach-
ter in einem geschlossenen, gleichférmig geradlinig
bewegten Labor kdnnte die Bewegung nicht feststel-
len.

Anders bei beschleunigten Systemen: Hier treten
Tragheitsbeschleunigungen und -krafte sowohl bei
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geradlinig beschleunigten (vgl. 2.4) als auch bei rotie-
renden Systemen auf, die durch die Systembewegung
bedingt sind.
Bei gleichformig rotierenden Systemen tritt einerseits
die

Zentripetalbeschleunigung a,p = w x (w x 1)

auf (2-30), die einen Massenpunkt auf der Kreisbahn
mit dem Radius r halt. Ein Beobachter im rotierenden
System S’ registriert die entsprechende Tragheitsbe-
schleunigung (Bild 2-10), die radial gerichtete Zen-
trifugalbeschleunigung

ar=-—wX(wxr). (2-54)

Im rotierenden System Erde ist die Zentrifugalbe-
schleunigung neben der (ebenfalls durch die Zentrifu-
galbeschleunigung bzw. -kraft bedingten) Abplattung
der Erde fir die Abhé&ngigkeit der effektiven Erdbe-
schleunigung vom geografischen Breitengrad verant-
wortlich. Die lokale Fallbeschleunigung variiert von
etwa 9,78 m/s? am Aquator bis 9,83 m/s? an den Po-
len.

Eine weitere Tragheitsbeschleunigung in rotierenden
Systemen tritt auf, wenn ein Massenpunkt sich
mit einer Geschwindigkeit v bewegt: Coriolis-
Beschleunigung (Bild 2-11).

Ein im ruhenden System S sich mit konstanter Ge-
schwindigkeit v bewegender Massenpunkt P sei zur
Zeitt = 0 im rotierenden System S’ z. B. gerade im
Drehpunkt (r = 0). Der Beobachter im System S
stellt dann eine mit t zunehmende Abweichung von
der geraden Bahn fest, die offenbar von einer senk-
recht zu v (und zu w) wirkenden Beschleunigung &g,
der Coriolis-Beschleunigung, herrihrt. Hat der Mas-
senpunkt nach der Zeit t den radialen Weg r = ot
zuruckgelegt, so ist die Abweichung von der gera-
den Bahn im rotierenden System S’ das Bogenstiick

/
Y

/'/\\\:

Bild 2-10. Zentrifugalbeschleunigung im rotierenden Labor

w

Orehachse

rotierendes Labor

po
Bild 2-11. Zur Coriolis-Beschleunigung

s = rot = vwt?, das wegen s ~t? offensichtlich be-
schleunigt zurlickgelegt wurde. Fur die gleichméaBig
beschleunigte Bewegung gilt andererseits nach (2-10)
s = at?/2, sodass aus dem Vergleich a; = 2vw folgt,
oder in vektorieller Schreibweise fir die Coriolis-
Beschleunigung:

ac =2vxXw. (2-55)

Die experimentelle Bestimmung der Coriolis-
Beschleunigung auf der Erdoberflache ermdglicht
die Berechnung der Winkelgeschwindigkeit der
Erde unabhéngig von der Beobachtung des Sternen-
himmels: Die Drehung der Schwingungsebene des
Foucault-Pendels durch die Coriolis-Beschleunigung
ist ein Nachweis flr die Drehung der Erde um ihre
Achse (Foucault, 1851).

Die Komponente des Winkelgeschwindigkeitsvektors
der Erdrotation senkrecht zur Erdoberflache liegt
auf der Nordhalbkugel in positiver z-Richtung,
auf der Sildhalbkugel in negativer z-Richtung.
Die Coriolis-Beschleunigung flhrt daher auf der
Nordhalbkugel zu einer Rechtsabweichung von der
Bewegungsrichtung, auf der Sudhalbkugel zu einer
Linksabweichung. Tiefdruckzyklone, bei denen die
Luftbewegung zum Zentrum gerichtet ist, zeigen als
Folge der Coriolis-Beschleunigung in der nérdlichen
Hemisphére einen Drehsinn entgegengesetzt zum
Uhrzeigersinn, in der stidlichen Hemisphdre einen
Drehsinn im Uhrzeigersinn.

3 Kraft und Impuls

Kréfte (allgemeiner: Wechselwirkungen) als Ursache
der Bewegung von Korpern werden in der Dyna-
mik behandelt. Zunéchst wird (in 3 bis 5) die Dyna-
mik des Massenpunktes, spater (in 6) die Dynamik
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von Teilchensystemen und schlieflich (in 7) die Dy-
namik starrer Korper behandelt. Dabei werden vor-
erst nur die Folgen des Wirkens von Kraften auf die
Bewegung betrachtet, ohne auf die Natur der unter-
schiedlichen Krafte einzugehen (hierzu siehe Einlei-
tung von Teil B 11, Ubersicht tiber die fundamentalen
Wechselwirkungen). Grundlage dafir sind die New-
ton’schen Axiome (1686): Tragheitsgesetz, Kraftge-
setz und Reaktionsgesetz. Auflerdem gehdrt hierzu
das Superpositionsprinzip (Uberlagerungsprinzip) fiir
Krafte.

3.1 Tragheitsgesetz

Erstes Newton’sches Axiom: Jeder Korper mit kon-
stanter Masse m verharrt im Zustand der Ruhe oder
der gleichférmig geradlinigen Bewegung, falls er
nicht durch auBere Krafte F gezwungen wird, die-
sen Zustand zu andern:

v=const fir m=const und F=0. (3-1)

Diese Eigenschaft aller Kérper wird Tréagheit oder
Beharrungsvermdgen genannt. Die Trégheit eines
Korpers ist mit seiner Masse m verknlpft. Ein Maf
fur die Tragheitswirkung ist der Impuls oder die
Bewegungsgrolie

p=muv. (3-2)
SlI-Einheit: [p] = kg - m/s..
Aus (3-1) folgt damit
p=mwv=const fir F=0. (3-3)

Dies ist die einfachste Form des Impulserhaltungs-
satzes (fur einen Massenpunkt oder Teilchen), siehe
auch 3.3 und 6.1.

3.2 Kraftgesetz

Die experimentelle Untersuchung der Beziehungen
zwischen der wirkenden Kraft und der daraus sich
ergebenden Anderung des Bewegungszustandes (Be-
schleunigung) einer Masse m zeigt:

1. Die Beschleunigung ist der wirkenden Kraft pro-
portional und erfolgt in Richtung der Kraft:

F~a.

2. Das Verhdltnis zwischen wirkender Kraft und er-
zielter Beschleunigung ist fur jeden Korper eine
konstante Grof3e: seine Masse m = F/a.

Das heif3t, jeder Korper setzt seiner Beschleunigung
Widerstand entgegen durch seine trage Masse. Zu-
sammengefasst ergibt sich daraus das Newton’sche
Kraftgesetz:

F=ma= md—v .
dt
Bei sich wahrend der Bewegung &ndernder Masse
(z.B. bei einer Rakete, oder bei relativistischen Ge-
schwindigkeiten) ist stattdessen die allgemeinere For-
mulierung des Kraftgesetzes anzuwenden:

(3-4)

Zweites Newton’sches Axiom: Die zeitliche Ande-

rung des Impulses ist der bewegenden Kraft propor-
tional und erfolgt in Richtung der Kraft:

d dp

F=—(my=—.

i M) = G

Fur m = const geht (3-5) in (3-4) Uber.

3-5)

SI-Einheit: [F] = kg - m/s? = N (Newton) .

Uberlagerungsgesetz:

Eine Kraft, die an einem Punkt P angreift, verhélt
sich wie ein ortsgebundener Vektor F, der nur ent-
lang der Wirkungslinie der Kraft verschoben werden
darf. Greifen mehrere Krafte F; in einem Punkt P an,
so addieren sich die Kréfte wie Vektoren zu einer Ge-
samtkraft (Bild 3-1)

(3-6)

3.2.1 Gewichtskraft

Die Gewichtskraft Fg eines Korpers (friher:
Gewicht) ist die im Schwerefeld eines Himmels-
korpers auf den Korper wirkende Schwerkraft.

Bild 3-1. Krafteaddition
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Kann der Korper der Kraft folgen, so ruft sie eine WM/H

Beschleunigung g hervor, die Fallbeschleunigung N !

oder Schwerebeschleunigung genannt wird, im F ii—g

Fall der Erde auch Erdbeschleunigung (vgl. 2.1). W/\N\/\/\/H

Entsprechend (3-4) gilt N i

Fe=mg. (3-7) Bild 3-3. Riicktreibende Kraft einer gedehnten Feder
Fur die Erde gilt: Die Normfallbeschleunigung
F¢=—cs (3-9)

On = 9,80665m/s? beruht auf ungenauen alteren
Messungen fiir 45° nérdl. Br. auf Meereshdhe.
Die internationale Formel in Tabelle 1-5 ergibt flr
45° 9,80620 m/s?, den Normwert aber fiir die Breite
45,497°, am Aquator 9,78033 m/s? und an den Polen
9,83219 m/s2.

Fur den Mond gilt: gmond = 0,167 gerge ~ 1,64 m/s?.
Kréfte lassen sich wie Vektoren auch in Komponen-
ten zerlegen. Bild 3-2 zeigt dies am Beispiel der Ge-
wichtskraft eines Korpers auf einer geneigten (schie-
fen) Ebene, die sich in eine Hangabtriebskraft F;
tangential zur geneigten Ebene und in eine Normal-
kraft F,, die auf die Bahnebene driickt, zerlegen
lasst:

Fi=Fgsina, Fp=Fgcosa.  (3-8)

3.2.2 Federkraft

Krafte kdnnen neben Beschleunigungen eines Kor-
pers auch Formanderungen des Kérpers hervorrufen,
wenn der Korper an der Bewegung gehindert wird.
Zum Beispiel kdnnen einseitig befestigte Schrauben-
federn durch einwirkende Krafte gedriickt oder ge-
dehnt werden (Bild 3-3).

Bei im Vergleich zur Federldnge kleinen Langenénde-
rungen s sind Kraft und Dehnung proportional (Hoo-
ke’sches Gesetz, vgl. D 9.2.1), der Proportionalitats-
faktor ¢ = F/s wird Federsteife, RichtgroRe oder Fe-
derkonstante genannt. Die um die Strecke s gedehnte
Feder erzeugt eine riicktreibende Kraft der Grofie

Bild 3-2. Zerlegung der Gewichtskraft auf einer geneigten
Ebene

Federanordnungen gemald Bild 3-3 sind als Kraftmes-
ser geeignet.

3.2.3 Reibungskrifte

Reibungskréfte treten auf, wenn sich bertihrende Kor-
per (Festkorper, Flissigkeiten, Gase) relativ zueinan-
der bewegt werden. Reibungskréfte wirken der be-
wegenden Kraft entgegen und muissen stets auf das
betreffende Reibungssystem (allg. tribologisches Sys-
tem, siehe D 10.6) bezogen interpretiert werden.

Festkorperreibung
Die Reibungskraft Fg ist unabhangig von der GroRe
der Beruhrungsflache und in erster Naherung von der
Normalkraft auf die Bertihrungsflache (Bild 3-4) so-
wie von der Reibungszahl u abhéngig:
Fr=puF, . (3-10)
Es muss zwischen Haftreibung (Ruhereibung) und
Bewegungsreibung, z. B. Gleitreibung, unterschieden
werden:
Haftreibung tritt zwischen gegeneinander ruhenden
Korpern auf, die zueinander in Bewegung gesetzt
werden sollen. Bei kleinen Tangentialkraften F
ist die Reibungskraft zundchst entgegengesetzt
gleich F, sodass der Korper weiterhin ruht. Die
Reibungskraft steigt mit der Tangentialkraft F an
bis zu einem Maximalwert, bei dem der Korper

Bild 3-4. Reibung zwischen festen Kérpern
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anfangt zu gleiten. Fur diesen Punkt gilt (3-10)
mit u = puo: Haftreibungszahl. Dabei muss die
Haftung (Adhésion) an den Berlhrungsstellen
der Grenzflaichen (bei Metallen hdaufig Kkaltver-
schweilt) aufgebrochen werden. Danach, d.h.
bei bereits bestehender Gleitbewegung, wirkt
die i.Allg. niedrigere Gleitreibung u (<ug). Da-
bei treten stoRférmige Deformationen an den
Berthrungspunkten der Grenzflachen auf und
(dadurch bedingt) Anregung elastischer Wellen,
Temperaturerhdhung  (Reibungswéarme). An der
Energiedissipation bei der Festkdrperreibung kénnen
daneben elastisch-plastische Kontaktdeformationen
(elastische Hysterese, Erzeugung von \ersetzun-
gen) sowie reibungsinduzierte Emissionsprozesse
(Schallabstrahlung,  Tribolumineszenz, Exoelek-
tronen) beteiligt sein. Die Gleitreibungskraft ist
i. Allg. kleiner als die Normalkraft (u < 1). Je nach
Materialkombination liegt u bei trockener Reibung in
folgenden Bereichen:

Haftreibungszahlen uo ~ (0,15...0,8) ,
Gleitreibungszahlen u ~ (0,1...0,6) < ug .

Reibungszahlen sind tribologische Systemkenngro-
Ren und miussen experimentell, z.B. durch Gleit-
versuche auf einer geneigten Ebene (vgl.3.2.1) mit
verdanderlichem Neigungswinkel «, ermittelt werden
(vgl. D 10.6.1 und D 11.7.3).

Bei Korpern, die auf einer Unterlage rollen, tritt Roll-
reibung auf. Sie ist durch Deformationen der aufein-
ander abrollenden Kdrper bedingt. Der Rollreibungs-
widerstand ist sehr viel kleiner als der Gleitreibungs-
widerstand:

Rollreibungszahlen ¢’ ~ (0,002...0,04) < u

Fliissigkeitsreibung

Befindet sich eine Flissigkeit zwischen den anein-
ander gleitenden Korpern, so bilden sich gegentber
den Kdrpern ruhende Grenzschichten aus. Die Rei-
bung findet nur noch innerhalb der tragenden Fliis-
sigkeitsschicht statt und fuhrt zu deren Temperaturer-
héhung. Flussigkeitsreibung ist erheblich kleiner als
Haft- und Gleitreibung (Schmierung!) und von der
Relativgeschwindigkeit zwischen beiden Kérpern ab-
hangig (vgl. 9.4).

AN/ X .
S Wirbelstrome
elektr. leitende Platte

F -

-~ N
Magnetfeld

Bild 3-5. Wirbelstrombremsung

Né&herungsweise gilt bei

kleinen Geschwindigkeiten
Fr ~ v (laminare Strémung) ,
groleren Geschwindigkeiten

Fr ~¢? (turbulente Strémung) .

Gasreibung

Gasreibung liegt vor, wenn sich eine tragende
Gasschicht zwischen den aneinander gleitenden
Flachen ausbildet. Der Mechanismus ist &hnlich
wie bei der Flissigkeitsreibung, der Reibungswi-
derstand ist noch geringer (Ausnutzung: Gaslager,
Luftkissenfahrzeug).

Elektromagnetische ,,Reibung“
(Wirbelstrombremsung)

Bewegt sich ein Metallkdrper im Felde eines Magne-
ten (Bild 3-5), so treten durch elektromagnetische In-
duktion energieverzehrende Wirbelstréme im Metall
auf, deren Effekt eine bremsende Wirkung auf die Be-
wegung ist (vgl. 14.1). Fir die Reibungskraft gilt da-
bei streng

FR ~ =V.

3.3 Reaktionsgesetz

Drittes Newton’sches Axiom:

Ubt ein Korper 1 auf einen Korper 2 eine Kraft Fi,
aus, so reagiert der Korper 2 auf den Kdrper 1 mit
einer Gegenkraft F,;. Kraft und Gegenkraft bei der
Wechselwirkung zweier Korper sind einander entge-
gengesetzt gleich (,,actio = reactio*):



3 Kraft und Impuls

B19

Fo1=-Fi2. (3-11)
Beispiele fur das Reaktions- oder Wechselwirkungs-
gesetz:

3.3.1 Kréfte bei elastischen Verformungen

Bei der Dehnung einer Feder (Bild 3-6) durch Ziehen
mit einer Kraft Fyy = cx reagiert die Feder mit der
Gegenkraft Ff = —Fp = —cx (vgl. 3.2.2).

Eine auf eine Unterlage durch ihre Gewichtskraft
Fku = mgg drickende Kugel erfahrt durch die
auftretenden elastischen Deformationen (Bild 3-7)
eine Gegenkraft Fyx = —Fku = —mk 0.

3.3.2 Krafte zwischen freien Kérpern
(,,innere Krafte®)

Bei Korpern, die sich in Kraftrichtung frei bewegen
kénnen (z. B. Massen auf reibungsfrei rollenden Wa-
gen, Bild 3-8), wirkt sich das Auftreten ,,innerer Kraf-
te* nach dem Reaktionsgesetz gemaR (3-5) durch ent-
gegengesetzt gleiche Impulsédnderungen aus:

_ d(mzy) - _F = _d(myoy)
dt 2 dt

Aus (3-12) folgt

Fi2 (3-12)

Bild 3-6. Kréfte bei der Federdehnung

Bild 3-7. Krafte bei elastischen Deformationen zwischen ei-
ner Kugel und ihrer Unterlage

d
— (Mo +m =0
g (M1 + Maez)
und daraus fur den Gesamtimpuls
myv, + Mew, = const . (3-13)

Wenn keine duBeren, nur innere Kréfte wirken, bleibt
der Gesamtimpuls zeitlich konstant: Impulserhal-
tungssatz (fur zwei Teilchen). Dies lasst sich auf
n Teilchen verallgemeinern:

Impulserhaltungssatz:

n n
3= 3" P = g = const?
i=1 i=1

(4uRere Kréfte null).

(3-14)

Der Gesamtimpuls eines Systems von n Teil-
chen bleibt zeitlich konstant, wenn keine &u-
Reren Kréfte wirken. Der Impulserhaltungs-
satz gilt unabhéngig von der Art der inneren
Wechselwirkung immer.

Im Falle abstoRender Kréfte zwischen zwei Mas-
sen (Bild 3-9) ergibt sich, wenn urspriinglich der
Gesamtimpuls null war, aus (3-13)

V1 my
2= ()2
V2 my

(3-15)

Gleichung (3-15) gestattet den Vergleich zweier
Massen allein aus den Trégheitseigenschaften, indem
nach einer bestimmten Zeit das Geschwindigkeitsver-
haltnis gemessen wird. Diese Beziehung ist auch die
Grundlage des RuckstoRprinzips (Bild 3-9): Stoft ein
Kdorper eine Masse m, mit einer Geschwindigkeit v,
aus, so erhalt der Korper mit der verbleibenden
Masse m; eine Geschwindigkeit v, = wm,/my in
entgegengesetzter Richtung. Das RickstoBRprinzip
liegt auch dem Raketenantrieb zugrunde.

FoFy P
e | e
|
i
m
|
|
4 V2
i et
C @) @)

/

Bild 3-8. Impulsénderung bei Wirken innerer Kréfte
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v, Vi

Fy Fy=-Fy
my

Bild 3-9. RiickstoRRprinzip

3.4 Aquivalenzprinzip:
Schwer- und Tragheitskrafte

Die Masse eines Korpers ist fiir sein Tragheitsverhal-
ten maligebend. Im Newton’schen Kraftgesetz (3-4)
und im Reaktionsgesetz, z. B. (3-12) u. (3-15) ist da-
her die trdge Masse m; anzusetzen, die zugehori-
gen Kréfte sind Tragheitskréafte. Die Masse ist jedoch
gleichzeitig auch Ursache fiir die Schwerkraft (Ge-
wichtskraft), z. B. in (3-7). Hier ist die schwere Mas-
se ms anzusetzen. Im Sinne der klassischen Physik
sind dies durchaus phdnomenologisch verschiedene
Eigenschaften der Masse. Schwere Masse und trége
Masse treten jedoch in allen Beziehungen gleichwer-
tig auf, und alle Experimente zeigen:

schwere Masse = trage Masse ,

Mschwer = Mirage - (3-16)
Dementsprechend sind auf eine Masse m wirkende
Schwer- und Trégheitskrafte in einem geschlossenen
Labor nicht prinzipiell unterscheidbar. Sie sind
&quivalent. Die Wirkung einer Beschleunigung a auf
physikalische Vorgange in einem Labor, z. B. in einer
durch Ruckstol? angetriebenen Rakete im Weltraum,
ist dieselbe wie die einer Schwerebeschleunigung
g (= —a) auf die Vorgénge in einem ruhenden Labor
auf einer Planetenoberflache (Bild 3-10).

Das Aquivalenzprinzip (Einstein, 1915)
postuliert die Ununterscheidbarkeit (Aqui-
valenz) von schwerer und trdger Masse
(bzw. von Schwer- und Tréagheitskraften) bei
allen physikalischen Gesetzen (allgemeines
Relativitatsprinzip).

Daraus folgt z. B., dass auch die Lichtfortpflanzung
der Schwerkraftablenkung unterliegt (Bild 3-11).
Wegen des groflen Wertes der Lichtgeschwindig-
keit macht sie sich jedoch nur bei sehr grof3en
Schwerkraftbeschleunigungen bemerkbar, z.B. als
Lichtablenkung dicht an der Sonnenoberflache durch

al:-g) Beobachtung

? ZDeuﬁngen: \

4

Bild 3-10. Aquivalenzprinzip bei der Parabelbahn einer
Masse

Beobachtung
L

/ 20eutungen:
PN

’ z
Bild 3-11. Aquivalenzprinzip bei der Parabelbahn eines
Lichtquants

eine Schwerkraft m, Qg e, die auf die Masse m,
eines Lichtquants (siehe 20.3) wirkt.

3.5 Tragheitskrafte bei Rotation

3.5.1 Zentripetal- und Zentrifugalkraft

Um einen Massenpunkt auf einer kreisformigen Bahn
zu halten, muss eine Kraft in Richtung Bahnmittel-
punkt auf die Masse m wirken, die gerade die

Zentripetalbeschleunigung a;p = w X (w X r)

hervorruft, vgl. (2-30), und den Massenpunkt hindert,
seiner Trégheit folgend, tangential weiterzufliegen.
Nach (3-4) folgt dann fiir die Radialkraft F,, = may,
die Zentripetalkraft

Fap=mwx(@xr). (3-17)
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Bild 3-12. Zentripetal- und Zentrifugalkraft bei der Kreis-
bewegung

Der Massenpunkt m selbst tibt infolge seiner Tragheit
nach dem Reaktionsgesetz (siehe 3.3) eine entge-
gengesetzt gleich groRRe Kraft in Radialrichtung auf
die haltende Bahn oder den haltenden Faden aus
(Bild 3-12), die Zentrifugalkraft

Fz=-mwx(wxr). (3-18)
Der Betrag der Zentrifugalkraft ergibt sich mit (2-29)
und (3-2) zu

2

Fuf = Mre? = mow = pw = mUT . (3-19)

3.5.2 Coriolis-Kraft

Der in rotierenden Systemen bei Massenpunkten
mit einer Geschwindigkeit v auftretenden Coriolis-
Beschleunigung (2-55) a; = 2vx w entspricht ge-
maR (3-4) eine Coriolis-Kraft

Fc =2mvxw, (3-20)

die stets senkrecht zu vund w wirkt (Bild 3-13).

3.6 Drehmoment und Gleichgewicht

Ein drehbarer starrer Kdorper (siehe Abschnitt 7)
kann durch eine Kraft F, deren Wirkungslinie nicht
durch die Drehachse geht, in Drehung versetzt

Bild 3-13. Richtung der Coriolis-Kraft

werden (Bild 3-14). Ein geeignetes Mal} fiir diese

Wirkung der Kraft ist das folgendermaRen definierte

Drehmoment oder Kraftmoment

M=rxF, (3-21)

wo r der Abstand des Angriffspunktes der Kraft vom

Drehpunkt ist. Der Betrag des Drehmomentes ist mit

r, = rsina (senkrechter Abstand der Kraftwirkungs-
linie vom Drehpunkt)

M=rFsina=r.F. (3-22)

M st ein Vektor parallel zur Drehachse und steht

senkrecht auf r und F. Seine Richtung ergibt sich aus
dem Rechtsschraubensinn.

Sl-Einheit: [M] = N - m (Newtonmeter) .

Kréftepaar: Zwei gleich grofe, entgegengesetzt ge-
richtete Krafte, deren parallele Wirkungslinien einen
Abstand a, haben, werden ein Kréftepaar genannt
(Bild 3-15). Sie Uben ein Drehmoment aus von der
Grole

M=axF=a xF. (3-23)
Die auf einen ausgedehnten Korper wirkenden Kréaf-
te kdnnen sowohl eine Translation als auch eine Ro-
tation hervorrufen. Notwendige Bedingungen fur das
Gleichgewicht eines Korpers sind das Verschwinden
der Summe aller Krafte und der Summe aller Dreh-
momente:
Gleichgewichtshedingungen:

(3-24)

Ein Korper befindet sich in einer Gleichgewichtslage,
wenn die Gleichgewichtsbedingungen (3-24) erfullt

X
A

Bild 3-14. Zur Definition des Drehmomentes
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Bild 3-15. Drehmoment eines Kréftepaars

i &

stabil labil indifferent

Bild 3-16. Gleichgewichtslagen

sind. Die potenzielle Energie (vgl. 4.2) hat dann einen
Extremwert. Man spricht von stabilem, labilem oder
indifferentem Gleichgewicht, je nachdem, ob bei
Auslenkung des Kérpers aus der Gleichgewichtslage
die potenzielle Energie E, (siehe 4.2) steigt, fallt oder
konstant bleibt (Bild 3-16).

3.7 Drehimpuls (Drall)

Eine &hnliche Rolle wie der Impuls bei der ge-
radlinigen Bewegung (z.B. ErhaltungsgréBRe bei
fehlenden Kréaften) spielt der Drehimpuls bei der
Kreisbewegung, er ist Erhaltungsgrofe bei fehlenden
Drehmomenten, siehe 3.8.

Definition des Drehimpulses eines Massenpunktes m
mit dem Impuls p = mwv im Abstande r von einem
Drehpunkt (Bild 3-17):

L=rxp=rxmuv. (3-25)
Betrag des Drehimpulses:
L=rpsina=r.p. (3-26)

Der Drehimpuls L ist ein Vektor und steht senk-
recht auf r und v, seine Richtung ergibt sich aus dem
Rechtsschraubsinn.

SI-Einheit: [L] = kg-m?/s=N-m-s.

Nach der Definition (3-25) tritt auch bei der geradlini-
gen Bewegung ein Drehimpuls auf, wenn die Bewe-
gung nicht durch die Bezugsachse geht. Die Angabe

|
|
!
[
{
Bild 3-17. Zur Definition des Drehimpulses

eines Drehimpulses erfordert immer die Angabe der
Bezugsachse!

Der Drehimpuls eines Teilchens in einer Kreisbahn
wird in der Atomphysik héaufig Bahndrehimpuls ge-
nannt und betrdgt bezuglich des Kreiszentrums

L = mrv = mor? , (3-27)

bzw., da L in die Richtung der Winkelgeschwindig-
keit w zeigt (Bild 3-18),

L =mrlw. (3-28)

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses ergibt sich
durch zeitliche Differenziation von (3-25) und liefert
einen Zusammenhang mit dem Drehmoment (3-21)

dL

a rxrF=M,
d.h., die zeitliche Anderung des Drehimpulses ist
dem wirkenden Drehmoment gleich. Wirkt das Dreh-
moment wéhrend einer Zeit At = t, —t3, so ergibt sich
die dadurch bewirkte Anderung des Drehimpulses AL
durch Integration von (3-29):

t

AL = fM dt (= MAtbei M = const). (3-30)

t

(3-29)

i
:\Drehuchse

Bild 3-18. Bahndrehimpuls eines Massenpunktes in einer
Kreisbahn
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MAt heillt Drehmomentensto3 oder Antriebsmo-
ment. Ist das Drehmoment zeitlich konstant, so
ist die Drehimpulsdnderung nach (3-30) der Zeit
proportional.

3.8 Drehimpulserhaltung

Wenn kein Drehmoment wirkt (M = 0), folgt aus
(3-29), dass der Drehimpuls zeitlich konstant bleibt:

L=const fur M=0. (3-31)

Dies ist der Drallsatz oder Drehimpulserhaltungssatz,
der sich auch auf Teilchensysteme (siehe 6) und starre
Kdrper (siehe 7) verallgemeinern lasst.

Beispiele fur die Drehimpulserhaltung bei der Bewe-
gung eines Einzelpartikels:

— Bei der gleichférmig geradlinigen Bewegung
eines Massenpunktes gemal Bild 3-17 bleibt der
Drehimpuls bezlglich einer beliebigen Achse
nach (3-26) wegen r, = const konstant (M = 0, da
keine Krafte wirken).

— Bei reinen Zentralkraften (Gravitation, siehe 11;
Coulomb-Kraft, siehe 12) ist F|/r und demzu-
folge nach (3-21) M = 0, somit nach (3-29) L
= const. Dies gilt z.B. fur die gleichférmige
Kreisbewegung, fir die Bewegung von Plane-
ten im Gravitationsfeld einer schweren Sonne
(Kepler-Problem) oder auch fir die Streuung
geladener Elementarteilchen im Coulombfeld von
Atomkernen (Rutherford-Streuung, siehe 16.1.1).

4 Arbeit und Energie

Bei der Verschiebung eines Kdrpers (Massenpunk-
tes) P l&ngs eines Weges s durch eine Kraft F wird
eine Arbeit verrichtet. Die physikalische Grofie Ar-
beit ist definiert als das Skalarprodukt aus Kraft und
Weg. Bei konstanter Kraft und geradliniger Verschie-
bung (Bild 4-1) ergibt sich die Arbeit zu

W=F.s=Fscosa. (4-1)

Sind Kraft und Weg parallel (¢ = 0), so ist W = Fs.
Steht die Kraft senkrecht auf dem Weg (o = 90°),
wird keine Arbeit verrichtet.

Bild 4-1. Zur Definition der Arbeit

SI-Einheit:
[W]=kg-m?/s? =N-m=W-s=J(oule) .

Bei einem beliebigen Weg und/oder einer ortsver-
anderlichen Kraft kann (4-1) nur auf ein differenzi-
ell kleines Wegelement ds = dr angewendet werden
(Bild 4-1):

dW = F(r) - ds= F(r) - dr = F(s)cosa(s) ds .
(4-2)

Die Gesamtarbeit bei Verschiebung von 1 nach 2 er-
gibt sich dann aus (4-2) durch Integration langs des
Weges (Bild 4-1):

2 2
Wi = | F(r)-ds= | F(s)cosa(s)ds. (4-3)
[roe-]

Allgemein gilt also: Die Arbeit ist das Wegintegral der
angewandten Kraft.

Die einem Korper oder einem System geeignet zu-
gefuhrte Arbeit erhdht dessen Fahigkeit, seinerseits
Avrbeit zu verrichten. Diese Fahigkeit, Arbeit zu ver-
richten, wird als Energie bezeichnet und in denselben
Einheiten wie die Arbeit gemessen.

Wird die Arbeit W in einer Zeit t verrichtet, so wird
der Quotient beider Grolen als Leistung bezeichnet.
Man definiert als mittlere Leistung

po W , (4-4)
t
und als Momentanleistung
P(t) = dV(\j/_t(t) . (4-5)

Mit (4-2) und der Definition (2-3) der Geschwindig-
keit folgt daraus
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P=F-v.
SlI-Einheit:[P] = J/s = W (Watt) .

(4-6)

Eine wichtige Rolle bei den Integralprinzipien der
Mechanik und in der Quantenmechanik spielt ferner
die Grofke Wirkung mit der Dimension

Wirkung = Arbeit - Zeit = Impuls - Lange
= Léange? - Zeit™ - Masse

Sl-Einheit:

[Wirkung]=N-m-s=J-s=Kkg-m?/s.

4.1 Beschleunigungsarbeit,
kinetische Energie

Beim Beschleunigen eines Kdrpers (Massenpunktes)
der Masse m gegen seine Tragheit muss Arbeit ver-
richtet werden, die dann als Bewegungsenergie oder
kinetische Energie Ey im Korper steckt. Das Arbeits-
integral (4-3) liefert mit (3-4) und (2-3)

S v
W=fF-dS=fmv-dv=gvz=Ek.
0 0

Die durch die Beschleunigungsarbeit dem Kdorper er-
teilte kinetische Energie Ex héngt eindeutig von sei-
ner Masse m und dem Betrag seiner Geschwindig-
keit v bzw. seines Impulses p ab:

(4-7)

m 2
Ekz—vz— p

5= o (4-8)

Bei Beschleunigung eines Massenpunktes von v, auf
v, (Bild 4-2) ergibt sich die erforderliche Beschleuni-
gungsarbeit analog zu (4-7)

2

m
Wy = fF ds= U, — 507, (4-9)
1
Wiz = Exz — Bkt . (4-10)
Wy,
i e 7w ! 2
I £ £ £a

Bild 4-2. Beschleunigungsarbeit und Energieflussdiagramm

Die an einem Kadrper geleistete Beschleunigungsar-
beit ist gleich der Anderung seiner kinetischen Ener-
gie (vgl. Energieflussdiagramm Bild 4-2).

4.2 Potenzielle Energie,
Hub- und Spannungsarbeit

Die Arbeit Wy,, die durch eine rdumlich und zeitlich
konstante Kraft F an einem Kdorper verrichtet wird,
der sich infolge dieser Kraft lediglich gegen seine
Tragheit 1angs verschiedener Wege (z. B. auf den We-
gen s; oder s, in Bild 4-3) von 1 nach 2 bewegt, ergibt
sich aus dem Wegintegral der Kraft zu

2
W12=fF-dI’=F-I’2—F-r1
1

fir F =const. (4-11)
Das Ergebnis ist nur von der Lage der Punkte 1 und
2 bzw. von deren Ortsvektoren ry und r, abhéngig,
nicht dagegen von der Wahl der Wegkurve; fir die
Wege s; und s, in Bild 4-3 ist das Ergebnis (4-11)
dasselbe:

Bei konstanter Kraft ist die Arbeit unabhéan-
gig vom Wege. Krafte, fir die eine Unab-
héngigkeit der Arbeit vom Wege gegeben ist,
werden konservative Krafte genannt.

Da Wj; in (4-11) nur von der Differenz zweier gleich-
artiger GroRen F - r; von der Dimension einer Energie
abhéngt, ist es sinnvoll, jedem Ort dieses Kraftfeldes
eine entsprechende, nur vom Orte r (der ,,Lage") ab-
hangige Energiegrolie zuzuordnen, sodass sich durch
Differenzbildung dieser GroRen flr zwei Punkte stets

z
‘\
~J4!
S Egp]
\52
CIN h (F Wy
\
T, \‘z
— Egi2
i o
\
n AN
0 X

Bild 4-3. Potenzielle Energie bei konstanter Kraft, Energief-
lussdiagramm
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sofort die Arbeit ergibt, die bei der Bewegung ei-
nes Korpers zwischen den beiden Punkten verrichtet
wird. Diese Grol3e wird Energie der Lage oder poten-
zielle Energie Ep genannt. In unserem Falle ist

Ep(r)=—-F-r fir F =const. (4-12)
Das Vorzeichen ist so gewahlt, dass die potenzielle
Energie Ep sinkt, wenn der Korper der Kraft folgt,
also vom Kraftfeld Arbeit an dem Kdorper verrichtet
wird (W > 0; vgl. Energieflussdiagramm, Bild 4-3).
Man kann das so auffassen, dass der Korper poten-
zielle Energie ,,verzehrt“, z. B. als Reibungsarbeit an
seine Umgebung abgibt oder in kinetische Energie
umwandelt. Gleichung (4-12) in (4-11) eingesetzt er-
gibt die Beziehung

Wi = Ept — Ep2 (4-13)

die allgemein fur konservative Kréfte gilt:

Die Differenz der potenziellen Energien
eines Korpers an zwei Punkten 1 und 2 ist
gleich der Arbeit, die von der wirkenden
konservativen Kraft an dem Korper geleistet
wird, wenn sie ihn von 1 nach 2 bringt.

Ist das Kraftfeld konservativ, aber F = F(r), so gilt
analog zu (4-12) fur differenziell kleine Verschiebun-
gendr:

dE, = —=F(r) -dr. (4-14)
Wird das Wegelement dr parallel zu F(r) gewahlt, so

lasst sich der Betrag von F(r) aus der ortlichen Ande-
rung der potenziellen Energie langs F(r) berechnen:

(dEp)
F=—(=2) .
dr JarF

Allgemein lautet dieser Zusammenhang bei Verwen-
dung des Operators Gradient (vgl. A 17.1)

(4-15)

F=-grad E, . (4-16)
Potenzielle Energie im Erdfeld, Hubarbeit

In hinreichend kleinen Bereichen an der Erdoberfla-
che kann die Schwerebeschleunigung als konstant an-
gesehen werden, es gilt also F = Fg = mg = const.

Da g = (0,0,—g) nur eine z-Komponente hat, folgt
aus (4-12) fur die potenzielle Energie im Erdfeld
Ep=-mg-r=mgz. (4-17)
Wird ein Kdrper der Masse m auf einer Bahn (z. B.
s; in Bild 4-3) durch die Schwerkraft von 1 nach 2

bewegt, so ist die lediglich gegen seine Trégheit ver-
richtete Arbeit nach (4-13) und (4-17)

Wi = mg(z1 — 22) = mgh, (4-18)

d.h., die Arbeit hdngt nur von der Hohendifferenz
71 — 22 = h (vgl. Bild 4-3) ab. Wie die Hohendifferenz
durchlaufen wird, ob schrég, vertikal oder auf einer
beliebigen Kurve, spielt keine Rolle. Wenn der Kor-
per um eine Hohe h angehoben wird, so wird an ihm
von einer duBeren Kraft F2 Arbeit gegen die Schwer-
kraft verrichtet. Hierfur sind die Richtungen im Ener-
gieflussdiagramm Bild 4-3 umzukehren. In diesem
Falle ergibt sich fur die Hubarbeit der &uReren Kraft

ng =Wy =Wy, = Epl - Epz = mgh . (4-19)
Potenzielle Energie der Deformation,
Verformungsarbeit

Die bei der Verformung elastischer Korper, z.B.
bei der Dehnung einer Feder (Bild 3-6), aufzuwen-
dende Verformungsarbeit ergibt sich aus (4-3) mit
F =cx (vgl. 3.3.1)

X

W=fcx~dx=%cx2.

0

(4-20)

Die Verformungsarbeit wird als potenzielle Energie
(Spannungsenergie) gespeichert:
Ep = %cx2 :
Da sich geméR (4-13) die Arbeit als Differenz zweier
nur vom Ort abhéngiger potenzieller Energien ergibt,
lasst sich zu E, stets eine beliebige, aber fir alle r
gleiche Konstante hinzuftigen, da sie bei der Arbeits-
berechnung herausféllt. Dies lasst sich ausnutzen, um
den Nullpunkt der Energieskala geeignet zu wahlen.

(4-21)

Die potenzielle Energie ist nur bis auf eine
beliebige, vom Ort unabhangige Konstante
bestimmt.
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4.3 Energieerhaltung
bei konservativen Kraften

Wirkt eine konservative Kraft auf einen Korper (Mas-
senpunkt), so ist die Arbeit fur die durch die Kraft be-
wirkte Anderung der kinetischen Energie durch (4-10)
gegeben. Die potenzielle Energie andert sich dabei
gleichzeitig um den durch (4-13) gegebenen Betrag.
Gleichsetzung beider Beziehungen liefert

Ekl + Epl = Ek2 + Epz . (4-22)

Fuhrt man die Summe aus kinetischer und potenziel-
ler Energie als Gesamtenergie

ein, so bleibt nach (4-22) bei der Bewegung des Kor-
pers von 1 nach 2 die Gesamtenergie E offenbar un-
geandert. Das ist die Aussage des Energieerhaltungs-
satzes der Mechanik:

E =Ex+Ep=const. (4-23)

Bei konservativen Kréften bleibt die
Gesamtenergie (Summe aus kinetischer und
potenzieller Energie) konstant.

Die kinetische Energie kann auch Rotationsenergie
(bei ausgedehnten Korpern, vgl. 7.1) enthalten.

Beispiele fiir die Anwendung des Energiesatzes:

Freier Fall eines Korpers im Erdfeld

Far den freien Fall einer Masse m aus einer Hohe
Zmax = h lautet der Energiesatz mit (4-8) und (4-17)
fir eine Hohe z (Bild 4-4)

1
Emu2 +mgz = E = MgZma »

woraus sich die Geschwindigkeit in der Héhe z zu

(4-24)

U= VZg(ZmaX -12) (4-25)
und die Aufprallgeschwindigkeitbei z = 0 zu
Umax = \[Zgh (4'26)

ergibt, vgl. (2-14). Beim Fall von zmax = hbisz =0
wird also potenzielle Energie E; = mgh vollstandig
in kinetische Energie Ex = mv?,,,./2 umgewandelt.

i
1
|
1
£:=0
£p=mgh

Ek=/7nv}m
£5=0

Bild 4-4. Energieerhaltung beim freien Fall und beim Pen-
del

Kugeltanz

Ist der fallende Koérper in Bild 4-4 eine Stahlkugel
und die Unterlage bei z = 0 eine Stahlplatte, so ver-
formen sich beide Korper elastisch (Bild 3-7). Dabei
wird die kinetische Energie der Kugel in potenzielle
Energie der Verformung (Spannungsenergie) umge-
wandelt. Die dadurch auftretende riicktreibende Kraft
bewirkt eine Ruckwandlung der Spannungsenergie in
kinetische Energie, die Kugel prallt ab und bewegt
sich wieder aufwarts bis zmax = h (bei vernachlés-
sigter Reibung), worauf sich der Vorgang periodisch
wiederholt.

Fadenpendel im Erdfeld
In den Umkehrpunkten eines schwingenden Faden-
pendels (Bild 4-4) ist v = 0 und damit Ex = 0, jedoch
Ep maximal. Umgekehrt ist es im Nulldurchgang. Es
wird also periodisch potenzielle Energie E, = mgh
in kinetische Energie Ex = muv2,,/2 und wieder in
potenzielle Energie umgewandelt. Die Rechnung ist
identisch mit der im ersten Beispiel, die Geschwin-
digkeit im Nulldurchgang ist durch (4-26) gegeben.
Durch Taylor-Entwicklung (vgl. A 9.2.1) findet man
z ~ x2/(21) und damit aus E, = mgz
m

Ep, = Z_?XZ s
also eine parabolische Abhéngigkeit (~x?) der poten-
ziellen Energie des Pendels von der horizontalen Aus-
lenkung. Dieser wichtige Fall liegt allgemein bei har-
monischen Schwingungen (vgl. 5.2) vor.

(4-27)

4.4 Energiesatz
bei nichtkonservativen Kraften

In Umkehrung der Definition konservativer Kréfte in
4.2 héngt bei nichtkonservativen Kraften die Arbeit
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Bild 4-5. Zum Energiesatz beim Auftreten von Reibungs-
kraften

meistens vom Wege ab. Wird z. B. Arbeit allein ge-
gen Reibungskréfte verrichtet, etwa beim Verschie-
ben eines Klotzes auf einer horizontalen Unterlage
(Bild 4-5a), so ist die Arbeit gemalR (4-3) offensicht-
lich davon abhéngig, ob die Verschiebung von 1 nach
2 Uiber A oder B erfolgt:

WA <Wppg .

Die verrichtete Arbeit dient hier nicht zur Erzeugung
oder Anderung von E = Ei + Ep, sodass (4-10) und
(4-13) nicht glltig sind.

Allgemein gilt der Energieerhaltungssatz der Mecha-
nik geméaR (4-23) bei Auftreten von Reibungskréften
nicht mehr, sondern muss durch weitere Energieterme
erganzt werden.

Sinkt z. B. ein Korper in einer zahen Flussigkeit un-
ter Wirkung des Erdfeldes von 1 nach 2 (Bild 4-5b),
so wird ein Teil der bei 1 vorhandenen Energie E; =
Ex1 + Ep1 in Reibungsarbeit Wr umgesetzt, sodass bei
2 die Summe aus Kinetischer und potenzieller Ener-
gie E, kleiner als bei 1 ist. Der Energiesatz muss da-
her durch Wg ergénzt werden:

Ekl + Epl = Ek2 + Epz + WR . (4-28)

Die Reibungsarbeit auBert sich letztlich in Wérme-
energie. Der Energieerhaltungssatz in allgemeiner
Form ist der |. Hauptsatz der Wérmelehre (vgl. 8.5.3
und F 1.1.1).

4.5 Relativistische Dynamik

Die Grundgleichung der klassischen Dynamik (klas-
sische Bewegungsgleichung) ist das Newton’sche
Kraftgesetz (3-5)

=Mpa,

F= %(mov) = me 2 (4-29)

dt

wobei gegeniber (3-5) bei der Masse m der Index 0
hinzugefiigt wurde, um die im Sinne der klassischen
Mechanik zeit- und geschwindigkeitsunabhéngige
Masse mq von der noch einzufiihrenden relativisti-
schen Masse m zu unterscheiden. Diese klassische
Grundgleichung ist nun so zu &ndern, dass sie dem
Relativitatsprinzip der speziellen Relativitatstheorie
gentigt, ndmlich, dass alle physikalischen Gesetze
invariant gegen die Lorentz-Transformation sind
(vgl. 2.3.2). Dazu werde das bewegte System S in
den Massenpunkt mit der Geschwindigkeit v gelegt.
Aufgrund der fur einen sog. Vierervektor der Ge-
schwindigkeit (der hier nicht behandelt wird), zu for-
dernden Eigenschaften (Unabhéngigkeit des Zeitdif-
ferenzials vom Bewegungszustand des Beobachters)
folgt fur die Raumkomponente der ,,relativistischen*
Geschwindigkeit des Massenpunktes

_dr

u= E > (4-30)

worin r der Ortsvektor im System des Beob-
achters und dr das Differenzial der Eigenzeit des
Massenpunktes ist. Letzteres hdngt mit dem Zeitdiffe-
renzial dt des Beobachters geméaR (2-49) zusammen:

dr= /1-p2dt mit B=v/co, (4-31)

sodass mit v = dr/dt fur die Raumkomponente der
Lrelativistischen® Geschwindigkeit folgt
v
N
und entsprechend fur die Raumkomponente des rela-
tivistischen Impulses

u=

(4-32)

Mov
Ny
mo wird hier als die Ruhemasse des bewegten Mas-
senpunktes bezeichnet, d. h., mg ist die Masse in sei-

nem eigenen Koordinatensystem (3 = 0). Damit lau-
tet die Grundgleichung der relativistischen Dynamik:

p: mou:

(4-33)

(4-34)

F_E Mov
" (Vi)
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Bild 4-6. Relativistische Abhéngigkeit der Masse von der
Geschwindigkeit

Fur kleine Geschwindigkeiten geht (4-34) in die klas-
sische Bewegungsgleichung (4-29) uber. In (4-34)
lasst sich der Gesamtkoeffizient von v als nunmehr
geschwindigkeitsabhéngige relativistische Masse m
auffassen:

Mo
Vi=pg'
Fur v — ¢ geht m nach unendlich (Bild 4-6). Dar-
aus folgt: Fir Partikel mit endlicher Ruhemasse mq
ist die Lichtgeschwindigkeit nicht zu erreichen, denn

wegen m — oo flir v — ¢o musste die beschleunigen-
de Kraft F unendlich werden, d. h.:

m=m(v) = (4-35)

Die Vakuumlichtgeschwindigkeit ist die
obere Grenze fur Partikelgeschwindigkeiten.

Die kinetische Energie im relativistischen Fall 18sst
sich wie im klassischen Fall aus der Arbeit berech-
nen, die bei Beschleunigung eines Massenpunktes der
Ruhemasse my von 0 auf die Geschwindigkeit v ver-
richtet wird:

Ek=W=fF-dr=fF-vdt.

Fur den Integranden ergibt sich mit (4-34)

(4-36)

F-drzv-thzv-g(
dt

Mov ) dt
Ny
Mow m%)

= wo T d[ Ny

Die Gleichheit der Differenzialausdriicke lasst sich
durch Ausfiihren der Differenziationen zeigen. Damit
folgt aus (4-36)

r moC2 MoC2
E, = f d( ) ): 0Cy

s W1-p) V1=
bzw. mit (4-35) fiir die relativistische kinetische Ener-
gie

—mocs, (4-37)

Ex = mcj — mocj = (M — mo)c3 . (4-38)

Fur kleine Geschwindigkeiten geht (4-38) in den klas-
sischen Ausdruck fiir die kinetische Energie tber, wie
sich durch Reihenentwicklung der Wurzel in (4-37)
zeigen lasst:

2
Ex = moCq

1+§,8 +§ﬂ +... 1}

1
= Emovz
In erster N&herung ergibt sich also der klassische Wert
Ex = mov?/2. Die Beziehung (4-38) lasst sich auch in
der Form schreiben

14—%ﬂ2+... (4-39)

E = Eo +Ex . (4-40)
worin

Eo = moc§ (4-41)
die Bedeutung einer Ruheenergie hat und

E =mc (4-42)

die Gesamtenergie des bewegten freien Teilchens ent-
sprechend (4-40) darstellt. Bewegt sich das Teilchen
in einem konservativen Kraftfeld, so tritt noch die po-
tenzielle Energie hinzu. Unter Berucksichtigung der
Ruheenergie lautet also der Energiesatz der Mecha-
nik nunmehr

E = mcj + Ep = moC3 + Ex + Ep = const . (4-43)
Nach (4-42) entspricht der Energie E eine trage Masse

m:%. (4-44)
c
0
Die hier fir die kinetische Energie abgeleiteten Bezie-
hungen (4-41), (4-42) und (4-44) haben nach Einsteins

Relativitatstheorie allgemeine Gultigkeit:
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Fur alle Energieformen gilt die Aquivalenz
von Energie und Masse.

Wegen des groRen Wertes von ¢y kdnnen Massen als
gewaltige Energieanhdufungen betrachtet werden.
Der Zusammenhang zwischen Gesamtenergie E =
mcé und Impuls p = mufolgt aus (4-35) zu

_ 22
E = co/mjcs + p?.

(4-45)

5 Schwingungen

Schwingungen sind z. B. zeitperiodische Anderungen
einer physikalischen GroRe. Mechanische Schwin-
gungen sind wiederholte, spezieller periodische
Bewegungen eines Korpers um eine Ruhelage, bei
denen sich jeder auftretende Bewegungszustand
(Auslenkung, Geschwindigkeit, Beschleunigung)
nach einer Schwingungsdauer T (Periodendauer)
naherungsweise oder exakt wiederholt. Eine Schwin-
gung entsteht durch Zufuhr von Energie an ein
schwingungsfahiges System, das bei mechanischen
Schwingern aus einem trdgen Korper und einer riick-
treibenden Kraft besteht, die bei Auslenkung aus der
Ruhelage auftritt (Beispiele siehe 5.2). Die zeitliche
Darstellung einer beliebigen periodischen Bewegung,
z.B. die Auslenkung (Elongation) x = f(t) zeigt
Bild 5-1.

Periodizitat einer Schwingung f(t) liegt dann vor,

wenn stets gilt
fO)=ft+T). (5-1)

Die Amplitude X (Maximalwert der Auslenkung)
bleibt bei periodischen Bewegungen zeitlich konstant

>

w

- I

MRS
ARREE

Bild 5-1. Periodische Bewegung

— X

(=}

w

(Bild 5-1): ungedampfte Schwingungen. Hierbei
bleibt die zugefiihrte Energie erhalten (siehe 5.2.2).
In realen Schwingungssystemen bleibt auch bei
sehr Kkleinen Energieverlusten die Amplitude nur
angendhert wahrend Kkurzer Beobachtungszeiten
konstant, es sei denn, dass der Energieverlust durch
periodische Energiezufuhr ausgeglichen wird.

Ist dies nicht der Fall, so liegen in realen Schwin-
gungssystemen immer gedampfte Schwingungen mit
zeitlich abnehmender Amplitude X vor, die dem Kri-
terium der Periodizitat (5-1) nicht mehr geniigen.

5.1 Kinematik der harmonischen Bewegung

Eine besonders wichtige periodische Bewegung ist
die harmonische Bewegung, bei der die Auslenkung
sinus- oder cosinusférmig von der Zeit abhéngt
(Bild 5-2). Sie tritt z.B. bei der gleichférmigen
Kreisbewegung auf, wenn die Projektion des Mas-
senpunktes auf eine der Koordinatenachsen betrachtet
wird.

Mathematische Darstellung der harmonischen Bewe-

gung:

X = Xsin (wt + ¢p) . (5-2)

Hierin sind (vgl. Bild 5-2):
x Auslenkung (Elongation)
zur Zeit t
X Amplitude, Maximalwert
der Auslenkung
t Zeit
¢ = wt+ ¢y Phase, kennzeichnet den
momentanen Zustand der
Schwingung
¢o  Nullphasenwinkel (Anfangs-
phase), zur Zeitt = 0

w=2nv =2xn/T Kreisfrequenz
v=1/T Frequenz, Zahl der Schwin-
gungen durch die Zeitdauer
T =1/v Schwingungsdauer, Perio-

dendauer
Differenziation von (5-2) nach der Zeit liefert die
Geschwindigkeit, nochmalige Differenziation die
Beschleunigung bei der harmonischen Bewegung,
die ebenfalls einen harmonischen Zeitverlauf haben,
jedoch um den Phasenwinkel 7t/2 bzw. T gegentber
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Bild 5-2. Auslenkung, Geschwindigkeit und Beschleuni-
gung als Funktion der Zeit bei der harmonischen Schwin-

gung

der Auslenkung phasenverschoben sind (Bild 5-2):

v="0c0S(wt+ @) Mt v=wX, (5-3)

a= —asin(wt + ¢p) = —w’x mit a=w’X.
(5-4)

Die Beschleunigung ist nach (5-4) stets entgegenge-
setzt zur Auslenkung gerichtet, wirkt also immer in
Richtung zur Ruhelage.

5.2 Der ungedampfte, harmonische
Oszillator

Der harmonische Oszillator ist ein physikalisches
Modell zur generalisierten Beschreibung von har-
monischen Bewegungen. Solche Bewegungen treten
immer dann auf, wenn in einem tragen physikali-
schen System Kleine Auslenkungen aus einer stabilen
Gleichgewichtslage lineare ricktreibende Kréfte
erzeugen.

5.2.1 Mechanische harmonische Oszillatoren

Beispiele flr Schwingungssysteme, die bei Vernach-
lassigung von Reibungseinfliissen (d. h. ohne Damp-
fung) nach Energiezufuhr harmonische Schwingun-
gen durchfiihren:

Federpendel, linearer Oszillator
Eine Auslenkung um x (Bild 5-3), d.h., Zufuhr von
Spannungsenergie (siehe 4.2), ruft gemal (3-9) eine

Gleichgewichtslage

Y
i N
N |
X
o
N N
4
AN ‘

Bild 5-3. Federpendel

riicktreibende Kraft Ff = —cx hervor, die bei Freige-
ben der Masse m zu einer Beschleunigung a flhrt:

ma = —CX .

Daraus ergibt sich die Differenzialgleichung der Fe-
derpendelschwingung:

md2x
dt?
Die Losung dieser Differenzialgleichung, d.h., die

Berechnung von x = x(t) erfolgt durch einen harmo-
nischen Ansatz, z. B. x = Xcos wt. Einsetzen in (5-5)

ergibt flr w:
C
w= 4=,
Vm

und daraus mit (2-28) fir die Schwingungsfrequenz

1 c

V=
2t VY m
Sl-Einheit: [v] = 1/s = Hz (Hertz)

= —CX. (5-5)

(5-6)

und flr die Schwingungsdauer

T=20,2.
C

Frequenz und Schwingungsdauer hdngen nicht von
der Schwingungsamplitude X ab, ein wichtiges
Kennzeichen harmonischer Schwingungssysteme
(Oszillatoren), das diese besonders zur Zeitmessung
geeignet macht. Beim Federpendel gilt dies nur,
solange Ff ~ x (Hooke’sches Gesetz, vgl. E 5.3)
gultig ist, d.h., solange die Federdehnung klein

gegen die Federlange bleibt.

(67

Fadenpendel (mathematisches Pendel)

Ein Fadenpendel (Bild 5-4) verhélt sich wie ein ma-
thematisches Pendel (punktférmige Masse an masse-
losem Faden), wenn die Masse des Fadens vernach-
lassigbar klein gegentiber der Pendelmasse m ist, und
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wenn deren Abmessung vernachlassigbar klein ge-
genliber der Fadenlange | ist.
Eine Auslenkung um das Bogenstick s aus der
Ruhelage bedeutet im Erdfeld Zufuhr potenzieller
Energie (vgl. 4.3 und Bild 4-4). Die Gewichtskraft mg
wirkt sich als fadenspannende Normalkraft F, und
als riicktreibende Tangentialkraft F; = —mgsind in
—s-Richtung aus. Diese fihrt bei Freigabe der Pen-
delmasse zu einer Bahnbeschleunigung a = d?s/dt?.
Fur kleine Auslenkungswinkel ¢ gilt sin® ~ ¢ = s/l
und damit
mg

ma~ ——=S

I mit der RichtgréBe ¢ = @ . (5-8)

Daraus ergibt sich die Differenzialgleichung der
Fadenpendelschwingung (bzw. des mathematischen
Pendels):

d?®s g

Z -] S. (5-9)
Diese Differenzialgleichung hat die gleiche mathe-
matische Struktur wie (5-5). Eine L&sung erhalt man
durch einen entsprechenden harmonischen Ansatz,
z.B. s = §cos wt, und Einsetzen in (5-9) oder einfach
durch Vergleich mit (5-5) bis (5-7). Daraus folgt fur
die Kreisfrequenz

(5-10)

und daraus mit (2-28) fur die Schwingungsfrequenz

Bild 5-4. Fadenpendel

~
~

Bild 5-5. Drehpendel

und flr die Schwingungsdauer

T =2m4|-.

; (5-11)

Da die rlcktreibende Kraft in (5-8) hier ebenso wie
die Tragheitskraft die Masse enthalt, fallt diese in der
Differenzialgleichung heraus, sodass (anders als beim
Federpendel) die Schwingungsdauer unabhéngig von
der Pendelmasse ist. Wegen der N&herung in (5-8)
sind die Pendelschwingungen nur bei kleinen Ampli-
tuden (9 unter ungefahr 8°) harmonisch.

Drehpendel, Rotationsoszillator

Drehschwingungen kénnen bei um eine Achse
drehbaren Kdrpern auftreten, wenn eine Auslenkung
um einen Drehwinkel ¢ ein ricktreibendes Dreh-
moment M = —Dd# hervorruft, das bei Freigeben
des Oszillators zu einer Winkelbeschleunigung «
bzw. einem zunehmenden Drehimpuls L fihrt. Das
ricktreibende Drehmoment kann z.B. durch einen
Torsionsstab oder eine Spiralfeder bewirkt werden
(Drehsteife, Direktionsmoment oder Winkelricht-
groRe D). Der rotationsféahige Korper sei z.B. eine
Hantel mit zwei Massen m im Abstand r von der
Drehachse mit vernachléssigbarer Masse der Hantel-
achse (Bild 5-5). Der Hantelkorper hat bei Drehung
um seine Symmetrieachse senkrecht zur Hantelachse
(Bild 5-5) einen Bahndrehimpuls geman (3-28)

L =2mrlw . (5-12)

Mit

J=2m?, (5-13)
dem Tréagheitsmoment des Hantelkdrpers beziiglich
der gegebenen Drehachse (vgl. 7.2), folgt aus (5-12)
der fur beliebige Korper mit dem Tragheitsmoment J
glltige Zusammenhang zwischen Drehimpuls und
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Winkelgeschwindigkeit (vgl. 7.3)

L=dow=12.
T

Mit (3-29) folgt M =dL/dt=-Dd und daraus mit
(5-14) die Differenzialgleichung der Drehschwingung

(5-14)

a9

g = D7 (5-15)

Wie in den vorher behandelten Beispielen folgt
mithilfe eines harmonischen Losungsansatzes, z.B.
¥ = ¢¥cos2mvt, durch Einsetzen in (5-15) flr die

Frequenz v
1 /D
YT\

und flr die Schwingungsdauer

3
T =2m4/= .
Vb

(Beachte: w ist hier die Winkelgeschwindigkeit des
schwingenden Kdorpers, nicht — wie in den vorange-
henden Beispielen — die Kreisfrequenz der Schwin-

gung.)

(5-16)

Physikalisches Pendel

Wird ein beliebiger Kdrper an einer Drehachse auer-
halb seines Schwerpunktes (Massenzentrum, vgl. 6.1)
im Schwerefeld aufgehéngt (Bild 5-6), so kann die-
ser ebenfalls Pendelschwingungen durchfiihren. Die
ricktreibende Kraft wird hier wie beim Fadenpen-
del von der Tangentialkomponente der Gewichtskraft

Bild 5-6. Physisches Pendel

Fi = —mgsing ~ —mgd an die Bahn des Schwer-
punktes S geliefert. Sie erzeugt ein rucktreibendes
Drehmoment

M=IF;=-DJ mit D =mgl (5-17)

als WinkelrichtgroRe.
Damit folgt aus (5-16) fiir die Frequenz

,_ L [mol
_2TE JA’

und fur die Schwingungsdauer des physikalischen
(oder physischen) Pendels

Ja

T=2n,]—.
mgl

(5-18)

Wegen der verwendeten Naherung sind ~ ¢ gilt
(5-18) nur fur Winkel unter ungefdhr 8°. Ja ist
das Tragheitsmoment des Korpers bezlglich der
Drehachse A (vgl. 7.2). Ein mathematisches Pendel
gleicher Schwingungsdauer misste eine Lange

Ja
I"=—=,

mi
haben. Die in Bild 5-6 von A Uber S aufgetrage-
ne reduzierte Pendellange definiert den Schwingungs-
oder StoBmittelpunkt A’. Wie beim mathematischen
Pendel der Lange I* mussen schwingungsanregende
StoRe gegen diesen Punkt gerichtet sein, um Stol3kraf-
te auf den Aufh&ngepunkt zu vermeiden.
Es lasst sich zeigen, dass die reduzierte Pendellange I*
und damit die Schwingungsdauer

T=2n I—
\s

sich nicht &ndern, wenn statt A der Punkt A’ als Dreh-
punkt gewahlt wird. Dies wird bei den Reversionspen-
deln ausgenutzt, die zur Prazisionsbestimmung der
Erdbeschleunigung g verwendet werden.

die sog. reduzierte Pendellange , (5-19)

(5-20)

5.2.2 Schwingungsgleichung
und Schwingungsenergie
des harmonischen Oszillators

Die Differenzialgleichungen der verschiedenen
Pendelschwingungen in 5.2.1 (5-5), (5-9), (5-15)



5 Schwingungen

B33

haben alle dieselbe mathematische Struktur. Ersetzt
man darin die lineare Auslenkung x, die Bogen-
auslenkung s, die Winkelauslenkung ¢ usw. durch
eine generalisierte Koordinate &, die auch Druck
p, elektrische Feldstarke E, magnetische Feldstér-
ke H usw. bedeuten kann, sowie die Konstanten
mithilfe von (5-6), (5-10) und (5-16) durch die
Kreisfrequenz w = wy, so folgt fur die generalisierte
Schwingungsgleichung des harmonischen Oszillators

d?¢

i wiE=0. (5-21)
Sie hat die allgemeine Lésung
& = &sin (wot + ¢p) (5-22)

mit den beiden wahlbaren Konstanten & und .
Sie lassen sich z.B. durch die Anfangsbedingungen
festlegen, d.h. durch Vorgabe von Auslenkung und
Geschwindigkeit bei t = 0. Wird z. B. der Oszillator
bei t = 0 mit der Auslenkung £(0) = & freigegeben,
ohne ihm gleichzeitig eine Geschwindigkeit zu
erteilen, d.h., v(0) = £0) = 0, so folgt aus den
beiden Bedingungen: ¢y = /2 und & = &, sodass
die spezielle Losung fiir diesen Fall & = &coswot
lautet. Die Lésung der Schwingungsgleichung (5-21)
ist also eine harmonische Schwingung mit zeitlich
konstanter Amplitude & (ungedampfte Schwingung).
Der Energieinhalt des harmonischen Oszillators wird
am Beispiel des Federpendels berechnet (vgl. 5.2.1).
Auslenkung x und Geschwindigkeit v sind bei der Fe-
derpendelschwingung durch (5-2) und (5-3) und (5-6)
gegeben:

X = Xsin (wot + ¢p) und
v = wpX €OS (wot + ¢p) (5-23)
mit
wo = yc/m bzw. ¢ =mwj . (5-24)

Damit folgt fur die kinetische Energie nach (4-8) zu
einem Zeitpunkt t

Ex = %mv2 = %mwé(ﬁz -x%).
Fur die potenzielle Energie ergibt sich gemaR (4-21)
und mit (5-24) ein parabelformiger Verlauf ber der

(5-25)

Auslenkung x (Bild 5-7):

1 1
Ep= ECXZ = Emwéx2 : (5-26)
Die Gesamtenergie ist damit
1 252 1 o2
E = Ex + Ep = -mwyX® = -cX* =const, (5-27)

2 2

also zeitlich konstant, da die Federkraft eine konser-
vative Kraft ist.

Es findet eine periodische Umwandlung von poten-
zieller in kinetische Energie statt und umgekehrt
(vgl. 4.3).

Die zeitliche Mittelung uber eine Periodendauer T

T

f E(t) dt

0

E = (5-28)

=~

ergibt durch Einsetzen von (5-25), (5-26) und (5-23)
in (5-28) und Ausflihren der Integration, dass die zeit-
lichen Mittelwerte von kinetischer und potenzieller
Energie gleich gro und gleich dem halben Wert der
Gesamtenergie sind:

- = 1

Ex=Ep=ZE.

5 (5-29)

Eine verallgemeinerte Form dieser Aussage ist der
sog. Gleichverteilungssatz (siehe 8.3).

Quantenmechanischer harmonischer Oszillator

In der klassischen Mechanik kann die Amplitude X
jeden beliebigen Wert annehmen und damit dem
Oszillator jede beliebige Gesamtenergie erteilt
werden. In der Quantenmechanik, die hier nicht

F=£+Ey=const /

~

TTTTTTTTTTN

SoES

X

Bild 5-7. Potenzielle und kinetische Energie des harmoni-
schen Oszillators als Funktion der Auslenkung
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Bild 5-8. Erlaubte Energiewerte beim quantenmechani-
schen harmonischen Oszillator

behandelt werden kann, ist diese Aussage nicht
mehr gultig. Der quantenmechanische harmonische
Oszillator kann danach nur diskrete Energiewer-
te E, fiur die Gesamtenergie annehmen, die sich
z.B. mit der Schrddinger-Gleichung der Wellen-
mechanik (siehe 25.3) berechnen lassen. Dieses
Verhalten ist dadurch bedingt, dass Materie auch
Welleneigenschaften zeigt und in begrenzten Schwin-
gungsbereichen stehende Wellen (vgl. 18) ausbilden
muss.

Fur ein Parabelpotenzial, wie beim harmonischen
Oszillator, erh&lt man als mdgliche Energiewerte
(Bild 5-8)

E, = (n + l) hVo = (n + 1)fl(uo (5-30)
2 2
mit n=0,1,2,...
Hierin ist

h = 6,62606896...-107%*J-s
Planck’sches Wirkungsquantum,
Planck-Konstante,

i =h/2x = 1,05457168...-107%*J s .

Der Energieunterschied zwischen benachbarten Ener-
giewerten (,,Energieniveaus*) betragt nach (5-30)

AE =hyy =fiwy fir An=1. (5-31)
Fur Frequenzen makroskopischer Oszillatoren ist AE
praktisch nicht messbar klein, die mdglichen Ener-
giewerte liegen so dicht, dass die ,,Quantelung* der
Oszillatorenergien praktisch nicht bemerkbar ist. Die
klassische Mechanik erweist sich hier als Grenzfall
der Quantenmechanik. Anders bei Oszillatoren im

atomaren Bereich: Ein Atom, das bei Frequenzen

vo ~ 10%s™t = 100 THz schwingt (Lichtfrequen-
zen), zeigt gut messbare diskrete Energieniveaus.

5.3 Freie gedampfte Schwingungen

Bei realen Schwingungssystemen bleibt die anféng-
liche Gesamtenergie des Systems nicht erhalten,
sondern geht durch das zusétzliche Wirken nicht-
konservativer Krafte (Luftreibung, Lagerreibung,
inelastische Deformationen u.a.) allméhlich auf die
Umgebung uber. Die Amplitude einer freien, d.h.
nach einer einmaligen Anregung ungestort bleiben-
den Schwingung nimmt daher zeitlich ab: Dampfung.
Abweichend vom ungeddmpften harmonischen Os-
zillator als idealisiertem Grenzfall gilt daher fiir reale
Oszillatoren dE/dt < 0. Mit der plausiblen, empirisch
gerechtfertigten Annahme, dass die Abnahme der
Energie proportional der im Schwingungssystem
vorhandenen Energie ist, folgt der Ansatz:

dE
dt
Variablentrennung und Integration liefert die zeit-

liche Anderung der Energie in einem solchen
nichtkonservativen System:

—5'E . (5-32)

E(t) = Ege™". (5-33)

Eo ist die Energie des Oszillators zur Zeit t =0.
Die Konstante ¢* heilst Abklingkoeffizient (hier der
Energie). Der exponentielle Abfall mit der Zeit ist
charakteristisch fur gedampfte Systeme.

Als Beispiel eines solchen Schwingungssystems wer-
de das Federpendel (vgl. 5.2) betrachtet. Ein haufig
vorkommender Fall und mathematisch leicht zu be-
handeln ist die Dampfung durch eine Reibungskraft,
die der Geschwindigkeit proportional und ihr entge-
gengesetzt gerichtet ist (vgl. 3.2.3):

dx
dt -
r heiBt Ddmpfungskonstante. Die Kraftgleichung des

ungedadmpften harmonischen Oszillators (5-5) muss
jetzt durch die Reibungskraft (5-34) erganzt werden:

(5-35)

woraus sich die Differenzialgleichung des gedampf-
ten Federpendels ergibt:

FR = —fv=-r (5'34)

ma = —CX—rv,
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md2X+rd—X+cx—0
dt? dt

Durch Ersetzen der speziellen Koeffizienten m, r und
¢ durch generalisierte Koeffizienten geman

(5-36)

r
— =2 5-37
— =26, (5-37)
6 Abklingkoeffizient (der Amplitude)

cC_ 2 .
—=0h (5-38)
wo Kreisfrequenz des ungedampften

Oszillators, vgl. (5-6) ,

ergibt sich die generalisierte Schwingungsgleichung
des freien geddmpften Oszillators
ax =,

%+2&E+wox=0.
Diese Differenzialgleichung lasst sich durch einen
Exponentialansatz analog (5-33)

x = ci exp(yit) (5-40)
lésen. Einsetzen in (5-39) ergibt die allgemeine L6-
sung

(5-39)

X = c1exp(yat) + c2 exp(y2t) (5-41)

mit y12 = =0+ (/6% — w} . (5-42)

Die Integrationskonstanten c; » sind aus den Anfangs-
bedingungen zu bestimmen. Wichtige Spezialfélle der
allgemeinen Ldsung ergeben sich je nachdem, wie
groB & gegentiber wy ist, ob also die Wurzel in (5-42)
imaginér, null oder reell ist. Mit steigender Da&mpfung
(wachsendem Abklingkoeffizienten &) unterscheidet
man:

1. 6% — wj < 0: — periodischer Fall,
2. 6% — w} = 0: — aperiodischer Grenzfall,
3. 6% — wj > 0: — aperiodischer Fall.

Als Anfangsbedingungen nehmen wir wie in 5.2.2
an, dass der gedampfte Oszillator bei t = 0 mit der
Auslenkung x(0) = xo freigegeben wird, ohne ihm
gleichzeitig eine Geschwindigkeit zu erteilen, d.h.
v(0) = x(0) = 0. Fur die Integrationskonstanten folgt
dann

Ciz = % I (5-43)

2 _ 2
0% — wy

5.3.1 Periodischer Fall (Schwingfall)

Dieser Fall liegt bei geringer Dampfung vor:
5 < a)% .
Aus (5-41), (5-42) und (5-43) ergibt sich dann unter

Beachtung der Exponentialdarstellung der trigonome-
trischen Funktionen (vgl. A 7.1)

o .

X = Xpe ™ (— sin wt + cos a)t) (5-44)
w

mit o= ﬂ/wg -2, (5-45)

Fir sehr geringe Dampfung, d.h. 6 < wp, wird
w =~ wy bzw. w > ¢, womit sich aus (5-44) nahe-
rungsweise ergibt

X ~ Xpe ™ (5-46)
also eine Cosinusschwingung, deren Amplitude
R = Xoe™® mit dem Abklingkoeffizienten § zeitlich
exponentiell abnimmt (Bild 5-9). Nach (5-27) ist die
Schwingungsenergie E ~ %2, d.h., sie klingt expo-
nentiell mit 6* = 26 ab, zeigt also das gemaR (5-33)
erwartete Verhalten. Mit steigender Ddmpfungskon-
stante r bzw. steigendem Abklingkoeffizienten §
nimmt die Amplitude X zunehmend schneller zeitlich
ab. Das Verhdltnis zweier im zeitlichen Abstand
einer Schwingungsdauer T aufeinander folgender
Amplituden ist

coswt ,

> (5-47)

Xit+1
Der Exponent T wird als logarithmisches Dekrement
A der geddmpften Schwingung bezeichnet:

A=6T =In 2

Xi+1

(5-48)

%
Xu exp (-61)

X/e

0 /%Y7\ AN A SN e

vv VAVAYEE e

Xl

Bild 5-9. Zeitliches Abklingen einer geddmpften Schwin-
gung (Schwingfall)
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Xy

Xp/e -

Xy =

Bild 5-10. Zeitliches Abklingen im aperiodischen Grenzfall

5.3.2 Aperiodischer Grenzfall

Dieser Fall liegt bei mittlerer D&mpfung dann vor,
wenn die Wurzel in (5-42) und (5-43) verschwindet:
6 = Wl
- 0' - -

Die Losung fur die vorgegebenen Anfangsbedin-
gungen ergibt sich aus (5-44) durch Grenzlbergang

w — 0zu

X = Xoe (6t + 1) . (5-49)

Es findet kein periodischer Nulldurchgang mehr statt
(Bild 5-10), das Schwingungssystem reagiert nach
der Anfangsauslenkung mit der schnellstméglichen
Anndherung an die Ruhelage.

5.3.3 Aperiodischer Fall (Kriechfall)

Dieser Fall liegt bei groBer Dampfung vor: 62 > w3.
Mit den gleichen Anfangsbedingungen wie in 5.3.1
ergibt sich unter Beachtung der Exponentialdar-
stellung der hyperbolischen Funktionen aus (5-41)
bis (5-43) oder unter Verwendung der Beziehungen
zwischen trigonometrischen und hyperbolischen
Funktionen aus (5-44) und (5-45)

X = Xpe ™ (g sinh Bt + cosh ﬁt) (5-50)
mit B = (/6% - wj . (5-51)

Fir sehr grole Dampfung, d. h. § > wy, wird
X0 wg 5-52
Bro- 5 (5-52)

und damit aus (5-50)

X & X X wgt 5-53
~ Xoexp|—oot) (5-53)

Nach der Anfangsauslenkung ,,kriecht das Schwin-
gungssystem exponentiell mit der Zeit in die
Ruhelage zuriick. Da ¢ hier im Nenner des Exponen-
ten steht, geht dieser Vorgang umso langsamer vor
sich, je groRer die Dd&mpfungskonstante r bzw. der
Abklingkoeffizient § ist (Bild 5-11).

5.3.4 Abklingzeit

Als Mal} flr die Zeit, die ein Schwingungssystem
bendtigt, um sich der Endlage zu né&hern, wird die
Abklingzeit T* als diejenige Zeit eingefiihrt, in der
die Amplitude & = xpe™® (im Schwingfall) bzw. die
Auslenkung x (im Kriechfall) von xo auf den Wert
Xo/e gesunken ist. Aus (5-46) und mit (5-37) folgt bei
sehr kleiner Ddmpfung fiir den Schwingfall:

T2 1 _ 2m 1 .

6 r r

Aus (5-53) und mit (5-37) und (5-38) folgt bei sehr
groRer Dampfung fur den Kriechfall:

_~ =

(5-54)

_ 2 _

£}

r
T - ~r. 5-55
- (5-55)

X

Xy/e

ol
Bild 5-11. Zeitliches Abklingen im Kriechfall

T*

kleine grofie
Oiimpfung: | Ddmpfung:
Schwingfall | Kriechfall
aperiodischer
Grenzfall
b=w;

S<wy 6> wg

L
PV S ke

e

0 6=w 6

Bild 5-12. Abklingzeit eines Schwingungssystems als
Funktion der Ddmpfung
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Mit steigender Dampfung r nimmt die Abkling-  Fur den stationaren Fall ist ein geeigneter Ldsungsan-
zeit T* zundchst im Schwingfall ab und nimmt dann  satz
im Kriechfall wieder zu (Bild 5-12). Das Minimum .
der Abklingzeit liegt etwa im aperiodischen Grenzfall X = Xsin (wt +¢) . (5-60)

vor, der deshalb flr viele technische Systeme von
Bedeutung ist, bei denen einerseits Schwingungen,
andererseits zu grofle Abklingzeiten vermieden wer-
den sollen. Er kann nach 5.3.2 durch Einstellung der
Démpfung auf 6 = wp bzw. gemal (5-37) und (5-38)
auf

r=2+mc (5-56)

erreicht werden.

5.4 Erzwungene Schwingungen, Resonanz

Wirkt auf das schwingungsfahige System von au-
Ren Uber eine Kopplung eine periodisch veranderliche
Kraft ein, z. B.

F(t) = Fsinwt, (5-57)
so wird das System zum Mitschwingen gezwungen:
erzwungene Schwingungen. Wéhlen wir als Beispiel
wieder das Federpendel (mit Dd&mpfung), so ist des-
sen Kraftgleichung (5-36) nun durch die periodische
Kraft (5-57) zu ergénzen:

2
m% + r% +cx=F(t)=Fsinwt.
Durch Einflhrung der generalisierten Koeffizienten
6 = r/2mund wg = ¢/m aus (5-37) und (5-38) folgt
daraus die Differenzialgleichung der erzwungenen
Schwingung:

(5-58)

o + 26dx + wix F sin wt
—_— — twyX = — wt .
dt2 d % m

Die allgemeine Losung dieser inhomogenen Differen-

zialgleichung ergibt sich als Summe zweier Anteile:

(5-59)

1. der Losung der homogenen Differenzialgleichung
(F = 0), die der freien gedampften Schwingung
entspricht und durch (5-41) und (5-42) gegeben
ist. Sie beschreibt den zeitlich abklingenden Ein-
schwingvorgang.

2. der stationdren Losung der inhomogenen Glei-
chung (5-59) fur den eingeschwungenen Zustand
(t>1/6).

Einsetzen in die Differenzialgleichung (5-59) und An-
wendung der Additionstheoreme trigonometrischer
Funktionen flr Argumentsummen liefert

[(wz - wg) sin ¢ — 26w €oS <p] % cos wt

+ [(wz - wg) COS ¢ + 26w Sin go] Ksin wt

F .
=——SInwt.
m

Diese Gleichung ist nur dann fir alle t giltig, wenn
die Koeffizienten der linear unabhéngigen Zeitfunk-
tionen sin wt und cos wt auf beiden Seiten der Glei-
chung ubereinstimmen, das heifit unter anderem, dass
der Koeffizient von cos wt verschwinden muss. Aus
diesen beiden Bedingungen ergibt sich fir die statio-
nare Amplitude der erzwungenen Schwingung mit der
Kreisfrequenz w der anregenden periodischen Kraft
F = F sin ot

N F

X = )

m \/(a)z - a)%)z + 462w?

(5-61)

und fur die Phasendifferenz ¢ zwischen der Phase der
Auslenkung und der Phase der periodischen duReren
Kraft

26w

2_ 2"
@y

tang = (5-62)

w

Anders als bei der freien Schwingung (vgl. 5.2.2 und
5.3) sind Amplitude und Phasenwinkel der erzwun-
genen Schwingung nicht mehr von den Anfangsbe-
dingungen abhangig, sondern von der Frequenz bzw.
Kreisfrequenz w und der Amplitude F der erregenden
&uReren Kraft sowie von der Dd&mpfung (Abklingko-
effizient 6) des Schwingungssystems.

5.4.1 Resonanz

Die Amplitude der erzwungenen Schwingung
zeigt aufgrund der Differenz (w? — w3) im Nenner
von (5-61) eine ausgepréagte Frequenzabhangigkeit.
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Bei konstanter, zeitunabhangiger Erregerkraft Mit steigender Dampfung, d.h. sinkender Giite Q,
(w = 0) ist die statische Auslenkung wird wr < wp, die Resonanzamplitude sinkt, bis
A ~ schlieRlich w; = 0 wird bei § = wg/V2 (Bild 5-13).
Rt = iz = F . (5-63)  Fur Dampfungen o > wo/V2 verschwindet das Reso-
Mwy; € nanzverhalten vollig, die stationdre Schwingungsam-

Mit steigender Erregerfrequenz « und niedriger
Démpfung ¢ erreicht die Amplitude besonders hohe
Werte bei w ~ wp: Resonanz (Bild 5-13). Die Lage
des Resonanzmaximums X = X(wr) (wr Resonanz-
kreisfrequenz) ergibt sich aus (5-61) durch Bildung
von dX/dw = 0:

Wy = ,/wg — 262 < wq

Die Resonanzamplitude X, ergibt sich damit aus (5-61)
zu

(5-64)

F

2mé , lwg — 62

Sie ist stets etwas grofRer als die Amplitude X, bei
w = Wo.

R = (5-65)

- F
0_2m6a)0'

(5-66)

Fur kleine Dampfungen (6 < wp) gilt wy ~ wp und
Xr =~ Xo. Das Verhéltnis von Resonanzamplitude X zur
statischen Auslenkung X wird als Resonanzlberh6-
hung oder Glte Q bezeichnet. Mit (5-63) und (5-65)
bzw. (5-66) folgt

o 2

Qzﬁszﬁzﬂ (5-67)
st 2 o KXt 20
26 \Jwg — &
fir 0 < wp .

w

Bild 5-13. Resonanzkurven bei verschiedenen Giten Q

plitude X ist dann bei allen Frequenzen kleiner als die
statische Auslenkung Xq:.

Umgekehrt wird mit verschwindender D&mpfung
(6 — 0) die Resonanzamplitude beliebig grof. Da
fast jedes mechanisches System (z.B. Bricken,
Geb&udedecken, rotierende Maschinen) durch peri-
odische Krafte zu Schwingungen erregt werden kann,
kénnen im Resonanzfalle die Schwingungsamplitu-
den groRRer werden als es die Festigkeitsbedingungen
erlauben, sodass das System zerstdrt wird: Reso-
nanzkatastrophe. Dies muss vermieden werden
durch hohe Dampfung, Umgehung periodischer
Kréfte oder groRe Differenz zwischen Erreger- und
Resonanzfrequenz.

Als Mal3 fur den Frequenzbereich, in dem sich die Re-
sonanzerscheinung bei geringer Ddmpfung (6 < wy,
wr ~ wo) besonders stark auswirkt, kann die Halb-
wertsbreite 2Aw benutzt werden (Bild 5-14). Werden
die Kreisfrequenzen, bei denen die Amplitude auf den
halben Wert der Resonanzamplitude gefallen ist, mit
w-1/2 bzw. w1/ bezeichnet, sowie

(5-68)

Aw = w12 — wo ® wg — W_1)2

eingefiihrt, so kann Aw gemaR der Bedingung

R L

Xwi2) = 5
aus (5-61) und (5-66) naherungsweise berechnet wer-
den:

Aw=~26=2]T". (5-69)

>
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Bild 5-14. Halbwertsbreite der Resonanzkurve
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“n/2

-

Bild 5-15. Phasenkurven der Auslenkung erzwungener
Schwingungen bei verschiedenen Giiten Q

T ist die Abklingzeit des freien, geddmpften Schwin-
gungssystems, vgl. 5.3.4. Daraus folgt die generell fur
Schwingungssysteme gliltige Beziehung

Aw/§ = AwT™ = const . (5-70)
Mit (5-69) folgt fiir die Gute aus (5-67)
_ W -
Q= e (5-71)

Der Phasenwinkel zwischen einander entsprechenden
Phasen der Auslenkung und der Erregerkraft betragt
nach (5-62)

¢ = arctan (5-72)

W’ - Wi
Fir verschwindende D&mpfung (6 = 0) ist das eine
Sprungfunktion, die unterhalb der Resonanz (w < wy)
den Wert ¢ = 0, oberhalb (w > 0) den Wert ¢ = —xt
annimmt (Bild 5-15).

Mit zunehmender Dampfung (abnehmende Giite)
wird der Ubergang stetig und zunehmend brei-
ter, wobei ¢(wg) = —m/2 ist. Das heif’t, bei tiefen
Erregerfrequenzen schwingt das System nahezu
in gleicher Phase mit der Erregerkraft, bei hohen
Erregerfrequenzen dagegen gegenphasig.

Im Resonanzfall (w = wp) lauft die Phase der Auslen-
kung der der Erregerkraft um zt/2 nach. Die Zeitfunk-
tionen sind dann:

Auslenkung
Geschwindigkeit

X(wp) = Xsin (wet — 1/2) ,
X(a)o) = (,4)0)? cos (a)ot - J'E/2)
= woXsin wpt,

Erregerkraft F(wo) = Fosinwot .

Erregerkraft und Geschwindigkeit sind also im Re-
sonanzfall phasengleich: die Kraft wirkt wéhrend der
gesamten Periode in die gleiche Richtung wie die Ge-
schwindigkeit, d. h. stets beschleunigend. Bei anderen
Frequenzen ist das nicht der Fall. Daraus folgt die ho-
he Amplitude bei Resonanz.

5.4.2 Leistungsaufnahme des Oszillators

Die Leistung, die von der Erregerkraft auf den Os-
zillator Ubertragen wird, ergibt sich aus (4-6) zu P =
Fx = F sin (wt) wX cos (wt + ¢). Zeitliche Mittelung
uber eine ganze Periode und Einsetzen von (5-61) und
(5-62) liefert

Fz (52w2

> )
— a)%) + 46202

(5-73)

Einflhrung der Glite Q = wq/26 nach (5-67) und einer
normierten Frequenz

Q= w/wy (5-74)

ergibt weiter
F2 Q2

2mwy Q2 -1)2+ Q2
Im Gegensatz zur Amplitudenresonanzkurve hat
die Leistungsresonanzkurve ihr Maximum exakt bei
w = wp (2 = 1), unabhangig von der Dampfung bzw.
Gute (Bild 5-16). Analog zu (5-68) kann hier eine
Leistungshalbwertsbreite definiert werden, die sich

als halb so grol? wie die Amplitudenhalbwertsbreite
erweist:

p=

(5-75)

(Aw)p = 6 ~ Aw/2 . (5-76)
5
N 2-10
|
I
5
2
_&g
0 wy w

Bild 5-16. Leistungsresonanzkurven bei verschiedener Giite

Q
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Die Halbwertsbreite Aw entspricht also der vol-
len Breite der Leistungsresonanzkurve bei halber
Leistung.

5.5 Uberlagerung
von harmonischen Schwingungen

Oszillatoren koénnen zu mehreren, gleichzeitigen
Schwingungen angeregt werden, die sich zu einer
resultierenden Schwingung Uberlagern. Solange die
resultierenden Amplituden die Grenze des linearen
Verhaltens (z.B. (3-9)) nicht Uberschreiten, gilt das
Prinzip der ungestorten Superposition:

Wird ein Korper zu mehreren Schwingungen
angeregt, so Uberlagern (addieren) sich deren
Auslenkungen ohne gegenseitige Storung.

5.5.1 Schwingungen gleicher Frequenz

Zwei Schwingungen gleicher Richtung und gleicher
Frequenz

X1
X2

X1 sin (wt + ¢1) und
K2 Sin (wt + ¢7)

liberlagern sich zu einer resultierenden harmonischen
Schwingung derselben Frequenz

X = X1+ X2 = Xsin(wt + ) . (5-77)

Anwendung der Additionstheoreme auf (5-77) und
Vergleich der Koeffizienten von sin wt und cos wt lie-
fert Amplitude und Anfangsphase der resultierenden
Schwingung:

%= R+ %+ 2R 008 (o1 ¢2) . (578)
X1 8Ny + KXo 8in
tang = Al $1 Az ¥2 .
X1 COS ¢1 + X2 COS 2

(5-79)

Bei gleichen Amplituden %; = X, und gleichen
Anfangsphasen ¢; = ¢, (Uberlagern sich beide
Schwingungen zur doppelten resultierenden Am-
plitude (gegenseitige maximale Verstarkung beider
Schwingungen); bei der Anfangsphasendifferenz
¢1 — @2 = m heben sich beide Schwingungen auf
(gegenseitige Ausloschung beider Schwingungen).
Diese Sonderfalle spielen bei der Interferenz zweier
Schwingungen eine wichtige Rolle.

[

Bild 5-17. Bahnkurve der resultierenden Schwingung aus
zwei zueinander senkrechten linearen Schwingungen glei-
cher Frequenz

Die Auslenkungen zweier Schwingungen, die zuein-
ander senkrecht bei Kreisfrequenzen wy und wy erfol-
gen, z.B.

X = Xsin (wgt + ¢x) und
y = ¥sin(wyt +¢y)

missen vektoriell addiert werden (Bild 5-17). Die
Polarkoordinaten der resultierenden Auslenkung zur
Zeit t sind

r=4x2+y2 und tane= %

Im Falle gleicher Frequenzen wy = wy ergeben sich
als Bahnkurven der resultierenden Auslenkung Ellip-
sen (Bild 5-17), deren Exzentrizitat und Lage von den
Amplituden und Anfangsphasen der Einzelschwin-
gungen abhé&ngen. Bei ungleichen Frequenzen erge-
ben sich kompliziertere Bahnkurven, sog. Lissajous-
Figuren.

(5-80)

5.5.2 Schwingungen verschiedener Frequenz

Die Uberlagerung von linearen harmonischen
Schwingungen mit gleicher Schwingungsrichtung,
aber verschiedener Frequenz ergibt eine nichthar-
monische oder anharmonische Schwingung. Wir
betrachten einige wichtige Sonderfélle:

Schwebungen

Schwebungen treten bei Uberlagerung zweier
Schwingungen mit geringem Frequenzunterschied
auf. Im einfachen Fall gleicher Amplituden beider
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Schwingungen folgt fur eine beliebige Auslenkungs-
koordinate &
E=&6+86 = ésin 2mvit + é‘sin 2my,t
mit vi—vo=Av<<vyy.
Av ist die Differenzfrequenz. Die Anwendung der Ad-
ditionstheoreme ergibt daraus

- Av, .
& =2£c052n %t sin 2mvt (5-81)

mit der Mittenfrequenz
vit+vy
2

Es ergibt sich also eine Schwingung mit der Mitten-
frequenz v, deren Amplitude periodisch zwischen
2£ und 0 schwankt: die Schwingung ist ,,modu-
liert" mit einer Frequenz vmog = Av/2 = 1/Tmog
(Bild 5-18). Die langsam zeitveranderliche Funktion
2£ cos (2mAvt/2) stellt die Amplitudenhiillkurve dar.
Als Schwebungsdauer T wird der zeitliche Abstand
zweier benachbarter Amplitudenmaxima oder Null-
stellen der Amplitude bezeichnet. Sie ist gleich der
halben Modulationsperiodendauer Tmog und damit

1
Ay
Die Erscheinung der Schwebung wird h&ufig zum

Frequenzvergleich ausgenutzt: Die Schwebungsdauer
wird co, wenn v, = vy ist.

Ts (5-82)

sin 2nwt sin 2nw,t

LAV L VL
ey A AN i HEYRYAVE YR
i Vi ! IRlIR Hiv iy

MV!V’V\VVU\X'VI’V\}/VU‘ IR

(=}

'

& —

0 T. 27, A

Bild 5-18. Uberlagerung zweier Schwingungen mit gerin-
gem Frequenzunterschied: Schwebung

Amplitudenmodulation

Wird die Amplitude einer Schwingung der hohen
Frequenz Q periodisch mit einer niedrigeren Modu-
lationsfrequenz wneq Verandert, so spricht man von
Amplitudenmodulation. Die Schwebung stellt bereits
einen Spezialfall der Amplitudenmodulation dar.
Deren allgemeine Beschreibung (Bild 5-19) lautet

£=E(1+mMCcoSwmogt) SINQt mit m<1,
(5-83)

m wird Modulationsgrad genannt.
Nach Anwendung der Additionstheoreme l&sst sich
(5-83) auch in folgender Form schreiben:

£=¢|sin@t
+ g(sin(.Q — wmog)t + SIN(Q + wmea)t)| . (5-84)

Die Amplitudenmodulation einer Schwingung der
Frequenz Q mit einer Modulationsfrequenz wmog
ist also gleichbedeutend mit einer Uberlagerung
dreier Schwingungen konstanter Amplitude und den
Frequenzen Q (sog. Tragerfrequenz), (2 — wmog) UNd
(2 + wmod), den unteren und oberen sog. Seitenfre-
quenzen, vgl. Frequenzspektrum Bild 5-19b, ein fur
die Nachrichtenibertragung mit modulierten elek-
trischen Schwingungen &uRerst wichtiger Befund,
vergleiche Nachrichtentechnik G 22.3.

2

b,
@
o
-1
N

1 1 1 1 ]
0 05 10 15 20 25 30

a b/ Togg——
ElwV/E
| ( |
0 /Q w
b Q-wmg  L+wnog

Bild 5-19. Amplitudenmodulierte Schwingung und deren
Frequenzspektrum
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Anharmonische Schwingungen, Fourier-Darstellung
Die Schwebung und die amplitudenmodulierte
Schwingung sind bereits Beispiele fuir anharmonische
Schwingungen, die als Uberlagerung harmonischer
Schwingungen mit konstanter Amplitude und unter-
schiedlichen Frequenzen dargestellt werden konnten.
Zwei weitere Beispiele zeigt Bild 5-20.

Allgemein lassen sich beliebige anharmonische peri-
odische Vorgange als Uberlagerung von (im Grenzfall
unendlich vielen) harmonischen Schwingungen auf-
fassen und als Fourier-Reihe darstellen:

E(t) = o+ ) &nsin (Nnt + ) . (5-85)
n=1

Dabei legt die Periode T; = 2m/w; der anharmoni-
schen Schwingung die Grundfrequenz w; fest, wéh-
rend die Feinstruktur der anharmonischen Schwin-
gung durch die Amplituden &, und die Anfangspha-
sen &, der Oberschwingungen nw; bestimmt wird.

Bei akustischen Schwingungen (,,KI&ngen®) ent-
sprechen dem der ,,Grundton“ und die ,,Oberténe”,
wobei die Frequenz des Grundtones die Klanghdhe
bestimmt und die Amplituden- und Phasenvertei-
lung der Obertone die Klangfarbe festlegt. Die

resultierende
Schwingung

1 |

resulfierende
Schwingung

05
A AO(\ N 1)(\)(\
sl W W
-10f
-15 b i { 1 1 Il 1 |
0 05 10 15 20

t/——

Bild 5-20. Entstehung anharmonischer Schwingungen
durch Uberlagerung harmonischer Schwingungen (jeweils
die ersten drei Terme von (5-86) und (5-87))

05 10 15, 20 z,5</r,
AV
Elw)/E
10k
3 ) 7
0 I 5 ) q w/w
b -

Bild 5-21. Dreieckschwingung und zugehdriges Frequenz-
spektrum

Bestimmung der Koeffizienten &, der einzelnen
Teilschwingungen, aus denen sich eine vorgegebene
anharmonische Schwingung zusammensetzt, auf
mathematischem Wege wird Fourier-Analyse ge-
nannt (siehe A 21.1). Experimentell kann sie durch
einen Satz Frequenzfilter mit unterschiedlichen
Durchlassfrequenzen erfolgen.

Beispiele fir anharmonische Schwingungen:

Dreieckschwingung  (Bild 5-21), wvgl. auch
Bild 5-20a:
~8 (. 1 .
&= §§ (sm wit — 7 sin 3wqt
1
+ = sin5wit — +.. ) . (5-86)

Rechteckschwingung (Bild 5-22), vgl. Bild 5-20b:

A 1 .
&=¢&—|sinwit + = sin 3wst
7 3

: (5-87)

+lsin5w1t+...) .
Nichtperiodische Vorgiange

\orgdnge, denen keine Periode zugeordnet werden
kann (in der Akustik z.B. Zischlaute, Knalle, oder
auch begrenzte, nicht unendlich lange harmonische
Wellenziige), lassen sich nicht durch eine Fourier-
Reihe mit diskreten Frequenzen nw darstellen.
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Bild 5-22. Rechteckschwingung und zugehdriges Frequenz-
spektrum

Stattdessen ist dies moglich durch Uberlagerung un-
endlich vieler, kontinuierlich verteilter Frequenzen.
Die Summe Uber ein diskretes Frequenzspektrum bei
der Fourier-Reihe (5-85) ist dann durch das Fourier-
Integral (iber ein kontinuierliches Frequenzspektrum
zu ersetzen:

@) = ffA(a)) sin [wt + §(w)]dw . (5-88)
0

Aufgabe der Fourier-Analyse (siehe A 21) ist hier die

a
20w=38/T
3
wi
OAAAVAVI\/\/\A/\ ,\/\/\v o
VVVVU va
| 1 { 1 | 1 1

0 05 10 15 20

b w/wy ——

Bild 5-23. Zeitlich begrenzte Sinusschwingung und zuge-
horiges Frequenzspektrum

Bestimmung der Amplitudenfunktion éa(w). Als Bei-
spiel sei eine Sinusschwingung der begrenzten zeit-
lichen Lange 2t betrachtet (Bild 5-23a). Als Teil-
schwingungen kommen dann nur Sinusschwingungen
mit der Anfangsphase 0 in Frage. Das Fourier-Integral
lautet fur diesen Fall:

&) = | éa(w)sinwt dw
/

(5-89)

Sinwet fir —7<t<+7
0 sonst

Die Amplitudenfunktion &a(w) ergibt sich dann (vgl.
A21)zu

En(w) = % f E(t) sin wt’ dt’

1 +7
== fsin wot’ sin wt’ dt’
7
-7
sin(wo + w)t
(wo + w)

sin (wg — W)t

éa(w) = -

(wo — w)

(5-90)

Diese Amplitudenfunktion hat, wie anschaulich zu er-
warten, ihr Maximum bei w = wq (Bild 5-23b) und
eine Halbwertsbreite
3,8
200 ~ 22 (5-91)
T
Je groRer die Dauer 27 der Sinusschwingung ist, des-
to mehr engt sich das Frequenzspektrum auf wq ein.
Es liegt ein ganz dhnliches Verhalten vor wie bei der
Resonanz, vgl. (5-69).

5.6 Gekoppelte Oszillatoren

Oszillatoren werden dann als gekoppelt bezeichnet,
wenn sie Uber eine Kopplung Energie austauschen
kdnnen. Bei mechanischen Schwingern kann der
Kopplungsmechanismus z. B. auf elastischer Defor-
mation des Kopplungselementes (Feder zwischen
zwei Pendeln), auf Reibung zwischen zwei Schwin-
gern oder auf Tréagheit beruhen (Aufhangung eines
Fadenpendels an der Masse eines zweiten).
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5.6.1 Gekoppelte Pendel

Als Beispiel zweier linearer, gekoppelter Oszillatoren
werde ein System aus zwei identischen Pendeln mit
starren Pendelstangen von vernachlassigbarer Masse
betrachtet, die Uiber eine Kopplungsfeder verbunden
sind (Bild 5-24).

Wird eines der Pendel angestoflen und ihm damit
Schwingungsenergie tbertragen, so regt es Uber die
Kopplungsfeder das zweite Pendel zu erzwungenen
Schwingungen an (mit st/2 Phasenverzdgerung, vgl.
Bild 5-25), bis der Energievorrat des ersten Pendels
erschopft, d. h. vollstandig an das zweite Pendel Uiber-
tragen worden ist. Dann ubernimmt dieses die Rolle
des Erregers fiir das erste Pendel und so fort. Die Os-
zillatoren filhren Schwebungen durch, die zeitlich um
eine halbe Schwebungsdauer T gegeneinander ver-
setzt sind.

Die Schwingungsenergie pendelt dabei periodisch
zwischen den beiden Oszillatoren hin und her
(Bild 5-25). Die Eigenkreisfrequenz der isolierten
Pendel (ohne Kopplung) ist durch (5-10) und (5-8)

gegeben:
[c . mg
= —_ t = — .
wo p- mit ¢ I

Mit Kopplung wird die (hier durch die Schwerkraft
bedingte) Richtgrolie ¢ der Pendel durch die Richt-
grofRe cx der Kopplungsfeder verdndert, sodass sich
geméaR Bild 5-24 folgende Kraftgleichungen fur die
beiden Pendel ergeben:

(5-92)

. d2X1
Pendel 1: mw = —CX1 + k(X2 — X1) ,
2

d-x
Pendel 2: mTzz =—CXp — Ck(X2 — X1) ,

(5-93)

I
[
[
|
f
|
!
|
|
—>IX1 [ I‘Xz’:

Bild 5-24. Gekoppelte Pendel

-0+

Bild 5-25. Schwebungen gekoppelter Pendel

Daraus folgen die Differenzialgleichungen der gekop-
pelten Schwingungen

F + WXy + K(Xl—Xz) =0,
(5-94)
d2X2 2
F + WXz — K(Xl - X2) =0
mit dem Kopplungsparameter
Ck
K=—. 5-95
= (5-95)

Es handelt sich um zwei gekoppelte Differenzialglei-
chungen mit x; und x, als gekoppelte, zeitabhangige
Variable. Durch Addition und Subtraktion der beiden
Gleichungen und Einflihrung von Normalkoordinaten

Qr=Xi+X2, Qo=X1—X (5-96)
lassen sich (5-94) zu normalen Schwingungsgleichun-
gen eines harmonischen Oszillators (vgl. (5-21)) ent-

koppeln:

d2
_dtcll + Qiql =0 5
i (5-97)
d Oz 2
F + QZQZ =0.

Die Frequenzen dieser Normalschwingungen (auch
Fundamentalschwingungen oder Fundamentalmoden
genannt) sind, wie sich bei der Herleitung von (5-97)
zeigt,

01 = wo und Qo = "(A)S+2K.

(5-98)
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Bild 5-26. Normalschwingungen gekoppelter Pendel

Die allgemeinen Lésungen von (5-97) lassen sich aus
(5-22) tibernehmen, woraus sich mit (5-96) die allge-
meinen Lésungen von (5-94) bzw. (5-93) ergeben. Sie
setzen sich aus einer Linearkombination von Normal-
schwingungen zusammen:

X1(t) = Xq sin (21t + @o1) + X2 Sin (2ot + ¢02)
X2(t) = Ry sin (1t + @o1) — K2 8in (22t + ¢02)
(5-99)

Die Konstanten X; und ¢o; sind aus den Anfangsbe-
dingungen zu bestimmen. So ist z.B. die isolierte
Anregung der Normalschwingungen durch folgende
Wahl der Anfangsbedingungen maoglich:

1. Normalschwingung: Die Anfangsbedingungen

X1(0) = x2(0) = X, X1(0) = x2(0) =0 liefern eine
gleichsinnige Schwingung (Bild 5-26a):
X2(t) = x1(t) = Xcos 21t . (5-100)

Hierbei wird die Kopplung tberhaupt nicht bean-
sprucht, die Pendel schwingen mit ihrer Eigenfre-
quenz

.Q]_ =wo . (5-101)

2. Normalschwingung: Die Anfangsbedingungen
X1(0) = —=x2(0) = =X, x1(0) = x2(0) = 0 liefern eine
gegensinnige Schwingung (Bild 5-26b):

X2(t) = —x1(t) = Xcos Oyt . (5-102)

Hierbei wird die Kopplung maximal beansprucht,
die Pendel schwingen symmetrisch zur Ruhelage
und wegen der um ck erhdhten RichtgréfRe mit der
gemaR (5-98) erhdhten Eigenfrequenz

K
Q= w0142 =wo (1425 (5-203)
a)o C

Fur die beiden Normalschwingungen £; und Q, sind
die beiden Differenzialgleichungen (5-93) wegen

X2 = X3 bzw. x; = —Xx; entkoppelt und kénnen auch
direkt geldst werden.
Aus (5-101) und (5-103) folgt, dass die Frequenz-
aufspaltung, d.h. der Abstand der beiden Nor-
malfrequenzen, mit steigender Kopplung zunimmt
(Bild 5-27). Fir K = 0 (ck = 0: keine Kopplung)
fallen die Frequenzen der Normalschwingungen
zusammen (,,Entartung*):

Q1= = wy fir K=0. (5-104)
Schwebung:
Die Anfangsbedingungen x2(0) = X, x2(0) = x1(0) =
x1(0) = 0 als Beispiel liefern

e

X1(t) = E(cos 01t — cos Qyt)
P (5-105)
Xa(t) = E(cos Ot + cos Qyt) .
Mit

Q= %(Ql + Qz) und AQ = Q) — (5-106)

folgt durch Anwendung der Additionstheoreme
auf (5-105) die Beschreibung der eingangs erwéhnten
Schwebungen (Bild 5-25, vgl. auch 5.5.2)

. AQ .
X1(t) = Ksin Ttsm Qt,
(5-107)
. AQ
X2(t) = K cos thoth ,

sofern die Frequenzaufspaltung AQ <« Q, d.h. die
Kopplung schwach (K < w3) ist.

3
1 &
- 2
3
S
1 / 2
~Entartung”
0 1 2 3 4 5

Klwj ——

Bild 5-27. Normalfrequenzaufspaltung als Funktion der
Kopplung
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5.6.2 Mehrere gekoppelte Oszillatoren

Ein System von N gekoppelten eindimensionalen Os-
zillatoren besitzt im Allgemeinen N Freiheitsgrade
der Bewegung (d.h., es sind N voneinander unab-
héngige Koordinaten zur Beschreibung der einzelnen
Auslenkungen notwendig). Analog dem Beispiel fiir
N = 2 im vorigen Abschnitt wird es durch ein System
von N gekoppelten Differenzialgleichungen beschrie-
ben:

d*xi(t) L
dtlz =ZAin1(t) miti, j=1,2,...,N.
j
(5-108)
Durch eine lineare Variablentransformation und

Einflhrung der Normalkoordinaten qi,qp,...,0n
kann eine Entkopplung der N Differenzialglei-
chungen (5-108) erreicht werden: Man erhédlt N
kopplungsfreie Systeme mit je einem Freiheitsgrad:
2

% =-Q%qi(t) miti=1,2,....,N, (5-109)
worin die ©; die Eigenfrequenzen der Fundamental-
moden sind. Eine solche Entkopplung lasst sich in
jedem System gekoppelter Oszillatoren durchfiihren,
solange die Kréfte linear oder ndherungsweise line-
ar von den Auslenkungen abhéngen. Die tatsachli-
chen Schwingungen des gekoppelten Schwingungs-
systems lassen sich stets als lineare Uberlagerung der
so gewonnenen Fundamentalschwingungen darstel-
len. Kann der einzelne Oszillator in allen drei Raum-
richtungen schwingen, so erhalten wir 3N Fundamen-
talschwingungen. Dies gilt z. B. fiir elastische Atom-
schwingungen im Kristallgitter des Festkdrpers. Auch
eine Federkette mit z.B. 3 Massen (Bild 5-28) hat
demnach 3 x 3 = 9 Fundamentalmoden.

Die Anregung einzelner Fundamentalschwingungen
lasst sich durch geeignete Wahl der Anfangsbe-
dingungen erreichen (siehe 5.6.1). Die 9 Funda-
mentalmoden einer Federkette mit 3 Massen sind
in Bild (5-28) angedeutet. Ahnliche Fundamen-
talschwingungen treten bei Molekilen auf, jedoch
fallen wegen der fehlenden Einspannung hier u.a.
diejenigen mit gleichsinniger Schwingungsrichtung
aller Atommassen aus.

5.7 Nichtlineare Oszillatoren.
Chaotisches Schwingungsverhalten

Bei der mathematischen Beschreibung der in 5.2 bis
5.4 behandelten Oszillatoren werden N&herungen
(kleine Federdehnungen, kleine Winkelauslenkun-
gen) benutzt, sodass die ricktreibenden GroRen
proportional zur Auslenkung angesetzt werden konn-
ten. Die die Schwingungssysteme beschreibenden
Differenzialgleichungen sind dadurch linear beziig-
lich der Auslenkungsvariablen & und leicht l6sbar.
Tatsachlich sind physikalische Systeme i. Allg.
nichtlinear. Fir nichtlineare Gleichungen gibt es
aber kaum allgemeine analytische Lésungsverfahren,
sodass die Approximation nichtlinearer Vorgénge
durch lineare Gesetze in den meisten Féllen ein
notwendiger Kompromiss bei der mathematischen
Beschreibung ist. Bei den Schwingungssystemen
kommt hinzu, dass im Gultigkeitsbereich der linearen
Né&herung das fur die Anwendungen besonders wich-
tige harmonische Schwingungsverhalten vorliegt.
Wenn die Schwingung jedoch den Giiltigkeitsbereich
der linearen Naherung verlasst, so muss man auch
fur die in 5.2 bis 5.4 behandelten Oszillatoren die ge-
naueren nichtlinearen Differenzialgleichungen heran-
ziehen.
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Bild 5-29. Nichtlineare Oszillatoren: a periodisch zu gréReren Amplituden angeregtes Stabpendel, b periodisch angeregtes

Drehpendel mit Unwucht

So erhélt man flr das periodisch angeregte Stabpen-
del (Bild 5-29a) unter Beriicksichtigung einer Damp-
fung ro die Kraftgleichung (vgl. 5.2.1 und 5.4)
d?s s S o
mW +ra +mg smT = Fsinot,
die durch den Sinusterm in s nichtlinear ist. Eine ahn-
liche Differenzialgleichung erhélt man fur die Dreh-
momente beim periodisch angeregten Drehpendel in
Bild 5-29b, bei dem eine Unwuchtmasse m, ange-
bracht ist. Dadurch tritt bei Auslenkung aus der ur-
spriinglichen Ruhelage ein zusétzliches, auslenkendes
Drehmoment r x(m, g) auf, das erst bei groRerer Aus-
lenkung ¢ durch das von der Spiralfeder ausgeubte
riicktreibende Drehmoment —D kompensiert wird:

(5-110)

d?9  do . .
J— +d— + DI —myg|r|sin® = Msinwt .

diz = dt
(5-111)

Die Unwuchtmasse m, bewirkt zwei Gleichge-
wichtslagen ¥ und ¢ links bzw. rechts von der
urspriinglichen Ruhelage ¢ =0 des Drehpendels
ohne Unwuchtmasse. Die Potenzialkurve des Dreh-
pendels (urspriinglich eine Parabel, siehe Bild 5-7)
hat nun zwei Minima (Bild 5-30a). Solche Systeme
neigen bei bestimmten Parametern zu vollig un-
regelméBigen  (nichtperiodischen)  chaotischen
Schwingungen, deren Ablauf nicht ohne Weiteres
vorhersehbar ist (Bild 5-30b).

Charakteristisch fur solche chaotischen Vorgange ist,
dass kleinste Verdnderungen der Anfangsbedingun-
gen ein vollig anderes Schwingungsverhalten zur Fol-
ge haben konnen. Hier ist das sonst meist gelten-
de Prinzip auRer Kraft, dass kleine stetige Anderun-
gen der Anfangsbedingungen auch stetige Anderun-
gen der Reaktion eines Systems zur Folge haben.
Seitdem leistungsfahige Rechner zur Verfligung ste-
hen, mit denen Differenzialgleichungen wie (5-110)
und (5-111) numerisch gelést werden kdnnen, kann
man Vorgénge wie in Bild 5-30 auch berechnen, und
zwar flir genau definierte Anfangsbedingungen, wie
sie experimentell gar nicht einzuhalten waren. Da-
bei erhalt man tatsachlich bei nur minimal verénder-
ten Bedingungen vollig andere Kurven #(t), bei exakt
gleichen Bedingungen aber nattrlich immer dieselben
Kurven. Die scheinbar regellose Bewegung ist also in
der Theorie wohl determiniert, man spricht deshalb
auch von deterministischem Chaos.

Ein weiteres Beispiel fur ein System, das chao-
tisches Verhalten zeigen kann, ist ein Planet in
einem  Doppelsternsystem  (Dreikorperproblem).
Waéhrend ein Planet eines einzelnen Zentralsterns
Kepler-Ellipsen durchléuft (siehe 11.2), also eine
periodische Bewegung ausfihrt, durchlauft ein
Planet in einem Doppelsternsystem i.Allg. sehr
komplizierte Bahnen, die sich zeitweise um das eine,
zeitweise um das andere Kraftzentrum bewegen, in
gewisser Analogie zum Drehpendel mit Unwucht
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Bild 5-30. a Potenzialkurve des Drehpendels mit Unwucht (Bild 5-29b); b Chaotische Schwingung des Drehpendels mit
Unwuchtmasse, die teilweise um die beiden Ruhelagen  bzw.  erfolgt (nach P. Bergé, Phys. BI. 46 (1990) 209)

(Bilder 5-29b und 5-30). Auch hier gilt, dass eine
minimale Anderung der Anfangsbedingungen u.U.
zu vollig veranderten Bahnkurven fiihren kann.

Die Theorie des deterministischen Chaos (kurz: Cha-
ostheorie) ist gegenwértig Gegenstand einer intensi-
ven Forschung, wie sie erst durch die heutigen Rech-
ner moglich geworden ist. Man versucht beispielswei-
se, das turbulente Stromungsverhalten (siehe 9.4 und
10.2) und viele andere Phdnomene mithilfe der Cha-
ostheorie zu verstehen.

6 Teilchensysteme

Reale Materie kann stets als Vielteilchensystem auf-
gefasst werden, dessen Bestandteile (die Teilchen des
Systems) z. B. die Atome oder Molekile der betrach-
teten Materiemenge sind, oder auch fiktive ,,Massen-
elemente”, d. h. differenziell kleine Bruchteile dm der
gesamten Masse m des Vielteilchensystems. Materie-
mengen kdnnen in unterschiedlichen Aggregatzustan-
den auftreten, die charakteristische Eigenschaften als
Vielteilchensysteme aufweisen:

1. Gase: Die Teilchen (Atome, Molekile) ha-
ben beliebige, stochastisch wechselnde Absténde
(Brown’sche Bewegung). Zwischen ihnen gibt es
weder Fern- noch Nahordnung. Gase fillen jedes ver-
flgbare Volumen aus. Der mittlere Teilchenabstand
und damit die Dichte h&dngen von duBeren Kréaften
(Druck) ab (hohe Kompressibilitét).

2. Flussigkeiten: Die Teilchen einer Flussigkeit haben
ebenfalls zeitlich variierende Abstdnde (Brown’sche
Bewegung), jedoch eine ausgeprégte Nahordnung

(keine Fernordnung). Angreifende Krafte und Dreh-
momente verformen eine Flussigkeit ohne dauerhafte
Ruckstellkrafte zu erzeugen. Der mittlere Teilchenab-
stand (~ Dichte~'/%) hangt kaum von duReren Kréften
(Druck) ab (geringe Kompressibilitét), Fliissigkeiten
haben ein definiertes Volumen.

3. Festkorper: Die Teilchen besitzen feste Abstande
untereinander, es besteht eine feste Nah- und Fern-
ordnung (Kristallstruktur). Unter Einwirkung &uRe-
rer Kréafte und Drehmomente kénnen sich Festkorper
unter Ausbildung von Riickstellkréften elastisch ver-
formen. Unterhalb bestimmter Grenzwerte sind die
Deformationen bei Entlastung reversibel, die Fest-
korper nehmen dann ihre vorherige Form wieder an.
Oberhalb dieser Grenzwerte verhalten sich Festkorper
plastisch oder brechen. Die Kompressibilitét ist noch
geringer als bei Flussigkeiten.

Als weiterer Aggregatzustand der Materie wird nach
Langmuir der Plasmazustand (siehe 16.6.3) angese-
hen:

4. Plasmen: Kollektive aus neutralen und einer grof3en
Anzahl elektrisch geladener Teilchen, die quasineu-
tral sind (gleich viele positiv und negativ geladene
Teilchen), und deren Verhalten durch kollektive Pha-
nomene aufgrund der starken elektromagnetischen
Wechselwirkung zwischen den geladenen Teilchen
bestimmt ist. Die geladenen Teilchen kénnen z.B.
positive oder negative lonen und freie Elektronen
(oder Locher beim Halbleiter) sein. Plasmen kdnnen
hochionisierte Gase, elektrolytische Flissigkeiten
oder elektrisch leitende Festkdrper sein.

Viele Eigenschaften solcher Vielteilchensysteme las-
sen sich durch idealisierte Modelle beschreiben, wo-
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von in den folgenden Abschnitten mehrfach Gebrauch
gemacht wird, z. B.:

Gase: Modell des idealen Gases (Teilchen punktfor-
mig, keine Wechselwirkungen usw.), siehe 8 (Statisti-
sche Mechanik).

Flussigkeiten: Modell der idealen Flissigkeit (Inkom-
pressibilitat, keine innere Reibung), siehe 10 (Hydro-
und Aerodynamik).

Festkdrper: Modell des starren Korpers. In diesem
Modell bleiben die Abstédnde aller Elemente des Kor-
pers untereinander konstant, auch wenn &ullere Krafte
oder Drehmomente angreifen (siehe 7).

In mancher Hinsicht kann ein Teilchensystem wie ein
Massenpunkt behandelt werden, dessen Masse gleich
der Summe der Massen aller Teilchen im System ist,
in anderer Hinsicht nicht. Die Massen der Teilchen in
den betrachteten Teilchensystemen werden als kon-
stant angenommen.

6.1 Schwerpunkt (Massenzentrum), Impuls
und Drehimpuls von Teilchensystemen

Wir betrachten ein System von Teilchen der Masse m;
(Gesamtmasse m = > m;) bei den Ortskoordinaten r;
in einem Kraftfeld mit konstanter Beschleunigung a
(z.B. Erdfeld: a = @), sodass auf jedes Teilchen eine
Kraft F; = m;a wirkt (Bild 6-1a). Bezlglich des vor-
gegebenen Bezugssystems treten dann Drehmomente

Mi=rix Fj=rixmja

auf. Das Gesamtdrehmoment M = >’ M; ldsst sich
nun darstellen als Vektorprodukt zwischen einer
Schwerpunktskoordinate rs und der resultierenden
Gesamtkraft F = Y, Fj = Y, mja:

M :Zrixmiaz rstmia,
(Z rimi]x a= (rsZmi]x a. (6-1)

Aus der Gleichheit der Klammerterme folgt fur
die Schwerpunktskoordinate in dem betrachteten
Bezugssystem (meist als Laborsystem bezeichnet)

miri 1
rg = 20 '=aZmiri.

-5 i (6-2)

Fur kontinuierliche Massenverteilungen (starre Kor-
per) missen die Summierungen durch Integration
ersetzt werden (vgl. 7).

Beispiel: System aus zwei Massen. Aus (6-2) folgt

_ Mirp + mal

6-3
mp + My ( )

und weiter my(rs — r1) = my(rp — rg). Dies bedeutet,
dass (rs — r1) || (r2 — rs) istund der Schwerpunkt auf
der Verbindungslinie der beiden Massen liegt (Bild
6-1b). Wegen

Irs —ril _m
[ra—rs| My

(6-4)

teilt der Schwerpunkt die Verbindungslinie im umge-
kehrten Verhéltnis der Massen.

Die Schwerpunktskoordinate rs ist nach (6-2) eine
mittlere Koordinate der mit den Massen m; gewich-
teten Teilchenkoordinaten rj. Der dadurch definier-
te Schwerpunkt S wird daher auch als Massenzen-
trum bezeichnet. In einem Bezugssystem mit S als Ur-
sprung (Schwerpunktsystem) verschwindet nach (6-1)
das resultierende Drehmoment, weil hierin rs = 0
wird.

Fur den Gesamtimpuls eines Teilchensystems, in
dem die einzelnen Teilchen i Geschwindigkeiten
v = drj/dt haben, folgt

D=Zpi=zmi%=%zmiri,

und daraus mit (6-2)

d
= a(mrs) =m—.

p

Bild 6-1. a Zur Definition des Schwerpunktes eines Teil-
chensystems, b Schwerpunkt eines Systems aus zwei Mas-
sen
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drs/dt = s ist die Geschwindigkeit des Schwerpunk-
tes (Systemgeschwindigkeit), sodass sich flr den Ge-
samtimpuls des Teilchensystems im Laborsystem

p = mus (6-5)
ergibt. Gleichung (6-5) entspricht der Impulsdefiniti-
on (3-2) fur einen einzelnen Massenpunkt. Hinsicht-
lich des Impulses verhélt sich also das Teilchensystem
S0, als ob die gesamte Masse des Systems im Massen-
zentrum (Schwerpunkt) vereinigt ist und sich mit des-
sen Geschwindigkeit bewegt. Im Schwerpunktsystem
verschwindet p = p,,; wegen s = 0:

pintzzpint,izo-

P ist hierin der Impuls des i-ten Teilchens,
P der Gesamtimpuls des Teilchensystems, beide
gemessen im Schwerpunktsystem. Im Folgenden
muss zwischen inneren* (,internen”) und ,&au-
Reren* (,externen*) Kréaften unterschieden werden:

Innere Kréfte Fi:  Kréfte zwischen den Teilen
eines betrachteten Systems.
Krafte, die zwischen dem Sys-
tem oder Teilen davon und
der Umgebung wirken.

(6-6)

AuRere Kréfte Fey:

6.1.1 Schwerpunktbewegung ohne duBere Krifte

Ohne &uRere Kréfte bleibt der Gesamtimpuls eines
Teilchensystems erhalten.

p = mws = const
und damit

vs =const flr Fee =0. (6-7)

Der Schwerpunkt (das Massenzentrum) des Teilchen-
systems beschreibt also eine geradlinige Bahn. Even-
tuell auftretende innere Kréfte &ndern daran nichts:
Wegen ,,actio = reactio“ (vgl. 3.3.2) dndern sich Im-
pulse von Teilchen, zwischen denen innere Krafte
wirken, um entgegengesetzt gleiche Werte, sodass der
Gesamtimpuls nicht beeinflusst wird.

Beispiel: Das Massenzentrum eines Raumfahrzeugs,
das sich fern von Gravitationseinwirkungen ohne An-
trieb geradlinig bewegt, beschreibt auch dann weiter

dieselbe geradlinige Bahn, wenn z.B. durch Feder-
kraft eine Raumsonde ausgesto3en wird (Bild 6-2).
Das Raumfahrzeug selbst weicht dann von der Bahn
des gemeinsamen Massenzentrums S ab!

6.1.2 Schwerpunktbewegung bei Einwirkung
duBerer Krafte

Unterliegen die Teilchen des betrachteten Systems &u-
Reren Kraften Fey i, SO gilt nach (3-5) z. B. furr das i-te
Teilchen

dp

dt -

Fur die resultierende Gesamtkraft auf das System er-
gibt sich damit wegen }; p; = p

d d d
FextzzFext,iz d_?:azpi:d_f’
i i i

und mit (6-5)

Fext,i =

dp _ d(m)

dt dt
Gleichung (6-8) entspricht wiederum dem Kraftgesetz
(3-5) fur einen einzelnen Massenpunkt. Die Bahn des
Schwerpunktes (Massenzentrum) eines Teilchensys-
tems verlduft also so, als ob die resultierende duRere
Kraft Fex auf die im Massenzentrum vereinigte Ge-
samtmasse m des Teilchensystems wirkt. Vorausset-
zung ist nach 6.1 ein duleres Kraftfeld mit konstanter
Beschleunigung a.

Beispiel: StoRt eine Raumfahre, die sich im Schwe-
refeld der Erde auf einer Kreisbahn bewegt, durch
Federkraft einen schweren Satelliten oder eine
Raumstation aus, so bewegt sich das gemeinsame

Fext = (6-8)

Bahn des gemeinsamen
Massenzentrums -~

Raumsondev{

-7~
-

e
///;f : Raumtahrzeug

-~

weitere Bahn des
Raumfahrzeugs

Bild 6-2. Geradlinige Bahn des gemeinsamen Massenzen-
trums eines Raumfahrzeuges und einer von ihm ausgesto-
Renen Raumsonde bei fehlender Gravitation



6 Teilchensysteme

B51

Massenzentrum beider Raumkérper weiterhin auf der
urspriinglichen Bahn, solange die Schwerebeschleu-
nigung noch als konstant betrachtet werden kann
(Bild 6-3). Die Raumfahre weicht danach von der ur-
spriinglichen Kreisbahn ab. (Wegen der tatsdchlichen
Ortsabhéngigkeit der Schwerebeschleunigung im Ra-
dialfeld gilt die Aussage Uber die Schwerpunktbahn
fur den weiteren Flugverlauf nicht mehr).

6.1.3 Drehimpuls eines Teilchensystems

Der Drehimpuls eines einzelnen Teilchens mit der
Ortskoordinate r, der Masse m und der Geschwindig-
keit v, d. h. mit dem Impuls p = mu, ist in (3-25) defi-
niert als

L=rxp=rxmv. (6-9)

cusgegtoﬂener / o

Satellit —~ \/E;esi;;rblagr:iche
weitere Bahn der \\\
Rounmfihre \\

/ 0
/ N
/ \\

/ \
/ \
’ |
|
\ /
\ /

\ /

Bild 6-3. Die Bahnkurve des gemeinsamen Massenzen-
trums einer Raumfahre und eines von ihr ausgestoflenen
Satelliten ist anfanglich mit der urspriinglichen Kreishahn
identisch

Bild 6-4. Zur Berechnung von Drehmomenten durch innere
Krafte

Durch Einwirkung einer Kraft F, die geméal (3-21)
ein Drehmoment M = r x F erzeugt, wird nach (3-29)
eine zeitliche Anderung des Drehimpulses L bewirkt:

dL

dt
Bei Teilchensystemen kompensieren sich Dreh-
momente, die durch innere Kréfte zwischen den
Teilchen des Systems hervorgerufen werden, zu null
(Bild 6-4): Da wegen ,actio = reactio” (vgl. 3.3)
innere Kréfte zwischen zwei Teilchen 1 und 2
entgegengesetzt gleich grof? sind, d.h. Fy; = —Fp2,
gilt fur die dadurch bewirkten Drehmomente Min

=M=rxF. (6-10)

Mint, 12 = Mint1 + Mint,2 = i X Far + 1o X Fpo
=(r2—-r;)xF2=0,

weil die beiden Faktoren parallele \Vektoren sind
(Bild 6-4). Dabei ist vorausgesetzt, dass die inneren
Krafte Fio und Fy; langs der Verbindungslinie
ro — rq wirken.

Verallgemeinert auf viele Teilchen ergibt sich dann

Z Mintij = 0.
ij

Der Gesamtdrehimpuls eines Teilchensystems L =
> L wird daher durch innere Krafte und die dadurch
erzeugten Drehmomente nicht verandert. Fehlen fer-
ner dulere Kréfte Fey i und dadurch hervorgerufene
&uBere Drehmomente Mgy i, SO gilt

(6-11)

L= Z Li=const fir Meq=0.  (6-12)
i

Dies ist die allgemeine Form des Drehimpulserhal-

tungssatzes (vgl. 3.8):

Wirken keine duBeren Drehmomente, so
bleibt der Gesamtdrehimpuls eines Teilchen-
systems zeitlich konstant.

Unterliegen die Teilchen des betrachteten Systems je-
doch &uReren Kraften Fey; und dadurch hervorgeru-
fenen &uBReren Drehmomenten Mexii = i X Fexti, SO
gilt fiir den Gesamtdrehimpuls L des Teilchensystems
im selben Bezugssystem, in dem auch die Drehmo-
mente definiert sind, unter Beachtung von (6-10)

dL d dL;
[ PILRD I D ILIE
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In der letzten Summe kdnnen die Drehmomentanteile,
die durch innere Krafte bedingt sind, wegen (6-11)
weggelassen werden:

DIMi=>" Mo+ D Mingij
i i ij
ZZ Mext,i = Mext .
i

Damit ergibt sich fir die zeitliche Anderung des Ge-
samtdrehimpulses eines Teilchensystems unter Ein-
wirkung eines duBeren Gesamtdrehmomentes M gy
ganz entsprechend wie beim einzelnen Massenpunkt,
vgl. (3-29),

(6-13)

E = Mey .
Drehimpuls und Drehmoment héngen von der Wahl
des Bezugssystems ab. Um von dieser Willkurlichkeit
wegzukommen, kann als Bezugssystem das Schwer-
punktsystem gewéhlt werden. Der Gesamtdrehimpuls
des Teilchensystems bezogen auf das Massenzentrum
werde innerer Drehimpuls L, genannt:

Lint = Z lint, i X pmt,i .
i

(6-14)

(6-15)

Im Falle von Elementarteilchen wird der innere
Drehimpuls auch Spin S genannt. Bezlglich eines
anderen Bezugssystems kann ferner ein Bahndrehim-
puls Lgah, definiert werden:

Lgann = rs X p=rs X Ms, (6-16)
worin p der Gesamtimpuls und m die Gesamtmasse
des Teilchensystems sind, und rs die Koordinate des
Massenzentrums und v seine Geschwindigkeit. Der
Gesamtdrehimpuls des Teilchensystems kann als
Summe beider dargestellt werden (ohne Ableitung):

L = Lgann + Lint - (6-17)

6.2 Energieinhalt von Teilchensystemen

Die folgenden Betrachtungen enthalten vor al-
lem flur Zweiteilchensysteme (z.B. StoRe, sie-
he 6.3) und fiir die statistische Mechanik (Gase als
Vielteilchensysteme: Thermostatik bzw. -dynamik,
siehe 8) bendtigte Festlegungen und Folgerungen.

Die Geschwindigkeit v des Teilchens i eines Teil-
chensystems in einem beliebigen Bezugssystem (La-
borsystem) I&sst sich zerlegen in die Geschwindigkeit
vs des Massenzentrums und in die Geschwindigkeit
unt, i des i-ten Teilchens im Schwerpunktsystem
(Bild 6-5):

U= s+ Ungi s f =%+ + 20U -

(6-18)

Fur die gesamte kinetische Energie eines Teilchen-
systems folgt mit (6-18)

1 1
Be= 2L gmed = 2 M
I I
1
+ Z Emiv,zm + Z MivsUint, i
I I

1
= 5% + Eicin + 28 Z Poci - (6:19)

In (6-19) bedeutet der erste Term die kinetische Ener-
gie der im Massenzentrum vereinigten Gesamtmasse
im Laborsystem, der zweite Term stellt die kinetische
Energie im Schwerpunktsystem dar, wahrend der
dritte Term verschwindet, weil 3 p; = P = 0
im Schwerpunktsystem, vgl. (6-6). Damit gilt flr die
kinetische Energie eines Teilchensystems in einem
beliebigen Laborsystem

1 1
Ex= D 5mief = 5me + Exint (6-20)
i

Bei Stolvorgéngen (siehe 6.3) interessieren beide
Terme, wahrend z. B. in der statistischen Mechanik
(siehe 8) die Schwerpunktsbewegung und damit der
erste Term in (6-20) meist ohne Interesse ist.

Die potenzielle Energie aufgrund innerer kon-
servativer Kréfte (innere potenzielle Energie des

[
o
Ve
[ ] s /
z ° V.
y ® v
0 )

Bild 6-5. Teilchengeschwindigkeit im Laborsystem und im
Schwerpunktsystem
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Teilchensystems) lasst sich als Summe der potenziel-
len Energien E, j; der nichtgeordneten Teilchenpaare
{i, j} aufgrund der Kréfte zwischen den Teilchen i
und j (unabhéngig vom Bezugssystem, Paare (i, j)
und (j, i) nur einfach gezahlt) darstellen:

Ep, int = Z Ep,ij .

{i.j}

(6-21)

Ex und Ep ine hdngen nicht von duBeren Kréften ab
(obwohl sich Ey durch duRere Kréfte zeitlich &ndern
kann). Als Eigenenergie des Teilchensystems sei
daher definiert

1
U=Ex+Epint= Emvg +Exint + Ep int - (6-22)

Im Schwerpunktsystem féllt der erste Term weg und
man erhélt die sogenannte innere Energie

Uint = Ex, int + Ep, int - (6-23)

Damit ergibt sich fur die Eigenenergie im Laborsys-
tem

U =Uin + %mvg ) (6-24)

6.2.1 Energieerhaltungssatzin Teilchensystemen

Wenn an einem Teilchensystem keine &aufere Ar-
beit W durch duBere Krafte geleistet wird, oder
&ulere Kréfte uberhaupt fehlen, so bleibt die Eigen-
energie des Systems nach dem Energieerhaltungssatz
zeitlich konstant:

U=Ex+Epin=const fir W=0. (6-25)

Dabei konnen sich durch innere Kréfte Ex und Ep ijnt
durchaus andern, ihre Summe bleibt dennoch erhal-
ten.

Wenn dagegen dem Teilchensystem durch &ullere
Krafte auBere Arbeit Wy, zugefuhrt wird (ohne dass
sonstige Energien zwischen dem System und der
Umgebung ausgetauscht werden, vgl. 8.5), so erhoht
sich dessen Eigenenergie um Wi, von U; auf U,
(Energieflussdiagramm Bild 6-6):

Uy —Up = Wop . (6-26)

Wird die &uBere Arbeit durch eine &ufere Kraft
geleistet, die ebenfalls konservativ ist, so exis-
tiert zusatzlich zur inneren potenziellen Energie

Wy

1 2
) {

b Uy

Bild 6-6. Energieflussdiagramm zur Leistung duferer Ar-
beit an einem Teilchensystem

auch eine &uRRere potenzielle Energie, und es gilt
entsprechend (4-13)

WlZ = Ep, ext,1 — Ep, ext,2 - (6'27)
Gleichsetzung von (6-26) und (6-27) liefert
Uy + Ep, ext, 2 = U + Ep, ext, 1 - (6-28)

Daraus folgt, dass die Gesamtenergie E des Teilchen-
systems sich nicht dndert. Der Energieerhaltungssatz
fur Teilchensysteme lautet demnach bei konservati-
ven auleren Kraften analog zu (4-23)

E =U+Epext =const. (6-29)

6.2.2 Bindungsenergie eines Teilchensystems

Es werde ein Teilchensystem (der Einfachheit halber
im Schwerpunktsystem) betrachtet, dessen Teilchen
zundchst co weit voneinander entfernt ruhen. Die in-
nere Energie des Systems werde fir diesen Fall auf
U = 0 normiert, was wegen der beliebigen Normier-
barkeit von Ep ine immer moglich ist (vgl. 4.2). Wer-
den die Teilchen nun durch irgendeinen Mechanismus
zusammengebracht, so hat das Teilchensystem die in-
nere Energie

Uint = Exk int + Ep, int - (6-30)

Ex ist immer positiv. E, ine kann positiv oder negativ
sein, je nachdem, ob beim Zusammenbringen Arbeit
zugeflhrt werden muss (abstoRende Kréfte: dEj > 0)
oder frei wird (anziehende Kréfte: dEy < 0). Uiy kann
daher positiv oder negativ sein. Nach (6-26) gilt fur
den Vorgang des Zusammenbringens der Teilchen
Uit —Us = Uit =W . (6-31)
Ist die innere Energie des Teilchensystems nach dem
Zusammenbringen positiv (U, > 0), so musste hier-
fur &uRere Arbeit aufgebracht werden (W > 0). Es
herrschen abstoRende Kréafte, die Teilchen trennen
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Elint
ungebundenes
System
T 'mI>U
Uint
0 Uq=0 U=0 (getrennte,
Eye=Uny ruhende Teitchen)
——————Uiy<0
gebundenes
System

Bild 6-7. Energietermschema eines ungebundenen und ei-
nes gebundenen Systems

sich wieder. Das System ist nicht stabil (ungebun-
den). Beispiel: Streuung eines positiv geladenen a-
Teilchens an einem positiv geladenen Atomkern.
Ist dagegen die innere Energie nach dem Zusammen-
bringen negativ (Ui < 0), so ist bei der Formie-
rung des Systems Energie (Arbeit) nach aufen abge-
geben worden (W <0), das System hat weniger Ener-
gie als die getrennten Teilchen. Um das System wie-
der aufzuldsen, muss der Energiebetrag —Ujne wieder
von aufen zugefihrt werden. Ein System mit negati-
ver innerer Energie ist daher stabil oder ,,gebunden®.
Beispiel: Planetensystem der Sonne. —Ujy ist die Bin-
dungsenergie des Systems:

—Uint = Ep . (6-32)
Bild 6-7 zeigt die beiden Falle in einer Energieskala
als sog. Termschemata.

6.3 StoRe

Es sei als einfachstes Vielteilchensystem ein solches
mit zwei Teilchen betrachtet, die sich mit in grof3er
Entfernung voneinander vorgegebenen Impulsen
einander ndhern, dabei Krafte aufeinander austiben
und infolgedessen ihren Bewegungszustand &ndern
(,,StolR*), und schlieflich mit gednderten Impulsen
wieder auseinander fliegen.

Definierte StolRexperimente sind in der Physik beson-
ders wichtig, weil aus deren Ergebnissen (z. B. Hau-
figkeit einer bestimmten Ablenkung oder Energieén-
derungen der Stol3partner) auf die Art der Wechsel-
wirkung zwischen den stof’enden Teilchen geschlos-
sen werden kann (Kraftfeld der Teilchen, innere Ener-
giezustande). Bei atomaren und elementaren Teilchen
sind Stol3versuche oft die einzige Mdglichkeit zur Un-
tersuchung dieser GroRen. Hier sollen nur die ein-

Bild 6-8. Stol} zwischen zwei Teilchen

fachen dynamischen Grundlagen des StoRvorganges
betrachtet werden.

Aus dem Kraftgesetz (3-5) folgt flr eine wéahrend der
StolRzeit At = t, —t; wirkende Kraft F(t), dass sie eine
Impulsédnderung Ap = p, — p; hervorruft:

t
Ap=p,—-p = fF(t)dt. (6-33)
t

Das Integral Uber den Zeitverlauf der Kraft wird
Kraftstol3 genannt. Gleichung (6-33) zeigt, dass es fiir
die Impulsénderung nicht auf den zeitlichen Verlauf
der Kraft im Einzelnen ankommt, sondern nur auf
das Zeitintegral, den Kraftstol3. Wir zerlegen nun den
StoRvorgang in drei Phasen (Bild 6-8):

1. die Phase vor dem StoR mit vernachlassigbaren
Wechselwirkungen zwischen den Teilchen,

2. die StoRBphase mit Wechselwirkungskraften zwi-
schen den stolRenden Teilchen im StoRbereich, und

3. die Phase nach dem Stof} mit wieder vernachlas-
sigharen Wechselwirkungen.

Der experimentellen Messung am einfachsten zu-
ganglich sind die Phasen vor und nach dem StoR.
Ohne den Ablauf im StoRbereich genauer zu kennen,
folgt allein daraus, dass nur innere Krafte beim
StoR wirken, bereits, dass sowohl der Gesamtimpuls
als auch die Gesamtenergie erhalten bleiben (die
gestrichenen GroRen gelten flr die Phase nach dem
Stol3, die ungestrichenen fiir die Phase vor dem StoR):
Impulserhaltung fur den Gesamtimpuls beider Teil-
chen:

Pt =P+,

Moy + Mavy = Midh + moas (6-34)
Ist Ex bzw. E; die Summe der kinetischen Energien
vor bzw. nach dem Stol3 und Ui, bzw. U/ die Sum-

int
me der inneren Energien vor bzw. nach dem Stof3, so
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fordert die Energieerhaltung fur die Gesamtenergie
beider Teilchen:
Ek + Uint = EI/< + U/

int -

(6-35)

Andert sich beim StoR die innere Energie der Teilchen
(z. B. bei Atomen als StoRpartner durch Anregung ho-
herer Energiezustdnde, oder beim Stof3 bereits vor-
her angeregter Atome durch Ubergang zu niedrigeren
Energiezustanden) um die sog. Reaktionsenergie

Q=Uin-U (6-36)

’
int »

S0 muss sich nach (6-35) auch die kinetische Energie
andern:

Q=E; - B gmat + gmief]
1 1
- (Eml’l}zl + Emz’lé) .

Aus StolRversuchen, bei denen die kinetischen Ener-
gien der StoRpartner vor und nach dem StoR gemes-
sen werden, lassen sich daher nach (6-37) die Reak-
tionsenergien berechnen und z. B. bei Atomen oder
Molekilen als StoRpartner deren Anregungsenergien
bestimmen. Das ist das Prinzip der Teilchenspektro-
skopie bzw. Energieverlustspektroskopie (siehe 20.4).
Fallunterscheidung:

Q # 0: unelastischer Stof, siehe oben.

Q =0: elastischer StoB, keine Anderung der
inneren Energien: Die gesamte kinetische
Energie bleibt nach (6-37) erhalten.

(6-37)

6.3.1 Zentraler elastischer StoRR

Der zentrale elastische StoR ist der einfachste StoR3-
vorgang. Die StoRpartner bewegen sich vor und
nach dem StoR auf einer gemeinsamen Geraden
(Bild 6-9), und die gesamte kinetische Energie bleibt

Bild 6-9. Zentraler elastischer Sto3

erhalten (Ferner wird angenommen, dass die Teil-
chenmassen sich nicht &ndern.). Die Erhaltungssétze
liefern fur diesen eindimensionalen Stof3vorgang:
Impulserhaltung:

miu + My, = ml’b(l + mz’lé s (6-38)
Energieerhaltung:
mﬂ)% + mzvg = mlv’lz + mzv’zz . (6-39)

Wegen des eindimensionalen Vorganges kénnen die
Geschwindigkeitsvektoren v in (6-38) durch ihre Be-
trage v; ersetzt werden. Ohne Beschrankung der All-
gemeingultigkeit kann ferner durch geeignete Wahl
des Koordinatensystems v, = 0 gesetzt werden (Ur-
sprung vor dem StoR in my). Dann folgt aus (6-38)
und (6-39)

, 2m;
vz = U1,
mi + mMs
m; —m .
vy = L2y fur v =0. (6-40)
mp + My

Aus (6-40) ergeben sich folgende Sonderfalle
(Bild 6-10):

m
Lomp<my vy =—v, v= Zm—vl < 1!

Impulsumkehr des stoBenden2 Teilchens, nur
geringe Energieabgabe.

2. my=mp: vy =0, v =wv;: Vollstandige
Impuls- und Energieubertragung.

3. my>mp: vy 2vy, vy~ 2v1: Impuls des sto-
Renden Teilchens fast ungedndert, nur geringe
Energieabgabe.

M
m m N
Oy =0 b
4l vim-¥ ZAad
X ITI1<<IIIZ VZ=U
m m my m,
Y
O OO N\
vi=0 v;=0 th
2. mz=m;
m m
m ’/’-~\‘ m,
S 1 = — S
" XN LTI
3. mp=m,

Bild 6-10. Sonderfalle des zentralen elastischen Stoles. Ge-
strichelt: Massen und Geschwindigkeiten nach dem StoR
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0 2 4 6 8 10
m/my ——=
Bild 6-11. Relativer Bruchteil der beim zentralen elasti-
schen StoR Ubertragenen Energie als Funktion des Massen-
verhaltnisses der StoRpartner

Fur den betrachteten Fall v, = 0 ist die Energie des
gestoBenen Teilchens nach dem StoB E/ gleich der
vom stoBenden Teilchen (bertragenen Energie AE,
seinem Energieverlust, mit (6-40) demnach:

1 2 2mim;
AE = E; = —mpv)," = ————07 . 6-41
2= M™% = om0
Bezogen auf die Energie des stoRenden Teilchens vor
dem StoR E; = m1v§/2 ergibt sich daraus der Anteil
der beim Stol3 ibertragenen Energie (relativer Ener-
gieverlust des stolRenden Teilchens):

AE _ Amm;  Amy/m;
Er — (m+mp)?  (1+my/mp)?

(6-42)

In  Abhéngigkeit vom Massenverhéltnis mj/m;
zeigt der relative Energieverlust ein Maximum bei
mi/my = 1, d.h. fir my = my (Bild 6-11).

Die Abbremsung von schnellen Teilchen durch
Sto mit anderen Teilchen ist daher am wirkungs-
vollsten mit Stof3partnern von etwa gleicher Masse.
Anwendung: Abbremsung schneller Neutronen
im Kernreaktor durch Neutronenmoderator. Da
Neutronen die Massenzahl 1 haben, werden als
Moderatorsubstanzen solche mit moglichst niedrigen
Massenzahlen ihrer Atome verwendet, z. B. schwerer
Wasserstoff oder Grafit. Zu beachtende Nebenbe-
dingung: Moderatoratome durfen Neutronen nicht
absorbieren (unelastischer Stol).

Als Beispiel fur den elastischen Stofl werde die
Impulstbertragung von aus einem Rohr des Quer-
schnitts A mit hoher Geschwindigkeit v strémenden
Teilchen der Masse m betrachtet, die an einer
Wand elastisch reflektiert werden (Bild 6-12a). Die
Teilchengeschwindigkeit l&sst sich in eine Normal-
komponente w, und eine Tangentialkomponente

p— ——-—XL !/ 7/ //
X v /
\ A4 \
/\\ \\XJ/( AN //
Z2 Z Z
a A/cosd b My

Bild 6-12. Elastische Reflexion a eines Teilchenstroms b ei-
nes einzelnen Teilchens an einer Wand

u zerlegen. Der StoRvorgang ist dann darstellbar
als zentraler Stofl der kleinen Masse m mit der
Geschwindigkeit v, gegen die sehr grofle Wandmasse
m,y, Wobei eine Tangentialgeschwindigkeit « Uberla-
gert ist, die durch den Stol? nicht beeinflusst wird. Die
Normalkomponente des Teilchenimpulses wird dabei
entsprechend dem oben beschriebenen Sonderfall 1
in der Richtung umgekehrt, sodass der pro Teilchen
an die Wand Ubertragene Impulsbetrag

Ap = My, — (—Mw)| = 2mo, = 2mo cos 9 (6-43)

ist (Bild 6-12b).

In einer Zeit At treffen alle im Strahlvolumen V =
Al der Lange | = wvAt befindlichen Teilchen auf die
Wand. Ist die Teilchenzahldichte im Teilchenstrahl n,
so sind dies

Z = nV = nAvAt (6-44)

Teilchen. In der Zeit At wird daher insgesamt der Im-
puls

APt = ZAp = 2nmv? A Atcos (6-45)

an die Wand Uibertragen. Nach dem 2. Newton’schen
Axiom (3-5) entspricht dem eine zeitlich gemittelte
Normalkraft auf die Wand

—2 = 2nmv® Acos 9 . (6-46)

Der Quotient aus Normalkraft F, und beaufschlagter
Wandflache A, wird als Druck p bezeichnet:
Fn
P> A
SI-Einheit : [p] = N/m? = Pa (Pascal) .

(Weitere Druckeinheiten siehe 8.1.)

(6-47)
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Der Druck p darf nicht mit dem Impuls p, insbeson-
dere nicht mit dessen Betrag p verwechselt werden.
Die vom Teilchenstrom getroffene Wandflache ist
Ay = A/ cos®. Mit vcos & = v, folgt aus (6-46) und
(6-47) fur den durch den gerichteten Teilchenstrom
auf die Wand ausgetibten Druck

p = 2nmv? . (6-48)

Dieses Ergebnis wird spater flr die Berechnung des
Gasdruckes (siehe 8.1) sowie des Strahlungsdruckes
elektromagnetischer Strahlung (siehe 20.3) benétigt.

6.3.2 Nichtzentraler elastischer StoR

Der zentrale StoR, bei dem stof3endes und gestol3e-
nes Teilchen auf derselben Bahngeraden bleiben, ist
der einfachste Fall des StoRes zwischen zwei Teil-
chen. Im Allgemeinen stol3en die Teilchen nicht zen-
tral aufeinander, es existiert ein Stof3parameter b, der
den Abstand des (hier wieder als ruhend angenomme-
nen) gestolRenen Teilchens m, von der Bahn des sto-
Renden Teilchens m; angibt (Bild 6-13a). Dann bilden
die Bahnen der Teilchen m; und m, nach dem StoR
Winkel 91 und 9, mit der Bahn des stoRenden Teil-
chens my vor dem StoB, die von der GroRe des Stof3-
parameters und vom Massenverhéltnis m; /m, abhan-
gen.

In Impulsvektoren ausgedrickt lauten Impuls- und
Energieerhaltungssatz (5-38) und (5-39) fir v, = 0

=P+ (6-49)
PP (6-50)
2my 2m; 2m; ’

m Pl
m _________[7 02
a 4

’ I ‘
P :
b X P

Bild 6-13. Nichtzentraler elastischer Sto} und zugehdriges
Vektordiagramm

Aus dem Impulsdiagramm Bild 6-13b folgt fur die
Quadrate der Impulse nach dem Stof3

P57 = Py’ + Py’ (6-51)
2
p;% = (pL—ph) + 05 (6-52)

worin p5, und p'2y die x- bzw. y-Komponente des Im-
pulses des gestofRenen Teilchens nach dem StoR sind.
Durch Einsetzen in den Energiesatz (6-50) folgt nach
einiger Umrechnung

’ 2 ;7 2
(p2x _/JU].) + p2y = (/Jvl)z
mit der reduzierten Masse
mimoy
= — 6-53
K= T m (6-53)

Dies ist die Gleichung eines Kreises in den Impulsko-
ordinaten p5, und péy, des sog. Stol3kreises

’ 2 7
(5 —R) +pg2 =R?. (6-54)

Er ist um den StoBkreisradius
R = yvy = —um2 P1 (6-55)

v =
1+m1/m2

in positiver x-Richtung verschoben (Bild 6-14).
Bei vorgegebenen Werten mg, myp, v (vz = 0) ist
der StoRkreis der geometrische Ort der Spitzen
aller madglicher Impulsvektoren des gestoRenen
Teilchens nach dem StoR, vgl. (6-51) und Bild 6-14.
Aus Bild 6-14 folgt, dass das gestoBene Teilchen
nur Impulse p, in Richtungen des Winkelbereichs
¥, = (0... £90)° erhalten kann. Der Winkelbereich

By

StoBkreis

Bild 6-14. StoRkreis und Lage der méglichen Impulsvekto-
ren flir my, < my
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Tabelle 6-1. Charakteristische Félle elastischer StoRe

Massen- StoRkreisradius Streuwinkel- Bemerkunaen
verhéltnis bereich [94]
1.my/my,<1 % <R<ps 0°...180° \or- oder Riickwartsstreuung von m;
_ _ P . . Nach dem Stof fliegen beide Teilchen unter
2. my/m; =1 R= 2 0%...90 90° auseinander
3.my/mp > 1 myv; < R < % 0°...<90° Nur Vorwartsstreuung von m;
Der Impulssatz gilt unverandert:
=P+, (6-57)
damit ebenso das Impulsdiagramm Bild 6-13b und
. die Zerlegung nach (6-51) und (6-52). Diese einge-
N eriegung nac : g
‘ setzt in den Energiesatz (6-56) liefern
’ 2 7. ’
(Do = pv1) + P = (uor)® —2uQ . (6-58)
M Hierin ist u die reduzierte Masse geméaR (6-53). Glei-
N o chung (6-58) ist wiederum die Gleichung eines Krei-
’ P o P ses in den Impulskoordinaten p’, und Pay:
—= —
~  _RY 4 p2 =R 6-59
3. my=<m, (p2x ) + p2y — ™ ( - )

Bild 6-15. Charakteristische Félle elastischer StoRe

des Impulses p; des stoenden Teilchens nach dem
StoRR héngt von der GroRe des StolRkreisradius R im
Vergleich zum Anfangsimpuls p; ab, d. h. nach (6-55)
von my/m; (Tabelle 6-1 und Bild 6-15).

6.3.3 Unelastischer StoRR

Beim unelastischen Stofl geht mechanische, d.h.
kinetische Energie verloren und wird in eine andere
Energieform (z. B. Wérme, oder innere Energie durch
Vermittlung elektronischer Anregung, Kernanre-
gung) umgewandelt. Der Energieverlust Q" = -Q
(vgl. (6-37)) muss daher in der Energiebilanz beriick-
sichtigt werden, wobei wir wieder durch geeignete
Wahl des Koordinatensystems v, = 0 setzen:

_2m1_2m1 2m;

+Q . (6-56)

1

StoRRkreis (unelastischer Stof3).

R = uwy ist der StoRkreisradius fur den elastischen
StoR (6-55), wahrend der flir den unelastischen StoR
geltende StoRkreisradius

1_g(1+ﬂ)

Ry =R
! E; my

(6-60)

Kleiner als Rist. Fiir Q" = 0 geht R, in R Uber. Aus der
Forderung, dass der StoRkreisradius reell sein muss,
folgt, dass der Radikand in (6-60) = 0 sein muss. Fir
den mdglichen Energieverlust ergibt sich daraus die
Bedingung

Q/ < El

< — . 6-61
~1+my/my ( )

Aus (6-61) ergeben sich folgende Sonderfélle fur den
in Wérme usw. umgewandelten maximalen Energie-
verlust Qr,., (total unelastischer zentraler StoR):

1. mi<my: Qpnax ~ Ei: Kinetische Energie des sto-
Renden Teilchens wird fast vollstdndig vernichtet.
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Ei, . . Lo
2.mp =my: Qhax = 71: kinetische Energie wird

zur Halfte vernichtet.
m N
3.mp > My Qg & m—2E1 < E;: kinetische Ener-
1
gie bleibt nahezu ganz erhalten.

Beim total unelastischen zentralen Stof? wird durch
die auftretende Deformation keine auseinander-
treibende elastische Kraft erzeugt, beide StoRpartner
bewegen sich nach dem StoR gemeinsam mit dersel-
ben Geschwindigkeit v* (Bild 6-16). Der Impulssatz
lautet dann (v, = 0)

my
mp; + My

Mivg = (Mg + Mp)v': v = vy.  (6-62)

Beispiel 1: Fiur gleiche Massen m; = m;, z.B. aus
Blei als unelastischem Material reduziert sich die Ge-
schwindigkeit nach dem Stof3 geméaR (6-62) auf die
Hélfte:
;U

v = 2 .
Beispiel 2: Ballistisches Pendel zur Bestimmung ho-
her Teilchengeschwindigkeiten (Bild 6-17).
Ein schnelles Projektil mit unbekanntem Impuls p =
mu trifft horizontal auf die Masse m, (mp > m) eines
Fadenpendels der Lange | und bleibt dort stecken. Die

(6-63)

Bild 6-16. Total unelastischer zentraler Stof3

Bild 6-17. Ballistisches Pendel

Impulserhaltung fordert

mv = (M +mp)v’,d.h.,
m m (6-64)
~ —U.

Mc

7

v o=
m+m,

Die Geschwindigkeit v des Projektils wird also et-
wa im Verhéltnis der Massen auf v herabgesetzt. Die
Geschwindigkeit v der Pendelmasse im Moment des
StofRes ldsst sich nach (4-26) aus der Hubhdhe h bei
maximalem Pendelausschlag Smax bzw. ¥max bestim-
men. Mit Smax = 19max UNd h =~ Spax¥max/2 (Bild 6-17)
folgt fur kleine Ausschlage:

v = +/2g z\/aﬁmaxz \/gsmmm

Aus den Messwerten Pmax 0der Smax lasst sich dann
liber (6-65) und (6-64) der Impuls des Projektils bzw.
bei bekannter Masse m dessen Geschwindigkeit v
berechnen.

(6-65)

7 Dynamik starrer Korper

Ein starrer Korper ist dadurch definiert, dass
seine N Massenelemente konstante Abstande un-
tereinander haben und unter der Wirkung &uferer
Krafte keine gegenseitigen Verschiebungen erleiden.
Fur viele Falle, vor allem bei Bewegungen, stellt
dieses Modell eine ausreichende Néherung fir die
Beschreibung des Verhaltens eines festen Korpers
dar, insbesondere wenn Deformationen des Korpers
dabei keine wesentliche Rolle spielen.

7.1 Translation und Rotation
eines starren Korpers

Krafte, die an einem starren Kdrper angreifen, bewir-
ken beschleunigte Translationen und beschleunigte
Rotationen. Deformationen sind beim starren Kdrper
ausgeschlossen.

Die Anzahl f der Parameter (Freiheitsgrade), die die
rdumliche Lage von N Massenpunkten eindeutig fest-
legen, betragt im allgemeinen Falle der gegenseitigen
Verschiebbarkeit der Massenpunkte

f=3N.
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Im Falle des starren Korpers reduziert sich die Zahl
der Freiheitsgrade der Bewegung wegen der unterein-
ander festen Abstande der Massenelemente auf

3 Freiheitsgrade der Translation (in 3 Raumrichtun-
gen) und

3 Freiheitsgrade der Rotation (um 3 Achsen im
Raum).

Als Translation wird eine solche Bewegung eines
starren Korpers bezeichnet, bei der eine beliebi-
ge, mit dem Korper fest verbundene Gerade ihre
Richtung im Raum nicht veréndert. Alle Punkte
eines sich in Translationsbewegung befindlichen
Korpers haben in jedem beliebigen, festen Zeitpunkt
dieselbe Geschwindigkeit und Beschleunigung, ihre
Bahnkurven s konnen durch Parallelverschiebung
zur Deckung gebracht werden (Bild 7-1a). Daher
kann die Betrachtung der Translation eines starren
Kdrpers auf die Untersuchung der Bewegung irgend-
eines Punktes (z.B. des Schwerpunktes) reduziert
werden.

Bei der Rotation eines starren Korpers andert eine mit
dem Korper fest verbundene Gerade ihre Richtung im
Raum um einen zeitabhéngigen Winkel a. Alle Punk-
te des Korpers beschreiben kreisférmige Bahnen mit
der Rotationsachse als Zentrum (Bild 7-1b).

Die allgemeine Bewegung eines starren Korpers kann
stets als Uberlagerung einer Translations- und einer
Rotationshewegung beschrieben werden (Bild 7-1c).
Der Ortsvektor des Schwerpunktes (des Massenzen-

Bild 7-1. a Translation, b Rotation und c allgemeine Bewe-
gung eines starren Korpers

trums) eines starren Kérpers ergibt sich durch Sum-
mation Uber alle Massenelemente

dm = odV (7-1)
des starren Korpers geméaR der Vorschrift (6-2), wobei

die Summation hier durch eine Integration ber den
gesamten Korper K zu ersetzen ist:

_frdm_ 1
s = fdm —afrdm
K
1
=afg(r)rdv. (7-2)
K

dV ist das zum Massenelement dm gehoérige Volu-
menelement. o ist die (im Allgemeinen Fall ortsab-
hangige) Dichte
dm
o(r) = av
SI-Einheit : [o] = kg/m® .

(7-3)

Der Translationsanteil einer allgemeinen Bewegung
eines starren Korpers, z.B. beim Wurf (Bild 7-2),
kann nun durch die Bewegung des Schwerpunktes be-
schrieben werden, der gemaf (6-8)

dp _ d(mu)

dt — ot
beispielsweise die aus Bild 2-4 bekannte Wurfparabel
durchléuft. Dieser Bewegungsanteil erfolgt also nach
den Regeln der Einzelteilchendynamik und braucht
hier nicht weiter behandelt zu werden. Gleichzeitig
kann der Kdrper eine Rotationsbewegung ausfiihren
(Bild 7-2), die durch die Erhaltungssatze fiir Energie
(7.2) und Drehimpuls (7.3) bestimmt ist, und auf die
im Folgenden eingegangen wird.

Fext = (7-4)

Wurfparabel = Bahn des Schwerpunktes

\

Bild 7-2. Wurfbewegung eines starren Korpers im Erdfeld
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Drehachse

w

Bild 7-3. Zu Rotationsenergie und Tragheitsmoment eines
rotierenden starren Korpers

7.2 Rotationsenergie, Tragheitsmoment

Wenn ein starrer Kérper um eine Achse mit der Win-
kelgeschwindigkeit w rotiert, so ist w fir alle seine
Massenelemente dm gleich. Jedes Massenelement im
Abstand r von der Drehachse bewegt sich dann mit
einer Geschwindigkeit «(r) = w x r senkrecht zu r
(Bild 7-3), hat also eine kinetische Energie

1 2,2
—w’r<dm.
20.)

Die gesamte kinetische Energie des rotierenden star-
ren Korpers (Rotationsenergie) folgt aus (7-5) durch
Integration Uber den ganzen Korper K unter Beach-
tung von w = const:

%(1)2 frzdm = Erot .

K

dEy = %vz(r)dm = (7-5)

Bk = (7-6)

Der Integralausdruck in (7-6), der nicht von der aufge-
pragten Winkelgeschwindigkeit w abhédngt, sondern
eine Trégheitseigenschaft bezogen auf die Rotation
um die Drehachse darstellt, wird als Tragheitsmoment

J= frzdm = fg(r)rzdv
K K

des Korpers bezuglich der vorgegebenen Drehachse
bezeichnet. Damit schreibt sich die Rotationsenergie

1
Erot = E\](A)Z

(7-7)

(7-8)

in volliger Analogie zur kinetischen Energie (4-7)
bei der Translation. Das Tragheitsmoment J und
die Winkelgeschwindigkeit «w bei der Rotations-
bewegung entsprechen darin der Masse m und der
Geschwindigkeit v bei der Translationsbewegung.
Das Tragheitsmoment eines Kdorpers ist jedoch im
Gegensatz zur Masse von der Lage der Drehachse
abhéngig (Bild 7-4)!

Sl-Einheit des Tragheitsmomentes :
[J] = kg -m?.

Das Tragheitsmoment Js eines Korpers bezuglich ei-
ner Achse, die durch den Schwerpunkt S geht, lau-
tet in kartesischen Koordinaten des Schwerpunktsys-

tems:
Js = frzdm = f(x2 +y?)dm . (7-9)
K

K

Hat die Drehachse bei einem rotierenden Korper
einen Abstand s von einer parallelen Achse durch den
Schwerpunkt (Bild 7-5), so lasst sich das Tragheits-
moment Ja des Korpers beziiglich der vorgegebenen
Drehachse A in folgender Weise darstellen:

Ja =f[(x +9)? +y?]dm
K

=Js + 5°m + Zsfxdm ) (7-10)
K
] { Punkimassen ) ‘
‘/77 m m | m
TR oy 7 *
i |
Hantel Hantet
Achse durch m Achse durch Schwerpunkt
T=4bmR? T=2mR?
l i |
H | <<f i
L > >
m
R R iR
Vollzylinder Hohlzylinder Voltkugel
T=vamR? T=mR? T=1s mR?

Bild 7-4. Trdgheitsmomente einfacher Korper
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Bild 7-5. Zum Satz von Steiner

x ist die x-Koordinate von dm im Schwerpunktsystem.
Nach (7-2) ist fxdm = mxs mit Xg als x-Koordinate
des Schwerpunktes. Im Schwerpunktsystem ist xs =
0, sodass der letzte Integralterm in (7-10) verschwin-
det. Es resultiert der Satz von Steiner

Ja =Js+ms? . (7-11)

Der Bewegungsablauf bei der Rotation um die
Achse A kann in die folgenden Teilbewegungen

zerlegt werden:

1. Translation der im Schwerpunkt S vereinigten
Masse m des Korpers auf einer Kreisbahn mit
dem Radius s und der Geschwindigkeit v = ws
(Winkelgeschwindigkeit w).

2. Rotation des Korpers mit der gleichen Winkelge-
schwindigkeit w um die zu A parallele Achse durch
seinen Schwerpunkt S.

Die Rotationsenergie setzt sich dann aus der Kineti-
schen Energie der Schwerpunktbewegung und aus der
Energie der Kdrperrotation um die Schwerpunktachse
zusammen:

1 1 1 1
Erot = Emv2 + EJSwZ = Emszw2 + EJSwZ s

Erot = %[msz + \]S](A)Z .
(7-12)

Durch Vergleich mit (7-8) folgt auch hieraus der Satz
von Steiner.

Das Tragheitsmoment eines starren Korpers be-
zuglich einer Achse durch den Schwerpunkt hangt im
Allgemeinen von der Orientierung dieser Achse ab.
Symmetrieachsen des Korpers sind gleichzeitig sog.
Haupttragheitsachsen; die zugehdérigen Tragheitsmo-
mente sind Extremwerte und heiBen Haupttragheits-
momente (N&heres siehe E 3.1.6).

Nach (6-20) ist die gesamte Kinetische Energie eines
Teilchensystems, hier des starren Kérpers, gleich der
Summe aus der kinetischen Energie der im Schwer-
punkt vereinigten Masse gemessen im Laborsystem
und der inneren Kinetischen Energie des Systems ge-
messen im Schwerpunktsystem:

Ex = %mvé + Eky int -
Der erste Term stellt die kinetische Energie der Trans-
lationsbewegung dar, wéhrend der zweite Term beim
starren Korper identisch mit der Rotationsenergie ist,
da die Rotation die einzige Bewegungsmaoglichkeit
des starren Korpers im Schwerpunktsystem darstellt:

(7-13)

1 1
Ex = Etrans + Erot = Em’l}g + EJS(L)Z .

Der Energiesatz flir die Bewegung eines starren Kor-
pers in einem konservativen Kraftfeld lautet daher

(7-14)

1 1
E=Ex+Ep= Emv§+ Esz2+ Ep

=const . (7-15)

Beispiel: Rollender Zylinder auf einer geneigten Ebe-
ne im Erdfeld (Bild 7-6).

Die potenzielle Energie im Erdfeld ist nach (4-17)
Ep = mgz. Mit abnehmender Hohe z wird potenzielle
Energie in kinetische Energie der Translation und
der Rotation umgewandelt. Bei einer nicht gleiten-
den Rollbewegung ist die Schwerpunktgeschwindig-
keit mit der Winkelgeschwindigkeit gemal vs = wr
(Abrollbedingung) gekoppelt. Der Energiesatz lautet
damit

mit

1 1
— Tl 4 = 2 —
E = smug + 5 Jsw” + mgz = const (7-16)

2 2
Vs = wl.

Wegen der Kopplung vs = wr héngt das Verhéltnis
von Translations- zu Rotationsenergie und damit die

Bild 7-6. Rollender Zylinder auf geneigter Ebene



7 Dynamik starrer Korper

B63

Translationsgeschwindigkeit vs bei der jeweiligen
Hohe z von der Grole des Rollradius r des Zylinders
ab.

7.3 Drehimpuls eines starren Korpers

Der Drehimpuls wurde zunéchst fur einen Massen-
punkt durch (3-25) definiert. Entsprechend gilt fiir ein
Massenelement dm eines starren Kdrpers

dL = (rxv)dm. (7-17)

Waéhlen wir flr r den senkrechten Abstand von der
Drehachse (r L w, vgl. Bild 7-7), so folgt aus (7-17)
mit v = w x r fur den Drehimpuls von dm in Richtung
von w

dL, = wr’dm, (7-18)

und daraus durch Integration iber den ganzen Korper
K und unter Beachtung von w = const sowie der De-
finition des Tragheitsmomentes (7-7) der Drehimpuls
des starren Korpers

szwfrzdszw.

K

Anmerkung: In (7-18) und (7-19) bedeutet L, die
Drehimpulskomponente in Richtung der Rotations-
achse w, die sich in der obigen Ableitung deshalb
ergab, weil fur r der senkrechte Abstand von der
Drehachse gewadhlt wurde. Der Drehimpuls eines
Massenelementes ist jedoch nach (3-25) beziiglich
eines Punktes definiert. Wird fur alle Massenelemente
des starren Kdrpers der gleiche Bezugspunkt auf der
Drehachse gewéhlt, so zeigt dL gemé&R (7-17) fur je-
des dmi. Allg. (aufer fur r L w) nicht in die Richtung

(7-19)

Bild 7-7. Zum Drehimpuls eines starren Kérpers

von w, sondern rotiert mit w um die Drehachse. Bei
der Integration Uber den ganzen Korper kompensieren
sich die verschiedenen dL-Komponenten senkrecht
zur Drehachse nur dann, wenn diese identisch mit
einer Haupttragheitsachse (vgl. 7.2) des Korpers
ist, z.B. bei einer Symmetrieachse. Anderenfalls
haben der resultierende Drehimpuls L und die
Winkelgeschwindigkeit w eines starren Kdrpers nicht
die gleiche Richtung, und der Verkntpfungsoperator
zwischen beiden ist ein Tensor: Tréagheitstensor
(Naheres siehe E 3.1.6). L rotiert (,,prézediert”, auch:
nprazessiert”) dann mit der Winkelgeschwindigkeit w
um die Richtung von w. Es l&sst sich jedoch zeigen,
dass es fiir jeden Korper (mindestens) drei zueinander
senkrechte Haupttrdgheitsachsen gibt, fur die der
Drehimpuls parallel zur Rotationsachse ist. Dann ist
das Trégheitsmoment ein Skalar und es gilt flr die
Haupttragheitsachsen

L=Jw. (7-20)

In 6.1.3 wurde gezeigt, dass fir ein Teilchensystem
die zeitliche Anderung des Gesamtdrehimpulses L
gleich dem einwirkenden &ufleren Gesamtdrehmo-
ment Mgy ist (6-14). Dasselbe gilt fur den starren
Kdorper, der sich als System von Massenelemen-
ten dm mit starren Abstdnden beschreiben I&sst.
Analog zum Newton’schen Kraftgesetz der Transla-
tion gilt also fur die Rotation des starren Korpers das
Bewegungsgesetz

— = Myt - (7-21)

dt
Wenn keine duBeren Drehmomente wirken, folgt
aus (7-21) die Drehimpulserhaltung

L =const fir Mg =0. (7-22)

Dieser Fall liegt auch vor, wenn der Kdrper einem
konstanten Kraftfeld ausgesetzt ist, z. B. dem Schwe-
refeld. Die Gewichtskraft greift am Schwerpunkt an,
erzeugt aber kein resultierendes Drehmoment, wenn
die Drehachse durch den Schwerpunkt geht. Ist die
Drehachse gleichzeitig eine Haupttragheitsachse, so
folgt aus (7-20) und (7-22)

Jw =const flir Mgt =0. (7-23)

Ein starrer Korper, der sich um eine Haupttrag-
heitsachse bei konstantem Trégheitsmoment dreht,
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rotiert bei fehlendem &uBeren Gesamtdrehmoment
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit. Ein Beispiel
ist in Bild 7-2 dargestellt.

Wenn bei einem nichtstarren Kdrper wéahrend der Ro-
tation durch innere Kréfte das Tragheitsmoment J ge-
andert wird, so &ndert sich nach (7-23) die Winkelge-
schwindigkeit im entgegengesetzten Sinne. Beispiel:
Die Pirouettentanzerin erhoht die Winkelgeschwin-
digkeit ihrer Rotation durch Verringerung ihres Trag-
heitsmomentes, indem sie die Arme eng an den Kor-
per legt.

Drehimpuls von atomaren Systemen

und Elementarteilchen

Die ErhaltungsgroRe Energie ist beim quantenmecha-
nischen harmonischen Oszillator gequantelt, kann al-
so nur diskrete Energiewerte annehmen, die sich um
AE = hwg unterscheiden (vgl. 5.2.2, (5-31)), was sich
besonders in atomaren Systemen beobachten lasst.
Ahnliches gilt fur den Bahndrehimpuls in Atomen
und den Eigendrehimpuls von Elementarteilchen.
Auch diese sind, wie die Quantenmechanik zeigt,
gequantelt (vgl. 16.1), d. h., sie kdnnen nur diskrete
Werte

L=il+D)n (1=0,1,..

mit der Komponente L, = I% in einer physikalisch
(z.B. durch ein Magnetfeld) ausgezeichneten Rich-
tung z annehmen (vgl. 16.1), die sich jeweils um

an-1)  (7-24)

AL, =1 (7-25)
unterscheiden. h ist das Planck’sche Wirkungsquan-
tum (vgl. 5.2.2) und hat die gleiche Dimension wie der
Drehimpuls (7 = h/2swt). Auch hier gilt der Drehim-
pulserhaltungssatz. Bei makroskopischen Systemen
wird die Drehimpulsquantelung wegen der Kleinheit
von 7 im Allgemeinen nicht bemerkt.

7.4 Kreisel

Ein Kreisel ist ein rotierender starrer Korper. Wir
betrachten als einfachen Fall einen symmetrischen
Kreisel, dessen Masse rotationssymmetrisch um eine
Drehachse verteilt ist. Durch eine Aufhangung im
Schwerpunkt, die eine freie Drehbarkeit in alle Rich-
tungen erlaubt (sog. ,kardanische* Aufh&ngung),

wird der Kreisel kraftefrei (Bild 7-8 ohne das
Gewicht m). Nach (7-22) und (7-23, Drehimpulser-
haltung) ist dann L = const || w = const, die Kreisel-
achse behdlt ihre einmal eingestellte Richtung bei.
Anwendung: Kreiselstabilisierung. L&sst man dage-
gen ein duReres Drehmoment M dauernd angreifen,
z.B. durch Anbringen eines Gewichtes der Masse m
im Abstand r vom Lagerpunkt (M =r x F = r xmg,
Bild 7-8), so weicht der Kreisel (die Spitze des
Vektors w) senkrecht zur angreifenden Kraft F aus.
Ursache hierfiir ist das Bewegungsgesetz der Rota-
tion (7-21), wonach ein angreifendes Drehmoment
eine zeitliche Anderung des Drehimpulses bewirkt,

dL = Mdt . (7-26)
Die Anderung dL erfolgt in Richtung des Drehmo-
mentes M, steht also senkrecht auf dem Drehimpuls-
vektor L. Wahrend der Zeit dt dreht sich daher der
Drehimpulsvektor um den Winkel

_dL Mt

d
T L

(7-27)
in die Richtung von L’ (Bild 7-8): Prézessionsbewe-
gung des Kreisels. Fur die Winkelgeschwindigkeit der
Prézession wp = de/dt folgt aus (7-27) mit (7-20)

M rF rmg
=— = — = — 7-28
PELTI0 Jo (7-28)
in vektorieller Schreibweise:
wpXxL=M=rxF. (7-29)

Anmerkung: Die Beziehung (7-28) gilt nur ndherungs-
weise, solange w > wp. Anderenfalls hat die resul-

v (B

—— )

eg

o F L

Bild 7-8. Kreiselprazession unter Einwirkung eines Dreh-
momentes
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Tabelle 7-1. Kinematische und dynamische GréfRen von Translation und Rotation

GroRen der Translation

Weg

Geschwindigkeit

Beschleunigung

Masse

Kraft

KraftstoR =Ap= [Fdt
Bewegungsgrolie,
Impuls

2 gilt nur flr Rotation um eine Haupttragheitsachse

p=mv

Tabelle 7-2. Gesetze der Translation und Rotation

Translation
d
Kraft F=—
at’
d’s
= t: F=m—
m = cons m e
kinetische Energie, Transl Exin = 1mv2 = P
gie, . ki = 5 = om
Leistung P=F- v
rucktreibende Kraft F = —-cx
Federpendel wo = Ve/m

@ gilt nur fur Rotation um eine Haupttragheitsachse

tierende Winkelgeschwindigkeit nicht mehr die Rich-
tung von L, sodass (7-20) nicht anwendbar ist. Wird
w zu klein, so wird die Prazessionsbewegung instabil.
Wird auf einen kréftefreien Kreisel ein dauerndes
Drehmoment M mit konstanter Richtung ausgetibt
(also anders als in Bild 7-8, wo die Richtung des
Drehmomentes sich mit der Prézession mitdreht),
so richtet sich aufgrund von (7-26) L in Richtung
von M aus. Dieser Effekt wird beim Kreiselkompass
ausgenutzt: Lasst man einen kréftefreien Kreisel
z.B. durch eine schwimmende Lagerung sich nur
in einer horizontalen Ebene frei bewegen, so (bt
die Erddrehung ein Drehmoment auf den Kreisel
aus, das parallel zur Winkelgeschwindigkeit der
Erde wirkt. Dadurch richtet sich der Kreiselkompass
stets in Richtung des geografischen Nordpols aus:
Tragheitsnavigation.

Bahndrehimpulse von Atomen und Eigendrehimpul-
se von Atomkernen und Elementarteilchen erfahren
infolge ihrer meist existierenden magnetischen Mo-
mente in Magnetfeldern Drehmomente, die wie beim

Verknupfung GroRen der Rotation
S =¢r Winkel @
vV=wXTr Winkelgeschwindigkeit w=g
a =axr+wxwv Winkelbeschleunigung x=w
J = [r2dm Tragheitsmoment J
M=rxF Drehmoment M
H=rxl DrehstoR H=AL
=[ M dt
L=rxp Drall, Drehimpuls L =Jw?
Rotation
Drehmoment M = EL
dt
. "
J = const: M = JW
Rotationsenergie Ex rot = leZ = L—2
' 2 2]
Leistung P=M-w
riicktreibendes Drehmoment M = —Dg
Drehpendel wo = VD/J

Kreisel zu Prazessionsbewegungen fiihren: Elektro-
nenspinresonanz, Kernresonanz.

7.5 Vergleich Translation — Rotation

Ein Massenpunkt kann nur Translationsbewegungen
durchftihren. Ein starrer Korper kann dagegen neben
der Translation auch Rotationshewegungen ausfih-
ren. Die einander entsprechenden Grofien beider Be-
wegungsarten und ihre Verkniipfungen zeigt Tabel-
le 7-1, die wichtigsten Gesetze fur beide Bewegungs-
arten sind in Tabelle 7-2 aufgefihrt.

8 Statistische Mechanik —
Thermodynamik

Bei Ein- und Zweiteilchensystemen koénnen die in-
dividuellen kinematischen und dynamischen GréRen
der Teilchen aus den Anfangsvorgaben und den wir-
kenden Kréaften (Bewegungsgleichungen F; = m;t;)
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bzw. Energie- und Impulserhaltungssatz fur jeden
Zeitpunkt berechnet werden. Dasselbe gilt fir die
Massenelemente des starren Korpers, da mit dessen
Bewegung auch diejenige seiner Massenelemente
bekannt ist.

Die Situation ist vollig anders bei Systemen aus
einer groRen Zahl von Teilchen, die nicht starr
gekoppelt sind, etwa die N Atome oder Molekiile
eines Gases (Teilchendichte n ~ 10%6/m?3) oder einer
Fliissigkeit (n~10%°/m?3). Die Lésung eines Systems
von N Bewegungsgleichungen ist bei solchen Zahlen
unmdglich, zumal dazu die Anfangsbedingungen fiir
alle N Teilchen bekannt sein missten. Als Ausweg
werden statistische Methoden angewandt, die Aussa-
gen Uber reprasentative Mittelwerte ergeben. Diese
sind umso genauer, je groRer die Zahl N der Teilchen
des Systems ist. In der kinetischen Theorie der Gase
werden so makrophysikalische Eigenschaften (z. B.
der Druck einer Gasmenge) aus mikroskopischen
Modellvorstellungen berechnet. Im Gegensatz dazu
wird in der phanomenologischen Thermodynamik
der Makrozustand eines solchen Vielteilchensys-
tems durch makrophysikalische Eigenschaften (sog.
ZustandsgroRen wie Druck, Temperatur, Volumen
usw.) beschrieben, ohne auf die mikrophysikalischen
Ursachen Bezug zu nehmen.

Die in diesem Abschnitt 8 darzustellenden Gesetz-
maRigkeiten Uber Vielteilchensysteme bilden die
Grundlage fur die weiterfihrende Behandlung in der
Technischen Thermodynamik, Kap. F. Die in 8.5
bis 8.9 formulierten Hauptsdtze der Thermodyna-
mik sind ferner die Basis fur die Thermodynamik
chemischer Reaktionen (C 8.1 — 8.3).

8.1 Kinetische Theorie der Gase

Als Modellvorstellung eines Gases wird das ideale
Gas benutzt. Es soll folgende Eigenschaften haben:

— Atome bzw. Molekiile werden als Massenpunkte
betrachtet.

— Keine Wechselwirkungskrafte zwischen den Mole-
kulen, auler beim StoR.

— StoRe zwischen den Molekiilen untereinander oder
mit der Wand werden als ideal elastisch behandelt.

Insbesondere die ersten beiden Annahmen sind umso
besser erfullt, je groRer der Molekulabstand gegen-
(iber den Molekiildimensionen ist, also bei stark ver-

dinnten Gasen (niedriger Druck bei hoher Tempera-
tur).

Die Atome bzw. Molekiile sind statistisch im betrach-
teten Volumen des Gases verteilt und bewegen sich
mit nach Betrag und Richtung statistisch verteilten
Geschwindigkeiten. Diese Vorstellung wird durch die
Beobachtung der Brown’schen Bewegung gestiitzt,
einer Wimmelbewegung von im Mikroskop gerade
noch sichtbaren Teilchen (z.B. Rauchteilchen in
Luft, oder suspendierte Teilchen in Wasser) infolge
sich nicht genau kompensierender StoRimpulse durch
die umgebenden, im Mikroskop nicht sichtbaren
Molekiile.

Das Teilchensystem befinde sich ferner im sog. sta-
tistischen Gleichgewicht, d. h., die individuellen Gro-
Ren, wie die Teilchengeschwindigkeit oder die Teil-
chenenergie, sollen in der wahrscheinlichsten Vertei-
lung vorliegen, sodass die jeweilige Verteilung ohne
&uBeren Eingriff zeitlich gleich bleibt.

Auf dieser Basis lassen sich durch wahrscheinlich-
keitstheoretische Uberlegungen Vorhersagen z.B.
Uber die Geschwindigkeitsverteilung der N Teilchen
eines Gases machen. Ohne genauere Betrachtung
lassen sich sofort folgende Aussagen machen:

— Die Geschwindigkeit v bestimmter Teilchen ist
nicht bekannt, liegt aber sicher zwischen 0 und co.
— Ist dN die Zahl der Teilchen mit Geschwindigkei-
ten zwischen v und v + dv, also im Intervall dv, so
ist
dN ~Ndv.

— Insbesondere geht dN — 0 fir dv — O, d.h., die
Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen mit genau einer
Geschwindigkeit anzutreffen, ist gleich null.

— Ferner wird dN von v selbst abhangen:

dN = Nf(v)dv. (8-1)

Hierin ist f(v) = (1/N) - dN/dv die Verteilungsfunk-
tion fur den Betrag der Teilchengeschwindigkeit,
fur die hinsichtlich ihrer Grenzwerte sicher gilt:
f(0) =0, f(c0) = 0. Zwischen v = 0 und v = co wird
ein Maximum vorliegen. Maxwell hat diese Vertei-
lung unter Zugrundelegung einfacher, klassischer
Wahrscheinlichkeitsannahmen berechnet (Bild 8-1):
Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung

2
f(v) = 4n ( )3/2 v? exp (— me”/2

i 8-2
27KT kT @2



8 Statistische Mechanik — Thermodynamik

B67

mit
m Teilchenmasse ,
k = 1,3806504 - 10~2% J/K, Boltzmann-Konstante

(siehe 8.2) ,
T Temperatur (siehe 8.2) .

Der Exponentialfaktor in (8-2) wird auch Boltzmann-
Faktor genannt (siehe 8.2). Das Maximum der Vertei-
lungskurve ergibt sich mit df(v)/dv = 0 aus (8-2).
Es liegt dann vor, wenn die kinetische Energie der
Teilchen mv?/2 = KT ist, d. h., wenn der Boltzmann-
Faktor den Wert 1/e hat, und liefert die wahrschein-
lichste Geschwindigkeit

G PLUN
m

Da die Verteilung unsymmetrisch ist, besteht keine
Ubereinstimmung mit der mittleren Geschwindigkeit

(8-3)

Esz(v)vdvzif):l,lZS...f). (8-4)
0

Vi

Das mittlere Geschwindigkeitsquadrat 2 ist fur die
Berechnung der mittleren kinetischen Energie wich-
tig. Aus der Maxwell-Verteilung (8-2) ergibt sich

= (1,2247...0) . (8-5)

Fur die mittlere kinetische Energie erhédlt man
daraus die Beziehung mv?/2 = (3/2)kT (vgl. 8.2).

100

= T
-1 ~ ‘yvz
{km/s) 11/ 7 He
075 ~ T=300K
/ H
050 Lo
_—y T H
= 1ot
= By
) 1
025 =
| 1
| {
1 1

6 05 10 15 20 25 30 km/s4Q

Bild 8-1. Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung

Bild 8-2. Geschwindigkeitsselektor fiir Molekularstrahlen

Zur experimentellen Bestimmung der Glltigkeit
der Maxwell’schen Geschwindigkeitsverteilung lasst
man Gas aus einer Offnung in einen hochevaku-
ierten Raum strémen, blendet einen Molekdlstrahl
mittels Kollimatorblenden aus, und I&sst den Strahl
nacheinander durch zwei gemeinsam rotierende
Scheiben mit versetzten Schlitzen treten (Bild 8-2).
Je nach Abstand s, Winkelgeschwindigkeit « und
Winkelversatz der Schlitze ¢ gelangen nur Molekdile
eines bestimmten Geschwindigkeitsintervalls dv in
den Detektor. Mit Anordnungen dieser Art konn-
te die Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung
durch Variation von w sehr gut bestétigt werden.
Umgekehrt kann eine Anordnung nach Bild 8-2
als Geschwindigkeitsselektor (Monochromator) fur
Molekularstrahlen benutzt werden.

Berechnung des Gasdruckes auf eine Wand: Der Gas-
druck p (nicht zu verwechseln mit dem Impuls!) ent-
steht durch elastische Reflexion der Gasmolekiile an
der Wand und I&sst sich aus dem Impulsibertrag an
die Wand berechnen. Fir einen gerichteten Teilchen-
strom ergab sich nach (6-47) und (6-48)

p = 2nmo? .

In einem Gas sind dagegen die Molekiilgeschwindig-
keiten und ihre Richtungen isotrop verteilt, sodass bei
einer Molekildichte n nur n/2 Molekdle in die Rich-
tung der betrachteten Wand fliegen (Bild 8-3). Aus

\Vepe™ L L
~. 0‘\/' / \ “:' I IVn>U
/',/“ - ° . ‘Vn<0
z ‘\. ‘
TZ; 3” N I’ l:\ P ‘ yormale
N Wand

Bild 8-3. Zur Berechnung des Gasdruckes. Nur die Mole-
kiile mit v, < 0 bewegen sich zur Wand
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dem gleichen Grunde gilt fiir die Komponenten des
mittleren Geschwindigkeitsquadrates

- - - — 11—
V=i =07 == §v2 , (8-6)
sodass flr den Gasdruck folgt:
1 —
p= §nmv2 . (8-7)

SI-Einheit : [p] = Pa = N/m?. Weitere Druck-
einheiten siehe Tabelle 8-1 .

Mit der mittleren kinetischen Energie eines Teilchens

-1 =

= 57 (8-8)
lasst sich der Gasdruck (8-7) darstellen durch

p= %n & . (8-9)

Definition der Stoffmenge und einiger darauf bezoge-
nen Grolien:

Die Stoffmenge v ist die Menge gleichartiger Teilchen
(z. B. Atome, Molekiile, lonen, Elektronen oder sons-
tige Teilchen), die in einem System enthalten sind. Sie
ist eine Basisgrofie im Internationalen Einheitensys-
tem (SI):

SI-Einheit : [v] = mol (Mol) .

Tabelle 8-1. Druckeinheiten

Definition,

Umrechnung in Pascal
1Pa=1N/m? = 1kg/(m-s?)
1 bar = 10° dyn/cm? = 10° Pa

Name (Zeichen)

Pascal (Pa)
Bar (bar)

physikalische
Atmosphére (atm)

Torr

1atm = 101 325 Pa
1 Torr= (1/760) atm
= 133,322...Pa
technische
Atmosphére (at)
pound per square
inch (psi)

lat = 1kp/cm? = 98 066,5 Pa

1psi = 1 (Ibwt)/in?
= 6894,75...Pa
Fur den Normdruck gilt
pn = 101 325 Pa = 1,01325 bar = 1 atm = 760 Torr
=1,03322...at = 14,6959...psi

Ein Mol ist die Stoffmenge eines Systems, in dem so
viel Teilchen enthalten sind wie Atome in 12 g des
Kohlenstoffnuklids 12C, das sind 6,02214179 - 10%3
Teilchen.

Avogadro-Konstante:

Na = (6,02214179 +3-107") - 102 mol™* .

Anmerkung: In der deutschsprachigen Literatur wird
Na gelegentlich noch Loschmidt-Zahl L genannt.
Dieser Name bezeichnet jedoch heute die Zahl der
Molekiile im Volumen 1m?® des idealen Gases
im Normzustand (p = pp = 101325Pa, T = Ty =
273,15 K = 0°C, vgl. 8.2 und Tabelle 8-1), die
Loschmidt-Konstante:

no = A = 26867774 10%/m° |
Vm,O

Die molare Masse M (Molmasse) ist die Masse der
Stoffmenge 1 mol. Der Zahlenwert der molaren Mas-
se ist gleich der relativen Molekilmasse M, (Mo-
lekiilmasse bezogen auf die Atommassenkonstante
my = 1u).

Das molare Volumen Vp, (Molvolumen) ist das Volu-
men der Stoffmenge 1 mol. Insbesondere bei Gasen
ist es stark von Druck und Temperatur abhdngig. Im
Normzustand betragt das Molvolumen eines idealen
Gases Vi = Vino = 22,413996 I/mol. Es gilt

(8-10)

Ist m die Masse eines Teilchens des betrachteten Stof-
fes und n die Teilchenzahldichte, so gilt

M
Na = — =nVp.
A m m

(8-11)
Durch Multiplikation von (8-9) mit Vy, folgt unter Be-
achtung von (8-11)

pVm = %NAék . (8-12)

Nagk = Exm (8-13)

ist die gesamte in einem Mol enthaltene kinetische
Energie, d.h.,
Ek‘m .

pVm = (8-14)

Wl N
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Solange Ek,m sich nicht andert (das ist fiir T = const
der Fall, siehe 8.2), gilt demnach das Gesetz von Boyle
und Mariotte:

p Vi = const bzw. pV = const, (8-15)

das experimentell gefunden worden ist.

8.2 Temperaturskalen, Gasgesetze

Die Temperatur T einer Materiemenge ist ein Maf
fur die Bewegungsenergie seiner Molekile. Sie
kennzeichnet einen Zustand der Materiemenge, der
von ihrer Masse und stofflichen Zusammensetzung
unabhéngig ist. Die Temperatur wird deshalb als
ZustandsgroRe bezeichnet. Wie noch gezeigt werden
wird (8-27), gilt fur das ideale Gas der folgende Zu-
sammenhang zwischen mittlerer kinetischer Energie
der Teilchen und der Temperatur:

Ex=CT. (8-16)
C ist eine noch zu bestimmende Konstante. Fir T=0
findet danach keine Warmebewegung mehr statt. Die-
ser Punkt stellt die tiefste mogliche Temperatur dar
und dient als Nullpunkt der absoluten oder thermody-
namischen Temperatur (Kelvin-Skala). Die Tempera-
tur ist eine Basisgrofe des Internationalen Einheiten-
systems (SI).

Sl-Einheit: [T] =K.

1 Kelvin ist der 273,16te Teil der thermody-
namischen Temperatur des Tripelpunktes
von Wasser : 1K = Ty(H0)/273,16 .

Der Tripelpunkt einer reinen Substanz ist der durch
charakteristische, feste Werte von Temperatur und
Druck definierte Punkt, an dem allein alle drei
Phasen koexistieren (vgl. 8.4). Der Zahlenwert
273,16 folgt aus der friiher festgelegten, auf der
Temperaturausdehnung des Quecksilbers basieren-
den Celsius-Skala mit den Fixpunkten ¢ = 0°C
(0 Grad Celsius) fur den Eispunkt und ¢ =100 °C fur
den Siedepunkt des reinen, luftgesattigten Wassers
beim Normdruck p, = 101325Pa, wenn man fir
Temperaturdifferenzen fordert

AT = Adpc - (8-17)

Die Werte der Celsius-Temperatur und die der ther-
modynamischen (Kelvin-) Temperatur sind miteinan-
der verkniipft durch

T=To+d mit To=27315K. (8-18)
To ist die Temperatur des Eispunktes ¢+ = 0°C. T
und ¢ dirfen in einer Formel nicht gegeneinander ge-
kirzt werden! In angelsachsischen Landern ist ferner
die Fahrenheit-Skala noch tiblich, Umrechnung:

Ic) = (Ipr —32)-5/9. (8-19)

Viele physikalische GroRen sind temperaturabhangig,
z.B. die Linearabmessungen fester Korper, das Vo-
lumen von Flissigkeiten, der elektrische Widerstand
von Metallen und Halbleitern, die Temperaturstrah-
lung von erhitzten Kdrpern, die elektrische Spannung
von Thermoelementen, der Druck von Gasen (bei
konstantem Volumen), usw. Sie kdnnen zur Tempe-
raturmessung mit Thermometern ausgenutzt werden.
Tabelle 8-2 flhrt einige Prinzipien und Messbereiche
absoluter und praktischer Thermometer auf.

Gasgesetze

Die experimentelle Untersuchung der Temperaturab-
hangigkeit des Druckes und des Volumens einer Gas-
menge ergibt das Gasgesetz:

pV = poVo(l + ad) ; (8-20)

Tabelle 8-2. Methoden der Temperaturmessung

Temperatur Absolute Praktische
T{K) Thermometer Ther mometer
{mussen geeicht
werden)
0* Pyrometer
| | (Strahlungsgesetze,
10° H Plonck- Formel }
I Thermoelement
07 - | | Gasthermometer Pt - Widerstands -
| | (Zustands - thermometer
10 + I! | gleichung) Hg~ Thermometer
1 b I ! Dompfdruck-
| I thermometer .
ok I | (Clausius- Be-,C-Widerstands -
| | Clapeyron-6l.) thermometer
107 | ! Paromagnetische
i+ | Suszeptibilitdt
07 i 0 (Curie-Gesetz)
el ¢ Kernsuszeptibilitdt
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po und Vg sind Druck und Volumen bei ¢ =0°C
(T = Ty). Dieses Gasgesetz enthélt die folgenden em-
pirischen Einzelgesetze:

Gesetz von Boyle und Mariotte (vgl. (8-15)):

pV =const fiir ¢ = const,

1. Gesetz von Gay-Lussac:

V=Vo(l+ad) fir p=const=py, (8-21)
2. Gesetz von Gay-Lussac:
p=po(l+ad) fur V =const=Vy. (8-22)

Fur die meisten Gase (insbesondere in Zustdnden fern
vom Kondensationsgebiet, vgl. 8.4) gilt fiir die Kon-
stante a:

1 1
== 8-23
YT 27315K T T (8-23)
Mit (8-18) lasst sich daher (8-20) umformen in
pv = Vo (8-24)
To

Der Quotient poVo/To ist flr eine feste Gasmenge
konstant, da poVo nach (8-15) fur T = Ty konstant
ist. Ferner besagt das empirisch gefundene Gesetz
von Avogadro (vgl. C 5.1.2), dass die Molvolumina
verschiedener Gase bei gleichem Druck und gleicher
Temperatur gleich sind. Fur die Gasmenge 1 mol ist
dann der Quotient poVmo/To eine universelle Kon-
stante, deren Wert sich aus dem Normdruck p,, dem
Molvolumen bei Normbedingungen und T, berech-
nen lasst, die universelle (molare) Gaskonstante

pOVm,O
0

R =

= 8,314472J/(mol - K) . (8-25)
Das Gasgesetz (8-24) bekommt damit die Form der
allgemeinen Gasgleichung (Zustandsgleichung des
idealen Gases)

pV = WRT . (8-26)
Mit (8-10) gilt

PVm = RT .
Die allgemeine Gasgleichung gilt in guter Naherung
fur reale Gase, deren Zustand fern vom Konden-

sationsgebiet ist (siehe 8.4), exakt gilt sie fir das
ideale Gas.

100
AN
075 4,000/r
10150 \\ \ N\ 7-273,15K
S0 N \\§
0,101325 \S§
0 5 10 5 L0 @ 5

Bild 8-4. Isothermen des idealen Gases im p, V-Diagramm

Bild 8-4 zeigt die Abhéngigkeit p(Vy,) fir T = const,
sog. Isothermen, nach (8-26) im p, V-Diagramm. Wie
die Temperatur sind auch Druck und Volumen Zu-
standsgroRen.

Die kinetische Gastheorie ergibt fir das Modell des
idealen Gases, dass pVy, proportional zur gesamten
mittleren kinetischen Energie der Gasmolekiile
ist (8-14). Der Vergleich mit (8-26) ergibt fur die
mittlere molare kinetische Energie

- 3
Eicm=5RT. (8-27)
Nach Division durch die Avogadro-Konstante Na
(vgl. (8-13)) folgt daraus die mittlere kinetische

Energie pro Molekdl

_ 3 R 3
=—.—T=—=kT 8-28
*= 5 Na > KT (8-28)
mit der Boltzmann-Konstanten
R
k = N 1,3806504 - 1072 J/K . (8-29)
A

Gleichung (8-27) und (8-28) stellen die Begriindung
fur die in (8-16) angenommene Proportionalitat
zwischen der im Gas enthaltenen mittleren kineti-
schen Energie und der Temperatur dar. Die zundchst
empirisch-experimentell definierte GréRe Temperatur
stellt sich hiermit als MaR flr die Energie der statis-
tisch ungeordneten Bewegung der Molekiile heraus
und ist heute auf dieser Basis definiert. Die thermo-
dynamische Temperaturskala hangt damit nicht mehr
von speziellen Stoffeigenschaften ab (z. B. von dem
Ausdehnungsverhalten des Quecksilbers, wie bei der
urspriinglichen Celsius-Skala). Fur Flussigkeiten und
Festkorper gibt es zu (8-27) und (8-28) entsprechende
Beziehungen.
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Die innere Energie U eines idealen Gases aus N
Atomen (bezogen auf das Schwerpunktsystem,
vgl. (6-23); der Index int wird hier weggelassen) ist
nach (8-28)

U= Ng= g NKT . (8-30a)
Die molare (stoffmengenbezogene) innere Energie
Unm = U/v ergibt sich mit v = N/Na und (8-29) zu
3
Unp = ERT
und ist allein von der Temperatur abhéngig. Fir mehr-
atomige Molekiilgase ergibt sich anstatt 3/2 ein ande-
rer Zahlenfaktor, siehe 8.3. Aus (8-8) und (8-28) ergibt
sich die gaskinetische Molekulgeschwindigkeit

Sie steigt mit VT, wie auch aus Bild 8-5 zu entneh-
men ist.

Fir den Druck eines idealen Gases bei der Teilchen-
dichte n ergibt sich aus (8-9) mit (8-28)

(8-30D)

(8-31)

p = nkT . (8-32)

Unter der Einwirkung dauBerer Kréfte wird der
Gasdruck ortsabhangig, im Gravitationsfeld also
héhenabhéngig. Zur Berechnung werde eine vertikale
Gassdule vom Querschnitt A betrachtet (Bild 8-6).

150

-1
{km/s) 00K He

125
100 \
I
) 050 /
RIVa)
/ N

0 05 10 15 20 25 30

V ——

300K

™~

km/s 40

Bild 8-5. Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilungen fir
Helium bei T = 100, 300 und 900 K

Zwischen den Hohen h und h + dh entsteht eine
Druckdifferenz dp, die gleich der an den Teilchen im
Volumenelement Adh angreifenden Kraft nAdh mg,
dividiert durch die Querschnittsflache A ist:

dp = _m =-nmgdh . (8-33)
Unter Beachtung von (8-32) folgt daraus
dp  mgdh
Y (8-34)

Die Integration unter der Annahme T = const liefert
P = po e ¥ bzw. n= No e ¥ (8-35)

Muit (8-32) und durch Einflihren der Dichte (7-3)

UL (8-36)
°Tav
ergibt sich
m_M_e_& (8-37)

KT " p p po

Damit folgt aus (8-35) die barometrische Hohenfor-
mel

P = Po - eXp(=h - 00g/pPo) = Po - eXp(=h/H) .
(8-38)

Die sog. Druckhéhe H = po/(00g) wird fiir die
Normatmosphére mit pg = py = 1013,25hPa, gy =
on = 1,225kg/dm® und g = g, = 9,80665m/s?
(vgl. Tabelle 1-5) leicht gerundet zur international
vereinbarten Druckskalenhohe Hp,, = pn/(on0n) =
84345 m. Bei etwa konstanter Temperatur ist dem-
nach in 8 km Hohe der Luftdruck auf den e-ten
Teil gefallen, (8-38) kann fir nicht zu grofRe Héhen

h~E

_____p-0p,g+dg
e ~exp(-mgh/kT}
A 2,0.7

Bild 8-6. Ideales Gas im Schwerefeld (zur barometrischen
Hoéhenformel)
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£
£
n=nyexp(~£/kT)
AE
£ 2
0 my n

Bild 8-7. Zusammenhang zwischen Teilchenenergie und
Teilchenzahldichte (zum Boltzmann’schen e-Satz)

zur ndherungsweisen Hohenbestimmung aus dem
Luftdruck benutzt werden.
Der Zahler im Exponenten von (8-35) stellt die po-
tenzielle Energie E, = mgh der Teilchen im Erd-
feld dar (4-17), sodass fiir die Teilchenzahldichte folgt
(Bild 8-7)
Ep

n=nge & . (8-39)
Aus (8-39) folgt fur das Verhéltnis der Teilchenzahl-
dichten bei Energien, die sichum AE = E,—E; unter-
scheiden (Bild 8-7), der sog. Boltzmann’sche e-Satz

n
2 i, (8-40)
Ny

Dieses Gesetz stellt eine wichtige Beziehung von
allgemeiner Giiltigkeit fiir Vielteilchensysteme im
thermischen Gleichgewicht (T =const) dar. Der
Boltzmann-Faktor (rechte Seite von (8-40)) ist auch
bereits im Maxwell’schen Geschwindigkeitsvertei-
lungsgesetz (8-2) aufgetreten.

8.3 Freiheitsgrade, Gleichverteilungssatz

Freiheitsgrade der Bewegung eines Teilchens:

Die Zahl f der Freiheitsgrade ist gleich der
Anzahl der Koordinaten, durch die der Be-
wegungszustand eindeutig bestimmt ist.

Ein einatomiges Gasmolekil hat demnach 3 Frei-
heitsgrade der Translation, weil es Translationsbewe-
gungen in allen drei Raumrichtungen ausfiihren kann.
Mehratomige Molekile haben auBerdem Freiheits-
grade der Rotation und der Schwingung.

In einem Vielteilchensystem, in dem keine Raumrich-
tung ausgezeichnet ist, ist die Geschwindigkeitsver-
teilung isotrop, und es gilt nach (8-6)

¥ =uv (8-41)
Das lasst sich auf die Molekiile eines Gases Ubertra-
gen. Nach Multiplikation mit m/2 folgt mit der mitt-
leren kinetischen Energie pro Molekdil (8-28) im ther-
mischen Gleichgewicht

gvﬁ = gvf, = gvg = % . gvz = %kT . (8-42)
Auf jede der drei méglichen Richtungen der Trans-
lationsbewegung eines Molekdls, d. h. auf jeden der
drei Translationsfreiheitsgrade, entfallt danach im
Mittel der Energiebetrag kT /2. Verallgemeinert wird
diesim
Gleichverteilungssatz (Aquipartitionsprinzip):
Auf jeden Freiheitsgrad eines Molekiils ent-
fallt im Mittel die gleiche Energie: die mitt-
lere Energie pro Freiheitsgrad und Molekdl
ist

-1
Efzsz,

die mittlere molare (innere) Energie pro Frei-
heitsgrad ist

(8-43)

Ems= %RT =Unrt.
Bei mehratomigen Molekilen kénnen durch Stof}
auch Rotationshewegungen angeregt werden, so-
dass kinetische Energie auch als Rotationsenergie
aufgenommen werden kann. Bei zweiatomigen
Molekiilen (H,, N2, O;) sowie bei gestreckten (linea-
ren) dreiatomigen Molekilen (CO,) kdénnen zwei
Rotationsfreiheitsgrade angeregt werden, namlich

(8-44)

Bild 8-8. Rotationsfreiheitsgrade bei a zwei- und b dreiato-
migen Molekiilen
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Tabelle 8-3. Zahl der anregbaren Freiheitsgrade. Die einge-
klammerten Schwingungsfreiheitsgrade sind bei Raumtem-
peratur meist nicht angeregt

Stoff Freiheitsgrade
Trans- Rota- Schwin- Summe
lation tion  gung
Gas (einatomig) 3 - - 3
Gas (zweiatomig) 3 2 ) 5(7)
Gas (dreiatomig,
gestreckt) 3 2 (8) 5(13)
Gas (dreiatomig,
gewinkelt) 3 3 (6) 6 (12)
Festkorper - - 6 6

Rotationen um die beiden Symmetrieachsen senk-
recht zur Molekilachse (Bild 8-8a). Eine Rotation um
die Molekuilachse ist durch Stol nicht anregbar. Bei
drei- und mehratomigen (nicht gestreckten) Molek-
len sind alle drei moglichen Rotationsfreiheitsgrade
anregbar (Bild 8-8b).
SchlieRlich konnen bei mehratomigen Molekilen
durch Stof auch Schwingungen angeregt werden,
wobei je Fundamentalschwingung (Schwingungs-
modus, vgl. 5.6) Energie in Form von kinetischer
und potenzieller Energie aufgenommen werden
kann, sodass je Fundamentalschwingung zwei
Schwingungsfreiheitsgrade zu rechnen sind (fir die
eindeutige Festlegung des Bewegungszustandes bei
der Schwingung sind zwei Angaben notwendig,
z.B. Auslenkung und Geschwindigkeit; das ergibt
zwei Freiheitsgrade). Die Zahl der Fundamental-
schwingungen bei Molekiilen ergibt sich &hnlich
wie bei der Federkette (Bild 5-28), jedoch fallen
einige Schwingungsmoden wegen der fehlenden
Einspannung weg (Bild 8-9).
Bei Festkorpern haben die an ihre Ruhelagen gebun-
denen Atome allein die Mdglichkeit der Schwingung
in drei Raumrichtungen, sodass hier 6 Schwingungs-
freiheitsgrade auftreten. Eine Ubersicht tiber die Zahl
der anregbaren Freiheitsgrade gibt Tabelle 8-3.
Nach dem Gleichverteilungssatz hangt demnach die
molare innere Energie eines Gases von der Zahl f der
angeregten Freiheitsgrade ab:

Unp = %fRT .
Da sowohl der Rotationsdrehimpuls (und damit die
Rotationsenergie) als auch die Schwingungsenergie

(8-45)

-O—0—0-
O~

Bild 8-9. Schwingungsmoden zwei- und dreiatomiger Mo-
lekile

gequantelt sind (vgl. 7.3 und 5.2.2), muss die mittlere
thermische Energie pro Freiheitsgrad mindestens fir
die Anregung der ersten Quantenstufe der Rotations-
bzw. Schwingungsenergie pro Freiheitsgrad aus-
reichen. Bei tieferen Temperaturen werden daher
Schwingungs- und Rotationsfreiheitsgrade nicht
angeregt.

Berechnung der Grenztemperaturen am Beispiel des
Wasserstoffmolekdls:

Anregung der Rotationsfreiheitsgrade
Die Rotationsenergie betragt nach (7-8) mit (7-20)
2 2
Erot = %sz = (32“3) = ZL—J .
Nach (7-25) ist der Drehimpuls L in einer physi-
kalisch ausgezeichneten Richtung z durch L, =1
(I Drehimpuls-Quantenzahl) gegeben. Der kleinste
mogliche Wert fir den Drehimpuls (aufler 0) ist
derjenige fur | = 1. Daraus folgt als Bedingung fur
die Anregung eines Rotationsfreiheitsgrades

(8-46)

1 2
—kT =2 — -
2~ 21 &-47)
und die Grenztemperatur ergibt sich zu
hZ
Trot = — . 8-48
o = 13 (8-48)

Die H-Atome im Wasserstoffmolekil haben den
Abstand ro = 77pm und die Masse m, = 1.67
107%"kg. Das Tragheitsmoment ist J = mpr3/2 =
4,95 - 10~*8 kg - m2. Damit folgt fiir die Grenztempe-
ratur Tyt = 163 K. Die Rotationsfreiheitsgrade sind
demnach bei Zimmertemperatur angeregt.
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Anregung der Vibrations-

oder Schwingungsfreiheitsgrade

Die Energie des quantenmechanischen Oszillators ist
nach (5-30) gegeben durch

En= (n + %) hvo . (8-49)
Um mindestens eine Stufe anzuregen (von n = 0 nach
n = 1), muss eine Energie von AE = hy, aufgebracht
werden, fiir jeden der beiden Schwingungsfreiheits-
grade also hvg/2. Die Bedingung fur die Anregung
der Schwingungsfreiheitsgrade lautet also

1 hVo
kT 2 —. 8-50
2 2 (8-50)
Die Grenztemperatur ergibt sich daraus zu
hv
Tuib = TO : (8-51)

Experimentell findet man fur das Wasserstoffmole-
kil AE ~ 0,3eV, d.h., v = 73THz. Aus (8-51) er-
gibt sich damit die Grenztemperatur Ty, ~ 3500 K.
Bei Zimmertemperatur sind daher die Schwingungs-
freiheitsgrade (anders als die Rotationsfreiheitsgrade)
bei Wasserstoff nicht angeregt.

Diese Grenztemperaturen bestimmen die Tempera-
turabhéngigkeit der Warmekapazitat von Gasen, sie-
he 8.6. Die bei der Rotations- und Schwingungsan-
regung auftretenden Quanteneffekte treten grundsétz-
lich auch bei der Translation auf: Wegen der experi-
mentell unvermeidlichen Beschrankung auf endliche
Volumina ist auch die Translationsenergie gequantelt.
Infolgedessen konnen auch die Translationszustande
von Gasen bei sehr tiefen Temperaturen nicht mehr
angeregt werden.

8.4 Reale Gase, tiefe Temperaturen

Zur Beschreibung des Phaseniiberganges vom gas-
formigen in den flissigen Zustand und umgekehrt
(Kondensation und Verdampfung) ist die Zustands-
gleichung des idealen Gases (8-26) nicht geeignet, da
sie Wechselwirkungskréfte zwischen den Molekiilen
nach der Definition des idealen Gases nicht bertick-
sichtigt. Gerade diese bewirken jedoch die Bindung
zwischen den Molekilen im flussigen Zustand. Bei
hoher Gasdichte, wie sie in der Nahe der Verflussi-

gungstemperatur herrscht, mussen daher die Van-der-
Waals-Kréfte zwischen den Molekilen und ferner das
Eigenvolumen der Molekile in einer Zustandsglei-
chung realer Gase berlicksichtigt werden. Interpretiert
man das ideale Gasgesetz p/RT = 1/Vy, als 1. Néhe-
rung einer sogenannten Virialentwicklung der Form

B.(T)
Vi

B2(T)
V3

p 1
r_ 1
RT Vo | ©

(8-52)

fur den Grenzfall sehr grof3er molarer Volumina Vy,,

so erhdlt man eine bessere Naherung fir reale Gase

unter Beriicksichtigung von By (T). Experimentell er-

gibt sich fur die Temperaturabhéngigkeit von B;
By(T) = b— —— (8-53)

mYTETRT
Eingesetzt in (8-52) ergibt sich unter Vernachlassi-
gung hoherer Glieder als eine in weiten Bereichen

brauchbare Zustandsgleichung fiir reale Gase die
Van-der-Waals-Gleichung

a
(p + ﬁ) (Vm=b) =RT, (8-54)
bzw. fuir eine beliebige Stoffmenge v:
ar?
(p + W) (V —vb) = vRT . (8-55)

a/VZ2 Binnendruck oder Kohasionsdruck, beriick-

sichtigt die Wechselwirkung der Molekile

und wirkt wie eine \ergrofRerung des Au-

Rendrucks. Der Binnendruck ist proportional

dem inversen Abstand und der Anzahl der

benachbarten Molekiile und damit ~n?, also

~V:2, vgl. (8-54).

b Covolumen, bericksichtigt das Eigenvolumen
der Molekdile, das das freie Bewegungsvolu-
men der Gasmolekiile, etwa zwischen zwei
StoRen, reduziert. Es stellt den unteren Grenz-
wert von Vp, bei hohem Druck dar (flissiger
Zustand). Bei kugelférmigen Teilchen mit dem
Radius rp ist der StoBradius rs = 2rp (vgl. 9.1),
das Stollvolumen des stoBenden Teilchens also
Vs = 8 Vp, das des gestollenen ist dann gleich 0
zu setzen. Im Mittel ist daher das StoRvolumen
gleich 4 Vp und bezogen auf ein Mol
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o Bild 8-10. a Isothermen eines realen Gases
10 [1] 110 ZIU °C 3|0 (COy) im p,V-Diagramm, berechnet aus (8-54).
WP b Dampfdruckkurve fiir das Zweiphasengebiet
8_
Kp
= A
l =
Q. % pd
FL.
L=
Siedegrenze Taugrenze Te
AN 1 | 1 Lo
0 01 62 03 0f 05 | 0670 29 K 310
a Vo —— b T—
b=4N 47”3 (8-56) ganze Zweiphasengebiet hinweg dieselbe ist wie
TTATRT beim Durchlaufen der Kurve. Daraus folgt, dass die

Fur hohe Temperaturen und groRe Molvolumina sind
die Korrekturen vernachlassigbar und (8-54) geht in
die Zustandsgleichung des idealen Gases (8-26) (ber.
Die Isothermen eines Van-der-Waals-Gases im p,V-
Diagramm sind in Bild 8-10 dargestellt.

Die zu hoheren Temperaturen gehdrenden Isother-
men entsprechen erwartungsgeman denen des idealen
Gases (vgl. Bild 8-4). Unterhalb einer kritischen
Temperatur Ty bilden die Isothermen Maxima und
Minima aus, zwischen denen der Kurvenverlauf
eine Druckabnahme bei Volumenverringerung be-
deuten wiirde. Derartige Zustandsénderungen treten
jedoch nicht auf. Stattdessen werden innerhalb des
in Bild 8-10a als Zweiphasengebiet gekennzeich-
neten Bereiches horizontale Geraden durchlaufen,
d.h., der Druck bleibt bei Volumenverringerung
(flr T = const) unverandert. Dies geschieht durch
Kondensation eines Teils des Gases in den flussigen
Zustand, einsetzend an der Taugrenze (Bild 8-10a)
und fortschreitend bis zur vollstdndigen Konden-
sation an der Siedegrenze. Dann steigt der Druck
steil an, da Flussigkeiten nur eine geringe Kom-
pressibilitat besitzen. Der Flussigkeitshereich links
von der Siedegrenze ist zu Kkleinen Volumina hin
durch das Covolumen b begrenzt. Die Flache unter
einer Isotherme entspricht der Volumenarbeit fpdv
(siehe 8.5.1) bei der Kompression. Die Lage der
horizontalen Isothermenstiicke regelt sich so, dass
die Volumenarbeit bei der Kompression {ber das

Flachenstiicke im Zweiphasengebiet (Bild 8-10a)
paarweise gleichen Flacheninhalt haben. Die gasfor-
mige Phase unterhalb der kritischen Isotherme wird
auch Dampf genannt. Oberhalb der kritischen Tempe-
ratur ist eine Verfliissigung allein durch Kompression
bei konstanter Temperatur nicht moglich.

Der kritische Punkt KP (Bild 8-10a) ist durch einen
Wendepunkt der kritischen Isotherme mit horizonta-
ler Tangente gekennzeichnet. Die kritischen GroR3en
Tk, Pk> Vi, k 1assen sich daher aus der Van-der-Waals-
Gleichung (8-54) mittels der Bedingungendp/dV =0
und d?p/dV?2 = 0 berechnen:

8a
Tk = 27Rp
_ . a _3 (8-57)
Pk = 5707 - PV, k = 8RTk
Vml kK — 3b .

Werte fir die kritischen Groen und Van-der-Waals-
Konstanten finden sich in Tabelle 8-4.

Innerhalb des Zweiphasengebietes ist im Gleich-
gewicht der Sattigungsdampfdruck pg allein ei-
ne Funktion der Temperatur. Die zugehorige
Dampfdruckkurve ist in Bild 8-10b dargestellt.
Ihr Verlauf lasst sich mittels eines Kreisprozesses
(siehe 8.8) berechnen. Dazu werde zundchst 1 mol
einer Flussigkeit bei der Temperatur T + dT und dem
Sattigungsdampfdruck pg + dpg verdampft, wobei
sich das Volumen von Vi, auf Vy, g vergroBert.
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Anschlieend wird der Dampf bei der Temperatur T
wieder kondensiert. Die dabei insgesamt geleistete
Volumenarbeit (Vm, g —Vm,1)dpq entspricht der schraf-
fierten Flache in Bild 8-11 und h&ngt mit der beim
Verdampfen erforderlichen molaren Verdampfungs-
enthalpie AHp, g (vgl. 8.6.2) Uber den Wirkungsgrad
des Carnot-Prozesses (siehe 8.9) zusammen:

_ (Vm,g — Vm,1)dpd _ d_T
B AHm, iq T

Daraus folgt fur den Anstieg der Dampfdruckkurve
die Clausius-Clapeyron’sche Gleichung

dpd AHm, Ig

L e B S 8-59

dT (Vm' g~ Vm' |)T ( )
Wird das vergleichsweise kleine Molvolumen der
flissigen Phase gegen das des Dampfes vernachlas-
sigt, ebenso die Temperaturabhéngigkeit der molaren
Verdampfungswarme, und wird der gesattigte Dampf
néherungsweise als ideales Gas behandelt, so folgt
aus (8-59) durch Integration

(8-58)

AHmJg
b0~ o[- 2nt)
. _ AHm,Ig
mit C = pkexp( RT, ) . (8-60)

Vorrichtungen, die in einem festen Volumen teilwei-
se kondensierte Flissigkeiten enthalten, und deren
Dampfdruck mit einem angeschlossenen Manometer
gemessen werden kann, werden als Dampfdruckther-
mometer zur Temperaturmessung verwendet (vgl. Ta-
belle 8-2).

p
Isotherme
~~ Lweiphasen -Grenzkurve
/N
h \
I N
| rar N
Pa*dpy e Isotherme
Py T N
| ~
| N
Vm,l Vm,g Vm

Bild 8-11. Carnot-Prozess mit einer verdampfenden
Flussigkeit als Arbeitssubstanz (zur Clausius-Clapeyron-
Gleichung)

Die Van-der-Waals-Gleichung erfasst neben dem
gasférmigen auch den fliissigen Zustand (Bild 8-10),
nicht jedoch den festen Zustand. Dieser muss bei
sehr kleinen Molvolumina auftreten. Das vollstén-
dige Zustandsdiagramm zeigt Bild 8-12: An den
Flussigkeitsbereich schlief’t sich links ein schmales
Zweiphasengebiet an, in dem Flussigkeit und fester
Zustand gleichzeitig existieren kénnen. Das Durch-
laufen dieses Gebietes etwa auf einer Isothermen
ist wiederum mit einer Volumenverdnderung bei
konstantem Druck verbunden. Bei noch Kleineren
Molvolumina schliefit sich der Bereich des festen
Zustandes an. Unterhalb des Zweiphasengebietes, in
dem Dampf und Flissigkeit koexistieren, liegt der
Bereich der Sublimation, in dem Dampf und fester
Zustand koexistieren. Beide sind durch die Tripellinie
getrennt. An dieser Linie im pV-Diagramm kodnnen
alle drei Phasen (fest, fliissig, gasformig) gleichzeitig
existieren. Im p,T-Diagramm entspricht dem ein
einziger Punkt, der Tripelpunkt. Der Tripelpunkt von
reinen Substanzen wird gern als Temperaturfixpunkt
benutzt, da er genau definiert ist und sich wegen der
mit Phasen&nderungen verbundenen Umwandlungs-
enthalpien (siehe 8.6.2) experimentell leicht tber
langere Zeit halten lasst.

Die Verflussigung ist bei Gasen, deren kritische
Temperatur oberhalb der Raumtemperatur liegt
(z.B. CO; oder H,0, vgl. Tabelle 8-4), allein durch
Kompression mdglich. Gase mit kritischen Tempe-
raturen unterhalb der Raumtemperatur (z.B. Luft,

Bild 8-12. \ollstdndiges Zustandsdiagramm einer realen
Substanz (nicht maRstabsgerecht). s fester, 1 flissiger,
g gasférmiger Zustand
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Tabelle 8-4. Van-der-Waals-Konstanten, kritische Temperatur und kritischer Druck

a b
Pa - m%/mol? cmé/mol

Ammoniak 0,423 37,1
Argon 0,136 32,0
Butan 1,39 116,4
Chlor 0,634 54,2
Ethan 0,558 65,1
Helium 0,00346 23,8
Kohlendioxid 0,366 42.9
Krypton 0,519 10,6
Luft

Methan 0,230 431
Neon 0,0208 16,7
Propan 0,0939 90,5
Sauerstoff 0,138 31,9
Schwefeldioxid 0,686 56,8
Stickstoff 0,137 38,7
Wasserstoff 0,0245 26,5
Wasserdampf 0,5537 30,5
Xenon 0,419 51,6

H,, He, vgl. Tabelle 8-4) missen jedoch zun&chst
unter die kritische Temperatur abgekihlt werden.
Dies kann z.B. durch adiabatische Entspannung
unter Arbeitsleistung geschehen (siehe 8.7; auch
bei idealen Gasen maglich) oder durch adiabatische
gedrosselte Entspannung.

Joule-Thomson-Effekt. Hierbei handelt es sich um die
adiabatische (d.h. wéarmeaustauschfreie, siehe 8.7),
gedrosselte Entspannung eines realen Gases bei der
Stromung durch eine Drosselstelle in einer Anord-
nung z. B. nach Bild 8-13. Mittels langsam bewegter
Kolben wird links der Druck p; und rechts der Druck
p2 < p; aufrecht erhalten. Dabei stromt Gas durch

Warmeisolation Drosselstelle

Bild 8-13. Schema des Joule-Thomson-Prozesses: Gedros-
selte Entspannung

Tk Py
K MPa
405,5 11,35
150,9 4,90
425,1 3,80
416,9 7,99
305,3 4,87
5,19 0,227
304,1 7,38
209,4 5,50
132,5 3,77
190,6 4,50
44,4 2,76
369,8 4,25
154,6 5,04
430,8 7,88
126,2 3,39
32,97 1,29
647,1 22,06
289,7 5,84

die Drosselstelle von der linken in die rechte Kammer
und andert dabei sein Volumen von V; auf V, > Vj.
Bei diesem Vorgang bleibt die Enthalpie H = U + pV
(vgl. F, C 8.2; U innere Energie, siehe 8.5) konstant.
Bei idealen Gasen sind innere Energie U nach (8-30)
und pV aufgrund der Gasgleichung (8-26) allein von
der Temperatur abhéngig, damit auch die Enthalpie.
Bei idealen Gasen éndert sich daher die Temperatur
fir H = const nicht. Bei realen Gasen ist dagegen die
innere Energie volumen- bzw. druckabhéngig. Bei der
gedrosselten Entspannung (Ap < 0) ist wegen der
damit verbundenen AbstandsvergréRerung zwischen
den Molekilen Arbeit gegen die zwischenmolekula-
ren Kréfte bzw. gegen den Binnendruck zu verrichten:
die mittlere kinetische Energie sinkt. Die eintreten-
de Temperaturerniedrigung AT < 0 (Joule-Thomson-
Effekt) betragt fur kleine Druckunterschiede Ap in
erster Naherung

(8-61)

Cmp ist die molare Warmekapazitat bei konstantem
Druck (vgl. 8.6.1). Bei Temperaturen oberhalb der aus
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(8-61) folgenden Inversionstemperatur, fiir die sich
mit (8-57) ergibt

Tinv = % = 24—7Tk =6,75Ty,
Uberwiegt in (8-61) der Einfluss des Covolumens b,
d.h., abstollende Kréfte dominieren. Dann steigt die
innere Energie bei der gedrosselten Entspannung, die
Temperatur wird héher. Unterhalb der Inversionstem-
peratur ist der Joule-Thomson-Effekt positiv, es tritt
Abkihlung auf.
Linde’sches  Gegenstromverfahren zur  Luftver-
flissigung: Wird hochkomprimierte Luft (z.B.
p = 200 bar = 20 MPa) durch ein Drosselventil
entspannt (auf z. B. 20 bar), und die durch den Joule-
Thomson-Effekt abgekihlte Luft (AT = -45K)
zur Vorkihlung der Hochdruckluft verwendet (Ge-
genstromkihlung), so fuhrt dies bei fortgesetztem
Kreislauf zu einer sukzessiven Absenkung der
Temperatur bis zur Verflissigung (Bild 8-14). Die
riickstromende, entspannte Luft wird jeweils erneut
komprimiert und muss wegen der dabei auftretenden
Erwarmung vorgekuhlt werden.
Tabelle 8-5 enthalt die Siedetemperaturen einiger fur
die Tieftemperaturtechnik (Kryotechnik) wichtiger
Gase.
Tiefere Temperaturen lassen sich durch Verflussigung
z.B. von Helium erreichen (*He: T\ = 4,2K, vgl.
Tabelle 8-5). Wegen der niedrigen Inversionstempe-
ratur von “He von 47 K reicht jedoch die Vorkiihlung
des komprimierten Gases selbst mit fliissigem Stick-
stoff (Tig = 77,4 K) nicht aus. Es muss daher durch

|

(8-62)

Kempressor

H,0 ~Vorkihlung

=AW

Warmetauscher {

e

§ Gegenstromkihtung

80K

Drosselventil

-

flussige Luft _|

Bild 8-14. Linde’sches Gegenstromverfahren zur Luftver-
fllissigung

Tabelle 8-5. Siedetemperatur kryogener Flussigkeiten bei
Normdruck p, = 101325 Pa

g in°C Tgin K
Helium (*He) — 268,9279 4,2221
Wasserstoff — 252,87 20,28
Neon — 246,08 27,07
Stickstoff — 195,80 77,35
Sauerstoff — 182,962 90,188
Luft — 194,48 78,67

adiabatische Expansion des vorgekihlten Gases un-
ter Arbeitsleistung (siehe 8.7) in einer Expansionsma-
schine eine weitere Abkihlung bewirkt werden, ehe
die Joule-Thomson-Entspannung nach Gegenstrom-
vorkiihlung geméaR Bild 8-14 zur Verfllssigung fiihrt.
Weitere Ausfiihrungen und Daten Uber reale Gase fin-
densichinC5.2und F2.1.3.

8.5 Energieaustausch
bei Vielteilchensystemen

In 6.2.1 ist der Energieerhaltungssatz fiir den Fall for-
muliert, dass ein Vielteilchensystem Energie mit der
Umgebung austauscht, z. B. durch &ulRere Arbeit W.
Dabei andert sich die Eigenenergie geman (6-26) um

AU=U,-U; =W, (8-63)

wenn sonst kein weiterer Energieaustausch (z. B. als
Waérme, siehe 8.5.2) stattfindet. Die Schwerpunktbe-
wegung des Teilchensystems mdge vernachléssigbar
sein. Die Eigenenergie U ist dann identisch mit der
inneren Energie Ujn. Fir U wird daher im Weiteren
die Ublichere Bezeichnung innere Energie benutzt.
Vorzeichenfestlegung: Dem Teilchensystem zuge-
fuhrte Energien (z.B. Arbeit und Wéarme) werden
positiv gerechnet.

8.5.1 Volumenarbeit

Die von einem Vielteilchensystem, z. B. einer Gas-
menge, geleistete (d.h. nach auflen abgegebene)
Arbeit setzt sich zusammen aus den individuellen
Arbeiten aller Einzelteilchen. Bei einer Gasmenge,
die in einem Zylinder mit beweglichem Kolben
eingeschlossen ist (Bild 8-15), tiben die Molekile
durch impulsiibertragende StoRe auf die Kolbenflache
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Bild 8-15. Volumenarbeit bei Expansion einer Gasmenge

A eine mittlere Normalkraft F = pA aus (p Druck).
Folgt der Kolben der Kraft (dazu muss die durch den
Aulendruck bedingte Gegenkraft nur differenziell
Kkleiner sein), so lasst sich die dabei abgegebene
Arbeit —dW aus der Kolbenversetzung dx berechnen
(Bild 8-15):

—dW = Fdx=pAdx=pdVv,
—dW = pdV differenzielle Volumenarbeit .
(8-64)

Erfolgt die Expansion von einem Anfangsvolumen V;
auf das Endvolumen V5, so betragt die dabei nach au-
Ren geleistete Volumenarbeit

Vs
Wy = fp dv .
Vi

Sie entspricht im pV-Diagramm (Bild 8-15) der Fl&-
che unter der Kurve p = p(V), deren Verlauf von der
Prozessfiihrung abhéngt und zur Berechnung des In-
tegrals in (8-65) bekannt sein muss.

\Volumenarbeiten bei der Expansion einer Stoffmen-
ge v eines idealen Gases fur verschiedene Prozessfiih-
rungen:

(8-65)

Volumenarbeit bei isobarer Expansion:
Ein isobarer Prozess erfolgt bei konstantem Druck
p = const (Bild 8-16). Aus (8-65) folgt dann

Wiz = p(V2 - V1) = pAV . (8-66)

Volumenarbeit bei isothermer Expansion:
Ein isothermer Prozess erfolgt bei konstanter Tempe-
ratur T = const (Bild 8-16). Mit der Zustandsglei-

chung des idealen Gases (8-26) folgt aus (8-65)

Vv
~Wi, = RT In V—z . (8-67)

1

Volumenarbeit bei adiabatischer Expansion:

Bei einem adiabatischen Prozess wird aufer Arbeit
keine andere Energieform mit der Umgebung ausge-
tauscht (insbesondere keine Warme, siehe 8.5.2). Fir
diesen Fall gilt der Energiesatz in der Form (8-63),
und mit der inneren Energie (8-30) des idealen (ein-
atomigen) Gases folgt

—W12 =-AU = Ul - U2 = ng(Tl - Tz) . (8-68)

Fur mehratomige Gase muss der Faktor 3R/2 nach
8.6.1durch die dann geltende molare Wéarmekapazitat
Cmy ersetzt werden:

Wi =vCv(T1 = T2). (8-69)

Bemerkung: Gleichung (8-68) lasst sich auch durch
direkte Berechnung des Arbeitsintegrals (8-65) mit-
hilfe der Funktion p = p(V) fir die adiabatische Zu-
standsanderung (Bild 8-16)

pV?” = const
mit ¥ = Cnp/Cmv : Adiabatenexponent

(8-70)

(Adiabatengleichung, siehe 8.7) gewinnen. Cpp, Cry:
Molare Warmekapazitat bei konstantem Druck bzw.
bei konstantem Volumen (vgl. 8.6.1).

l.\\ﬁ

p=const/ V7

U

2 % v v
adiabatisch

isotherm

Bild 8-16. Isobare, isotherme und adiabatische Expansion
im pV-Diagramm
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Bei der isobaren und bei der isothermen Expansion
gilt der Energiesatz in der Form (8-63) nicht, da bei
diesen Prozessfuhrungen auch Wé&rme ausgetauscht
werden muss (vgl. 8.7).

8.5.2 Wirme

Ein Energieaustausch zwischen einem Vielteilchen-
system und seiner Umgebung, etwa zwischen einer
Gasmenge und der einschlieBenden Zylinderwand
(Bild 8-15), kann auch dann stattfinden, wenn z.B.
das Verschieben eines beweglichen Kolbens und
dadurch geleistete Volumenarbeit nicht moglich sind:
So kénnen z.B. StoRe von Gasmolekilen auf die
Wand Schwingungen von Wandatomen anregen, wo-
bei die Gasmolekiile kinetische Energie (d.h. innere
Energie) verlieren. Umgekehrt konnen Gasmolekile
bei der Reflexion an der Wand von schwingenden
Wandatomen auch Kinetische Energie aufnehmen,
wobei die Schwingungsenergie der Wandatome
abnimmt. Es findet daher ein Energieaustausch in
beiden Richtungen durch die Systemgrenzflache
statt. Da die Temperatur eines Gases durch dessen
innere Energie, d. h. durch die kinetische Energie der
statistisch ungeordneten Bewegung der Gasmolekiile,
bestimmt ist (siehe 8.2), und Entsprechendes fur
die Schwingungsenergie der Festkdrperatome gilt
(siehe 8.3 u. 8.6), dndern sich die Temperaturen von
Teilchensystem und Umgebung, wenn die mittleren
Energiestrome in beiden Richtungen verschieden
sind. Bei gleicher Temperatur von System und
Umgebung sind die Energiestrome in beiden Rich-
tungen gleich und der resultierende Energiefluss
verschwindet: thermisches Gleichgewicht.

Zur phanomenologischen Erfassung des resultieren-
den Energieflusses wird der Begriff der Wéarme Q ein-
geflhrt:

Die Warme Q ist der mittlere Wert der Sum-
me der mikroskopischen, individuellen Teil-
chenarbeiten bzw. der dadurch tbertragenen
Energien zwischen dem System und seiner
Umgebung. Die Warme ist also eine Energie-
form und wird in Energieeinheiten gemessen.

SlI-Einheit: [Q] = J (Joule).

Fir die Warme wurde friher als besondere Einheit
die Kalorie (cal) verwendet (Definition siehe 8.6). Der

Zusammenhang mit dem Joule

1cal =4,1868J (8-71)

wurde experimentell bestimmt und je nach Erzeugung
der Warmemenge aus mechanischer oder elektrischer
Energie das mechanische oder elektrische Warme-
aquivalent genannt. Bei Verwendung der Kalorie als
Energieeinheit nimmt die universelle Gaskonstante
(vgl. (8-25)) einen besonders einfachen Zahlenwert
an:

R =8,314472 J/(mol - K)

=1,99 cal/(mol - K) = 2 cal/(mol - K) .  (8-72)
8.5.3 Energieerhaltungssatz
fiir Vielteilchensysteme

Der Energieaustausch eines Vielteilchensystems mit
seiner Umgebung kann nach 8.5.1 und 85.2 u. a.
durch (am oder vom System verrichtete) Arbeit (z. B.
Volumenarbeit) und durch (Aufnahme oder Abgabe
von) Wérme geschehen. Beide Energieformen fuhren
beim Austausch zu einer Anderung der inneren Ener-
gie des Systems und miissen bei der Formulierung des
Energieerhaltungssatzes berticksichtigt werden. Glei-
chung (6-26) bzw. (8-63) muss daher erganzt werden:
Zufuhr von Arbeit W oder Warme Q fiihren zu ei-
ner Erhdéhung der inneren Energie des Systems um
AU = U, — U; (Bild 8-17). Das ist der Inhalt des

1. Hauptsatzes der Thermodynamik

AU =Q+W. (8-73)
Ein abgeschlossenes thermodynamisches System
enthalt eine bestimmte, zeitlich unverénderliche
innere Energie U, die den thermodynamischen
Zustand des Systems eindeutig kennzeichnet.
U &ndert sich nur dann, wenn dem System von
aulen Energie in Form von Warme Q oder Arbeit
W zugefihrt wird.

Zur inneren Energie tragen im allgemeinen Falle noch
weitere Energieformen bei, die einem thermodynami-
schen System zugefiihrt werden kdnnen, so die elek-
trische, die magnetische, die chemische und sonstige
Energieformen.

Differenzielle Form des 1. Hauptsatzes:

dU = 5Q + dW . (8-74)
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thermodyn. System

Wy AU=U,-U;>0 0
—> I, —

a

y Wy,

|

B0 v,

Bild 8-17. Zum 1. Hauptsatz der Thermodynamik: a Vor-
zeichenvereinbarung und b Energieflussdiagramm

Bemerkung: Q und W sind keine ZustandsgréRen
des Systems, die differenziellen GréRen 6Q und
OW fiur sich genommen sind daher keine totalen
Differenziale. Deshalb wird statt des gewodhnlichen
Differenzialzeichens das Zeichen 6 verwendet.

Wenn man beachtet, dass z. B. gemaR (8-30) die inne-
re Energie eines abgeschlossenen Systems beschrankt
ist, kann der 1. Hauptsatz auch als Unmdglichkeits-
aussage formuliert werden:

Es ist unmdglich, ein Perpetuum mobile
erster Art, d.h. eine periodisch arbei-
tende Maschine, die ohne Energiezufuhr
permanent Arbeit verrichtet, zu konstruieren.

8.6 Warmemengen bei thermodynamischen
Prozessen

Thermodynamische Prozesse (Zustandsanderungen)
sind mit dem Austausch von Warme zwischen dem
betrachteten System und seiner Umgebung verbun-
den (auBer beim adiabatischen Prozess, siehe 8.7).
Hier sollen Warmemengen betrachtet werden, die zur
Anderung der Temperatur eines betrachteten Systems
erforderlich sind (Warmekapazitaten), oder zur An-
derung des Aggregatzustandes oder auch des kristal-
linen Ordnungszustandes bei Festkdrpern (Umwand-
lungswarmen oder auch Umwandlungsenthalpien).

8.6.1 Spezifische und molare Warmekapazitaten

Die zur Erhoéhung der Temperatur eines Korpers
zuzufiihrende Wéarme Q ist proportional zu dessen
Masse m und zu der zu erzielenden Temperaturdiffe-
renz AT:

Q=cmAT bzw.d6Q =cmdT . (8-75)

Hierin ist ¢ die spezifische Warmekapazitat

o100

“modT
Sl-Einheit: [c] = J/(kg - K) .

(8-76)

Die bis 1977 flr die Warmemenge zugelassene Ein-
heit Kalorie (cal) war dadurch definiert, dass fur Was-
ser von ¢ = 15°C die spezifische Warmekapazitat
¢ = 1lcal/(g-K) = 1lkcal/(kg-K) gesetzt wurde.
Umrechnung siehe (8-71).

Die auf das Mol einer Substanz bezogene Warmeka-
pazitat ist die molare Warmekapazitat

1)
Cm = vy dT ’
Sl-Einheit: [Cr] = J/(mol - K) .

(8-77)

Der Zusammenhang zwischen beiden Warmekapazi-
taten ergibt sich aus (8-76) und (8-77) zu
m

sz—c.
v

(8-78)

Waérmemischung: Werden zwei Korper von ver-
schiedener Temperatur in Beriihrung gebracht, so
erfolgt ein Warmeaustausch, wobei die Temperatur-
differenz verschwindet und sich eine gemeinsame
Mischungstemperatur Ty einstellt. Fir die abgege-
bene bzw. aufgenommene Warmemenge gilt die
Richmann’sche Mischungsregel

clml(Tl - Tx) = szz(Tx - Tz) s (8-79)
bzw. fiir n Kérper
n n
Z cimiTi = Ty Z Ccim; . (8-80)
i=1 i=1

Diese Mischungsregeln kénnen zur Bestimmung un-
bekannter spezifischer Warmekapazitaten von Kor-
pern mithilfe von Kalorimetern angewendet werden.
Als zweite Substanz von bekannter spezifischer Wér-
mekapazitat wird meist Wasser verwendet.

Bei Festkdrpern und Flussigkeiten sind die spe-
zifischen und die molaren Wéarmekapazitaten
(Tabelle 8-6) nur wenig von den ZustandsgréRen Vo-
lumen, Druck und Temperatur abhangig. Allgemein
gilt das nicht, da nach dem 1. Hauptsatz (8-74) die fur
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eine bestimmte Temperaturerhdhung erforderliche
Wérmemenge von der Prozessfiihrung abhangt:

09 _du _ow
dT  dT  dT °
Der Wert von 6Q/dT bzw. von ¢ und C, (8-76)
und (8-77) héngt also davon ab, ob bei der Erwér-
mung Arbeit nach auBen abgegeben wird, z. B. durch

\Volumenausdehnung (Volumenarbeit (8-64)). Bei
Festkdrpern und Flussigkeiten ist diese gering.

(8-81)

Molare Warmekapazitaten von Gasen:

Die Erwarmung eines Gases bei konstantem Volumen
(isochorer Prozess, siehe 8.7) erfolgt wegen dV = 0
ohne Volumenarbeit, sodass der 1. Hauptsatz (8-74)
sich zu 6Q = dU reduziert. Aus (8-77) folgt daher fur
die molare Warmekapazitat bei konstantem Volumen

_1(3Q) _1 dv
Cy\dT ), v dT
Mit (8-45) folgt daraus bei f angeregten Freiheitsgra-
den

Cmv (8-82)

Crmyv = fg ) (8-83)
Nach Tabelle 8-3 sind fur einatomige Gase f =3
Freiheitsgrade der Translation angeregt, d. h. theore-
tisch, Civ = 3R/2 = 12,47...J/(mol - K).

Fur zweiatomige Gase sind bei Zimmertemperatur
zwei Freiheitsgrade der Rotation zusétzlich ange-
regt, sodass hier f =5 und theoretisch Cyy = 5R/2
= 20,78...J/(mol - K) sind (vgl. Tabelle 8.7). Bei
Wasserstoff (H,) zum Beispiel werden die Rotations-
freiheitsgrade nach (8-48) oberhalb T,& ~ 163K
angeregt, die beiden Schwingungsfreiheitsgrade

Hy

2 /d

Qo
S—T
)

0 102 103 K 10

J——

Bild 8-18. Temperaturabhdngigkeit der molaren Warmeka-
pazitéat Cn von Wasserstoff

nach (8-51) erst oberhalb T,;p~3500 K. Daraus ergibt
sich der Verlauf der molaren Warmekapazitat mit der
Temperatur in Bild 8-18.

Die Erwédrmung eines idealen Gases bei konstantem
Druck (isobarer Prozess, siehe 8.5) erfolgt nach dem
Gasgesetz (8-26) mit einer Volumenvergréferung
dv = vyR dT/p, es wird also eine Volumenarbeit
—dW = pdV = vR dT geleistet, die durch erhéh-
te Warmezufuhr aufgebracht werden muss. Der
1. Hauptsatz (8-74) lautet damit

dQ =dU +vyRdT fiir p=const. (8-84)
Aus (8-77) folgt dann mit (8-82) die molare Warme-

kapazitat bei konstantem Druck

1({6Q
mp= - (ﬁ)p —Chyv +R (8-85)

Mit (8-83) ergibt sich fiir f angeregte Freiheitsgrade

Cinp = (f + 2); . (8-87)
Fir einatomige Gase (f=3) ist demnach Cr,p, = 5R/2
= 20,78...J/(mol - K) und fir zweiatomige Gase
(f = 5) der Wert Crnp = 7R/2 = 29,1...J/(mol - K)
(vgl. Tabelle 8-7).

Das Verhéltnis Crp/Cry wird Adiabatenexponent ge-
nannt (vgl. 8.7):

Cmp
Cmv

Molare Warmekapazitaten von Festkdrpern:

Bei Festkdrpern kann sich die Temperaturbewegung
nicht als Translations- oder Rotationsbewegung, son-
dern nur in Form von Schwingungen der gebundenen
Atome &uflern. Nach 8.3 (Tabelle 8-3) ergeben sich
fiir die drei linear unabhéngigen Schwingungsrichtun-
gen f = 6 Schwingungsfreiheitsgrade. Da sich Fest-
korper bei Erwdrmung nur wenig ausdehnen, gilt fer-
ner Cmp = Cmv = Cm. Aus (8-83) folgt daher fiir
die molare Warmekapazitat einatomiger Festkorper
(Atomwaérme) die experimentell gefundene Regel von
Dulong-Petit:

=y. (8-88)

Cm ~ 3R = 24,94 J/(mol - K)

~ 6 cal/(mol - K) , (8-89)
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Tabelle 8-6. Spezifische Wérmekapazitdt ¢ und molare
Waérmekapazitat C,, einiger fester und fllissiger Stoffe bei

20°C
Stoff

Feste Stoffe:
Aluminium
Beryllium
Beton

Blei

Diamant
Graphit

Eis (0°C)
Eisen

Fette

Glas, Flint-
Glas, Kron-
Gold
Grauguss
Kupfer
Marmor
Messing
Natriumchlorid
Nickel

Platin

Sand (trocken)
Schwefel
Silber
Silicium
Stahl(X5CrNi1810)
Teflon (PTFE)
Wolfram
Zink

Zinn
Flissigkeiten:
Aceton
Benzol

Brom
Ethanol
Glyzerin
Methanol
Nitrobenzol
Olivendl
Petroleum
Quecksilber
Silikondl

kJ
kg - K

0,897
1,825
0,84
0,129
0,502
0,708
2,1
0,449

0,481
0,666
0,129
0,540
0,385
0,80
0,385
0,867
0,444
0,133
0,84
0,73
0,235
0,703
0,50
1,0
0,139
0,388
0,228

2,18
1,74
0,46
2,44
2,38
2,53
151
1,97
2,14
0,139
145

Cm

J

mol - K

24,4
16,5

26,85
6,03
8,50

37,7

25,15

254
24,3
50,7
26,3
26,0
22,8

25,4
20,0

24,3
25,5
26,9

134,7
36,8

80,0

27,7

Tabelle 8-6. Forsetzung

Stoff c Cm
kJ J

kg_~K mol - K
Terpentindl 1,80
Tetrachlorkohlenstoff 0,861
Toluol 1,70
Trichlorethylen 0,95
Wasser 4,1818 75,3

Tabelle 8-7. Molare Warmekapazitaten und Adiabatenex-
ponent von Gasen

Gas Cmp Cmv Cmp/CmV Cmp = CmV

J J J
mol - K  mol-K mol - K

Ar 20,9 12,7 1,65 8,2

He 20,9 12,7 1,63 8,2

Ne 20,8 12,7 1,64 8,1

Xe 20,9 12,6 1,67 8,3

Cl, 52,8 39,2 1,35 13,6

CcoO 29,2 20,9 1,40 8.3

0, 29,3 21,0 1,40 8,3

Ny 29,1 20,8 1,40 8,3

H, 28.9 20,5 1,41 8.4

CO, 36,9 28.6 1,29 8,3

NH; 34,9 26,6 1,32 8.3

CH, 35,6 27,2 1,31 8.4

O3 38,2 27,3 1,40 10,9

SO, 41,0 32,2 1,27 8.8

die flr viele Festkorper gut erfillt ist (Tabelle 8-6).
Abweichungen zeigen sich vor allem bei sehr harten
Festkérpern (z.B. Be, Diamant, Si), bei denen
die Schwingungsfrequenzen sehr hoch sind und
nach (8-51) die Schwingungsfreiheitsgrade bei Zim-
mertemperatur noch nicht voll angeregt sind. Dies
wird durch Messungen der Temperaturabhangigkeit
der molaren Warmekapazitat bestétigt (Graphit in
Bild 8-19).

8.6.2 Phasenumwandlungsenthalpien

Hierunter seien die Warmemengen oder genauer Ent-
halpien AH verstanden, die bei den sogenannten Pha-
seniibergéngen 1. Art auftreten, z. B. beim Schmelzen
bzw. Erstarren, Verdampfen bzw. Kondensieren und
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Tabelle 8-8. Thermische Kenngréf3en einiger Stoffe.

Molare Masse M, Schmelztemperatur 9 und molare Schmelzenthalpie AH; sowie Verdampfungstemperatur 94 und mo-
lare Verdampfungsenthalpie AHy4. Die VerdampfungsgroRen gelten fiir den Normdruck p, = 101 325 Pa. In einigen Féllen
ist anstatt der Schmelztemperatur die Tripelpunkttemperatur angegeben und durch tp gekennzeichnet. Temperaturen, die
mit einem Sternchen bezeichnet sind, dienen als Fixpunkte der Internationalen Temperaturskala von 1990 (ITS-90)

Stoff M 195| AH5| ’l9|g AH|g
g/mol °C kJ/mol “C kJ/mol
Aluminium 26,982 660,323* 10,71 2519 294
Ammoniak NH; 17,031 -77,73 5,66 -33,33 23,33
Argon 39,948 —189,3442*tp 1,18 —-185,85 6,43
Benzol C¢Hg 78,112 5,49 9,87 80,09 30,72
Blei 207,2 327,46 4,77 1749 179,5
Brom Br, 159,808 -7,2 10,57 58,8 29,96
Calcium 40,078 842 8,54 1484 153
Chlor Cl, 70,905 -101,5 6,40 -34,04 2041
Eisen 55,845 1538 13,81 2861 354
Ethanol C,HsOH 46,068 -114,14 4,931 78,3 38,56
Fluor F, 37,997 —-219,66 0,51 -188,12 6,62
Gallium 69,723 29,76 5,59 2204 254
Germanium 72,61 938,25 36,94 2833 334
Gold 196,967 1064,18* 12,55 2856 324
Helium 4,0026 —268,93 0,08
Indium 114,818 156,60 3,28 2072 226,4
lod I, 253,809 113,7 15,52 184,4 41,57
Iridium 192,217 2446 41,12 4428 563,6
Kalium 39,098 63,38 2,33 759 79,16
Kohlendioxid CO, 44,010 —56,56 tp 9,02 -78,4 6,02
Kohlenmonoxid CO 28,010 —-205,02 0,833 -191,5 6,04
Kohlenstoff, Diamant 12,011 35508
—, Graphit 12,011 3825°
Krypton 83,80 —-157,38 tp 1,64 —-153,22 9,08
Kupfer 63,546 1084,62* 13,26 2562 304,6
Magnesium 24,305 650 8,48 1090 131,8
Methan CH, 16,042 -182,47 0,94 -161,48 8,19
Methanol CH;0OH 32,042 -97,53 3,215 64,6 35,21
Natrium 22,990 97,80 2,60 883 89,1
Natriumchlorid NaCl 58,442 800,7 28,16 1465 170,75
Neon 20,180 —248,59 0,328 —246,08 1,71
Nickel 58,693 1455 17,48 2913 381
Ozon O3 47,998 -193 -111,35 15,17
Platin 195,078 1768,4 22,17 3825 469
Quecksilber 200,59 -38,83 2,29 356,73 59,11
Sauerstoff O, 31,9988 —218,7916*tp 0,44 -182,95 6,82
Schwefelkohlenstoff CS, 76,143 -112,1 4,39 46,3 26,74
Schwefelwasserstoff H,S 34,082 -85,5 2,38 -59,55 18,67
Silber 107,868 961,78* 11,30 2162 254
Silicium 28,086 1414 50,21 3265 394,6
Stickstoff N, 28,013 -210,0 0,71 —-195,79 557
Wasser H,O 18,015 0,00 6,01 100,00 40,65
Wasserstoff H, 2,016 —259,34 0,12 —-252,87 0,90
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Tabelle 8-8. Fortsetzung
Stoff

Wismut

Wolfram

Wood’sches Metall

Xenon

Zink

Zinn
& Zersetzungstemperatur
b Sublimationstemperatur

tp Tripelpunkttemperatur

3
Pb |
Cu/ |
Al
l A
x / / C (Graphit)
S
0 100 200 300 400 500 K 600

7 —

Bild 8-19. Temperaturabhangigkeit der molaren Warmeka-
pazitét von Festkdrpern

Sublimieren, aber z.B. auch bei Anderungen der
Kristallstruktur im festen Zustand (Strukturumwand-
lung). Bei diesen Phasenumwandlungen findet der
Waérmeaustausch ohne Temperaturanderung statt, bis
die Umwandlung volistdndig ist. Beim Schmelzen
und Verdampfen muss Arbeit gegen die anziehenden
Bindungskréfte geleistet werden, sowie, wegen der
\Volumenausdehnung vor allem beim Verdampfen,
aullerdem Volumenarbeit gegen den &uBeren Druck.
Bei dT = 0 muss daher eine bestimmte massenbe-
zogene Energie in Form von Schmelzenthalpie Ahg
bzw. Verdampfungsenthalpie Ahyg zugefiihrt werden.
Die Verdampfungs- bzw. Schmelzenthalpien werden
beim Kondensieren bzw. Erstarren wieder frei. Da
die Volumenarbeit vom &uReren Druck abhdngt, ist
vor allem die Verdampfungsenthalpie etwas vom &u-
Reren Druck abhédngig. Einige spezifische Schmelz-
und Verdampfungsenthalpien sind in Tabelle 8-8
angegeben (Enthalpie siehe 8.4, C 8.2.1, F1.2).

Beim Erwdrmen einer definierten Stoffmenge,
ausgehend vom festen Zustand, steigt deren Tem-
peratur entsprechend der zugefihrten Warmemenge

M Pyl AHg g AHyg
g/mol “C kJ/mol “C kJ/mol
208,980 271,40 11,30 1564 151
183,84 3422 52,31 5555 799
71,7
131,29 -111,79tp 2,27 -108,11 12,57
65,39 419,527* 7,32 907 114,8
118,710 231,928* 7,03 2602 290,4
15? Siedetemperatur v HzU
100
Ahyg
80— Halte -
punkte
1 60|
l l+g g
® 10
20
Schmelztemperatur
Ahg
ollset 1 | | | L |
0 1000 2000 ki/kg 3000
s g=0/m———-w

Bild 8-20. Erwarmungsverlauf fir 1 kg H,O: Haltepunkte
bei Schmelz- und Siedetemperatur. s: fester, I: flissiger und
g: gasformiger Zustand

nach MaRgabe der spezifischen Warmekapazitat
(Bild 8-20). Die Schmelz- und die Siedetemperatur
machen sich dabei als sogenannte Haltepunkte
bemerkbar, bei denen die kontinuierlich zugefiihrte
Waérme zundchst zur Phasenumwandlung dient, und
erst nach vollstandiger Umwandlung die Temperatur
weiter erhoht (Bild 8-20).

Das Beobachten von Haltepunkten bei Erwarmungs-
vorgangen wird daher zur experimentellen Bestim-
mung von Schmelztemperaturen benutzt, aber auch
zur Entdeckung anderer Phasenumwandlungen wie
etwa Kristallstrukturdanderungen.

8.7 Zustandsdnderungen bei idealen Gasen

Der Zustand eines idealen Gases ist durch die drei
ZustandsgroRen Druck p, Volumen V und Tempe-
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ratur T bestimmt (anstelle des Volumens V kann
auch das spezifische Volumen v = V/m oder das
molare (stoffmengenbezogene) Volumen Vp,, = V/v
als ZustandsgroRRe gewdhlt werden). Davon kdnnen
zwei unabhéngig gewahlt werden, die dritte ergibt
sich dann aus der Zustandsgleichung f(p,V,T) = 0.
Im Falle des idealen Gases ist dies die allgemeine
Gasgleichung (8-26). Die einem Gas zugefihrte
Waérme Q und Arbeit W sind sog. ProzessgroRen,
keine ZustandsgroRen, wohl aber die innere Energie
U = U(T), vgl. (8-30), und die Enthalpie H = U+pV,
die beim idealen Gas wegen pV = vRT ebenfalls eine
Funktion allein der Temperatur ist. Der Zustand eines
thermodynamischen Systems heif3t stationar, wenn er
sich nicht mit der Zeit &ndert. Ein stationérer Zustand
wird Gleichgewichtszustand genannt, wenn er ohne
&ulere Eingriffe besteht.

Jede thermodynamische Zustandsédnderung wird
Prozess genannt. Als Kreisprozess wird eine Zu-
standsénderung eines thermodynamischen Systems
bezeichnet, in deren Verlauf das System wieder
seinen Anfangszustand erreicht. Bei Zustandsénde-
rungen, z.B. \Volumenanderungen (Kompression,
Expansion), muss grundsétzlich zwischen zwei Arten
der Prozessfuhrung unterschieden werden, die bei
Vielteilchensystemen maglich sind:

Reversible Zustandsanderungen: Prozesse, die sehr
langsam, in infinitesimal kleinen Schritten durch-
gefuhrt werden, sodass das System jeweils nur sehr
wenig aus dem statistischen Gleichgewicht gebracht
wird. Im Grenzfall ist also jeder Zwischenzustand
zwischen zwei betrachteten Endzustdnden ein
Gleichgewichtszustand. Nach Umkehrung des Pro-
zesses und Wiedererreichung des Ausgangszustandes
oder nach Ablauf eines Kreisprozesses sind keine
Anderungen im System oder in seiner Umgebung
zuriickgeblieben. (Dieses Verhalten entspricht dem
von Bewegungsvorgdngen von Einzelteilchen in
der Mechanik, z.B. lasst sich kinetische Energie
vollstdndig in potenzielle Energie umwandeln und
umgekehrt.)

Irreversible Zustandséanderungen sind demnach sol-
che, bei denen das thermodynamische System nicht in
den Ausgangszustand zuriickkehren kann, ohne dass
in der Umgebung Anderungen eintreten. Reale Pro-
zesse spielen sich mit endlicher Geschwindigkeit ab.
Sie sind daher nicht im Gleichgewicht und wegen der

immer stattfindenden Ausgleichsvorgéange irreversi-
bel. Im Folgenden werden nur reversible (also idea-
lisierte) Zustandsénderungen betrachtet.

Prozesse, bei deren Ablauf eine der Zustandsgrofien
konstant bleibt (Tabelle 8-9):

— bei konstantem Volumen V: isochore Prozesse

— bei konstantem Druck p: isobare Prozesse

— bei konstanter Temperatur T: isotherme Prozesse

— bei konstanter Entropie S: isentropische Prozesse

— bei konstanter Enthalpie H: isenthalpische Pro-
zesse

Tabelle 8-9. Zustandsanderungen idealer Gase

Zustands- lAbgegebene Zugefiihrte | Innere
Prozess funktion  |Arbeit Wirme Energie
Isochor
¥ =const p/T=c,, [-6W=0 88=vCayd7 |dU=vLydl
—W1Z =0 012=mev(72'71]
Isabar
p =const WT=cyp |-0W =pdV 80=vC, AT |dU=v( 47
p Wy =pWW) | QyevlnlTy T
p=const
p
z A
Isotherm
7= const pV=cy —oW = pdV 8Q =-8W=pdv|dU=0
—W=oRT InVy /W) Qyp=- Mty
=vRT In{py/py)
Adicbatisch 1
80=0 V7= Cogy|-6W= -dU/ 60=0 di = 6W
p 77‘01_:} cagp| = pdV =vCydT
PV Coqy|  =-¥CwdT
- Wl AT-Ty) | 0yp=0
p=const/V” wViartitlp 2
2 hv
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Prozesse, bei denen das System keine Warme mit der
Umgebung austauscht, werden adiabatische Prozesse
genannt.

Es werden diejenigen Zustandsanderungen der Stoff-
menge v eines idealen Gases betrachtet, die fir die
in 8.8 behandelten Kreisprozesse wichtig sind. Dabei
interessieren die jeweils umgesetzten Energien (Waér-
me Q, Arbeit W, Anderung der inneren Energie AU),
die sich aus dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik,
(8-73) oder (8-74), ergeben.

Isochore Zustandsénderung:

Bei konstantem Volumen V wird keine Volumenarbeit
geleistet, demnach ist W = 0. Der 1. Hauptsatz ergibt
dann in Verbindung mit (8-82)

AU = Q = VCvaT = VCmv(T2 - Tl) . (8-90)

Die zugefiihrte Warme Q wird vollstandig in innere
Energie Uberflhrt, die um AU erhoht wird (Tempe-
raturzunahme um AT). Die Zustandsfunktion fir die
isochore Zustandsanderung folgt aus der Zustands-
gleichung des idealen Gases (8-26) fur V = const:

TB = Cic
Isotherme Zustandsanderung:
Bei konstanter Temperatur bleibt nach (8-30) die in-
nere Energie konstant, also AU = 0. Dann folgt aus

dem 1. Hauptsatz

. R
mit cjc = const = VV . (8-91)

Q=-W. (8-92)

Die zugefiihrte Wérme wird vollstadndig in abgege-
bene Arbeit umgewandelt und umgekehrt. Die Zu-
standsfunktion fur die isotherme Zustandsénderung
folgt aus der Zustandsgleichung des idealen Gases
(8-26) fur T = const:

pV =ciy mit cj = const = vRT . (8-93)

Bei einer isothermen Expansion eines idealen Gases
muss die nach aulRen abgegebene Volumenarbeit W1,

Bild 8-21. Isotherme Expansion eines Gases

(vgl. 8.5.1) durch Zufuhr von Wérme aus einem War-
mereservoir der Temperatur T ausgeglichen werden,
damit die Temperatur des Gases konstant gehalten
werden kann (Bild 8-21). Nach (8-67) betragen die
umgesetzten Energien

-Wip = Q12 =vRT In ? =yRT In Sl . (8-94)

1 2
Der fiir diesen Prozess zu definierende Wirkungsgrad
istn = -W12/Q12 = 1.

Adiabatische Zustandsénderung:

Bei einem adiabatischen Prozess wird der Warmeaus-
tausch zwischen Arbeitsgas und Umgebung unterbun-
den, d.h. Q = 0 bzw. 6Q = 0, z. B. durch Warmeiso-
lation des Arbeitszylinders und -kolbens (Bild 8-22).
Der 1. Hauptsatz lautet dann

AU =W bzw. dU =dW = —-pdV .
Mit (8-82) folgt weiter (vgl. (8-69))

- Wi = —AU = —vCrvAT = vCpry(T1 - T2)

bzw. dU =vCpdT = —pdV . (8-96)

Arbeit kann wegen der Unterbindung des Warmeaus-
tausches nur unter entsprechender Verringerung der
inneren Energie nach auBen abgegeben werden, wo-
bei die Temperatur abnimmt. Der hierfur zu definie-
rende Wirkungsgrad ist n = (-W)/(-AU) = 1.

Die Zustandsfunktion fur die adiabatische Zustands-
anderung ergibt sich mithilfe der Zustandsgleichung
des idealen Gases (8-26) durch Integration von (8-96)
zu

(8-95)

TVY?:L = Cad,l >

pPV? = Cad.3

T7p' = Cad2

(8-97)
In diesen Adiabatengleichungen (auch Poisson’sche
Gleichungen) bedeuten die cuq; Konstanten und

¥ = Cmp/Cmv den Adiabatenexponenten (vgl. (8-88)).
v ist wegen (8-85) stets groRer als 1, z.B. fir ein-

Bild 8-22. Adiabatische Expansion eines Gases
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atomige Gase 5/3 ~ 1,67, fur zweiatomige Gase
7/5 = 1,40, siehe 8.6.1. Im p,V-Diagramm verlaufen
Adiabaten p(V),qg daher steiler als Isothermen p(V)jt,
vgl. Bild 8-16.

Adiabatische Zustandsanderungen treten typisch bei
Vorgangen auf, die einerseits so schnell verlaufen,
dass kein Warmeausgleich mit der Umgebung
maglich ist, andererseits so langsam, dass innerhalb
des Systems zu jedem Zeitpunkt die Einstellung des
thermischen Gleichgewichts mdoglich ist. Beispie-
le: Schallausbreitung (adiabatische Kompression),
Dieselmotor (Zundung durch adiabatische Kom-
pression), Detonation (Explosionsausbreitung durch
StoRwelle mit adiabatischer Kompression).

8.8 Kreisprozesse

Zur kontinuierlichen Umwandlung von Warme
in mechanische Arbeit sind periodisch arbeitende
Maschinen notwendig, in denen Kreisprozesse
(siehe 8.7) ablaufen. Beim Kreisprozess nach Carnot
(1824) werden vier verschiedene, abwechselnd iso-
therme und adiabatische Prozesse zyklisch wiederholt
(Bild 8-23). Die dazu benutzte Maschine besteht aus
einem Zylinder mit Kolben gemé&R Bild 8-21, der als
Arbeitssubstanz eine konstante Menge (z.B. 1 mol)
eines idealen Gases enthalt. Durch Kontakt mit
Waérmereservoirs sehr groBer Warmekapazitat mit
den Temperaturen Ty und T, < Ty kann das Ar-
beitsgas isotherm auf T, oder T, gehalten werden
(Bild 8-23a). Der Carnot-Prozess ist ein idealisierter
Kreisprozess, der reversibel gefthrt wird (vgl. 8.7)
und demzufolge auch umkehrbar ist. Reibungs- und
Waérmeleitungsverluste werden vernachldssigt. Er hat
nur theoretische Bedeutung zur Berechnung des best-
moglichen Wirkungsgrades n bei der Umwandlung
von Wéarme in mechanische Arbeit. Eine technische
Realisierung dieses Kreisprozesses existiert nicht.
Nach 8.7 ergeben sich die in Tabelle 8-10 angegebe-
nen Energieumsetzungen bei den Einzelprozessen der
Carnot-Maschine. Die Volumenarbeiten der adiabati-
schen Teilprozesse heben sich gegenseitig auf. Aus
der Anwendung von (8-97) auf die beiden Adiabaten
in Bild 8-23b ergibt sich V,/V; = V3/V,4. Damit folgt
als resultierende Arbeit des Carnot-Prozesses aus der
Summe der Teilarbeiten (Tabelle 8-10)

vV
“Wqg = Wiy — Wy = vR(T1 — T) In V—Z . (8-98)
1

Ferner wird wahrend der isothermen Expansion die
Waérme Q. bei der Temperatur T; aufgenommen und
die Wérme —Qs4 bei der niedrigeren Temperatur T,
abgegeben:

V Vv
Qu = WRTiIn=2, —Qsu=wRToIn—2=. (8-99)
V1 Vl

Zur Berechnung des Wirkungsgrades muss die ge-
wonnene (d. h. vom Prozess abgegebene) Arbeit —Wg
nur zur aufgewendeten Warme Qi in Beziehung
gesetzt werden, da die bei der Temperatur T, frei-
werdende Warme —Qs4 flir den Carnot-Prozess nicht
nutzbar ist. Aus (8-98) und (8-99) folgt

Wy Ti-T
p=—2=-1_2 (8-100)
Q1

T:
Der Wirkungsgrad des Carnot-Kreisprozesses als
Waérmekraftmaschine ist demnach immer kleiner als 1
und geht nur im Grenzfall T, — 0 gegen 1. Wie spa-
ter mithilfe des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik
gezeigt wird, stellt (8-100) den maximal mdglichen
Wirkungsgrad einer periodisch arbeitenden War-
mekraftmaschine bei der Umwandlung von Warme
in Arbeit dar. Im Gegensatz zu allen anderen Ener-
gieformen I&sst sich Wéarme infolge ihrer statistisch

v Y

—_—
e
1--—7:isotherme Expansion

a ok
T -Wog =-Wp

73

<

2--3: odighatische Expansion

v,

b

Bild 8-23. Der Carnot-Prozess
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Tabelle 8-10. Energieumsetzungen beim Carnot-Prozess

Teilprozess i—j T
isotherme Expansion 1-2 Ty
adiabatische Expansion 253 T,-T,
isotherme Kompression 34 T,
adiabatische Kompression 4 -1 T, > T,

4-=1: isochore Erwdrmung

Bild 8-24. Der Stirling-Prozess

ungeordneten Natur nicht vollstandig in andere Ener-
gieformen tberfuhren (auler theoretisch fir T, — 0).
Die von den stofflichen Eigenschaften einer Thermo-
metersubstanz unabhéngige thermodynamische Tem-
peraturskala kann mithilfe der Carnot-Maschine de-
finiert werden. L&sst man zwischen zwei Wérmere-
servoirs der Temperaturen T; und T, einen Carnot-
Prozess ablaufen und bestimmt dessen Wirkungsgrad,
so ergibt sich bei Festlegung eines Temperaturwertes,
z.B. des Eispunktes des Wassers auf 273,15 K, aus
dem gemessenen Wirkungsgrad mit (8-100) der zwei-
te Temperaturwert.

Im Gegensatz zum Carnot-Kreisprozess lasst sich
der  Stirling-Kreisprozess  technisch  ausnutzen

v —Wij Qij
V. V.
Vi oV, VRT; In =2 VRT; In =2
1 Vi

Vy — Vs Vv (T1 = T2) 0
Vi3 - V. —vRT, In E —vRT Inﬁ

3 4 2Iny 2Iny,
V4 = V1 _VCmV(Tl - TZ) 0

(Stirling-Motor). Beim  Stirling-Prozess werden
die adiabatischen Teilprozesse durch isochore Pro-
zesse ersetzt (Bild 8-24). Deren Gesamteffekt ist
nach Tabelle 8-11 zunichst die Uberfilhrung der
Wérmemenge —Q23 = Q41 = VCmV(Tl - Tz) von
T1 nach T,. Durch Zwischenspeicherung der bei
der isochoren Abklhlung (2 — 3) freiwerdenden
Waérme —Qy3 (z. B. im Verdréngerkolben, Bild 8-25)
und Wiederverwendung bei der isochoren Erwar-
mung (4 — 1) l&sst sich jedoch dieser Verlust
beliebig klein halten. Fir die Bilanz verbleiben
dann die isothermen Prozesse, fur die sich dieselben
Beziehungen (8-98) und (8-99) ergeben, wie flir den
originalen Carnot-Prozess. Daher ergibt sich derselbe
Wirkungsgrad (8-100) auch fiir den Stirling-Prozess.
Eine technische Form stellt der HeiRluftmotor
(Stirling-Motor, Bild 8-25) dar. Dabei wird das
Arbeitsgas mithilfe eines \erdrangerkolbens, der
auch als Warmezwischenspeicher dient, zwischen
einem geheizten und einem gekiihlten Bereich des
Arbeitszylinders bewegt. Eine tber das Schwungrad
gekoppelte, um 90° phasenverschobene Steuerung
von Arbeits- und Verdrangerkolben bewirkt eine
néherungsweise Realisierung der Teilprozesse des
Stirling-Prozesses nach Bild 8-24.

8.8.1 Wirmekraftmaschine

Kreisprozesse wie der Carnot-Prozess oder der
Stirling-Prozess konnen als Wéarmekraftmaschinen
genutzt werden. Die dabei auftretenden Energie-
flisse lassen sich in einem vereinfachten Schema
(Bild 8-26) darstellen, aus dem sich der Wirkungs-
grad ablesen l&sst. Die Warmekraftmaschine (im
Schema: Kreis) arbeitet zwischen einem War-
mereservoir hoéherer Temperatur T; (Beispiel:
Dampfkessel) und einem weiteren Wéarmereservoir
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Tabelle 8-11. Energieumsetzungen beim Stirling-Prozess

Teilprozess i—j T \Y —Wij; Qij

isotherme Expansion 1-2 Ty Vi — Vs vRT1In x—j vRT1In x—j

isochore Abkiihlung 253 Tai=Ts Vi 0 —Chny(T1 = T2)

isotherme Kompression 3-4 Ty V, - Vg —vRT, In x—j —vRT, In %

isochore Erwarmung 41 T, > T, V, 0 VvCrmy(T1 = T»)
Verdrdngerkolben = Zwischenwdrmespeicher Warmereservoir

Arbeitskolben Schwungrad

Heizung 77\ Kihlung 7,

isochore Erwdirmung 7,—T7,

Bild 8-25. Die vier Arbeitsphasen des Stirling-Motors

tieferer Temperatur T, (Beispiel: Kihlwasser),
im Schema als Kasten dargestellt. GemaR (8-98)
bis (8-100) und mit Q12 = Q; betrdgt der
Wirkungsgrad der Warmekraftmaschine

Wy T1-Tp
Q1 LT

d.h., esiststetsn < 1.
Der ideale Wirkungsgrad héngt allein von den
Arbeitstemperaturen ab.

n = (8-101)

8.8.2 Kaltemaschine und Warmepumpe

Die reversibel geflihrten Kreisprozesse kdnnen
auch im entgegengesetzten Umlaufsinn durchlaufen

hdherer Temperatur

A
e

Carnot-
r_:> _Wn

[-a
p)

Wdrmereservoir
tieferer Temperatur

Bild 8-26. Warmekraftmaschine (Energiefluss)

werden. Beim Stirling-Motor (Bild 8-25) lasst sich
das durch eine Umkehrung der Drehrichtung des
Schwungrades erreichen. Dann kehren sich die
Energieflussrichtungen um (Bild 8-27), d.h., es
muss Arbeit Wy zugefiihrt werden. Dabei wird die
Waéarme Q. (= Qg3) dem Warmereservoir tieferer
Temperatur entnommen und eine um Wy vergrolerte
Waérme —Q1 (= —Q21) dem Wérmereservoir héherer
Temperatur zugefihrt.

Beim Betrieb als Kaltemaschine interessiert die dem
kélteren Warmereservoir entnommene Wéarme Q,.
Fur den dementsprechend gemaR Bild 8-27 definier-
ten Wirkungsgrad ergibt sich mit (8-98) und (8-99)
der Wirkungsgrad der Kéltemaschine

QZ T2 <
— _ =1, 8-102
T=Wo " T1-T, % (8-102)

d.h., je nach der Temperaturdifferenz der Warmere-
servoire (z. B. Kuhlfach eines Kiihlschrankes bei T,
Umgebung bei T;) im Vergleich zur tieferen Tem-
peratur T, kann hier der Wirkungsgrad auch gréRer
als 1 sein. In der Technik werden Stirling-Maschinen
(Bild 8-25) als Kaltemaschinen zur Erzeugung fliissi-
ger Luft eingesetzt.
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Wirmereservoir
hherer Temperatur

;
g

Carnot-
<: Wa

{Ja
7

Warmereservoir
tieferer Temperatur

Bild 8-27. Kéltemaschine und Warmepumpe (Energiefluss)

Beim Betrieb als Warmepumpe interessiert dagegen
die bei der hdheren Temperatur T, abgegebene
Waérme —Qg, die etwa zur Raumheizung eingesetzt
werden soll, wahrend die bei tieferer Temperatur
T, aufgenommene Warme Q; z.B. dem Erdboden,
einem Fluss, oder der Umgebungsluft entnommen
werden kann. Der dementsprechend geméaR Bild 8-27
definierte Wirkungsgrad der Warmepumpe betrégt
mit (8-98) und (8-99)

:—Q1= Ty
=W, "T-T,

>1, (8-103)

ist also immer groRer als 1, wie auch aus dem Ener-
gieflussschema Bild 8-27 sofort entnommen werden
kann. Betragt die Temperaturdifferenz zwischen ge-
heiztem Raum und Umgebung nicht mehr als 25 K,
so ergeben sich theoretische Wirkungsgrade von mehr
als 10! Im Gegensatz dazu betragt der Wirkungsgrad
einer elektrischen Heizung mittels Joule’scher Warme
lediglich 1.

8.9 Ablaufrichtung physikalischer Prozesse
(Entropie)

Reversibel gefiihrte thermodynamische Prozesse sind
umkehrbar, laufen jedoch nicht von allein ab, da sie
voraussetzungsgemall jederzeit im Gleichgewicht
sind. Von selbst laufen hingegen Vorgénge ab, die
einen endlichen Unterschied, z.B. der Dichte oder
der Temperatur, ausgleichen (Diffusion, Warmelei-
tung usw.). Solche Prozesse, bei denen Systemteile
nicht im Gleichgewicht sind, laufen jedoch nur in der
Richtung von selbst ab, in der die vorhandenen Un-
terschiede ausgeglichen werden, d.h. die Diffusion
in Richtung der niedrigeren Teilchenkonzentration

Thomson- wirmeerzeugende Clausius-
Maschine Maschine Maschine
L= Ni>T,
-q -0

)
%§
0=

O

T )

Bild 8-28. Zum Theorem von Thomson

oder die Warmeleitung in Richtung der niedrigeren
Temperatur usw.: irreversible Prozesse.

Der umgekehrte Prozess, also etwa ein von selbst ab-
laufender Warmetransport von einem Warmespeicher
tieferer Temperatur zu einem mit héherer Temperatur
wird nicht beobachtet, obwohl er dem 1. Hauptsatz
der Thermodynamik, der Energieerhaltung, nicht wi-
dersprechen wirde. Er ist jedoch bei einem Vielteil-
chensystem (z. B. einer makroskopischen Gasmenge)
extrem unwahrscheinlich. Diese Aussage ist der In-
halt des

2. Hauptsatzes der Thermodynamik:

Warme flieBt nie von selbst von einem
Korper tieferer Temperatur zu einem Kdorper
héherer Temperatur (Theorem von Clausius,
1850).

Eine andere Formulierung des 2. Hauptsatzes stammt
von Carnot:

Es gibt keine periodisch arbeitende Maschi-
ne, die nur einem Kdorper Wérme entzieht
und in Arbeit umwandelt: Unmdéglichkeit des
perpetuum mobile zweiter Art (auch: Theo-
rem von Thomson).

Beide Theoreme sind &quivalent. Dies kann durch
den Nachweis gezeigt werden, dass beide Theoreme
gegenseitig auseinander folgen. So folgt das Theo-
rem von Thomson aus dem von Clausius: Nimmt
man zunéchst an, das Theorem von Thomson gel-
te nicht, dann wére eine Maschine mdglich, die nur
bei T, Wérme entzieht und dafiir Arbeit abgibt (I in
Bild 8-28). Die Kombination mit einer (in jedem Fal-
le méglichen) Maschine I, die bei T; > T, die glei-
che Arbeit in W&rme umwandelt (z. B. durch Reibung
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oder Joule’sche Warme), ergibt eine Maschine, die
ohne Zufuhr von Arbeit Warme von T, nach T > T
transportiert (I + 1l in Bild 8-28), und damit dem
Theorem von Clausius widerspricht. Also war die
\oraussetzung falsch, dass das Theorem von Thom-
son nicht gelte.
In dhnlicher Weise lasst sich zeigen, dass das Theo-
rem von Clausius aus dem von Thomson folgt.
Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik ist wie der
1. Hauptsatz eine reine Erfahrungstatsache. Mit seiner
Hilfe l&sst sich zeigen, dass der Carnot-Kreisprozess
den groRtmoglichen Wirkungsgrad besitzt. Dazu wird
in einem Gedankenexperiment eine Wéarmekraftma-
schine (I) mit einer Warmepumpe (I1) gekoppelt. Bei-
de sollen zwischen den gleichen Warmereservoirs ar-
beiten (Bild 8-29). Die von der Wérmekraftmaschi-
ne (1) geleistete Arbeit —W; werde vollstandig dazu
verwendet, die Warmepumpe (1) zu betreiben, d. h.,
es sei

W, =W, =-W. (8-104)
Zundchst seien beide Maschinen Carnot-Maschinen
mit den Wirkungsgraden (8-101) bzw. (8-103):

_T1-T,

8-105
Tl -T, ( )
Aus den beiden reziproken Wirkungsgraden (8-105)
folgt Q1.y = —Qq. iy und damit auch —Q,; = Q..
Der Gesamteffekt der beiden gekoppelten Carnot-
Maschinen ist also null, da den beiden Warmere-

Warmekraft- Clousius -
Maschine Warmepumpe Maschine
R, \ N
Qi —lI i _Aa
Uber\ -,

Carnot~ I Eurnot—
Muslchine + [:> @ 0
@'Hﬁc 21 ﬁaz n ﬁAU

T )

Bild 8-29. Effekt der Kopplung einer
Maschine* mit einer Carnot-Maschine

,,Ubercarnot-

servoirs die gleichen Wéarmemengen entzogen und
zugefihrt werden.

Nun werde angenommen, dass die Warmekraft-
maschine (1) bei gleicher Arbeit —W, einen gro-
Reren als den Carnot-Wirkungsgrad habe, also eine
,Ubercarnot-Maschine* darstelle:

-W -W,
Nuc,1 = _QU >ncL =~ -

c1, 1 Qu1

Damit wird die fur die Erzeugung der Arbeit —W, auf-
gewendete Warme Qyc; | kleiner als die entsprechen-
de Warmemenge Qq, i1. Wegen W = [Qucy 11-1Qucz,
(1. Hauptsatz) gilt dann auch [Qgc,, 4| < Q2 1l. Da
nun die durch die Ubercarnot-Maschine (1) von Ty
nach T, transportierten Wé&rmen kleiner sind als die
durch die Carnot-Maschine (I1) von T, nach T; > T,
transportierten Warmen, ware der Gesamteffekt der
beiden gekoppelten Maschinen nicht mehr null,
sondern es wirde periodisch ohne Arbeitsaufwand
Waérme vom Waérmereservoir tieferer Temperatur
zum Waéarmereservoir hoherer Temperatur transpor-
tiert werden. Das ist jedoch nach dem 2. Hauptsatz
der Thermodynamik (Theorem von Clausius) nicht
maoglich. Die \oraussetzung, die Existenz einer
»Ubercarnot-Maschine®, trifft also nicht zu, der
Carnot-Wirkungsgrad ist der grofitmaogliche.

Daraus folgt ferner, dass der thermische Wirkungs-
grad des Carnot-Prozesses (8-100) fiir jeden reversibel
gefuhrten Kreisprozess zwischen den gleichen Tem-
peraturen gilt. Technische Kreisprozesse sind jedoch
mehr oder weniger irreversibel und haben stets einen
kleineren Wirkungsgrad als der Carnot-Prozess:

(8-106)

-W T;1-T,
Q1 T
Far den reversibel gefiihrten Carnot-Prozess gilt nach

(8-98) und (8-99) die Energiebilanz -W = Q1 + Q>
mit Q, < 0. Damit folgt aus (8-106)

_ T

Tire < TMrev = (8-107)

Q1 Ty bzw. T, T
Danach sind die reversibel ausgetauschten War-
men Q; den Temperaturen T; wéhrend des
Austausches proportional. Die Betrachtung des
Carnot-Prozesses hat gezeigt, dass Warmeenergie bei
héherer Temperatur besser nutzbar ist als bei tieferer

(8-108)



8 Statistische Mechanik — Thermodynamik

B93

Temperatur. Ein (reziprokes) MaR fiir die ,,Nutzbar-
keit” ist die reduzierte Warme Q/T. Nach (8-108)
ist fur reversible Kreisprozesse die Summe der
reduzierten Warmen gleich O:

Qrev_ éerev_
E T =0 bzw. T =0.

Bei irreversiblen Kreisprozessen folgt dagegen aus
(8-107)

§$<o bzw. 9§dT—Q<o.

Fur zwei Punkte 1 und 2 eines beliebigen, reversi-
blen Kreisprozesses (Bild 8-30), der sich z.B. aus
differenziell kleinen isothermen und adiabatischen
Zustandsanderungen zusammensetzen lasst, gilt
dann nach (8-109) fiir die beiden Prozessteilwege (a)
und (b)

(8-109)

(8-110)

+

dQrev dQrev _
T T =0 bzw.

R
—.

2
b
(az) ( )2 (8-111)
erev erev
f T - f T
1 1
(@) (b)

Gleichung (8-111) zeigt, dass bei reversibler Prozess-
fihrung das Integral Uber die reduzierten Warmen

allein vom Anfangs- und Endzustand abhéangig ist,
\‘,(",,,,,';,';;n' N
(B "‘\

nicht aber vom Wege, langs dessen die Zustands-

S=const: Adiubuten\%‘&:‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8
V/Yy =

Bild 8-30. Beliebhiger Kreisprozess aus Isothermen- und
Adiabatenstticken

&nderung erfolgt. Das Integral der reduzierten War-
men bei reversibler Zustandsénderung stellt daher ei-
ne Zustandsfunktion dar, die als Entropie S bezeichnet
wird. Die differenzielle Entropieédnderung dS und die
Entropiedifferenz AS zwischen zwei Zustanden betra-
gen dann

— erev

ds
T

2

bzw. AS =S5,- =f
1

erev
— (8-112)

Fur die Zustandsfunktion Entropie I&sst sich allge-

mein schreiben
_ erev
S = f = +S0.

Die Konstante So kann frei gewahlt und damit der
Nullpunkt der Entropie beliebig festgelegt werden,
da physikalisch nur Entropiednderungen von Bedeu-
tung sind. In der Technik wird daher der Nullpunkt
der Entropie meist willkirlich auf die Temperatur
To =273,15K = 0 °C gelegt.

(8-113)

Sl-Einheit:[S] = J/K.

Bei reversibel gefuhrten adiabatischen Prozessen ist
dQrev = 0,d.h., AS =0 oder S = const: Die Entropie
bleibt konstant. Reversible adiabatische Prozesse
sind daher gleichzeitig isentropische Prozesse. Fir
irreversible Zustandsédnderungen folgt aus (8-110)
und (8-112)

2 2 g
f—Q<f&=sz—sles. (8-114)
1 T 1 T

d. h., der Entropiezuwachs ist gréRer als das Integral
der reduzierten Wérme. Flr abgeschlossene Systeme
ist dQ = 0. Ist das System nicht im thermischen
Gleichgewicht, so laufen die Prozesse in ihm insge-
samt irreversibel ab, das System strebt dem thermi-
schen Gleichgewicht zu. Aus (8-114) ergibt sich we-
gen dQ = O firr abgeschlossene Systeme

S, —S1=AS >0 oder

S, >S;. (8-115)
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Daraus folgt eine andere Formulierung des 2.Haupt-
satzes der Thermodynamik:

Entropiesatz: In einem endlichen, abge-
schlossenen System nimmt die Entropie
stets zu und strebt einem Maximalwert zu.
Nur solche Prozesse, bei denen die Entropie
wachst, laufen von selbst ab.

Beispiele fiir Entropiednderungen:

Entropie des idealen Gases:

Besteht die bei einer reversiblen Expansion eines
idealen Gases geleistete Arbeit aus Volumenarbeit
—dW = p dV, so lautet der 1. Hauptsatz (8-74)

ereV = dU + p dV . (8'116)

Mit (8-111) folgt daraus fiir die Entropiednderung

_dU+pdv
=—

Durch Einsetzen der Zustandsgleichung fiir die Stoff-
menge v eines idealen Gases (8-26) und von dU =
vCmvdT (8-82) ergibt sich nach Integration fir die
Entropiedifferenz eines idealen Gases zwischen den
Zustanden (V1, T1) und (V2, T2)

ds (8-117)

T V.
AS =S, —S; =vCry IN =2 +YyRIN—2 . (8-118)
Ty \1

Sonderfalle:
Isochore Zustandsénderung: V, = Vi = const, d. h.,

AS = vCy In 12 . (8-119)
Ty

Isotherme Zustandsénderung: T, = T; = const, d. h.,

Mzmm$. (8-120)

1
Die Entropiezunahme (8-120) gilt auch fir die irre-
versible Expansion eines idealen Gases in das Vaku-
um (Gay-Lussac-Versuch). Der hierbei ausbleibende
Waérmeaustausch mit der Umgebung bedeutet nicht,
dass die Entropie konstant bliebe.

Phaseniibergéange von Stoffen

Beim Schmelzen (Erstarren) oder Verdampfen (Kon-
densieren) der Stoffmenge v eines Stoffes muss die
Umwandlungsenthalpie vAHgn, zugefihrt (freige-
setzt) werden, wobei die Umwandlungstemperatur T,

konstant bleibt (AH,, molare Umwandlungsenthal-
pie, siehe 8.6.2). Die Entropiezunahme (-abnahme)
betrdgt demnach

1 [? AHmu
AS = — [ dQ = .
Tufl Quev =7,

Warmeleitung:

Die Entropiezunahme beim Ubergang einer Warme-
menge Q von einem warmeren Korper der Tempera-
tur T, auf einen kélteren Korper der Temperatur T,
betragt nach (8-112)

(8-121)

Q _Q_
T, T1

T1-T»

AS =S5;-5; = T,

(8-122)

Entropie und Wahrscheinlichkeit
Wahrscheinlichkeitsbetrachtung: Ein Volumen V,
enthalte 1 mol eines idealen Gases (d.h. Na. =
Na - (1 mol) = 6,022... - 10% Molekiile). Die Wahr-
scheinlichkeit W, dass sich davon ein bestimmtes
Molekul in einem bestimmten, kleineren Teilvolumen
V1 befinde, ist Wy ; = V1/V,. Die Wahrscheinlichkeit
dafir, dass sich zwei Molekile gleichzeitig in V; be-
finden, ist Wy » = (V1/V2)?, usw., entsprechend fur alle
Na. Molekilein Vy: Wy y,. = (V1/V2)NA. Wegen der
GrolRe der Avogadro-Konstante Np (siehe 8.1) ist
diese Wahrscheinlichkeit sehr klein. Hingegen ist es
gewiss, dass sich alle Na. Molekiile in V, befinden:
Wa N, = 1. Das Verhéltnis der Wahrscheinlichkeiten
dafiir, dass sich alle Molekiile in V, bzw. in V;
befinden, ist demnach

WZ,NA* _ (E)NA*

8-123
Wi N, Vi ( )

Wegen der groRen Teilchenzahl Na. ist dieses Ver-
haltnis sehr groR3. Die Wahrscheinlichkeit dafur, dass
sich das Gas gleichmafig in dem Gesamtvolumen V;
verteilt, ist also auBerordentlich viel groRer als die
Wahrscheinlichkeit, dass es sich in dem kleineren
Teilvolumen V; konzentriert, obwohl dies vom
1. Hauptsatz nicht ausgeschlossen wird. Nur wenn
sehr wenige Teilchen vorhanden sind, ist die letztere
Wahrscheinlichkeit merklich von null verschieden.
Aus (8-123) folgt

W, V

2
In— = Na.In—,
Asx V]_

W (8-124)
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und weiter aus dem Vergleich mit der Entropieande-
rung (8-120) bei der Expansion V; — V; in das Vaku-
um und bei Beachtung von R/Np = k

W,
AS =klIn —= -
S n W, (8-125)
oder allgemein die Boltzmann-Beziehung
S =kinW . (8-126)

Die Entropie ist demnach ein Mal fur die Wahr-
scheinlichkeit eines Zustandes. Die Entropie nimmt
zu mit steigender Wahrscheinlichkeit des erreichten
Zustandes. Prozesse, bei denen der Endzustand wahr-
scheinlicher ist als der Anfangszustand (AS > 0), lau-
fen in abgeschlossenen Systemen von selbst ab (z. B.
Diffusion, Warmeleitung, vgl. 9 Transporterscheinun-
gen). Vorgénge, bei denen AS < 0 ist, sind nur unter
Energiezufuhr von auflen mdoglich. Auch reversible
Prozesse (z.B. Carnot-Prozess) laufen nicht von al-
lein ab, dahier AS = 0 bzw. in jedem Stadium Gleich-
gewicht vorausgesetzt ist.

9 Transporterscheinungen

Atome bzw. Molekiile in Gasen, Flussigkeiten und
Festkorpern oder auch elektrische Ladungstrager
(Elektronen, Locher bzw. Defektelektronen, lonen) in
Gasplasmen, Elektrolyten, Halbleitern und Metallen
sind nach 8 in stindiger thermischer Bewegung.
Ist auerdem ein rdumliches Ungleichgewicht vor-
handen, z.B. ein Teilchenkonzentrationsgefélle, ein
Temperaturgefélle, ein Geschwindigkeitsgefalle oder
(bei elektrischen Ladungstrédgern) ein elektrisches
Potenzialgefélle, so entstehen Stréme von Teilchen,
Ladungen usw., die so gerichtet sind, dass das Gefélle
(der Gradient) abgebaut wird. Es handelt sich also
um irreversible Ausgleichsvorgange in Vielteilchen-
systemen, die unter dem gemeinsamen Oberbegriff
,» Transporterscheinungen® behandelt werden kénnen.
Insbesondere gehdren dazu

— Diffusion: Transport von Teilchen (Materige),

— Warmeleitung: Transport von Energie,

— innere Reibung (Viskositat) bei Stromungen:
Transport von Impuls,

— elektrische Leitung: Transport von Ladung
(siehe 16).

Die folgenden Betrachtungen insbesondere zur
Waérmeleitung, Diffusion und Viskositat sind die
Grundlage fir die weitergehende Behandlung des
Energie- und Stofftransports in Abschnitt F 4 und
der reibungsbehafteten Strémungen in den Abschnit-
ten E 8.3 und E 8.4.

9.1 StoRquerschnitt,
mittlere freie Wegldnge

Eine wichtige GroRe bei Transportvorgangen ist die
»mittlere freie Weglange* I, das ist der Weg, der
im Mittel von einem Teilchen zwischen zwei StoRen
mit anderen Teilchen zuriickgelegt werden kann. Sie
hangt vor allem vom ,,StoRquerschnitt* ab, der sich
beim Modell der starren Kugeln mit endlichem Radi-
us r fur die Teilchen wie folgt berechnen Iasst:
Bewegt sich ein Strom von Teilchen (Radius r;) durch
ein System von anderen Teilchen (Radius r;), so gilt
mit R = ry + r, und dem Stol3parameter b als Abstand
des Mittelpunktes des Teilchens 2 von der ungestorten
Bahn des Mittelpunktes des Teilchens 1 (Bild 9-1):

Es erfolgt ein StoR, wennb < R,
kein Stof}, wennb > R .

StoRe erfolgen also dann, wenn innerhalb eines Zylin-
ders vom Radius R = r; + r, um die Bewegungsrich-
tung des stoRenden Teilchens Mittelpunkte anderer
Teilchen liegen (Bild 9-2). Die Querschnittsflache o
dieses Zylinders heif3t StoRquerschnitt oder gaskine-
tischer Wirkungsquerschnitt:

o = J'IZR2 = n(rl + r2)2

bzw. o =4ar®> fir ri=r,=r. (9-1)

Die mittlere StoBzahl Z wahrend der Zeit t ergibt sich
aus dem vom stofRenden Teilchen mit seinem Stof3-

wird nicht gestoRen

Stofquerschnitt o

wird gestofen

Bild 9-1. Zum StoRquerschnitt
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Bild 9-2. Zur Berechnung der StoRzahl

querschnitt o= in der Zeit t im Mittel Uberstrichenen

Zylindervolumen der Lange vt (Bild 9-2) sowie aus

der Teilchenzahldichte n:
Z=outn; (9-2a)

mittlere StoRfrequenz:

~| N

Ve = = O—'I_Jrn . (9'2b)
Hierin ist v, die mittlere Relativgeschwindigkeit zwi-
schen stoRendem und gestoRRenen Teilchen. Da sich
auch die gestoBenen Teilchen bewegen, ist vy nicht
gleich der mittleren Teilchengeschwindigkeit v, son-
dern ergibt sich aus den Einzelgeschwindigkeiten v
und v, gemaR

F=w-w)l==F+%, da w-5=0. (93)
Vernachl&ssigt man den Unterschied zwischen v2 und
7%, s0 gilt, wenn beide StoRpartner Teilchen gleicher
Sorte sind (v; = vy = v),

U~ V2.
v kann bei Gasmolekdlen aus (8-4) oder naherungs-

weise aus (8-31) berechnet werden. Damit folgt fir
die mittlere Flugzeit zwischen zwei St6f3en

(9-4)

1 1
Tc = —

ve V2 oun

und flr die mittlere freie Weglénge zwischen zwei
StoRen

(9-5)

1 1 1
VZon  V2mRn 4v2mren
Mittlere quadratische Verriickung:

Die statistische thermische Bewegung der Molekiile
fuhrt zu einer Versetzung, die sich z. B. in x-Richtung

|c=1_/‘7'c=

(9-6)

Bild 9-3. Bereich der mittleren quadratischen Verriickung
bei der statistischen Molekularbewegung

aus den x-Komponenten s ; der statistischen Einzel-
versetzungen zwischen jeweils zwei Stéflen zusam-
mensetzen (Bild 9-3), bei Z St6Ren also:

VA
X = Z Sx,i -
i=1

Im zeitlichen Mittel wird die Versetzung wegen der
statistischen Unabhéangigkeit der Einzelversetzungen
verschwinden, jedoch wird die Schwankung (Streu-
ung) von x mit der Zeit zunehmen. Fur das mittlere
Verriickungsquadrat folgt

2 — 2 _ 72
X _stvi_st,

9-7)

(9-8)

da die gemischten Glieder ebenfalls wegen der statis-
tischen Unabhéngigkeit der Einzelversetzungen ver-
schwinden. Mit S5 = vyt und mit (8-6) wird aus (9-8)
gﬁrgz , (9-9)
worin 7. die mittlere freie Flugdauer zwischen zwei

StoRen ist. Wegen Zz, = t ergibt sich schlieBlich als
mittlere quadratische Verrlickung ndherungsweise

2 ~ 70272 =
25 = Zvirg =

X2 =~ Z027et .

3 (9-10)

Der Schwankungsbereich Ax = \/? ~ 4/t wird also
mit der Beobachtungszeit t groRer.

9.2 Molekulardiffusion

Der durch die thermische Bewegung bewirkte
Transport von Atomen und Molekilen in Gasen,
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Bild 9-4. Zum Fick’schen Gesetz der Diffusion

Flussigkeiten und Festkdrpern wird Diffusion ge-
nannt. Bei der Diffusionsbewegung von Molekiilen
in einem Stoff, der aus Molekulen derselben Art
besteht, spricht man von Eigen- oder Selbstdiffusion,
im anderen Falle von Fremddiffusion.

Ist ein rdumliches Gefélle der Teilchenkonzentra-
tion n vorhanden, so fihrt die Diffusion zu einem
gerichteten Massentransport, einem Teilchenstrom
in Richtung der geringeren Teilchenkonzentration.
Bei einem eindimensionalen Konzentrationsgefalle
dn/dx in x-Richtung (Bild 9-4) gilt im stationaren
(zeitunabhéngigen) Fall fur die Teilchenstromdichte j
das 1. Fick’sche Gesetz

dN dn
=Ad - Pax
dN: effektive Teilchenzahl, die in der Zeit dt durch

einen Querschnitt A geht (Bild 9-4).
D Diffusionskoeffizient, temperaturabhéngig.

(9-11)

SI-Einheit:[D] = m?/s

Selbstdiffusion in Gasen

Trotz der hohen mittleren thermischen Geschwindig-
keit v (Bild 8-1 und 8-5) geht die Diffusion zwei-
er Gase ineinander verhaltnisméaBig langsam vonstat-
ten, wie bei farbigen Gasen, z. B. Bromdampf in Luft,
leicht beobachtet werden kann. Das liegt an der stan-
digen Richtungsumlenkung der Molekiile durch St6-
Re (Bild 9-3) und wird vor allem durch die mittle-
re freie Weglange bestimmt. Die Selbstdiffusion von
Molekdilen in einem Gas gleichartiger Molekile kann
experimentell nur durch Markierung einer Zahl von
Molekiilen, deren Diffusion verfolgt werden soll, un-
tersucht werden. Die Markierung der Molekile kann
z.B. darin bestehen, dass ihre Atomkerne radioak-
tiv sind. lhre Konzentration sei n; und in x-Richtung
ortsabhéngig: n; = ny(x). Die Gesamtkonzentration n
der Molekile sei jedoch ortsunabhangig. Dann gilt

nach (9-11) fur die Diffusionsstromdichte jy der mar-
kierten Molekile das Fick’sche Gesetz
jx =-Ds—, (9'12)
worin Ds der Selbstdiffusionskoeffizient ist. Er lasst
sich durch eine Teilchenstrombilanz iber die mittlere
freie Weglange berechnen. Im Mittel bewegen sich et-
wa 1/6 der markierten Molekdle in +x-Richtung und
1/6 in —x-Richtung. Durch eine Querschnittsflache A
an der Stelle x = const (Bild 9-4) bewegen sich in +x-
Richtung Molekile, die im Durchschnitt in der Ebene
x—I. = const den letzten StoR erlitten haben und daher
eine Teilchenkonzentration ny(x—1¢) haben (kein Pro-
dukt!). Ihre Teilchenstromdichte ist also vny (x—1¢)/6.
Entsprechendes gilt fir die —x-Richtung. Die Netto-
Teilchenstromdichte betragt daher

A 1_
Jx = 6vn1(x —1c) - 6vn1(x +1¢)

1 ony
2l -
~6' [ X ] (©-13)
Der Vergleich mit (9-12) liefert fiir den Selbstdiffusi-

onskoeffizienten
1_
DS = §UIC .

Mit (8-31) und (8-32) und (9-6) folgt daraus

(9-14)

KT (kT)3
D \/_ noc V'm \/’ po

d.h., es gilt fur

, (9-15)

1

T =const: Dg ~ P (9-16a)

Tl

und fir

p=constt Ds ~ T¥?%. (9-16b)

Ferner diffundieren leichte Molekdle (z.B. He, Hy)
wegen Ds ~ 1/4/m schneller als schwere.

9.3 Warmeleitung

Thermische Energie wird durch Wérmeleitung, durch
Konvektion und durch Wérmestrahlung transportiert.
Die Warmestrahlung (Transport von Energie durch
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elektromagnetische Strahlung) wird in 20.2 behan-
delt. Konvektion ist die durch unterschiedliche Mas-
sendichte als Folge von Temperaturunterschieden in
Flussigkeiten oder Gasen hervorgerufene Auftriebs-
stromung im Schwerefeld, die hier nicht weiter be-
handelt wird. Warmeleitung bezeichnet den Warme-
strom in Materie, der im Gegensatz zur Konvektion
nicht durch einen Massenstrom vermittelt wird, son-
dern durch Weitergabe der thermischen Energie, z. B.
in Gasen durch StoR von Molekiil zu Molekil, in Fest-
kdrpern Uber elastische Wellen (Phononen), in Me-
tallen zusatzlich durch StoRe zwischen den Elektro-
nen des quasifreien Leitungselektronengases, in Rich-
tung der niedrigeren Temperatur, d. h. der niedrigeren
Energiekonzentration.

Bei Vorhandensein eines TemperaturgefallesdT /dz in
z-Richtung (Bild 9-5) gilt im stationaren Fall fir die
Waérmestromdichte g analog zum Fick’schen Gesetz
der Diffusion das Fourier’sche Gesetz

4Q _ 41
Adt~ “dz -

(dQ Wérmemenge, die in der Zeit dt effektiv durch
einen Querschnitt A geht (Bild 9-5), 4 Warmeleitfa-
higkeit), Werte fur die Warmeleitfahigkeit von Werk-
stoffen siehe Tabelle D 9-5.

q (9-17)

SI-Einheit: [A] = J/(s- m - K) = W/(m - K) .

Fur einen homogenen Zylinder der Lénge | folgt aus
(9-17) fur den Warmestrom & bei einer Temperatur-
differenz AT = T; — T, (in Analogie zum Ohm’schen
Gesetz des elektrischen Stromes, vgl. 12-6) das sog.
Ohm’sche Gesetz der Warmeleitung

_dQ _ AT

Todt Rin

Bild 9-5. Zum Fourier’schen Gesetz der Warmeleitung

mit dem Warmewiderstand

I
Rih = — .
th 1A

(9-18)
Waérmeleitung in Gasen
Die Warmeleitfdhigkeit von Gasen kann in &hnlicher
Weise wie der Selbstdiffusionskoeffizient durch eine
Waérmestrombilanz Gber die mittlere freie Weglange
berechnet werden. Im Mittel bewegen sich 1/6 der
Molekule in +z-Richtung und 1/6 in —z-Richtung.
Durch eine Querschnittsflaiche A an der Stelle z =
const (Bild 9-5) bewegen sich in +z-Richtung Mo-
lekiile, die im Durchschnitt in der Ebene z — I, =
const den letzten StoRR erlitten haben und daher ei-
ne mittlere thermische Energie (z — I.) haben (kein
Produkt!). Die zugehtrige Warmestromdichte ist also
wne(z—1c)/6. Entsprechendes gilt fur die —z-Richtung.
Fur die Netto-Warmestromdichte folgt daher analog
zu (9-13)
1 Zlaé 3 1_|6.§ oT

=g [_ °E} BRI
Der Vergleich mit (9-17) liefert fur die Warmeleitfa-
higkeit von Gasen

(9-19)

A= %MCZ_-? .
0e/dT ist die Warmekapazitat bei konstantem \olu-
men pro Molekl, siehe 8.6.1. Sie hangt von der Zahl
der angeregten Freiheitsgrade ab. Fiir einatomige Ga-
se ist gemal’ (8-28) die mittlere thermische Energie
pro Molekil £ = 3kT/2 und damit die Warmeleitfa-
higkeit einatomiger Gase

(9-20)

A= %k@nlc . (9-21)
Da nach (9-6) die mittlere freie Weglange lc~n~t~p~t
ist, bleibt die Warmeleitfahigkeit von Gasen unab-
héngig vom Druck p. Wenn jedoch bei niedrigen
Driicken die mittlere freie Weglange groRer als die
Dimension d des VakuumgefaRes wird, in dem das
Gas eingeschlossen ist, so ist in (9-20) und (9-21)
lc durch d (= const) zu ersetzen. In diesem Druck-
bereich wird die Warmeleitfahigkeit wegen des
verbleibenden Faktors n proportional zum Druck
(Anwendung im Pirani-Manometer).

Sowohl v als auch I, nehmen mit steigender Molekiil-
masse bzw. -groRe ab. Daher ist die Wérmeleitfahig-
keit fir leichte Atome bzw. Molekile gréRer als fur
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schwere. Dieser Effekt wird z. B. fur Gasdetektoren — Scherspannung 7y:
zum Nachweis von Wasserstoff (im Stadtgas enthal- ’
ten) ausgenutzt. oo OPx _ 9-22
I = A dt Tx - ( )

9.4 Innere Reibung: Viskositat

Bei stromenden Flussigkeiten und Gasen tritt neben
dem Massentransport der Strémung noch ein weite-
res Transportphdnomen auf, bei dem die transportier-
te GroRe nicht so deutlich zutage liegt: Die Viskositat
(Z&higkeit) als Folge der inneren Reibung, die zu be-
obachten ist, wenn benachbarte Schichten des Medi-
ums unterschiedliche Stromungsgeschwindigkeiten v
haben, also ein Geschwindigkeitsgefélle vorhanden
ist.

Molekularkinetisch I&sst sich die innere Reibung als
Impulstransport quer zur Strémungsrichtung deuten.
Durch die thermische Bewegung der Molekille tau-
schen benachbarte, mit unterschiedlicher Geschwin-
digkeit stromende Flussigkeitsschichten Molekdile
aus (Bild 9-6). Dadurch gelangen aus der langsamer
stromenden Schicht Molekile mit entsprechend
niedrigem Strémungsimpuls in die benachbarte,
schneller stromende Schicht und erniedrigen damit
dort die mittlere Strdmungsgeschwindigkeit. In um-
gekehrter Richtung gelangen Molekiile mit hoherem
Stromungsimpuls aus der schneller strémenden in
die langsamer stromende Schicht und erhdhen dort
die mittlere Stromungsgeschwindigkeit. Um die
urspringliche  Geschwindigkeitsdifferenz aufrecht
zu erhalten und die Wirkung des Impulsaustausches
zu kompensieren, muss daher eine dementspre-
chende Schubspannung 7y angewendet werden.
Die Impulsstromdichte jy,, d.h. der auf Flache und
Zeit bezogene, effektiv in z-Richtung transportier-
te Stromungsimpuls, ist nach dem Newton’schen
Kraftgesetz (3-5) gleich der erzeugten Schub- oder

Bild 9-6. Impulstransport senkrecht zur Stromungsrichtung
bei viskoser Strémung

Andererseits ist die Impulsstromdichte analog zu den
schon behandelten Transportvorgdngen proportional
zum Geschwindigkeitsgefalle dvy/dz anzusetzen:

. duy
Iz ~ T (9-23)
Aus (9-22) und (9-23) folgt das Newton’sche Rei-
bungsgesetz der viskosen Strémung:

d
Ty = —n% . (9-24)

n dynamische Viskositat (friher auch Zahigkeit)
SI-Einheit: [7] =N-s/m? =Pa-s.

Bis 1977 gultige CGS-Einheit :
1Poise=1P=1g/(cm-s)=0,1Pa-s.
Ublich: 1cP =1mPa-s.

Gelegentlich wird auch die auf die Dichte o bezogene
kinematische Viskositat v = n/o benutzt.
Flussigkeiten, fur die der Ansatz (9-24) streng gilt,
werden Newton’sche bzw. rein oder linear viskose
Flissigkeiten genannt (vgl. E 7.2). Die Viskositét
ist stark temperaturabhéngig (Motorendle!). Bei
manchen z&hen Medien hdngt die Viskositat auch von
der Geschwindigkeit v ab: n steigt (Honig, spezielle
Polymerkitte) oder sinkt mit v (Margarine, thixotrope
Farben).

Viskositdt von Gasen

In analoger Weise wie bei der Selbstdiffusion und
bei der Wérmeleitung von Gasen kann die Visko-
sitdt von Gasen mithilfe der obigen \orstellung
des thermischen Impulstransportes senkrecht zur
Stromungsrichtung durch eine Impulsstrombilanz
Uber die mittlere freie Wegldnge berechnet wer-
den. Im Mittel bewegen sich 1/6 der Molekile
thermisch in +z-Richtung und 1/6 in —z-Richtung.
Durch eine Ebene z = const (Bild 9-6) bewegen
sich in +z-Richtung Molekile (Teilchenstromdichte
nv/6; v mittlere thermische Geschwindigkeit), die im
Durchschnitt in der Ebene z — A. = const den letzten
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StoR erlitten haben und daher einen Strémungsimpuls
muy(z — A¢) haben. Die mit diesem Teilchenstrom
in +z-Richtung verbundene Impulsstromdichte ist
also numuy(z — A¢)/6. Entsprechendes gilt fur die —z-
Richtung. Fir die Netto-Impulsstromdichte senkrecht
zur Strémungsrichtung folgt daher analog zu (9-13)
und (9-19)

Jxz = %m?m [—ZIC%} . (9-25)
Der Vergleich mit (9-24) ergibt fiir die dynamische
Viskositat von Gasen

n= %m}mlC . (9-26)
Da lc~nt~p~! ist, ist die Viskositit von Gasen
ebenso wie die Waérmeleitfahigkeit unabhdngig
vom Druck p, steigt aber wegen v~ VT mit der
Temperatur an. Auch hier gilt die Einschrankung,
dass die Unabhangigkeit vom Druck nur so lange
zutrifft, wie die mittlere freie Weglange klein gegen
die Abstande der begrenzenden Flachen ist. Fir sehr
kleine Gasdriicke geht dagegen die Viskositat nach
null.

Zum anderen gilt fur alle drei Transportkoeffizien-
ten fir Gase, dass die obigen Herleitungen nur gel-
ten, solange die mittlere freie Weglange grofl3 gegen
den Molekuilradius ist, sodass nur Zweiteilchenstole
eine Rolle spielen. Trifft dies nicht mehr zu, etwa
bei Flussigkeiten, so sind die oben abgeleiteten Aus-
driicke fir die Transportkoeffizienten nicht mehr rich-
tig. Beispielsweise nimmt die Viskositat bei Flissig-
keiten mit steigender Temperatur nicht zu (wie bei
Gasen), sondern ab.

Fir den Quotienten aus Wéarmeleitfahigkeit und Vis-
kositét von Gasen ergibt sich aus (9-21) und (9-26)
nach Erweiterung mit der Avogadro-Konstanten Na
und unter Berucksichtigung von (8-43), (8-83) sowie
von kNa = Rund mNa = M

A Cmv

VI (9-27)
die experimentell ndherungsweise bestatigt wird. Ab-
weichungen ergeben sich vor allem bei der Warme-
leitfahigkeit dadurch, dass bei der Ableitung in 9.3
die Verteilung der Molekulgeschwindigkeiten nicht
bericksichtigt wurde, obwohl die schnellen Molek-
le in der Verteilung fur die Wéarmeleitung besonders
wichtig sind.

Laminare Stromung viskoser Fliissigkeiten

an festen Grenzflachen

Stromungen ohne Wirbelbildung, bei denen die
einzelnen Flussigkeitsschichten sich nebeneinander
bewegen, und die vorwiegend durch die Viskositét
der Flussigkeit bestimmt sind, werden laminare
oder schlichte Strdmungen genannt. Bei viskosen
Stromungen entlang festen Grenzflachen kann an-
genommen werden, dass die an die festen Flachen
angrenzenden Flissigkeitsschichten an diesen haften.
Fir eine Flussigkeitsschicht der Dicke D zwischen
zwei Platten mit Lineardimensionen L > D bildet
sich nach (9-24) ein lineares Geschwindigkeitsgefélle
aus, wenn die eine Platte parallel zur anderen mit
einer Geschwindigkeit vy bewegt wird (Bild 9-7,
siehe auch E 8.3.4).

Aus (9-24) folgt fir die zur Aufrechterhaltung der
Geschwindigkeit vg der oberen Platte gegen die Rei-
bungskraft Fr = —F notwendige Schubkraft F = 7,A

F=nAZ,

5 (9-28)

Bei einer gemdl Bild 9-7 bewegten Platte der
Flache A mit Abmessungen L (z.B. Schleppkahn
der Léange L), die vergleichbar oder kleiner als D
sind, wird die Dicke der Schicht mit etwa linearem
Geschwindigkeitsgefélle begrenzt sein. Die bewegte
Platte schleppt dann eine Grenzschicht mit sich,
deren Dicke ¢ sich nach Prandtl mit folgender
Uberlegung abschatzen lasst: Fiir eine vorwiegend
durch Reibung kontrollierte Stromung I&sst sich
annehmen, dass die Reibungsarbeit Wg groRer als die
kinetische Energie Ex der bewegten Flissigkeit ist.
Um eine Platte der Flache A um ihre eigene Lange L
zu verschieben, muss die Reibungsarbeit

(9-29)

()
Wgr = nA—L
R775

Bild 9-7. Lineares Geschwindigkeitsgefalle in einem flui-
den Medium zwischen zwei gegeneinander bewegten
Grenzflachen
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aufgebracht werden. Die kinetische Energie der mit-
bewegten Flussigkeitsmenge l&sst sich durch Integra-
tion Uber alle schichtférmigen Massenelemente dm =
oA dz mit der Geschwindigkeit v = wvgz/é zwischen
z = 0und z = ¢ bestimmen zu
1

Ekzé&ﬁ%. (9-30)
Aus der Bedingung Wg > E folgt dann fiir die Dicke
der Grenzschicht der laminaren Strémung

o< 6£.
Qvo

AuRerhalb der Grenzschicht kann die Strémung
in erster Naherung als ungestort (im betrachteten
Falle also als ruhend) angenommen werden. Mit
steigender Geschwindigkeit v nimmt die Dicke der
Grenzschicht ab. Zur Abschdtzung des Stromungs-
widerstandes eines Schiffes oder eines Flugzeuges
der Lange L kann angenommen werden, dass der
umstromte Kdrper von einer Grenzschicht der Dicke
8 ~ (7L/0vo)*® umgeben ist, innerhalb der die Stro-
mungsgeschwindigkeit sich von vy etwa linear auf 0
&ndert (vgl E 8.3.6).

Die Grenzschicht spielt eine wichtige Rolle bei realen
Strémungen, wo sie die Bereiche angendhert idealer
Strdmung mit der Grenzbedingung der viskosen Stro-
mung verknupft, dass die unmittelbar an einem um-
stromten Kdérper angrenzende Flissigkeit an diesem
haftet (siehe 10.2).

Auch Rohrstrémungen lassen sich mithilfe des New-
ton’schen Reibungsgesetzes (9-24) berechnen (siehe
auch E 8.3.4):

Die durch die Viskositdt bei an der Rohrwand
haftender Flussigkeit auftretende Reibungskraft
muss im stationdren Fall durch ein Druckgefélle
Ap = p1 — p2 Uberwunden werden. Durch Inte-
gration von (9-24) ergibt sich ein parabelformiges
Strdmungsgeschwindigkeitsprofil (Bild 9-8):

Ap
v=—
47l

Die Uber die Querschnittsflache des Rohres gemittelte
Stromungsgeschwindigkeit ergibt sich aus (9-32) zu

_ A
URohr = 8_77p|R2 s

(9-31)

(R -r?). (9-32)

(9-33)

Bild 9-8. Laminare Strémung durch ein Rohr

die demnach halb so grof3 ist wie die sich aus (9-32)
fur r = 0 ergebende maximale Strdmungsgeschwin-
digkeit. Daraus erhdlt man das in der Zeit t durch

das Rohr stromende Flissigkeitsvolumen, den
Volumendurchsatz
V. mwApR?
=== —, 9-34
Q=1 =5 (9-34)

das Gesetz von Hagen und Poiseuille ,

das durch den starken Anstieg mit der 4. Potenz des
Rohrradius R gekennzeichenet ist. Aus der Druckdif-
ferenz Ap in (9-33) l&sst sich der Reibungswiderstand
bestimmen:

FR = _STWIQ_)Rohr . (9-35)
Der Druckabfall in einem Rohr mit konstantem Quer-
schnitt ist daher proportional zur Lénge, wie sich
experimentell leicht mittels Steigrohrmanometern
zeigen lasst (Bild 9-9).
Bei der laminaren Umstrémung einer Kugel durch ei-
ne viskose Flissigkeit moge die Stromungsgeschwin-
digkeit im ungestorten Bereich v betragen. Die an
die Kugeloberflache angrenzende Flissigkeitsschicht
haftet an der Kugel, wodurch in einem Stérungsbe-
reich der GréRenordnung r ein Geschwindigkeitsge-
félle dv/dz ~ v/r auftritt (Bild 9-10). An der Oberfla-

Ap=plx)-p,

Bild 9-9. Linearer Druckabfall in einem Rohr mit konstan-
tem Querschnitt
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Bild 9-10. Viskose Umstrémung einer Kugel

che 4nr? der Kugel greift also nach (9-28) eine Rei-
bungskraft
2V

Fr = ndnr P danro (9-36)
an, die durch eine entgegengesetzte dullere Kraft glei-
chen Betrages kompensiert werden muss, um die Ku-
gel am Ort zu halten (Bild 9-10).
Da die Kugel in ihrer Umgebung den Strémungs-
querschnitt fur die Flissigkeit einengt, ist in der Rea-
litdt die Stromungsgeschwindigkeit in der Nachbar-
schaft der Kugel gréRRer (Kontinuitatsgleichung, sie-
he 10.1), d. h., direkt angrenzend an die Kugel ist das
Geschwindigkeitsgefalle groRer als fir (9-36) ange-
nommen wurde. Die exakte, aufwandigere Theorie
liefert daher einen etwas groReren Wert (vgl. E 8.3.4):

Fr = 6mpro (9-37)

(Stokes’sches Widerstandsgesetz fir die Kugel).

Laminare und turbulente Rohrstromung

Anstelle der laminaren Hagen-Poiseuille-Stromung
(9-32) kann in einem Rohr auch ein anderer Stro-
mungszustand auftreten, der durch unregelméRige
makroskopische  Geschwindigkeitsschwankungen
quer zur Hauptstromungsrichtung gekennzeichnet
ist: Turbulenz. Reynolds hat dies durch Anfarbung
eines Stromfadens in einer Rohrstrémung gezeigt
(Bild 9-11, siehe auch E 8.3.5):

Laminare Stromung: Bei niedrigen mittleren Stro-
mungsgeschwindigkeiten vgenr stromt die Flissigkeit
in Schichten, die sich nicht vermischen.

Turbulente Strémung: Wird bei steigender Stro-
mungsgeschwindigkeit ein Grenzwert vt Uberschrit-
ten, so uberlagern sich unregelméRige Schwankun-
gen, benachbarte Schichten verwirbeln sich, die
Strémung wird starker vermischt. Das Strémungs-

Bild 9-11. Reynolds’scher Stromungsversuch: a laminare
und b turbulente Strémung

profil &ndert sich von einem parabolischen bei der
laminaren Stromung zu einem ausgeglicheneren bei
der turbulenten Strémung, bei der nur in der Néhe
der Wand die Stromungsgeschwindigkeit stark abfallt
(Bild 9-11), siehe auch E 8.3.5.
Der Umschlagpunkt zwischen laminarer und turbu-
lenter Stromung héangt nicht nur von der Strémungs-
geschwindigkeit vronr, SOndern auch vom Radius R
und von der kinematischen Viskositat v = n/p in der
Weise ab, dass die dimensionslose Kombination die-
ser drei GroRRen ein Kriterium fiir den Strémungszu-
stand darstellt (siehe auch E 8.3.2), die sog. Reynolds-
Zahl
UrohiR _ én_)RohrR
v o
Fur andere Stromungsgeometrien muss der Rohrradi-
us R durch eine andere charakteristische Lange L er-
setzt werden. Damit lautet das Reynolds’sche Turbu-
lenzkriterium:

Re = (9-38)

Re < Regit : laminare Strémung ,
Re > Regit : turbulente Stréomung .

(9-39)

Die kritische Reynolds-Zahl Regi; muss experimen-
tell bestimmt werden. Fur die Rohrstrdmung gilt
Recit ~ 1200. Bei besonders sorgfaltiger Vermei-
dung jeglicher Strémungsstdrungen sind jedoch



10 Hydro- und Aerodynamik

B103

auch wesentlich hohere kritische Reynolds-Zahlen
moglich. Die Reynolds-Zahl Re bestimmt ferner das
Ahnlichkeitsgesetz fiir Stromungen (siehe 10.2).

Das Reynolds’sche Kriterium lasst sich anschaulich
begriinden aus dem Verhéltnis zwischen Tragheits-
einfluss (kinetische Energie ~ pv?) und Viskositats-
einfluss (Reibungsarbeit ~ nv/R): Bei Stérungen der
laminaren Stromung treten Druck&nderungen auf-
grund des Tragheitseinflusses (Bernoulli-Gleichung,
siehe 10.1) auf, die die Storung verstarken. Die allein
tragheitsbestimmte Stromung ist daher instabil. Dem
wirkt jedoch die Viskositédt entgegen. Das Einsetzen
der Turbulenz héngt danach vom Verhaltnis der
beiden Einfliisse ab, d. h. von

Tragheitseinfluss ~ ov* _ oRv _ Re
Reibungseinfluss  nv/R

(9-40)

Nach dem Umschlag zur Turbulenz wéchst der
Stromungswiderstand nicht mehr linear zur Stro-
mungsgeschwindigkeit v an, wie bei der laminaren
Stromung (z.B. (9-35) oder (9-37)) sondern mit
v? (siehe 10.2), also wesentlich starker. Turbulente
Stromung muss also dort vermieden werden, wo es
auf minimalen Strémungswiderstand ankommt (Blut-
kreislauf, Pipelines). Bei Heizungs- oder Kuhlréhren
ist dagegen Turbulenz erwiinscht wegen des besseren
Warmeaustausches zwischen Flissigkeit und Wand.

10 Hydro- und Aerodynamik

In der Hydro- bzw. Aerodynamik werden die Bewe-
gungsgesetze von Flissigkeiten und Gasen, d. h. der
sogenannten Fluide behandelt, sowie die Wechselwir-
kung der stromenden Fluide mit umstromten festen
Kdrpern oder mit berandenden festen Wanden. Die
Fluide werden dabei als kontinuierliche Medien be-
trachtet, die den verfugbaren Raum erflllen. Flissig-
keiten und Gase unterscheiden sich im Sinne der Hy-
drodynamik lediglich durch die Druckabhéngigkeit
ihrer Dichte: Flissigkeiten sind praktisch inkompres-
sibel (z. B. Wasser ca. 4% Volumenverringerung bei
Druckerhéhung um 1000 bar), bei Gasen ist die Dich-
te eine Funktion des Druckes.

Fir jedes Massenelement gilt die Newton’sche Be-
wegungsgleichung (3-4) bzw. (3-5), wonach die Be-
schleunigung aus der Summe der angreifenden Kréafte
resultiert. Dazu zdhlen

— Volumenkrafte, das sind &uBere Kréfte, die dem
Volumen (der Masse) des Flussigkeitselementes
proportional sind (z. B. Schwerkraft),

— Druckkrafte, die auf ein Flissigkeitselement durch
benachbarte Elemente infolge eines Druckgefalles
ausgetbt werden, und die senkrecht auf die Ober-
flache des betrachteten Elementes wirken,

— Reibungskréfte, die tangential zur Oberflache des
betrachteten Flussigkeitselementes wirken (Schub-
bzw. Scherkréfte, siehe 9.4).

Unter Berticksichtigung dieser Anteile erhélt man aus

der Newton’schen Bewegungsgleichung die Navier-

Stokes’schen Gleichungen (vgl. E 8.3.1, E 8.3.3). Hier

sollen nur einige Sonderfélle betrachtet werden, bei

denen zum leichteren Verstdndnis der Grundphéno-
mene und zur Vereinfachung bestimmte Vernachlds-
sigungen vorgenommen werden:

1. Laminare Stromungen: Hier werden dauf3ere Volu-
menkrafte und Massentragheitskrafte vernachlas-
sigt. Das Stromungsverhalten wird allein durch die
Reibungskréfte bestimmt. Die stationére viskose
Strdmung wurde bereits in 9.4 behandelt.

2. Turbulente Strémungen: Hier sind die Massen-
tragheitskrafte von groRerem Einfluss als die
Reibungskréfte, siehe 9.4, Reynolds-Kriterium.
Uber einzelne Aspekte der Wirbelbildung sie-
he 10.2.

3. Stromungen idealer Flussigkeiten: Hier werden
die Reibungskréfte vernachldssigt. Auf diesen
Fall lassen sich viele Gesetze der Potenzialtheorie
Ubertragen: Potenzialstromung = wirbel- und
quellenfreie Strémung. Potenzialstrémungen in
inkompressiblen Medien lassen sich beliebig Uber-
lagern. Aus den Navier-Stokes’schen Gleichungen
werden dann die Euler’schen Bewegungsglei-
chungen (siehe E 8.2.2). Durch Integration der
Euler’schen Bewegungsgleichung langs einer
Stromlinie erhélt man die Bernoulli-Gleichung,
die sich auch aus einfachen Grundannahmen
herleiten l&sst und viele Stromungsphdnomene
erklart (10.1). Uber die Anderungen, die durch die
Viskositat bei der Beschreibung von Strémungen
realer Flussigkeiten bedingt sind, siehe 10.2.

Das Stromungsfeld kann durch Stromlinien und durch

Bahnlinien beschrieben werden. Die Tangenten der

Stromlinien geben die Geometrie des Geschwindig-

keitsfeldes wieder. Die Bahnlinien beschreiben den
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Bild 10-1. Zur Herleitung der Kontinuitatsgleichung und
der Bernoulli-Gleichung

Weg der einzelnen Flussigkeitselemente. Fir statio-
nére Stromungen sind Strom und Bahnlinien iden-
tisch (E 8.1.1). Sie konnen in Flussigkeiten durch An-
farben oder in Gasen mittels Rauchinjektionen sicht-
bar gemacht werden.

10.1 Stromungen idealer Fliissigkeiten

Um bestimmte Gesetzmaligkeiten stromender Flis-
sigkeiten einfacher zu erkennen, werde zundchst von
der Reibung, d. h. von der Viskositit ganz abgesehen
und die stationdre Stromung einer idealen Flussigkeit
der Dichte o durch ein Rohr mit &rtlich variablem
Querschnitt A betrachtet (Bild 10-1).

Fur den stationdren Zustand fordert die Massenerhal-
tung, dass der Massendurchsatz fiir jeden Querschnitt
(z.B. fur A; und A) gleich ist, sofern zwischen A;
und A, keine Quellen oder Senken vorhanden sind.
Daraus folgt die Kontinuitatsgleichung

01A1v1 = 02202 (10-1)

und flr inkompressible Flussigkeiten (o1 = 02 = 0)

Ai1v1 = Avn bzw. AV = AV, = AV . (10-2)

In engeren Querschnitten ist also die Strdémungsge-
schwindigkeit groRer als in weiten Querschnitten.
Zwischen A; und A, findet daher eine Beschleu-
nigung, eine Erhdhung der Kkinetischen Energie Ey
statt, die durch ein Druckgefélle mit p; > p, bewirkt
werden muss. Die Arbeit AW, die dabei zur Be-
schleunigung aufgewandt werden muss, betragt unter

Ber(cksichtigung der Kontinuitatsgleichung (10-2)
AW = FiAX] — BAX, = (pl - pz)AV . (10-3)

Der Energiesatz AW = Ex,; —Eyq liefert dann mit (4-8)
und (10-3) entlang einer Stromlinie:

15 15
p1 + Egvl =p2+ Egvz = const . (10-4)

Bei einem im Schwerefeld geneigt stehenden Rohr
muss auBerdem die Anderung der potenziellen Ener-
gie mgz aufgebracht werden, wodurch als weiteres
Glied in (10-4) der hydrostatische Druck gz auftritt.
Die Druckbilanz fur jeden Punkt einer Stromlinie lau-
tet damit (Bernoulli-Gleichung)
1

p+ EQ’U + 09z = const = Pyt - (10-5)
Entlang einer Stromlinie ist die Summe aus
statischem Druck p, dynamischem Druck
(Staudruck) payn = ov?/2 und Schweredruck
09z konstant und gleich dem Gesamt-
druck pyt. (Die Koordinate z kann auch
durch —h ersetzt werden, wenn h die Tiefe
unter der Flissigkeitsoberflache darstellt.)

Obwohl fir inkompressible ideale Flussigkeiten
hergeleitet, gilt die Bernoulli-Gleichung néherungs-
weise auch fur reale Flussigkeiten, und in Grenzen
auch fur Gase, da deren Kompressibilitat sich erst
flr Stromungsgeschwindigkeiten in der Néhe der
Schallgeschwindigkeit erheblich bemerkbar macht.
Léngs einer Stromlinie gilt sie sowohl flr wirbelfreie
als auch fur wirbelhafte Stromungen. Der Gesamt-
druck pyt ist jedoch nur bei wirbelfreien Strémungen
fur alle Stromlinien gleich.

Die Messung von Gesamtdruck pit, Statischem
Druck p und dynamischem (Stau-)Druck pgyn= ov?/2
lasst sich z. B. mit U-Rohr-Manometern durchfiihren
(vgl. E 8.1.3). Dabei wird der Gesamtdruck gemessen,
wenn die Stromung senkrecht auf die Messoffnung
trifft und v = 0 wird (Pitotrohr, Bild E8.6c), der
statische Druck, wenn die Messéffnung tangential
an einer Stelle ungestorter Strdmung liegt (Druck-
messsonde, Bild E 8-6b). Die Differenz dieser beiden
Drucke ergibt den dynamischen Druck und wird mit
dem Prandtl’schen Staurohr gemessen (Bild E 8-6d,
Anwendung: Geschwindigkeitsbestimmung).

Einige Beispiele flr die Anwendung der Bernoulli-
Gleichung (weitere in E 8.1.3):

Ausfluss aus einem Druckgefal3

Die Ausflussgeschwindigkeit v aus einer engen
Offnung (Querschnitt A) eines GefiRes, in dem durch
einen Kolben (Querschnitt Ax) ein Uberdruck Ap
gegeniiber dem AuRendruck p, aufrechterhalten wird
(Bild 10-2), lasst sich mithilfe des Energiesatzes oder
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Bild 10-2. Ausstrémung aus einem Druckgefal

einfacher aus der Bernoulli-Gleichung berechnen.
Aufgrund der Kontinuitatsgleichung (10-2) und
wegen Ax > A kann die Strémungsgeschwindigkeit
in Kolbenndhe vernachlassigt werden. Fir eine
Stromlinie, die in Kolbennédhe (1: statischer Druck
p1 = pa+ Ap) beginnt und durch die Ausflusséffnung
(2: statischer Druck p, = pa) geht, gilt dann nach
Bernoulli (10-4)

28p

Pa+Ap = pa+ %gvz bzw. v = . (10-6)

Fir zwei verschiedene Gase bei gleichem Druck und
gleicher Temperatur folgt aus der allgemeinen Gas-

gleichung (8-26) und mit Vi, = M/p, dass die molare
Masse M ~ o ist. Aus (10-6) ergibt sich damit

u_ fea_ [Me

V2 01 Mg -
Anwendung: Effusiometer von Bunsen zur Molmas-
senbestimmung.

Wird der Druck im GeféR nicht durch einen Kolben
erzeugt, sondern durch die Schwerkraft (Bild E 8-8),
SO muss Ap in (10-6) durch den hydrostatischen
Druck og ersetzt werden:

v = 4/2gh,

d.h., bei Vernachlassigung der Viskositét stromt die
Flussigkeit in der Tiefe h unter der Flussigkeitsober-

flache aus einer Offnung mit der gleichen Geschwin-
digkeit aus, als ob sie die Strecke h frei durchfal-
len hatte, vgl. (4-26): Torricelli’sches Ausstrémge-
setz, vgl. E 8.1.3.

(10-7)

(10-8)

Stromung durch Querschnittsverengungen

In Querschnittseinschnirungen von Rohren (Ag — Ae)
erhéht sich nach der Kontinuitatsgleichung (10-2) die
Stromungsgeschwindigkeit von vy auf ve = voAg/Ae.
Infolgedessen ist nach der Bernoulli-Gleichung dort
der statische Druck pe geringer als im Normalquer-
schnitt des Rohres (po). Dies lasst sich experimentell

durch Steigrohrmanometer zeigen (Bild 10-3), wobei
bei realen Flussigkeiten der lineare Druckabfall auf-
grund der inneren Reibung Uberlagert ist (Bild 9-9).
Sieht man in der unmittelbaren Nachbarschaft der
Verengung vom Druckabfall durch die innere Rei-
bung ab, so ergibt sich aus der Bernoulli’schen Glei-
chung (10-4) fir die lokale Druckerniedrigung

Ap =po — Pe = %Q(vi =)

1 ,[(A0)
== — -1]. 10-9
9% [(Ae) ] (10-9)
Fur Ae < Ag folgt daraus
1 ,(A)
Pe = Po — ZQUO (Ae) , (10-10)

d.h., bei genugend groRem Querschnittsverhéltnis
Ao/Ae kann der statische Druck pe in der Veren-
gung auch kleiner als der Aufendruck p, werden.
Dann verschwindet die Flussigkeitssaule tber der
Verengung (Bild 10-3) vollig und es entsteht ein
Unterdruck, das Steigrohr saugt aus der Umgebung
Gas oder Flussigkeit an, es wirkt als Pumpe. Das ist
das Prinzip der Wasser- und Dampfstrahlpumpen, der
Zerstauber und Spritzpistolen, des Bunsenbrenners
USW.

Eine Differenzmessung der statischen Dricke in
und aulerhalb der Verengung z.B. mit einem
U-Rohrmanometer erlaubt mit (10-9) auch die
Bestimmung der Stromungsgeschwindigkeit vg im
Rohr: Venturirohr (vgl. E 8.1.3, Bild E 8-7).

Kavitation

Sinkt bei einer Strémung durch eine Rohrverengung
(oder bei einem sehr schnell durch eine Flissigkeit
bewegten Kdorper) der statische Druck pe lokal un-
ter den Dampfdruck der Flussigkeit pg (siehe 8.4),

statischer
Druckp (x)

plx)=p,

-

Y

Bild 10-3. Druckerniedrigung in Rohrverengung
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so treten Dampfblasen auf, die in dahinterliegenden
Strémungsbereichen mit héherem Druck implosions-
artig wieder in sich zusammenfallen. Die entstehen-
den Druckst6R3e flihren zu Zerstérungen angrenzender
Oberflachen (Schiffsschrauben, Turbinen). Zur Ver-
meidung der Kavitation muss die Bedingung
Pe = Ptot — gvg > Pd

eingehalten werden. Daraus ergibt sich als kritische
Geschwindigkeit, oberhalb der Kavitation auftritt,

o 2(ptot - pd)
Uerit = \f— .
©

Wandkrafte in Stromungen

Der statische Druck pg in freien Strémungen ist etwa
gleich dem Druck p, des umgebenden, ruhenden Me-
diums. Wird eine solche Strémung durch Wénde ein-
geengt, so hat der dadurch dort verringerte statische
Druck pe oft unerwartete Kréfte auf die strémungs-
begrenzenden Wénde zur Folge. Wird z. B. eine Stro-
mung durch bewegliche, gewdlbte Flachen eingeengt
(Bild 10-4), so entsteht eine Druckdifferenz Ap zwi-
schen dem verringerten statischen Druck pe und dem

(10-11)

(10-12)

Pe<Po=Pa

Pa

Po=Pq

Bild 10-4. Seitenkréfte auf stromungseinengende Flachen

Po=p, I Pi<py
+\ /_. - == 4 T—
< P ?

Bild 10-5. Hydrodynamisches Paradoxon

&uBeren Druck p,, wodurch die beiden Wande zu-
sammengetrieben werden. Solche unerwarteten Sei-
tenkréfte sind z. B. bei nebeneinander mit hoher Ge-
schwindigkeit fahrenden Kraftfahrzeugen zu beach-
ten.

Ahnlich unerwartet ist der als hydrodynamisches Pa-
radoxon bezeichnete Effekt: Ein Gas- oder Flissig-
keitsstrahl, der aus einem Rohr gegen eine querge-
stellte, bewegliche Platte stromt (Bild 10-5), driickt
diese nicht weg, sondern zieht sie im Gegenteil sogar
an, weil die im zentralen Bereich hohe Stromungsge-
schwindigkeit einen kleineren statischen Druck p; er-
zeugt als die geringe Stromungsgeschwindigkeit am
Rande, wo der dort hohere statische Druck po etwa
dem AuRendruck p, entspricht. Im zentralen Bereich
entsteht daher eine Druckdifferenz Ap = pa — pi,
die die bewegliche Platte auf die Rohréffnung zu-
treibt.

Umstromte Korper in idealer Fliissigkeit

Bei der Umstrémung eines Kdrpers, der symmetrisch
zu einer Ebene parallel zu den ungestdrten Stromlini-
en geformt ist (Kugel, Zylinder, Platte quer oder langs
usw., Bilder 10-6 und 10-7), weichen die Stromlinien
symmetrisch zu dieser Ebene aus. Die Stromlinie, die
die Trennungslinie zwischen den beiden Strémungs-
bereichen darstellt, die den Korper auf entgegenge-
setzten Seiten umstromen, heifit Staulinie. Sie stoRt
auf der Anstromseite senkrecht auf die Korperoberfla-
che und startet auf der Riickseite ebenfalls senkrecht
von der Korperoberflache (Bild 10-6). An diesen Stel-
len, den Staupunkten, ist die Stromungsgeschwindig-
keit v = 0, der dynamische Druck verschwindet dem-
zufolge, und der statische Druck pst: Wird gleich dem
Gesamtdruck Pet: P = Pstat = Prot. AM Aquator (Ku-
gel, Bild 10-6) ist hingegen die Strémungsgeschwin-

Stautinie

Psiar= Prot

—\%—,

Pstat= Prot ——=

1,1 v =0(Staupunkte: Dggi =1t )

Bild 10-6. Umstrémung einer Kugel (&hnlich Zylinder)
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———— T — -
N
linie »

Bild 10-7. Symmetrische und unsymmetrische Umstro-
mung einer Platte

==

digkeit maximal und der statische Druck psq ein Mini-
mum, kleiner als der statische Druck po im ungestor-
ten Stromungsbereich. Bei symmetrischer Umstro-
mung liegen die Staupunkte gegeniber, ebenso die
Stellen niedrigsten Druckes. Die Druck- und Kraft-
verteilung ist daher vollstandig symmetrisch, die re-
sultierende Kraft auf den umstromten Korper ver-
schwindet. Das heif3t, symmetrisch geformte und ori-
entierte Korper erfahren in einer Strémung einer idea-
len Flussigkeit keine resultierende Kraft, bzw. sie las-
sen sich widerstandslos durch eine ideale Flissig-
keit ziehen. Dieses im Widerspruch zur Erfahrung bei
realen Flussigkeiten stehende Ergebnis muss deshalb
modifiziert werden (siehe 10.2).

Bei unsymmetrisch geformten und/oder orientierten
Kdrpern, z.B. einer schrdg in der Strdmung orien-
tierten Platte (Bild 10-7), verschieben sich die Stau-
punkte gegeneinander. Die aus der Asymmetrie fol-
gende Druckverteilung bewirkt das Auftreten eines
resultierenden Kréftepaars und damit eines Drehmo-
mentes, das den Korper soweit dreht, bis das Drehmo-
ment verschwindet, d. h. die Platte senkrecht zur Stro-
mung orientiert ist. Dieser Effekt lasst sich zur Be-
stimmung der Teilchengeschwindigkeit in Longitudi-
nalwellen (Schallschnelle) durch Messen des Dreh-
momentes ausnutzen (Rayleigh-Scheibe).

Wirbel in idealen Fliissigkeiten

Wirbel sind rotierende Flissigkeitshewegungen mit
in sich geschlossenen Stromlinien. Sie bestehen aus
einem Wirbelkern mit dem Radius rg, in dem im
Idealfall (Rankine-Wirbel) die Flissigkeit wie ein
fester Korper mit einheitlicher Winkelgeschwin-
digkeit w rotiert. Er ist umgeben von einer sog.
Zirkulationsstromung, in der die Geschwindigkeit
nach auBen abnimmt, z.B. umgekehrt proportional

Wirbelachse

]
I Wirbel- ! s .
[ e

e Zirkulationsstrémung

Bild 10-8. Aufbau eines Wirbels

zum Abstand r von der Wirbelachse (Bild 10-8, siehe
auch E 8.1.3):

Wirbelkern : r<rg. v=wr, (10-13)

. . . k a)ré

Zirkulationsstromung:  r>rg v = =
(10-14)
Das Produkt aus Querschnittsflache A = nrg des Wir-

belkerns und seiner Winkelgeschwindigkeit w heifit
Wirbelintensitidt :  J = Aw = mwr . (10-15)

Eine GroRe, die eine Aussage Uber Wirbelzustande in
einer Stromung macht, ist die Zirkulation

Fzggv-ds.

C

(10-16)

Schlieft der Integrationsweg auch Wirbelkerne oder
Teile davon ein, so ist die Zirkulation I # 0. Das
trifft z.B. auch fir viskose laminare Strémungen
zu, etwa bei Bild 9-7. Solche Strémungen sind
also wirbelbehaftet. Dagegen ist die Zirkulation
in Stromungen idealer Flissigkeiten auRerhalb
von Wirbelkernen null, wenn der Integrationsweg
den Wirbelkern nicht umschlieft, also auch in der
Zirkulationsstromung, die den Wirbelkern umgibt.
Die Aussage I' = 0 ist gleichbedeutend mit der
Aussage, dass die Rotation von v (vgl. A 17.3)
verschwindet (rot v = 0). Eine solche Strémung wird
daher als wirbelfrei oder rotationsfrei bezeichnet.
Da man sie dann mit Methoden der Potenzialtheorie
beschreiben kann, wird sie auch Potenzialstromung
genannt.

Wird die Zirkulation langs einer Linie gebildet, die
den Wirbelkern vollstandig umschlief’t, z. B. 1&ngs ei-
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nes Kreises mit r > rq (Bild 10-8), so ergibt sich mit
(10-15) die doppelte Wirbelintensitat:

= Sﬂfu- ds=2Awrs = 2J. (10-17)
C

Der Zirkulationsbegriff ist wichtig zur Beschreibung
von Kraften auf umstromte Korper, die quer zur Stro-
mungsrichtung wirken (Magnus-Effekt, Flugauftrieb
usw., siehe E 8.2.4).

Auf Helmholtz gehen die folgenden allgemeinen
Aussagen uber Wirbelstrémungen in idealen Fliissig-
keiten zuriick (Helmholtz’sche Wirbelsatze):

1. Satz von der rdumlichen Konstanz der Wir-
belintensitat: Die Zirkulation I" ist fir jeden
Querschnitt A senkrecht zur Wirbelachse kon-
stant. Im Innern der Flussigkeit konnen daher
keine Wirbel beginnen oder enden: Wirbelachsen
enden stets an Grenzflachen der Flussigkeit
(Waénde, freie Oberflachen) oder sind in sich
geschlossen (Wirbelringe).

2. Eine Wirbelrohre besteht dauernd aus denselben
Flussigkeitsteilchen: Wirbel haften an der Materie.

3. Satz von der zeitlichen Konstanz der Wirbelinten-
sitat: Die Zirkulation einer Wirbelrohre bleibt zeit-
lich konstant. In idealer, reibungsfreier Flissigkeit
kénnen daher Wirbel weder entstehen noch ver-
schwinden.

Die Wirbelsatze gelten angenahert auch fur Fluide mit
geringer Viskositat (z. B. fiir die Atmosphére). Andert
sich der Wirbelquerschnitt A ortlich oder zeitlich,
so &ndert sich wegen der Konstanz der Wirbelinten-
sitdt die Winkelgeschwindigkeit « gemaR (10-15)
und (10-17) umgekehrt proportional zu A. Die Ein-
schniirung eines atmosphérischen Tiefdruckwirbels
kann daher zu sehr hohen Windstarken flhren.

10.2 Stromungen realer Fliissigkeiten

Stromungen realer Flissigkeiten koénnen néhe-
rungsweise umso besser durch die Bernoulli-
Gleichung (10-4) oder (10-5) als Strémung idealer
Flussigkeiten beschrieben werden, je Kkleiner die
dynamische Viskositat n ist. Diese Néaherung ver-
sagt jedoch in der unmittelbaren Nachbarschaft
einer angrenzenden Wand oder eines umstrémten
Korpers wegen der Grenzbedingung der viskosen
Strdmung, wonach die unmittelbar angrenzende

Flussigkeit an der Wand bzw. dem Korper haftet.
Am Beispiel der umstromten Kugel zeigte sich
im Falle der idealen Fllssigkeit (n = 0), dass am
Kugelaquator die Stromungsgeschwindigkeit nach
Bernoulli besonders hoch ist (10.1, Bild 10-6). Im
Falle der viskosen Umstromung (siehe 9.4) ist hier
dagegen wie an jedem anderen Oberflachenpunkt die
Stromungsgeschwindigkeit 0!

Dieser Widerspruch 16st sich nach Prandtl durch
Berlcksichtigung der Viskositdt innerhalb einer
Grenzschicht (siehe 9.4), in der die lokale Stro-
mungsgeschwindigkeit von null an der Wand bzw.
am Korper mit steigendem Abstand anfangs etwa
linear bis auf den Wert in der daran angrenzenden
Potenzialstromung ansteigt (Bild 10-9). Die Dicke
dieser Grenzschicht kann nach (9-31) abgeschatzt
werden. Sie ist umso dinner, je kleiner die Viskositat
und je groéBer die Stromungsgeschwindigkeit in der
Potenzialstrémung ist.

Die Anderung der Stromungsverhaltnisse beim Uber-
gang von der reibungsfreien, idealen Strémung zur
Strémung in einer realen (nicht zu z&hen) Flussigkeit
sei am Beispiel der Zylinderumstrdmung betrachtet
(Bild 10-10).

Auf der Anstromseite entspricht das Stromungsbild
qualitativdemjenigen der Potenzialstromung (&hnlich
Bild 10-6), wobei zusétzlich die viskose Grenzschicht
zwischen der Zylinderoberflache und der Potenzial-
strémung anzunehmen ist. Ein Flussigkeitselement,
das dicht an der Staulinie entlangstromt und in die
Grenzschicht gelangt, wird von dem Druckgeféalle
zwischen Staupunkt und dem Punkt maximaler
Stromungsverdrangung beschleunigt. Aufgrund der
Viskositat in der Grenzschicht erreicht es jedoch
nicht die kinetische Energie, die erforderlich wére,
um das Flussigkeitselement gegen den Druckanstieg

Bild 10-9. Prandtl’sche Grenzschicht als Ubergang zwi-
schen viskoser Wandhaftung und idealer Stroémung
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Prandt{'sche Grenzschicht Grenzschichtabldsung
A

Potenzial-_Apoi<pg
strdémung >
Stau- RN N S —

linie S F, /

y
Totwasser Karman'sche Wirbelstrafie

Bild 10-10. Umstrdmung eines Zylinders in einer realen
Flussigkeit

auf der Rickseite des Zylinders wieder bis in die
Né&he des hinteren Staupunktes zu bringen, es kommt
vielmehr schon vorher zur Ruhe bzw. wird von
weiter auBen liegenden Stromfaden mitgenommen:
Grenzschichtabldsung (siehe auch E 8.3.6). Die abge-
l6sten Grenzschichten auf beiden Seiten umschlieRen
das Totwassergebiet direkt hinter dem umstrom-
ten Korper, in dem die Bernoulli-Gleichung nicht
angewandt werden kann. Zwischen Totwasser und
&ulerer Potenzialstromung bilden sich Wirbel aus,
wobei mit zunehmender Reynolds-Zahl (9-38) sich
zundchst zwei Wirbel entgegengesetzten Drehsinns
(Drehimpulserhaltung) hinter dem Kérper ausbilden.
Bei hoheren Reynolds-Zahlen werden diese Wirbel
abwechselnd von der Strémung mitgenommen, es
entsteht die Karman’sche Wirbelstrale (Bild 10-10).
Die Wirbel sorgen auch flr einen Druckausgleich
zwischen dem statischen Druck po der ungestorten
Stromung und der hinteren, an das Totwasser an-
grenzenden Korperoberflache. Auf der Anstromseite
herrscht dagegen der Gesamtdruck Py der Potenzi-
alstromung, sodass auf einen beliebigen umstrémten
Kdorper eine maximale Druckdifferenz

1
AP = Prot = Po = 5015 (10-18)
wirkt, die zu einer Widerstandskraft
1
Fw = cwAAp = EcWAng (10-19)

flihrt (siehe auch E 8.4.2). Hierin ist A die der Stro-
mung dargebotene Querschnittsfliche des Korpers
und cw ein dimensionsloser Widerstandsbeiwert,
der von der Form des umstromten Kdrpers abhangt
(Bild 10-11). Er bericksichtigt einerseits, dass
der statische Druck auf der Anstromseite nur am
Staupunkt gleich dem Gesamtdruck ist, und anderer-

——
[
———
—_—
———
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Bild 10-11. Widerstandsbeiwerte verschiedener Strémungs-
korper

seits die von der Korperform abhéngige Stérke der
Wirbelbildung, deren Energie der Strdmungsenergie
entnommen werden muss und ebenfalls zu einem
Strémungswiderstandsanteil fuhrt. Bei gleichem
Querschnitt A ist der Stromungswiderstand am
kleinsten, wenn die Wirbelbildung unterdriickt wird.
Dies kann dadurch geschehen, dass das Totwasser-
und Wirbelgebiet durch den Korper selbst ausgefullt
wird: ,,Stromlinienkorper”. Hierflirr ist daher der
Widerstandsbeiwert besonders klein (Bild 10-11;
weitere Werte in Tabelle E 8-2). Im Gegensatz zur
linearen Abhéngigkeit des Stromungswiderstandes
von der Geschwindigkeit bei der laminaren Stromung
fiur Kkleine vy, (9-28), (9-35) und (9-37), ist nach
(10-19) bei der turbulenten Strémung fur gréRere v
der Strémungswiderstand proportional zum Quadrat
der Stromungsgeschwindigkeit.

Hydrodynamisch dhnliche Stromungen

Die exakte Berechnung des Strémungswiderstandes
ist bereits bei einfachen Korpern mathematisch
extrem aufwéndig, sodass Stromungswiderstdnde im
Allgemeinen experimentell bestimmt werden miissen.
Bei extremen Abmessungen der zu untersuchenden
Korper (Flugzeuge, Schiffe, Kihltirme) miissen sol-
che Messungen an verkleinerten Modellen durchge-
fiinrt werden. Die geometrische Ahnlichkeit zwischen
Original- und Modellkorper reicht jedoch hinsichtlich
des Stromungsverhaltens noch nicht. Es missen auch
die auftretenden Energieformen (kinetische Energie,
Reibungsarbeit) bei der Originalstrémung und bei der
Modellstromung im gleichen Verhéltnis zueinander
stehen. Dieses Verhaltnis wird aber gerade durch
die Reynolds-Zahl (9-38) gekennzeichnet. Daher
gilt: Zwei Stromungsvorgénge sind hydrodynamisch
&hnlich, wenn ihre Reynolds-Zahlen

_olv
n

gleich sind. L ist hierin eine charakteristische Lange
der Stromungsgeometrie, etwa der Rohrradius bei der

Re (10-20)
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Stromung durch ein Rohr oder der Kugelradius bei
der Kugelumstrémung.

Setzt man beispielsweise flr die Reibungskraft bei
der laminaren Kugelumstromung gemaf (9-37) for-
mal die Beziehung (10-19) an, so erhélt man aus dem
Vergleich (L = r = Kugelradius) fir den Wider-
standsbeiwert der Kugel

n 12
orv  Re’
Da ahnliche Strémungen gleiche Reynolds-Zahlen
haben, haben sie nach (10-21) auch gleiche Wider-
standsbeiwerte. Das gilt nicht nur fur die Kugel. Ei-
ne ausfihrlichere Behandlung der Stromungsmecha-
nik findet sich in E 7-10.

cw = 12 (10-21)

Il. WECHSELWIRKUNGEN UND FELDER

Im Teil Bl Giber Teilchen und Teilchensysteme wurden
die Bewegungsgesetze von Teilchen und Teilchensys-
temen unter der Einwirkung von Kréften (allgemei-
ner: Wechselwirkungen) behandelt, ohne die Art die-
ser Kréfte und ihre Quellen genauer zu untersuchen.
Das soll in diesem Teil 11 geschehen.

Ubersicht iiber die fundamentalen
Wechselwirkungen

Nach dem Stand unseres Wissens lassen sich alle be-
kannten Kréfte auf vier fundamentale Wechselwir-
kungen zurlickfuhren:

Gravitationswechselwirkung: Sie wirkt zwischen
Massen und manifestiert sich z.B. in der Planeten-
bewegung und in der Gewichtskraft (siehe 3.2.1).
Obwohl die schwéchste der bekannten Wechselwir-
kungen (Tabelle 11-0), ist sie als erste quantitativ
untersucht worden (Fallgesetze, Kepler-Gesetze,
Newton’sches Gravitationsgesetz). Das Kraftgesetz
F ~r=2 (siehe 11.3) hat eine unendliche Reichweite
zur Folge.

Elektromagnetische Wechselwirkung: Sie  wirkt
zwischen elektrischen Ladungen und ist die heute am
besten verstandene Wechselwirkung. Chemische und
biologische Prozesse, die Struktur kondensierter Ma-
terie, der Uberwiegende Teil der Technik beruhen auf
elektromagnetischen Wechselwirkungen zwischen
Elektronen und Atomkernen und zwischen Atomen
untereinander. Das Kraftgesetz (Coulomb-Gesetz,
siehe 12.1) zeigt, wie bei der Gravitation, die Ab-
standsabhangigkeit F ~r=2, die wiederum zu einer
unendlichen Reichweite fiihrt.

Starke  Wechselwirkung oder Kernwechselwir-
kung: Sie ist verantwortlich fir die Bindungskréfte
zwischen den Teilchen im Atomkern (Protonen,
Neutronen: Nukleonen, siehe 17). Sie ist die Grund-
lage der Kernenergie und damit auch Ursache
der Strahlungsenergie der Sonne. Die Reichweite
der Kernkréfte ist von der GrdRenordnung des
Kernradius.

Schwache Wechselwirkung: Leptonen (Elektronen,
Positronen, siehe 17.5) zeigen keine starke Wech-
selwirkung, sondern eine um 14 GrdRenordnungen
schwéchere Wechselwirkung. Die schwache Wech-
selwirkung ist maRgebend bei Umwandlungen von
Elementarteilchen, u.a. beim p-Zerfall, bei dem
ein Neutron n ein Elektron e~ und ein Antineutrino
Ve emittiert und sich in ein Proton p verwandelt,
siehe (17-16).

Der schwache Prozess (17-29), bei dem aus zwei Pro-
tonen ein Deuteron d (Deuteriumkern 2D*), ein Po-
sitron e* und ein Neutrino ve entstehen, steuert den
Brennzyklus der Sonne, insbesondere deren gleich-
maRiges und langsames Brennen.

Die Reichweite der schwachen Wechselwirkung ist
noch geringer als die der Kernkréfte.

Bei der Gravitationswechselwirkung und bei der elek-
tromagnetischen Wechselwirkung kénnen sich wegen
der bis ins Unendliche gehenden Reichweite die Kréaf-
te vieler Teilchen zu makroskopisch messbaren Kréaf-
ten Uberlagern. Bei der starken und bei der schwa-
chen Wechselwirkung ist das nicht moglich, da die-
se kaum Uber das erzeugende Teilchen hinausreichen.
Das Kraftgesetz kann hier nur durch Teilchensonden
(Streuexperimente, siehe 16.1.1) erschlossen werden.
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Tabelle 11-0. Die fundamentalen Wechselwirkungen

Wechselwirkung Reichweite
Gravitationswechselwirkung o0

elektromagnetische Wechselwirkung oo

starke Wechselwirkung 10716...10 m

schwache Wechselwirkung <10%m

11 Gravitationswechselwirkung

11.1 Der Feldbegriff

Die Kraftgesetze fir die Gravitationswechselwirkung
zwischen zwei Punktmassen (Newton’sches Gravita-
tionsgesetz, 11.3) oder fur die elektrische Wechsel-
wirkung zwischen zwei Punktladungen (Coulomb-
Gesetz, 12.1) sind typische Fernwirkungsgesetze, die
keine Aussagen uber die Vermittlung der Kraft ma-
chen. Nach der Nahwirkungstheorie (Faraday) ge-
schieht hingegen die Kraftvermittlung mithilfe des
Feldbegriffes: Eine Punktmasse oder eine elektrische
Ladung verandern den umgebenden Raum, indem sie
ein (Gravitations- oder ein elektrisches) Feld erzeu-
gen. Eine zweite Masse oder Ladung erféhrt dann ei-
ne Kraft, die sich aus der lokalen Stérke des Feldes
am Ort der zweiten Masse oder Ladung ergibt: Feld-
starke. Im Falle der Gravitation ergibt sich die Kraft F
in diesem Bild aus der Masse m und der Gravitations-

feldstarke A am Ort der Masse:
F=mA. (11-1)

Die raumliche Richtungsverteilung der Kraft bzw.
der Feldstarke in einem solchen Vektorfeld l&sst

Bild 11-1. Feldliniendarstellung eines Kraftfeldes, das von
einer Punktquelle ausgeht

relative Starke
10—38

1072

10—14

Beispiel

Kréfte zwischen Himmelskorpern, z. B.
Planetenbewegung
Krafte zwischen Ladungen, z. B. im

Atom, im Molekil, in Festkdrpern
Krafte zwischen Nukleonen, z. B. im
Atomkern
Wechselwirkungen zwischen Elementar-
teilchen, z. B. beim Betazerfall

sich besonders anschaulich durch das Feldlinienbild
beschreiben: Kraftlinien oder Feldlinien sind Raum-
kurven, deren Tangenten an jeder Stelle P mit der
Richtung der Kraft F bzw. des Feldstarkevektors A
an dieser Stelle Ubereinstimmt (Bild 11-1).

11.2 Planetenbewegung: Kepler-Gesetze

Die Beobachtung der Gestirnbahnen und insbe-
sondere der Planetenbahnen durch den Menschen
favorisierte das geozentrische Weltsystem (Aristote-
les, 384-322v.Chr.), das die zentrale Stellung der
Erde auch philosophisch festlegte. Eine einiger-
malen genaue Beschreibung der Planetenbahnen
war in diesem System allerdings nur durch kom-
plizierte Epizykloiden mdglich (Ptolemdus, um
100-160n. Chr.).

Eine einfachere Beschreibung der Planetenbahnen ge-
lang Kopernikus (1473-1543) durch Einfihrung des
heliozentrischen Weltsystems, dessen Urspriinge auf
Heraklid (4. Jh. v.Chr.) und Aristarch von Samos
(3. Jh. v. Chr.) zurtickgehen. Danach lieRen sich die
Planetenbahnen naherungsweise auf Kreisbahnen um
die Sonne zuriickfiihren. Gestlitzt auf die astronomi-
schen Beobachtungen von Kopernikus und vor allem
auf die noch ohne Fernrohr durchgefiihrten, sehr sorg-
faltigen Messungen von Tycho Brahe (1546-1601)
konnte Kepler (1571-1630) drei empirische Gesetz-
maRigkeiten Uber die Bewegung der Planeten gewin-
nen, die Kepler’schen Gesetze:

1. Kepler’sches Gesetz (Astronomia nova, 1609):
Die Planetenbahnen sind Ellipsen, in deren
gemeinsamen Brennpunkt die Sonne steht
(Bild 11-23).
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Sonnennghe (Perinel) Sonnenferne {Aphel]

Bild 11-2. Kepler-Gesetze: a 1. Uiber die Planetenbahnen, b
2. Uber den Flachensatz, ¢ 3. Giber die Umlaufzeiten

2. Kepler’sches Gesetz (Astronomia nova, 1609):
Der Radiusvektor r des Planeten uberstreicht in
gleichen Zeiten At gleiche Flachen AS (Flachen-
satz) (Bild 11-2b):

d_S = const
dt ‘

3. Kepler’sches Gesetz (Harmonices mundi, 1619):
Die Quadrate der Umlaufzeiten T; der Planeten
verhalten sich wie die Kuben ihrer groRen Bahn-
halbachsen a; (Bild 11-2c):

(11-2)

T2 a3
L= "1 oder T?=const-a},

— == (11-3)
2 3

T, &

wobei die Konstante fiir alle Planeten derselben

Sonne gleich ist.

Das vom Radiusvektor r in der Zeit dt Uiberstrichenen
Flachenelement ist dS = r x dr/2 (Bild 11-3). Der
Drehimpuls L des Planeten der Masse m lasst sich
damit ausdrticken durch die Fl&chengeschwindigkeit
ds/dt:

ds

L=rx(mv):m(rxg)=2ma. (11-4)

dt

Bild 11-3. Zum Flachensatz (2. Kepler-Gesetz)

Der Flachensatz ist daher eine Folge der Drehimpuls-
erhaltung.

11.3 Newton’sches Gravitationsgesetz

Kepler hatte bereits die Vorstellung einer Anzie-
hungskraft zwischen Planeten und Sonne entwickelt,
die die Planeten entgegen ihrer Trégheit auf Ellip-
senbahnen hélt, und den Namen Gravitation hierfir
eingefihrt. Fir den Fall der kreisférmigen Planeten-
bahn I&sst sich die Gravitationskraft leicht aus den
Kepler’schen Gesetzen (siehe 11.2) herleiten:

Wegen der Gilltigkeit des Flachensatzes (2. Kep-
ler’sches Gesetz), d.h. der Drehimpulserhaltung,
handelt es sich um eine Zentralkraft (vgl. 3.8). Die
Zentripetalkraft auf den Planeten der Masse m in der
Kreisbahn (Sonderfall des 1. Kepler’schen Gesetzes)
mit dem Radius r

4m®mr
T2
wird durch die Gravitationsanziehung ausgelibt

(Bild 11-4). Mit dem 3. Kepler’schen Gesetz (11-3)
und a = r folgt daraus

Fg = mw’r =

(11-5)

m
Fg = constr—2 , (11-6)
wobei die Konstante fur alle Planeten einer Sonne
der Masse M gleich ist (vgl. 11.2). Nach dem Reak-
tionsgesetz (3-11) ziehen sich die Massen M und m

Bild 11-4. Zur Herleitung des Newton’schen Gravitations-
gesetzes
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Bild 11-5. Gravitationsdrehwaage nach Cavendish. Die
Massen M konnen in zwei symmetrische Positionen ge-
bracht werden

gegenseitig an, sodass Fy auch ~M sein muss. Aus
(11-6) folgt dann in vektorieller Schreibweise das
Newton’sche Gravitationsgesetz

Fg= —G@rO , (11-7)
rO Einsvektor in Richtung des Radiusvektor
(Bild 11-4).

G = (6,67428 + 0,00067) - 107* N - m?/kg? Gra-
vitationskonstante.

Newton hat 1665 gezeigt, dass aus dem Kraftgesetz

F ~ r2 (11-7) die elliptischen Umlaufbahnen des

1. Kepler’schen Gesetzes folgen, siehe 11.5 (Philoso-

phiae naturalis principia mathematica, 1687).

Die Gravitationskonstante G selbst ist nicht aus den

Planetenbewegungen bestimmbar, sondern nur GM.

Sie muss deshalb durch die direkte Messung der

Anziehungskraft zwischen zwei bekannten Massen

bestimmt werden. Obwohl die Gravitationsanziehung

zwischen zwei wdagbaren Massen auferordentlich
klein ist, sodass sie normalerweise nicht bemerkt
wird, kann sie mit der Drehwaage nach Cavendish

(1798) gemessen werden (Bild 11-5). Im Prinzip wird

dabei die Beschleunigung a einer kleinen Masse m

infolge der Massenanziehung durch eine groRere

Masse M im Abstand r mithilfe eines langen Licht-

zeigers gemessen und daraus die Gravitationskraft

bestimmt.

11.4 Das Gravitationsfeld

Die Geometrie eines Gravitationsfeldes lasst sich
durch Feldlinien beschreiben, die die Richtung der

Gravitationsfeldstarke A (11-1) in jedem Punkt ange-
ben. Der Vergleich von (11-1) mit dem Newton’schen
Kraftgesetz (3-4) zeigt, dass im Falle der Gravitation
die Feldstarke gleich der durch sie bewirkten Gra-
vitationsbeschleunigung ag auf eine Punktmasse m
ist:

Fg

=—=4qq,
m g

SI-Einheit: [A] = [ag] = m/s? .

(11-8)

Aus dieser Definition von A und dem Gravitations-
gesetz (11-7) folgt fir die von einer Punktmasse M
erzeugte Gravitationsfeldstéarke
A=ag= —GerrO . (11-9)
Dieselbe Gravitationsfeldstarke herrscht im Auflen-
raum einer kugelsymmetrischen, ausgedehnten Mas-
se M vom Radius R, die demnach fur r > R dieselbe
Gravitationsfeldstarke oder -beschleunigung erzeugt
wie eine gleich groRe Punktmasse im Abstand r. Dies
wird spéter im analogen Fall der homogen elektrisch
geladenen Kugel gezeigt (12.2). Eine n&herungswei-
se kugelsymmetrische Massenverteilung wie die Erde
(Masse Mg, Erdradius Rg = 6371 km) zeigt daher an
der Erdoberflache eine Gravitationsbeschleunigung
Me o
ag =A=-G Ré r=g,

(11-10)

die den Betrag der Fallbeschleunigung g ~ 9,81 m/s?
hat. Aus (11-10) folgt dann sofort fur die Masse der
Erde (ohne Atmosphére) die Abschatzung

RZ
Mg = gG—E =5,9675-10% kg .

(11-11)
(Als richtiger Wert gilt (IAU, 1984)

Mg = 5,9742 - 10?4 kg).

Aufgrund der Kenntnis der Gravitationskonstante G
kann auch die Masse anderer Himmelskdrper aus dem
Abstand r und der Umlaufzeit T ihrer Satelliten be-
stimmt werden, z. B. im System Sonne — Planet oder
Planet — Mond. Einige Daten unseres Sonnensystems
zeigt Tabelle 11-1. Fir Kreisbahnen folgt aus

2

Mm 4
Fg=G—- =mro’ = mr_l_—n2

= (11-12)
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Bild 11-6. Gravitationsfeldstarke bzw. -beschleunigung in-
nerhalb und auferhalb der als homogen angenommenen
Erdkugel

fur die Masse des Zentralkorpers (M > m)
B 4m?rd
- GT?

Aus (11-9) und (11-11) ergibt sich ferner fir den Be-

trag der Gravitationsfeldstarke bzw. -beschleunigung
in groRerer Entfernung r vom Erdmittelpunkt

Me _ RE
z -9

(11-13)

Ar=a3=G fir r>Rg. (11-14)
Es lasst sich zeigen, dass Massen im Innern einer
homogen mit Masse erfullten Kugelschale keine
Kraft erfahren, da sich die Gravitationswirkungen
aller Massenelemente der Kugelschale im Inneren
gegenseitig aufheben. Die Gravitationsfeldstarke an
einer Stelle r im Innern einer Vollkugel (Bild 11-6),
z.B. der Erde, ergibt sich daher allein aus der Gra-
vitationswirkung der Masse m = 4xnr3o/3 innerhalb

des Radius r (konstante Dichte o angenommen):

4 M
Aj = ag = ;moGr = G—Sr fir r< Re . (11-15)
3 R
Gravitationspotenzial

und potenzielle Energie

Zur Bewegung einer Masse m in einem Gravitations-
feld A(r) von ry nach rp (Bild 11-7) gegen die Feld-
kraft Fq ist eine Arbeit

2
W12=—f|:g-dl’=
1

2

—mfA-dr

1

(11-16)

erforderlich. Langs eines geschlossenen \Weges s; + S
(Bild 11-7) muss dagegen die Arbeit null sein, da an-
derenfalls beim Herumfuhren einer Masse auf einer
geschlossenen Bahn ohne Zustandsénderung des Fel-
des Arbeit gewonnen werden kdnnte (\Verstol? gegen
den Energieerhaltungssatz), d. h.,

9§A-dr:0.

Aus (11-17) folgt weiter, dass die Arbeit l&ngs zwei-
er verschiedener Wege s; und —s; zwischen 1 und 2

gleich ist, da
fA-dr:fA~dr

S1 —$2

(11-17)

(11-18)

d.h., die Arbeit im Gravitationsfeld ist unabhéngig
vom Wege: die Gravitationskraft ist eine konservative
Kraft (vgl. 4.2).

Wiy, héngt daher nur von ry und r, ab. Analog zu 4.2
lasst sich dann eine nur vom Ort abhéngige potenzi-
elle Energie Ep(r) so angeben, dass die fur die Ver-
schiebung aufzuwendende Arbeit als Differenz zwei-
er potenzieller Energien darzustellen ist:

Wiz = Ep(r2) — Ep(ri) .

Da nach (11-16) die GroRe der bewegten Masse m
in die potenzielle Energie eingeht, ist es sinnvoll, die
massenunabhéngige GroRe des Gravitationspotenzi-
als Vgy(r) einzufihren:

(11-19)

(11-20)

Bild 11-7. Zur Arbeit bei Verschiebung einer Masse im Gra-
vitationsfeld
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Die Arbeit Wy, geméaR (11-16) fur die Verschiebung
der Masse m von ry nach r; lasst sich mit (11-20) auch
durch eine Potenzialdifferenz ausdriicken:

2

Wy = -m f A-dr = mVy(r2) — Vg(ra)] . (11-21)
1

Da es zur Berechnung der Arbeit oder der Feldstarke
(bzw. der Kraft) stets nur auf Differenzen der poten-
ziellen Energie (11-19) und (11-24) oder des Potenzi-
als (11-21) und (11-23) ankommt, kann der Nullpunkt
der potenziellen Energie bzw. des Potenzials frei ge-
wahlt werden. Bei Zentralfeldern ist es tblich, den
Nullpunkt in die Entfernung r, = oo zu legen, d.h.,
Ep(o0) = 0 und Vg(c0) = 0. Dann folgt aus (11-21) fur
das Gravitationspotenzial an der Stelle r

r
Vg(r)z%z—j‘A-dr

e8]

(11-22)

als auf die Masse bezogene Verschiebungsarbeit aus
dem Unendlichen an die Stelle r bzw. als Wegintegral
der Gravitationsfeldstarke. Die Umkehrung des Zu-
sammenhanges (11-22) zwischen Gravitationspoten-
zial und -feldstérke lautet (vgl. 4.2)

A = —grad Vy(r) . (11-23)

Durch Multiplikation mit der Masse m folgt daraus
mit (11-1) und (11-13) der bereits bekannte Zusam-
menhang (4-16) zwischen Kraft und potenzieller
Energie

Fq = —grad Ey(r) . (11-24)

Aus dem differenziell geschriebenen Zusammen-
hang (11-22)
dVg(r) = -A-dr

folgt, dass Flachen, die tberall senkrecht zur Gravi-
tationsfeldstarke sind, Flachen konstanten Gravitati-
onspotenzials (Aquipotenzialflachen) darstellen, weil
Wegelemente dr, die in solchen Flachen liegen, stets
senkrecht zu A sind. Aus (11-25) folgt dann weiter
dVg(r) =0, d. h., Vg(r) = const:

Aquipotenzialflachen stehen senkrecht auf
Feldlinien.

(11-25)

Potenzialflachen kugelsymmetrischer Massen sind
demnach konzentrische Kugelflachen.

Fur das Gravitationspotenzial der Erde ergibt sich
aus (11-11), (11-14) und (11-22) nach Integration

RZ
Vy(r) = —G# = —g—rE : (11-26)
und daraus an der Erdoberflache, r = Rg,
Vg(RE) = —gRE . (11-27)

Die Arbeit im Gravitationsfeld der Erde ist nach
(11-21) mit (11-26)

1 1 (1 1
le—GMEm(rl rz)_ngE(rl r2) .
(11-28)
Die Beziehungen (11-26) bis (11-28) gelten sinnge-
maR auch fir andere Himmelskorper.

Fluchtgeschwindigkeit

Wird einem Kérper (z.B. einem Raumfahrzeug) in
der Néhe der Erdoberflaiche r ~ Rg eine kinetische
Energie erteilt, die ausreicht, um die Arbeit (11-28)

WReo = M[Vg(e0) — Vg(Re)]

m
= Ex(Re) = Evf (11-29)
gegen die Gravitationsanziehung zu leisten, so bewegt
er sich ohne weiteren Antrieb bis r — co. Die dazu
erforderliche Geschwindigkeit ergibt sich aus (11-27)
und (11-29) unter Beachtung von Vg(eo) = 0 zu

vf = 20Rg ~ 11,2 km/s ~ 40 200 km/h, (11-30)

Fluchtgeschwindigkeit der Erde oder 2. astronauti-
sche Geschwindigkeit genannt (vgl. 11.5, (11-49)).

11.5 Satellitenbahnen im Zentralfeld

Im Folgenden soll die Bahngleichung der Bewegung
eines Korpers der Masse m im Feld einer ruhenden
Zentralmasse M (>m), d.h. unter Einwirkung
einer Zentralkraft, berechnet werden. Ubergang zu
Polarkoordinaten ergibt fur die Geschwindigkeit
(Bild 11-8)

v=¢@xr+rir® unddaraus

V¥ =12+ 127 . (11-31)
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Bild 11-8. Zur Berechnung der Geschwindigkeit in Polar-
koordinaten

Der bei Zentralkréften geltende Drehimpulserhal-
tungssatz liefert

L = mr2p = const und daraus

L
dp = —dt. 11-32
¢ =0 (11-32)
Der Energieerhaltungssatz lautet mit (11-31)
und (11-32)
m. L2
E=Ex+Ey= "+ -— +E, = const. (11-33)

2 2mr?

Durch Auflésen nach dt und Ersetzen durch de
aus (11-32) erhalt man die allgemeine Bahngleichung
in Polarkoordinaten fiir die Bewegung im Zentralfeld:

L/r?

f \/Zm(E — Ep) — (L/r)2

dr + const .

@(r) =

(11-34)
Im vorliegenden Fall einer Zentralkraft von der allge-
meinen Form

, (11-35)

wie sie bei der Gravitationskraft (I = GMm) oder bei
der Coulomb-Kraft (I" = —Qq/4mney, siehe 11-12) zu-
trifft, hat entsprechend 11.4 die potenzielle Energie

die Form r
E,=——.

P r
Nach Einsetzen von E, in die allgemeine Bahnglei-
chung (11-34) und Anwendung der Substitution 1/r =
—w und dr = r? dw lésst sich die Integration ausfiih-

ren mit dem Ergebnis

(11-36)

L2

- mlr
2EL?
mi2

Durch Einfiihrung der Abkirzungen

o(r) = arcsin + const . (11-37)

1+

Bild 11-9. Zur Geometrie der Ellipse.

r+r’ = 2a Definition der Ellipse, a halbe Hauptachse, b hal-
be Nebenachse, F;, F, Brennpunkte, e = Va2 — b2 Brenn-
weite, & = e/a < 1 Exzentrizitat, p = b?/a Bahnparameter,
R. = p Hauptachsenscheitel-Kriimmungsradius, R, = a*/b
Nebenachsenscheitel-Kriimmungsradius

L2 2EL2
p=— und e=4/1+
mI” mr2

(11-38)

und geeignete Wahl des Nullpunktes fur ¢ ergibt sich
schlieBlich aus (11-37) als Bahngleichung die Polar-
koordinatendarstellung eines Kegelschnittes
p
= — 11-39
' 1-ecosy ( )
mit der Exzentrizitdt £ und dem Bahnparameter p
(Bild 11-9).
Je nach GroRe der Gesamtenergie E ergeben sich
nach (11-38) unterschiedliche Bahnformen:

E <0, e<1: Ellipse
E=0, e=1: Parabel
E >0, &>1: Hyperbel .

Eine geschlossene Bahn (gebundener Zustand) erhalt
man also nur fiir negative Gesamtenergie, d. h., wenn
die kinetische Energie tberall auf der Bahn kleiner ist
als der Betrag der negativen potenziellen Energie. Bei
positiver potenzieller Energie, d.h. bei abstoRender
Zentralkraft (z.B. zwischen elektrischen Ladungen
gleichen Vorzeichens, siehe 11-12), sind nur Hyper-
belbahnen mdéglich (ungebundener Zustand), da bei
E > 0 nach (11-38) die Exzentrizitat € > 1 ist.

Kreisbahngeschwindigkeit von Satelliten

Fur einen Satelliten auf einer Kreishahn im Abstand r
vom Erdmittelpunkt bzw. in der Héhe h Uber der
Erdoberflache (Bild 11-11) erhdlt man aus der
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Gleichsetzung des Ausdruckes fur die Zentripetal-
kraft (3-19) mit der Gravitationskraft (11-7) unter
Beachtung von (11-11)

_ [GMe _ 9_ 9 -
0= _RE\/:_RE /RE+h. (11-40)

Die Kreishahngeschwindigkeit hangt nicht von der
Satellitenmasse, sondern allein von der Hohe h ab,
wodurch antriebsfreie Gruppenfliige von Raumschif-
fen in der gleichen Bahn mdglich sind. Satelliten in
geringer Hohe (z.B. h = 100km <« Rg ~ 6371 km)
haben nach (11-40) eine Kreishahngeschwindigkeit

1. astronautische Geschwindigkeit

vo(Re) = VORe = 7,9km/s ~ 28500 km/h
(11-41)
und bendtigen daher knapp 1,5 h fiir eine Erdumkrei-
sung.

Synchronsatelliten haben die gleiche Winkelge-
schwindigkeit wie die Erdrotation (wg). Wenn
ihre Bahnebene in der Aquatorebene der Erde
liegt, bewegen sie sich stationér tber einem Punkt
des Aquators (Fernsehsatelliten!). Mit der Bedin-
gung vo = we(Re +h) folgt fur die Bahnhohe der
Synchronsatelliten aus (11-40)

+|9RE
W
Bahnenergie

Fur die Diskussion der moglichen Bahnformen von
Satellitenbahnen ist es zweckmaRig, die Gesamtener-
gie E zu betrachten. Aus (11-38) erhélt man zusam-
men mit den Beziehungen zwischen den Ellipsenpa-
rametern (Bild 11-9)
r
E=-—, 11-43
a (11-43)
d.h., die Gesamtenergie ist durch die Lénge der
Ellipsen-Hauptachse 2a bestimmt.
Im Fall der Gravitationsanziehung durch die Erde ist
I' = GMgm > 0. Zu einer endlich langen, positi-
ven halben Hauptachse a (Ellipse, € < 1) gehdrt nach
(11-43) eine negative Gesamtenergie (Bild 11-10)
1 _ Mgm

E=—§G a N

(11-44)

E=-TI'/2a fur I"'>0

Gravitation:  I'= GMm
Elektrostotik : I'=- 2g/b ey

Bild 11-10. Gesamtenergie bei Ellipsenbahnen als Funktion
der groRen Bahnachse

d. h., die stets positive kinetische Energie bleibt in je-
dem Bahnpunkt kleiner als der Betrag der negativen
potenziellen Energie (11-36)

MEm__gRém
ro ro

E,=-G (11-45)

Im Fall der Kreisbahn wird a = r und & = 0. Fir die
kinetische Energie ergibt sich dann mit (11-40)

m , 1 _ Mgm 1
Ek= 500:567 Z—EEp,

und die Gesamtenergie bei der Kreisbahn betrégt

(11-46)

1 Mem 1

E=Ec+Ep= 2G ; _ZEp.

Lasst man in (11-44) a — oo gehen, so wird E = 0

und die Ellipse geht in eine Parabel (¢ = 1) Uber. In

diesem Fall ist die kinetische Energie Ex = —E, (d. h,,

Ek(c0) = 0), und fir die Geschwindigkeit des Satelli-
ten folgt mit (11-45)

’UZREﬂzTg.

Im Scheitelpunkt der Parabel r = Rg + h (Bild 11-11)
ergibt sich daraus als notwendige Einschussge-
schwindigkeit in die Parabelbahn und damit als
Fluchtgeschwindigkeit fur die Starthéhe h das
V2 -fache der Kreishahngeschwindigkeit (11-40)

[ 2
UfZRE Tih:vo\/ﬁ‘

Bei niedriger Starthbhe h < Rg folgt daraus
der schon aus einer einfacheren Energiebetrachtung

(11-47)

(11-48)

(11-49)
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Kreisbahn

Ked el
0=£>£,/2
Ellipsenbahn

Parabelbahn

Bild 11-11. Satellitenbahntypen bei verschiedenen Bahn-
einschussgeschwindigkeiten v bzw. Gesamtenergien E

erhaltene Wert v¢(Rg) = +/20Rg = 11,2 km/s fir die
2. astronautische Geschwindigkeit (11-30).

Fur die Sonne als Zentralkérper und die Erde als
Startpunkt fur eine Parabelbahn um die Sonne er-
gibt sich analog die 3. astronautische Geschwindig-
keit v3 ~ 16 km/s.

Bei Einschussgeschwindigkeiten v> v geman (11-47)
wird E > 0, das entspricht formal einem negativen
Wert der groRen Bahnachse 2a in (11-43). Eine posi-
tive Gesamtenergie bedeutet nach (11-38) ¢ > 1, also
Hyperbelbahnen (Bild 11-11). In diesem Fall hat die
kinetische Energie selbst fiir r — co einen nicht ver-
schwindenden Wert.

Drehimpuls bei Ellipsenbahnen

Waéhrend die Bahnenergie E nach (11-43) allein
von der Lange der Hauptachse 2a der Bahnellipse
abhéngt, ist der Bahndrehimpuls L zusétzlich von
der L&nge der Nebenachse 2b abhéngig. Aus (11-38)
und (11-43) sowie p = b?/a (Bild 11-9) folgt

L= g\/amf: b V-2mE .

Der Maximalwert des Drehimpulses liegt fir die
Kreisbahn b = a vor:

(11-50)

am/l": (11-51)

I—max =

b
L = —Lmax -
a max

Im Grenzfall der linearen Tauchbahn (b = 0) ver-
schwindet der Drehimpuls. Ellipsenbahnen gleicher
Bahnenergie konnen also verschiedene Drehim-
pulse haben. Dies ist ein wesentlicher Aspekt des
Bohr-Sommerfeld’schen Atommodells (siehe 16.1.1).
Bild 11-12 zeigt einige Beispiele.

l<—20=2/\7=~f'/52——|
k a —t

I 1,=0:
Tauchbahn

Ly=lnoxb3/a

lz = Zmux bz/ﬂ

Ly=Lpoy= MV, R : Kreisbahn

Bild 11-12. Ellipsenbahnen gleicher Energie mit unter-
schiedlichen Drehimpulsen

12 Elektrische Wechselwirkung

12.1 Elektrische Ladung,
Coulomb’sches Gesetz

Materielle Korper lassen sich in einen ,elektrisch ge-
ladenen* Zustand versetzen (z. B. durch Reiben von
manchen nichtmetallischen Stoffen), in dem sie Kré&f-
te auf andere ,,elektrisch geladene* Kdrper austiben,
die nicht auf Gravitationsanziehung zurtickzufthren
sind. Auf den gleichen Stoffen gleichartig erzeugte
elektrische Ladungen stoen sich ab. Es existieren je-
doch zwei verschiedene Arten der elektrischen La-
dung (du Fay, 1733), die sich gegenseitig anziehen:
Positive und negative Ladungen. Die Definition der
Vorzeichen ist willkirlich und ist historisch bedingt
(Lichtenberg, 1777): Harze, z. B. Bernstein, mit Kat-
zenfell gerieben: (+); Glas mit Leder gerieben: (-).
Nach heutiger Auffassung ist die elektrische Ladung
neben Ruhemasse und Spin eine grundlegende Eigen-
schaft der Elementarteilchen. In der uns umgebenden
Materie sind die geladenen Elementarteilchen norma-
lerweise die negativ geladenen Elektronen und die po-
sitiv geladenen Protonen (siehe 16.1).

Das Kraftgesetz fur die AbstoRung bzw. Anziehung
zwischen zwei Ladungen Q und q gleichen bzw. ent-
gegengesetzten Vorzeichens wurde experimentell von
Coulomb (1785) mithilfe der von ihm erfundenen
Torsionswaage gefunden. Das Prinzip der Torsions-
waage wurde spater auch von Cavendish fiir die Gra-
vitationsdrehwaage (Bild 11-5) eingesetzt, wobei dort
die elektrisch geladenen Korper durch elektrisch neu-
trale Massen ersetzt wurden. Das Kraftgesetz ent-
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Tabelle 11-1. Daten unseres Sonnensystems. (Werte nach Gerthsen/Vogel, 20. Aufl.)

Korper Masse mittlerer siderische groRe Bahn-  Exzentri- siderische
Agquator- Rotations- halbachse zitét Umlaufzeit
radius periode?

M R o a & T
10%* kg km d 10° km a=365d

Sonne 1,989 - 108 696 000 27 - - -

Merkur 0,3302 2440 58,65 57,91 0,206 0,240

Venus 4,869 6052 —243 108,21 0,007 0,616

Erde 5,9742 6378.137 0,99726968 149,598 0,016751 1,000702

Erdmond 0,07348 1738 27,322 0,3844  0,0549 0,075

Mars 0,6419 3397 1,026 227,94 0,093 1,88

Jupiter 1898.8 71492 0,4135 778,3 0,048 11,86

Saturn 568.,5 60 268 0,4375 1427 0,056 29,46

Uranus 86,62 25559 -0,65 2871 0,046 84,02

Neptun 102,8 24764 0,678 4497 0,010 164,79

Pluto 0,015 1151 —6,387 5914 0,249 247,69

2 negative Werte kennzeichnen entgegengesetzten Rotationssinn.

spricht hinsichtlich Form und Abstandsverhalten vol-
lig dem Gravitationsgesetz und heif’t Coulomb’sches

und 19.1) und der magnetischen Feldkonstante
o = 4m - 1077 Vs/Am (siehe 13.1) ergibt sich die

Gesetz: L o elektrische Feldkonstante
c= . —fro ) (12-1) 1 i
4rteg g0 = —>5 = 8,854187817...- 107 A-s/(V-m).
Wie bei der Gravitationskraft handelt es sich um eine HoCo

Zentralkraft, die l&ngs der Verbindungslinie zwischen
den beiden Ladungen wirkt (Bild 12-1).

Die Einheit der Ladungsmenge Q ist das Coulomb
und kann uber das Coulomb-Gesetz festgelegt wer-
den, wird jedoch aus Genauigkeitsgrinden Uber die
noch einzuftihrende Stromstérke 1 (12.6) definiert:

Sl-Einheit: [Q] = A-s = C (Coulomb).

Die Proportionalitatskonstante wird aus praktisch-
rechnerischen Grinden in der Form 1/4mey ge-
schrieben und muss im Prinzip experimentell
bestimmt werden. Mit der heute gultigen Definiti-
on der Vakuumlichtgeschwindigkeit co (siehe 1.3

Q ,o0
r r g.ﬁfA
k
o Ik
05_,___4==Q__.—

Bild 12-1. Kraftwirkung zwischen zwei Ladungen Q und q
gleichen bzw. verschiedenen Vorzeichens

(12-2)
Die hier verwendete Einheit Volt (V) ist die Einheit
des elektrischen Potenzials (12.3).
Zur Messung elektrischer Ladungsmengen kdnnen
Gerate verwendet werden, die die AbstoRungskréfte
zwischen gleichartig geladenen Koérpern anzeigen
(Elektrometer). Empfindlicher sind Gerdte, in denen
durch periodische Bewegung der zu messenden
Ladung eine periodische Potenzialdnderung erzeugt
wird, die als Wechselspannung verstarkt und gemes-
sen werden kann (Schwingkondensator-\erstarker,
siehe 12.3).

12.2 Das elektrostatische Feld

Das Coulomb-Gesetz (12-1) ist ein Fernwirkungsge-
setz, das eine Kraft beschreibt, die von einer La-
dung Q Uber eine Entfernung r auf eine zweite La-
dung g ausgeiibt wird. Im Sinne der Nahwirkungs-
theorie (Faraday, 1852) sind positive und negative
elektrische Ladungen Quellen und Senken eines elek-
trischen Feldes, dessen Feldstarke durch die lokale
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Kraft auf eine Probeladung q definiert wird:

E = IimE
q—0 q

Sl-Einheit: [E] = N/C =V/m.

(12-3)

Der Betrag E der elektrischen Feldstérke darf nicht
mit der Energie E verwechselt werden. Die Vorschrift
q — 0 ist nur dann von Bedeutung, wenn durch die
Kraftwirkung der Probeladung Verschiebungen der
felderzeugenden Ladungen (z.B. auf elektrisch lei-
tenden Korpern: Influenz, 12.7) auftreten kénnen. Die
Kraft auf die Probeladung folgt daraus zu
F=qE, (12-4)
wobei die Richtung sich aus dem Vorzeichen der La-
dung q ergibt (Bild 12-1). Wie beim Gravitationsfeld
lasst sich die Geometrie des elektrischen Feldes durch
Feldlinien beschreiben, die die Richtung der elektri-
schen Feldstarke (12-3) in jedem Punkt angeben.
Das elektrostatische Feld wird durch ruhende elektri-
sche Ladungen erzeugt. Das einfachste Feld ist das
homogene Feld, in dem E uberall gleich ist. Es ist in
guter Naherung realisierbar durch parallele, verschie-
den geladene Platten, deren Ausdehnung groR gegen
den Abstand ist (Bild 12-2a). (Anmerkung: ein ho-
mogenes Gravitationsfeld ist in entsprechender Weise
nicht erzeugbar.)

Bild 12-2. Bewegung von Ladungen im homogenen elektri-
schen Feld. a Plattenkondensator, b Ablenkplatten

Bewegung von Ladungen im homogenen Feld

Nach (12-4) erfahrt eine Ladung q im elektrischen
Feld eine Beschleunigung

a=—=—E

—= (12-5)

Im homogenen Feld ist daher a = const, sodass frei
bewegliche positive Ladungen eine Fallbewegung
in, negative Ladungen entgegen der Richtung des
elektrischen Feldvektors durchfiihren. Zur Beschrei-
bung konnen die Beziehungen fur die gleichméaRig
beschleunigte Bewegung (2.1) zusammen mit (12-5)
herangezogen werden. So folgt flr eine senkrecht
in ein elektrisches Feld mit der Anfangsgeschwin-
digkeit w eingeschossene negative Ladung —q
(Bild 12-2b) als Bahnkurve aus (2-22) eine Parabel
(@=0)

;=95 o

va(z)

Der Ablenkwinkel ¢ nach Durchfliegen des Feldes
der Lénge | l&sst sich nach Differenzieren aus der
Steigung an der Stelle | gewinnen:

(12-6)

|
tand = q—zE .
mug

(12-7)

Anwendung: Ablenkung des Elektronenstrahls in der
Oszillographenrohre mittels Ablenkplatten.

Felder von Punktladungen

Die Feldstarke einer einzelnen Punktladung ergibt
sich durch Einsetzen der Coulomb-Kraft (12-1) in die
Feldstarke-Definition (12-3):

Q 0.

" dmigr? (12%)

Die zugehdrigen Feldlinien haben also Uberall radiale
Richtung (Bild 12-3).

Feldlinienbilder mehrerer Punktladungen lassen sich
durch vektorielle Addition der von den Einzelladun-
gen am jeweiligen Ort erzeugten Feldstarken konstru-
ieren. Wahrend die Feldstarke des aus zwei entge-
gengesetzt gleichgroflen Ladungen bestehenden Di-
pols (Bild 12-4) mit der Entfernung schnell abnimmt,
néhert sich das Feld zweier gleicher Ladungen Q
(Bild 12-5) mit zunehmender Entfernung demjenigen
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Bild 12-3. Feldlinienbild einer Punktladung (gestrichelt:
Aquipotenziallinien)

Bild 12-4. Feldlinienbild zweier entgegengesetzt gleich-
groRer Ladungen: Dipol (gestrichelt: Aquipotenziallinien)

einer Punktladung 2Q. An dem hier auftretenden Sat-
telpunkt des Potenzials in der Mitte zwischen beiden
Ladungen, wo zwei Feldlinien frontal aufeinander-
stol3en, zwei andere senkrecht dazu abgehen, ist die
Feldstarke null. Dies gilt generell fur Sattelpunkte des
Potenzials.

Im allgemeinen Fall von N Punktladungen an den
Stellen r; erhalt man die resultierende Feldstérke E(r)
durch vektorielle Addition (lineare Superposition) al-
ler Punktladungsfeldstarken E;(r;) aus (12-8):

S Qe

—.
s drteg |r =1

N

E(n) = ) Ei(n) = (12:9)
i=1

Liegt statt diskreter Punktladungen eine kontinuier-

liche Ladungsverteilung im Volumen V vor mit der
Raumladungsdichte

d
o(r) = £ , (12-10)

Bild 12-5. Feldlinienbild zweier gleicher Ladungen (gestri-
chelt: Aquipotenziallinien)

Bild 12-6. Zur Berechnung der von einer kontinuierlichen
Raumladungsverteilung erzeugten elektrischen Feldstérke

so erhdlt man die resultierende Feldstarke durch In-
tegration Uber die von jedem Ladungselement dQ im
Volumen V erzeugte Feldstarke dE (Bild 12-6):

1 r—r’
E = — N———dV . 12-11
0= o fg(r T (12-11)
Vv

Experimentell l8sst sich der Verlauf elektrischer Feld-
linien mittels kleiner, l&nglicher Kristalle (Gips, Hy-
drochinon o. &.) sichtbar machen, die — z. B. auf einer
Glasplatte im Feld — sich durch Dipolkréfte (12.9) in
Feldrichtung ausrichten.

Elektrischer Fluss

Im elektrostatischen Feld beginnen und enden elektri-
sche Feldlinien stets auf Ladungen: Die Gesamtheit
der Feldlinien, die von einer Ladungsmenge ausge-
hen, oder besser: das von der Ladungsmenge Q er-
zeugte Feld ist daher auch ein MaR fiir die Ladung Q.
Eine geeignete GroRe zur Beschreibung eines all-
gemeinen Zusammenhangs zwischen Ladung Q und
Feld E ist der elektrische Fluss ¥. Die folgenden Be-
trachtungen gelten zunéchst fur das elektrostatische



B122

B Physik

Feld im Vakuum und werden in 12.9 auf das mit nicht-
leitender Materie erfullte Feld erweitert. In einem ho-
mogenen Feld ist der elektrische Fluss durch eine zur
Feldrichtung senkrechte Flache A (Bild 12-7a) defi-
niert durch

¥ = gEA, (12-12)
und entsprechend die elektrische Flussdichte (im Va-

kuum)

v

Do = K = SoE . (12-13)

Do wird auch elektrische Verschiebungsdichte (im Va-
kuum) genannt und ist ein Vektor in Richtung der
Feldstérke E:

Do = SoE . (12-14)
In Verallgemeinerung von (12-12) ist der elektrische
Fluss ¥ eines beliebigen (inhomogenen) Feldes durch
eine beliebig orientierte Flache A (Bild 12-7b) im Va-

kuum
llU:\fSOE'dAszO'dA-

A A
Sl-Einheit: [?]=A-s=C,
SI-Einheit: [D] = C/m? .

(12-15)

Der von einer Ladung Q insgesamt ausgehende
elektrische Fluss ergibt sich durch Integration geméaR
(12-15) Uber eine geschlossene Oberflache S, z.B.
Uber eine zu Q konzentrische Kugeloberflaiche
(Bild 12-83):

Y= 56 Do - dA = goEdnr? . (12-16)

Bild 12-7. Zur Definition des elektrischen Flusses (im
Vakuum). a homogenes, b inhomogenes Feld

¥-0

b w-q c
Bild 12-8. Zum Gaul}’schen Gesetz im elektrischen Feld

Mit der Feldstarke (12-8) fiir die Punktladung folgt
daraus als eine der Feldgleichungen des elektrischen
Feldes das allgemein glltige GaulR’sche Gesetz (im
Vakuum):

W=9§DO.dA=9§SOE.dA=Q, (12-17)
S S

d. h., der gesamte elektrische Fluss ¥ durch eine ge-
schlossene Oberflache ist gleich der eingeschlossenen
Ladung Q (Bild 12-8b). In (12-17) geht weder die
Geometrie der geschlossenen Flache S noch die Lage
der Ladung Q ein. Q kann daher auch aus mehreren
Punktladungen ¢; oder aus einer Ladungsverteilung
der Ladungsdichte o(r) bestehen:

Q=) gi= | o(r)av,
2]

wobei das Integrationsvolumen V innerhalb der ge-
schlossenen Flache S liegen muss. Enthalt die ge-
schlossene Flache keine Ladung (Bild 12-8c), so ist
der Gesamtfluss durch die Oberflache null.

Beispiele fur die Anwendung des GauR’schen Geset-
zZes:

(12-18)

Homogen geladene Kugeloberfliche
Eine z.B. metallische Kugel des Radius R trage
eine Gesamtladung Q, die sich im statischen Fall
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Bild 12-9. AulRenfeld a einer geladenen Kugel und b einer
Linienladung

gleichmaBig auf der Oberfliche A =4nR? verteilt
(siehe 12.7), sodass die Flachenladungsdichte

_4Q

o= (12-19)

o = Q/4nR? betragt. Wird als Integrationsflache die
Oberflache der Metallkugel gewahlt (Bild 12-9a),
so folgt aus dem Gaul¥’schen Gesetz (12-17) wie
in (12-16) fur die Oberflachenfeldstérke

Q o
= = — 12-20
4negR?2 g ( )

Er

und entsprechend fur einen Radius r > R im AufRen-
raum der geladenen Kugel

Q
E(r) = ——. 12-21
(r) 43‘[’,80r2 ( )
Die Feldstarke im AuBenraum der geladenen

Kugel ist also identisch mit der Feldstérke einer
gleichgrof3en Punktladung im Zentrum der Kugel.

Linienladung

Die Feldlinien im AuBenraum einer homogen
geladenen Linie (Draht, Linienladungsdichte q)
verlaufen aus Symmetriegrinden senkrecht und

radial von der Linie weg. Zur Berechnung der
Feldstarke benutzen wir eine Integrationsflache S
nach Bild 12-9b. Von der Zylinderoberflache
tragt nur die Mantelflaiche Ayy = 2ztrl zum Ober-
flachenintegral Uber die Feldstarke bei, da in
den Stirnkreisflichen die Feldstdrke senkrecht
auf der Flachennormalen steht. Die von der
Zylinderoberflache eingeschlossene Ladung st
Q=gq.l. Das GauR’sche Gesetz (12-17) ergibt
dann fir den Betrag der elektrischen Feldstarke
im Abstand r von der Linienladung (Rechnung
siehe G 10.3)

[8

B 27megl '

(12-22)

Geladener Plattenkondensator

Zwei parallele Metallplatten der Fl&che A mdgen die
Ladungen +Q und —Q tragen (Bild 12-10). Sind die
linearen Abmessungen der Platten grof3 gegen den
Plattenabstand d, so ist das Feld zwischen den Plat-
ten homogen (Bild 12-2) und auf3en vernachléssigbar
klein. Zur Berechnung der Feldstarke E im Innern
werde eine Platte mit einer geschlossenen Flache S
umhdllt, von der das homogene Feld die Flache A
durchsetzt (Bild 12-10, gestrichelte Berandung). Zum
GauR’schen Gesetz (12-17) angewandt auf die Fla-
che S liefert dann nur der Fluss durch die Flache A
einen Beitrag

7Y=Q= 9§ Dy-dA = fsoE-dA =gEA. (12-23)

S A

Daraus errechnet sich die Feldstarke im Plattenkon-
densator mit (12-19) zu

Q o

SoA - &0 ’

= (12-24)
E ist gleichzeitig die Oberflachenfeldstarke auf den
Platten, flr die sich demnach der gleiche Zusammen-
hang mit der Flachenladungsdichte o ergibt wie fur
die geladene Kugel (12-20). Da die Geometrie der ge-
ladenen Kaorper hierbei nicht eingeht, gilt offenbar fur
geladene (leitende) Flachen generell der Zusammen-
hang

g = SoE = Do . (12-25)

der sich auch allgemein aus (12-17) und (12-19) her-
leiten lasst.
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Bild 12-10. Zur Berechnung der Feldstérke im Plattenkon-
densator mit dem GauR’schen Gesetz

12.3 Elektrisches Potenzial,
elektrische Spannung

Eine Ladung g in einem elektrostatischen Feld der
Feldstarke E erfahrt eine Kraft F = qE und besitzt
daher eine potenzielle Energie E,, die z. B. in kineti-
sche Energie umgewandelt wird, wenn die Ladung im
Vakuum der Kraft ungebremst folgen kann. Die zur
Verschiebung der im Bild 12-11 negativen Ladung q
von ry nach rp, mit einer Kraft —qE(r) gegen die
Feldkraft in einem beliebigen elektrostatischen Feld
(Bild 12-11) aufzuwendende duRere Arbeit ist nach
dem Energiesatz

2

2
szz—fF(r)‘drz—qu(r)-dr
1

1
= Ep(r2) — Ep(ra) .

So wie beim Gravitationsfeld die potenzielle Energie
proportional zur Masse ist, gilt fir das elektrostati-
sche Feld nach (12-26), dass die potenzielle Energie

(12-26)

Bild 12-11. Zur Arbeit im elektrischen Feld

proportional zur Ladung q ist. Wie in 11.4 ist es daher
sinnvoll, eine dem Gravitationspotenzial (11-20) ent-
sprechende, ladungsunabhéngige GroRe V(r) (auch
©(r)) einzufiihren: das elektrische Potenzial
Ep(r)

q

V(r) = (12-27)

SlI-Einheit: [V] = J/C =V (Volt). Hieraus
folgt die fur die Umrechnung zwischen me-
chanischen und elektrischen Einheiten im SI-
System wichtige Beziehung

1J=1V-A-s. (12-28)

Die duBere Arbeit (12-26) zur Verschiebung von ei-
nem Punkt 1 nach einem Punkt 2 betragt mit (12-27)

Wi, = Ep(r2) — Ep(r1) = a[V(r2) = V(r1)] . (12-29)

Ebenso wie die potenzielle Energie ist auch das Po-
tenzial nur bis auf eine willkurliche additive Konstan-
te bestimmt, die bei der Berechnung der Arbeit auf-
grund der Differenzbildung herausféllt. Haufig ist es
zweckmadRig, die potenzielle Energie bzw. das Poten-
zial im Unendlichen null zu setzen:

Ep(c0) =0, V(e0)=0. (12-30)
Aus (12-26) folgt dann mit ry — oo und r, = r fiir
das Potenzial

r

=—fE-dr, (12-31)

00

Ep(r) W&,

q

V(r) =

das also der Arbeit zur Verschiebung der Probela-
dung q aus dem Unendlichen an die Stelle r, dividiert
durch die Probeladung, entspricht.

Die Potenzialdifferenz zwischen zwei Punkten 1 und 2
wird die elektrische Spannung

-Up = V(I"l) - V(I’z) bzw.

Uz = V(r2) = V(r1) = -Upz (12-32)

genannt. Sie hat naturlich dieselbe Einheit Volt wie
das elektrische Potenzial. Damit folgt aus (12-29) der
Zusammenhang fir die duBere Arbeit bei Bewegung
der Ladung gegen die Feldkréfte von 1 nach 2:

Wi, =qUz = —qUy2,



12 Elektrische Wechselwirkung

B125

fiir die Arbeit durch die Feldkrafte bei Bewegung der
Ladung g von 2 nach 1:

Wi =qUz = -qUy,

allgemein:

W=qU. (12-33)
Fur die auf die Ladung bezogene erforderliche duRere
Arbeit W2, zur Bewegung der Ladung g von 1 nach 2
langs des Weges s; (Bild 12-11) folgt aus (12-26)
mit (12-27) und (12-32)

2
Wa
f =V(rz) = V(ry) = Uy = —!E(r)-dr .

(12-34)
Léangs eines geschlossenen Weges C = s; + s (Bild
12-11) ist im elektrostatischen Feld die Arbeit null, da
andernfalls beim Herumfihren einer Ladung auf dem
geschlossenen Weg ohne Zustandsanderung des Fel-
des Arbeit gewonnen werden kénnte (Verstol? gegen
den Energieerhaltungssatz), d. h.,

- 95 E-dr =0 im elektrostatischen Feld . (12-35)
C

Dies ist neben (12-17) eine weitere Feldgleichung des
elektrostatischen Feldes. Das geschlossene Linienin-
tegral Uber die elektrische Feldstarke wird elektrische
Umlaufspannung genannt. Sie verschwindet im sta-
tischen Fall. Aus (12-35) folgt weiter, dass die Ar-
beit 1angs zweier verschiedener Wege s; und —s; zwi-
schen 1 und 2 (Bild 12-11) gleich ist,

fE(r)-drsz(r)-dr,

S1 —S2

(12-36)

d.h., die Arbeit ist unabhéngig vom Wege, das
elektrostatische Feld ist ein konservatives Kraftfeld.
Mit dem Stokes’schen Integralsatz (vgl. A 17.3;
Gl. (17-30)) lasst sich zeigen, dass (12-35) auch
bedeutet, dass

rot E(r)=0, (12-37)
d. h., das elektrostatische Feld ist wirbelfrei. Flr das
Coulomb-Feld lasst sich dies auch direkt durch Ein-
setzen von (12-8) zeigen. Die verschiedenen Formu-
lierungen (12-35) bis (12-37) sind gleichwertig Die
Umkehrung des Zusammenhangs (12-31) zwischen

elektrischem Potenzial und Feldstarke lautet (vgl. 4.2
und 11.4, sowie G 10.2)

E(r) = —grad V(r) . (12-38)

Aus der differenziellen Formulierung von (12-31)

dv(r) = —E(r) - dr (12-39)
folgt analog zu 11.4, dass Fl&chen, die Uberall
senkrecht zur elektrischen Feldstérke sind, Fl&chen
konstanten elektrischen Potenzials (Potenzialflachen)
darstellen. Schnitte solcher Potenzialflachen (Po-
tenziallinien) sind in Bild 12-3 bis 12-5 und 12-12
gestrichelt eingezeichnet.

Fir ein homogenes Feld in x-Richtung erhalt man
durch Integration von (12-39) eine lineare Ortsabhén-
gigkeit des Potenzials (V = 0 bei x = 0 vereinbart)

V = —Ex (12-40)
und Ebenen x=const als Potenzialflachen
(Bild 12-12). Die Feldstarke im Plattenkonden-
sator ergibt sich daraus mit (12-32) zu

U

Eza.

Zusammen mit (12-24) erhélt man aus (12-41)

(12-41)

U= Qi . (12-42)
SoA

Bei konstanter Ladung Q ist U ~d. Dies wird

im Schwingkondensator-Verstarker zur empfind-

lichen Messung von Ladungsmengen ausgenutzt

(siehe 12.1).

Bild 12-12. Plattenkondensator
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Das Potenzial im Feld einer Punktladung ergibt
sich durch Integration Uber die Feldstarke (12-8)
geméR (12-31) zu

Q

Ameor '

Potenzialflachen bei der Punktladung sind demnach
konzentrische Kugelflachen r = const (Bild 12-3).
Auch das Potenzial im Aulenfeld einer geladenen
Kugel (vgl. 12.2, Bild 12-9) wird durch (12-43) be-
schrieben, da die Feldstarken (12-21) und (12-8) in
beiden Féllen gleich sind. Mit (12-21) ergibt sich ein
einfacher Zusammenhang zwischen Feldstérke und
Potenzial im Zentralfeld:

V(r) = (12-43)

v
-
Entsprechend betragt die Oberflachenfeldstéarke einer

auf das Potenzial V geladenen leitenden Kugel (Radi-
us R, Bild 12-9)

E(r) = (12-44)

Er=—.

5 (12-45)

12.4 Quantisierung der elektrischen Ladung

Aus vielen experimentellen Untersuchungen hat
sich gezeigt, dass die elektrische Ladung nicht in
beliebigen Werten auftritt: Es gibt eine kleinste
Ladungsmenge, die Elementarladung. Die absolute
Messung des Betrages der Elementarladung erfolgte
erstmals durch Vergleich der elektrischen Kraft auf
geladene Teilchen mit ihrem Gewicht im Schwere-
feld (Millikan-Versuch): Geladene feine Oltrdpfchen
werden unter mikroskopischer Beobachtung in einem
Kondensatorfeld durch Einstellung der richtigen
Feldstarke mittels der am Kondensator angelegten
Spannung zum Schweben gebracht (Bild 12-13).
Aus der Gleichsetzung von Gewichtskraft Fg (3-7)
und elektrischer Kraft Fe (12-4) folgt flr die unbe-
kannte Ladung q eines Oltropfchens
~mg mgd
E U
Die zunéchst ebenfalls unbekannte Masse m des
Oltrépfchens (Dichte o) wird aus einem Fallversuch
bei ausgeschalteter Spannung (E =0) bestimmt.
Wegen der Stokes’schen Reibungskraft (9-37) der als
kugelformig angenommenen Oltropfchen beim Fall
in dem zdhen Medium Luft (Viskositat n) stellt sich

(12-46)

Qltropfchen

Fernrohrlupe

Bild 12-13. Millikan-Versuch zur Bestimmung der Elemen-
tarladung

eine konstante Fallgeschwindigkeit v der Tropfchen
ein, die unter dem Mikroskop gemessen wird. Die
Gleichsetzung von Gewichtskraft und Reibungskraft
ergibt

4
Fe=mg= §nr3gg =Fr=6mgrv.  (12-47)

Hieraus kann der Tropfchenradius r und damit m
berechnet werden (genaugenommen muss noch der
Aduftrieb des Oltropfchens in Luft berticksichtigt wer-
den). Aus vielen Einzelmessungen mit verschiedenen
Oltrépfchen ergab sich, dass nur ganzzahlige Vielfa-
che einer kleinsten Ladung e auftreten:

g=+ne(n=0,1,2,..) (12-48)

mit der Elementarladung
e = (1,602176487 + 40-107°) - 107 C

Die elektrische Ladung ist gequantelt in Ein-
heiten der Elementarladung. Alle in der Na-
tur beobachteten Ladungsmengen sind gleich
oder ganzzahlige Vielfache der Elementarla-
dung e. Die Betrdge der positiven und nega-
tiven Elementarladungen sind exakt gleich.

Die meisten Elementarteilchen sind Trdger einer
Elementarladung (Tabelle 12-1). Die nur gebunden
als Bausteine der Hadronen (Mesonen und Baryonen,
vgl. Tabelle 12-1) auftretenden Quarks haben jedoch
die Ladung +e/3 oder +2e/3 (siehe 17.5).

Bausteine der Atome der uns umgebenden Materie
sind die positiv geladenen Protonen, die negativ ge-
ladenen Elektronen und die Neutronen, die keine La-
dung tragen.

Erhaltungssatz fur die elektrische Ladung:

Die gesamte elektrische Ladung — d. h. die alge-
braische Summe der positiven und negativen La-
dungen —in einem elektrisch isolierten System &n-
dert sich zeitlich nicht.
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Beispiele: lonisation neutraler Atome durch Photo-
nen; Paarerzeugung; Elementarteilchenumwandlun-
gen.

Eine mathematische Formulierung des Erhaltungssat-
zes der elektrischen Ladung ist die Kontinuitéatsglei-
chung flr die elektrische Ladung (12-64).

12.5 Energieaufnahme im elektrischen Feld

Ein Teilchen der Ladung g, der Masse m und der Ge-
schwindigkeit v besitzt in einem elektrischen Feld am
Ort r mit dem elektrischen Potenzial V (r) die Gesamt-
energie

1
E=Ex+Ep= Emvz +qV. (12-49)

Kann das Teilchen zwischen den Orten 1 und 2 der
elektrischen Feldstarke folgen, so folgt aus dem Ener-
giesatz (12-29)

1 1
~mo3 - Zmof = q(Vq (12-50)

2 2
Ein Teilchen, das eine Spannung U durchlduft, er-
fahrt also einen Zuwachs seiner Kinetischen Energie
um gU. Wenn g bekannt ist, dann ist auch die durch-
laufene Spannung U ein Mal} fiir die Energie. Dies
trifft z. B. bei der Beschleunigung von geladenen Ele-
mentarteilchen zu, deren Ladung stets +e oder —e ist
(Tabelle 12-1). Die Multiplikation der Spannung U
mit dem Wert der Ladung in A - s = C kann dann un-
terbleiben, und die Energiednderung kann in Elektro-
nenvolt (V) angegeben werden. Umrechnung in die
Sl-Einheit:

-V2)=qUy.

1eV = (1,60217653 + 14-1078) - 1070V . C
=1,602...10719] . (12-51)

Ist die Anfangsgeschwindigkeit des geladenen Teil-
chens vy = 0, so ergibt sich seine Endgeschwindigkeit
vz = v aus (12-50) zu

v = 2V . (12-52)
m
Die Masse von Elektronen lasst sich z.B. aus ihrer
Ablenkung im Magnetfeld bestimmen (13.2) und be-
tragt fur kleine Geschwindigkeiten

me = (9,1093826 + 16 - 1077) - 1031 kg .

Aufgrund dieser geringen Masse wird die Geschwin-
digkeit von Elektronen im Vakuum schon bei Durch-
laufen von nur méRigen Spannungen sehr hoch:

U=1V: v, ~593km/s.

Die Anwendung von (12-52) auf Elektronen ist daher
nur gultig, solange die Geschwindigkeit im nichtrela-
tivistischen Bereich bleibt (4.5):

76U
vez,/ri fir U < (10°...105V . (12-53)
e

Fur héhere Beschleunigungsspannungen U muss statt
(12-50) der relativistische Energiesatz (4-43) ange-
wendet werden. Mit (4-38) lautet dieser

mcj — meC3 = AE, = eU (12-54)

mit me Ruhemasse des Elektrons.

Mithilfe der Beziehung (4-35) fur die geschwindig-
keitsabhé&ngige relativistische Masse folgt daraus an-
stelle von (12-53) fiir die Elektronengeschwindigkeit

eU
2eU 2mec2

mec2

(12-55)

Fur kleine U geht (12-55) in (12-53) lber. Fir U —
oo wird dagegen ve — Co, d.h., die Vakuumlicht-
geschwindigkeit stellt auch hier die Grenzgeschwin-
digkeit dar. Gleichung (12-55) wird durch Messungen
genauestens bestatigt (Bild 12-14).

Elektronen und andere geladene Elementarteil-
chen kdénnen im Vakuum durch elektrische Felder

25

o Neumann u. Schaefer
* Bucherer

201 & Guye . Lavanchy

‘I 0 1 | 1 1 1
04 05 06 07 08 09

Ve/Cy ———n

Bild 12-14. Zunahme der Elektronenmasse mit steigender
Geschwindigkeit: Theorie (12-55) und Messungen



B128 B Physik

Tabelle 12-1. Eigenschaften von Elementarteilchen (nach Gerthsen/Vogel: Physik. 20. Aufl. Berlin: Springer 1999).
m, Elektronenmasse, e Elementarladung, 7 = h/2sw, 2 Planck’sches Wirkungsquantum

Teilchen- Teilchen- Symbol Ruhe- Ladung mittlere Spin
familie name masse Q Lebensdauer J
Teil-  Anti- T
chen  teilchen m; e S i
Photon v v 0 0 o0 1
Leptonen Elektron-Neutrino v, Ve 0?(<29-10%) 0 o0 1/2
My-Neutrino Vi Vi 0?(<0,33) 0 o0 1/2
Tau-Neutrino Ve Vo 0?(<35,6) 0 IS 1/2
Elektron/Positron e (e7) e* 1 Fl o0 1/2
Myon W wt 207 F1 2,2-10° 1/2
Tau-Lepton T T 3491 F1 5.10°8 1/2
Mesonen Pion (;t-Meson) T at 273 F1 2,6-1078 0
n n 264 0 0,8-10716 0
Kaon (K-Meson) K~ K* 967 F1 1,24 -10°8 0
K° KO 974 0] 0,89-107°/52.10% 0
Baryonen Proton p(") pp) 1836 +1 0? 1/2
Neutron n n 1839 0 918 1/2
A-Hyperon A° A° 2183 0 2,6-1071° 1/2
2-Hyperon Dt >+ 2328 +1 0,8-1071° 1/2
B 0 2334 0 <107 1/2
p) - 2343 -1 1,5-107% 1/2
=-Hyperon =0 =0 2573 0 3,0-10°10 1/2
a- a7 2586 7l 1,7-107%° 1/2
Q-Hyperon Q- Q 3272 ¥l 1,3-107% 3/2

Anode

1930) erreichen (Bild 12-16). Dabei durchlaufen
die Ladungstrager (z.B. Elektronen) nacheinander
zunehmend langere Driftréhren, die abwechselnd mit
den beiden Polen einer periodisch das Vorzeichen
wechselnden Spannung U. verbunden sind. Wird
die halbe Periodendauer der Wechselspannung
gleich der Driftdauer durch eine R6hre gemacht, so
finden phasenrichtig startende Elektronen zwischen

Bild 12-15. VVakuumdiode

beschleunigt werden, die durch Anlegen einer Span-
nung U zwischen zwei Elektroden erzeugt werden,
z.B. in einer Vakuumdiode (Bild 12-15) oder im
Beschleunigerrohr eines Van-de-Graaf-Generators.
Die auf diese Weise maximal erreichbare Energie
entspricht der angelegten Spannung: Ex = eU. Aus
Isolationsgriinden sind die Beschleunigungsspannun-
gen auf einige Millionen Volt (MV) beschrénkt.

Hohere Energien lassen sich durch mehrfache
Ausnutzung derselben  Beschleunigungsspannung
z.B. im Hochfrequenzlinearbeschleuniger (Wideroe,

zwei Driftrohren immer ein beschleunigendes Feld
vor. Bei einer Anzahl von N Driftréhren l&sst sich
eine Beschleunigungsenergie Ex = NeU erreichen,

Elektronenguelle

‘—+HM -+ [ g —+AAT =)
I;] Ll |
/l |
N

Oriftcdhren

+- [

g(:') T

Bild 12-16. Hochfrequenz-Linearbeschleuniger
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allerdings ist der Teilchenstrom gepulst. Es sind
Linearbeschleuniger bis zu mehreren Kilometern
Lange gebaut worden.

Hochenergetische Teilchen kdnnen auch in Kreisbe-
schleunigern erzeugt werden (13.2).

12.6 Elektrischer Strom

Bewegte elektrische Ladungstréger, wie sie z.B.
durch Beschleunigung in elektrischen Feldern
erzeugt werden konnen (12.5), stellen einen elek-
trischen Strom dar. Elektrische Strdme kénnen in
leitfahiger Materie (Metallen, Halbleitern, elektroly-
tischen Flussigkeiten, ionisierten Gasen) oder auch
im Vakuum erzeugt werden. Die wéhrend eines
Zeitintervalls dt durch einen beliebigen Querschnitt
transportierte elektrische Ladungsmenge dQ definiert
die elektrische Stromstérke

_Q
Codt
Sl-Einheit: [I] = C/s = A (Ampere) .

| (12-56)

Zur Definition und Realisierung des Ampere siehe 1.3
und 13.3, Bild 13-16.
Die Stromstarke I ist kein Vektor. Das Vorzeichen des
elektrischen Stromes ist positiv definiert, wenn positi-
ve Ladungen in Richtung des elektrischen Feldes flie-
Ren bzw. wenn negative Ladungen entgegen der Feld-
richtung flieRen (Bild 12-17). Anderenfalls ist | nega-
tiv.
Die rdumliche Verteilung der Stromstarke wird durch
die elektrische Stromdichte j (oder J) beschrieben,
mit
. dl
1= A’
worin dA ein Flachenelement senkrecht zum Vektor

der Stromdichte j ist. Bei rdumlich konstanter Strom-
dichte gilt z.B. fir Bild 12-17: | = jA. Zeigt der

(12-57)

I>0
7N\ Z
I [ @ /’/ Y I
—— ® ’/// E —_—
\q a 4 S
\_ Y
NV
dx=vgdt

Bild 12-17. Zur Definition der Stromrichtung

Bild 12-18. Zur Definition der Stromdichte

Flachennormalenvektor A nicht in die Richtung des
Stromdichtevektors j, so gilt

I=j-A

szj-dA,
A

wenn die Stromdichte j ortlich unterschiedlich ist
(Bild 12-18).

Zusammenhang zwischen Stromdichte und Ladungs-
trager-Driftgeschwindigkeit: Der Einfachheit halber
sei angenommen, dass nur eine Sorte Ladungstrager
mit der Ladung g vorhanden sei, die sich mit ei-
ner mittleren Geschwindigkeit, der Driftgeschwindig-
keit vgr (vgl. 16.2) bewegen. Dann durchqueren in der
Zeit dt alle Ladungstrager dN, die sich in dem Volu-
menelement

bzw. allgemein

(12-58)

dVv = Adx = Avg dt

befinden, den Querschnitt A, also insgesamt die La-
dungsmenge

dQ =ndVq

(n Teilchenkonzentration der Ladungstrager). Mit
(12-56) ergibt sich daraus die Stromstarke

I = nqug A (12-59)
bzw. mit (12-57) die Stromdichte
j = nquy . (12-60)

Fur Elektronen als Ladungstrager z. B. in Metall gilt
mitq = —e

] = —newy . (12-61)

Als Beispiel werde die Driftgeschwindigkeit der Lei-
tungselektronen in Kupfer berechnet:
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Bild 12-19. Zur Kontinuitatsgleichung flr die elektrische
Ladung

Wird die Dichte der Leitungselektronen abgeschatzt
mit der Annahme, dass jedes Kupferatom ein Elek-
tron in das Leitungsband (siehe 16) abgibt, so betragt
Ncy = 84-10%" /m3. Mit den Vorgaben | = 10A,
A = 1mm? e = 16-107%° As folgt aus (12-61)
fur die Driftgeschwindigkeit der Elektronen vy =
0,74mm/s = 2,7m/h = 64m/d. Fir die Strecke
Berlin—-Minchen bendtigen die Elektronen daher et-
wa 25 Jahre. Allein daraus folgt, dass die Driftge-
schwindigkeit der Elektronen nichts mit der Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit elektrischer Signale zu tun hat.

Kontinuitatsgleichung

Wird das Flachenintegral in (12-58) bei der Berech-
nung der Stromstdrke aus der Stromdichte Uber eine
geschlossene Flache S erstreckt (Bild 12-19), so er-
halt man den insgesamt aus dem von S umschlosse-
nen Volumen V abflieBenden Strom

|—9§J dA = thr’

worin Qy die dabei durch die Oberflache transportier-
te Ladung ist.

Die durch die geschlossene Oberflache S in der
Zeit dt tretende Ladungsmenge dQy ist gleich der
Abnahme —dQ der in V enthaltenen Ladung Q
(Ladungserhaltung, siehe 12.4):

dQy _ dQ _ .

i - a2
Aus (12-62) ergibt sich damit die Kontinuitatsglei-
chung fur die elektrische Ladung

95] dA = - deV——Q,

die eine mathematlsche Formulierung flr die
Ladungserhaltung (12.4) darstellt, o Raumladungs-
dichte (12-10).

(12-62)

(12-63)

(12-64)

Stromarbeit und Leistung
Die Energie, die ein konstanter elektrischer Strom |
im elektrischen Feld infolge der Beschleunigung
der Ladung beim Durchlaufen der Spannung U
aufnimmt, betrdgt pro Ladungstrdger qu, fur
N Ladungstrdger NgU = QU. Mit Q = It (12-56)
ergibt sich daher die vom Feld aufzubringende
Beschleunigungsarbeit

W=QU =Ult. (12-65)

Die damit verkniipfte elektrische Leistung (4-5) be-
tragt

dw
P= e ul. (12-66)
Sl-Einheit: [P] =V -A = W (Watt) .

Gleichungen (12-65) und (12-66) gelten auch, wenn
bei Stromen in leitender Materie die Energie der La-
dungstrager fortlaufend durch StoRe z. B. an das Kris-
tallgitter abgegeben wird (16.2).
Fur leitende Materie gilt in den meisten Fallen eine
von Ohm (1825) gefundene lineare Beziehung, das
Ohm’sche Gesetz
U=IR, (12-67)

worin R, der elektrische Widerstand, eine Bau-
teilkenngroRe ist, die fur viele leitende Stoffe bei
konstanter Temperatur n&herungsweise unabhéngig
von U und | ist. Eine modellmé&Rige Begriindung fur
das Ohm’sche Gesetz folgt in 16.

SI-Einheit: [R] =V/A =Q (Ohm) .
12.7 Elektrische Leiter
im elektrostatischen Feld, Influenz

In elektrisch leitender Materie (elektrische Leiter)
kénnen sich Ladungen g unter Einfluss der elek-
trischen Kraft F = gE bewegen, z.B. Elektronen
in Metallen. Unter Einwirkung eines elektrischen
Feldes verschieben sich daher die Ladungen im Leiter
so lange, bis das Innere des Leiters feldfrei wird und
damit der Anlass fiir weitere Ladungsverschiebungen
entféllt. Die durch das Feld bewirkte Ladungsver-
schiebung heif3t Influenz. Die Influenzladungen treten
an den &uBeren Oberflachen des leitenden Korpers
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Bild 12-20. Zur Wirkung der Influenz

auf (Bild 12-20) und erzeugen ein dem &ufBeren Feld
entgegengesetztes Influenzfeld, das das &ulere Feld
exakt kompensiert.

Das Auftreten von Influenzladungen Il&sst sich
auch dadurch zeigen, dass als leitender Korper in
Bild 12-20 zwei zun&chst im Kontakt befindliche
Teilkorper (z. B. zwei an der Strichlinie in Bild 12-20
aneinanderliegende Platten) verwendet werden.
Werden diese ungeladen in das Feld gebracht, im
Feld getrennt und dann herausgefihrt, so tragen sie
beide entgegengesetzt gleich groRe Ladungen.

Auch fir elektrisch geladene Leiter im Feld der
eigenen Ladungen (z.B. Bild 12-9) gilt, dass die
Ladungen sich im Felde der umgebenden Ladungen
so lange verschieben, bis die Feldstarke im Innern
des Leiters verschwindet. Auch hier verteilt sich die
Ladung auf der &uReren Oberfléche.

Das Innere von elektrisch leitenden Korpern in
elektrostatischen Feldern ist feldfrei. Das elek-
trische Potenzial im Korper ist daher konstant,
inshesondere ist seine Oberflache eine Potenzi-
alflache. Die Feldstérke steht deshalb senkrecht
auf der Leiteroberflache (siehe 12.3), auf der sich
die aufgebrachten Ladungen oder die Influenzla-
dungen verteilen.
Ei=0, Vj=const. (12-68)
Gleichung (12-68) gilt auch fir das Innere metalli-
scher Hohlrdume, sofern sich darin keine isolierten
Ladungen befinden. Zur Abschirmung vor dufe-
ren elektrischen Feldern konnen daher metallisch
umschlossene Rdume verwendet werden: Faraday-
Kéfig. In das Innere eines metallischen Hohlraumes
gebrachte Ladungen flieBen bei Kontakt vollstén-
dig auf die AuBenflache der Metallumhillung ab:
Faraday-Becher zur vollstandigen Ladungstbertra-
gung (Bild 12-21).

vty
TT T
[ITA)
T A
ey
= R X

Bild 12-21. Faraday-Becher zur Ladungsubertragung

Oberflachenfeldstarke und Kriimmung

Der Einfluss der Krimmung einer leitenden Oberfla-
che auf die Oberflachenladungsdichte o- bzw. auf die
Oberflachenfeldstarke E I&sst sich mit einer Anord-
nung aus zwei leitenden Kugeln 1 und 2 (Radius Ry
und R;) abschétzen, die miteinander leitend verbun-
densind und dadurch das gleiche Potenzial V besitzen
(Bild 12-22).

Feldstarke und Flachenladungsdichte kénnen auf den
&uleren Kugelseiten, wo die Stérung durch die lei-
tende Verbindung und die zweite Kugel gering ist, in
guter Naherung wie bei einzelnen Kugeln berechnet
werden. Aus (12-20) und (12-44) folgt dann

E> R1

02 y
— = ~ fir
Er o1

=2 Vi=V,. (12-69)

Ro
Auf beliebig geformte leitende Korper Gibertragen be-
deutet das, dass an Stellen mit kleinen Krimmungsra-
dien R bei Aufladung des Korpers auf ein Potenzial V
bzw. eine Spannung U gegentber der Umgebung be-
sonders hohe Oberflachenfeldstérken

Brw~ o
auftreten (12-44). Das ist bei hochspannungsfih-
renden Teilen zu beachten: An Spitzen, diinnen
Drahten und scharfen Kanten treten bereits bei ma-
Rigen Spannungen U Glimmentladungen oder sogar

E, E,
0, “ ]

leitende Verbindung

(12-70)

Bild 12-22. Zur Abhéngigkeit der Oberflachenfeldstarke
eines geladenen leitenden Korpers von dessen Oberflé-
chenkriimmungsradius



B132

B Physik

Feldemissionsspitze

zur Ausheizung der Spitze

U=103.204V
2 s Leuchtschirm

Bild 12-23. Feldemissions-Elektronenmikroskop

Feldemission (16.7) auf und fiinren zu Uberschlagen.
Kleine Kriimmungsradien sind daher zu vermei-
den. Ausgenutzt wird dagegen dieser Effekt beim
Feldemissions-Elektronenmikroskop (Bild 12-23)
und beim Feldionenmikroskop (Mdller, 1936 und
1951).

Hierbei werden chemisch geétzte Metallspitzen mit
Krimmungsradien von 0,1 bis 1 um verwendet, so-
dass bei einer Spannung von 1000 V Feldstérken von
10° bis 10°V/m (1 bis 10 MV/mm) erzeugt wer-
den. Bei solchen Feldstarken werden aus der Spitze
Elektronen durch Feldemission (16.7) freigesetzt und
im umgebenden Radialfeld auf den Leuchtschirm zu
beschleunigt. Strukturen auf der Spitze, z. B. ortliche
Variationen der Austrittsarbeit (16.7) oder angelager-
te Molekule, werden dann auf dem Leuchtschirm per
Zentralprojektion mit einer VergréRerung von 10° bis
106 sichtbar.

Elektrische Bildkraft

Ladungen vor ungeladenen, leitenden Oberflachen
bewirken durch Influenz eine Ladungsverschiebung
in der Weise, dass die Feldlinien senkrecht auf der
Leiteroberflache enden (Bild 12-24). Der entstehende
Feldlinienverlauf vor einer ebenen Leiteroberflache
kann durch gedachte Spiegelladungen entgegenge-
setzten Vorzeichens im gleichen Abstand d hinter
der Leiteroberflache (das ,,Bild“ der felderzeu-
genden Ladung) beschrieben werden (siehe auch
Bild 12-4).

Daraus resultiert eine Kraft zwischen Ladung Q
und ungeladener Leiteroberflaiche, die sich aus
dem Coulomb-Gesetz (12-1) berechnen lasst und
senkrecht auf die Leiteroberflache gerichtet ist:

QZ

® = Zre AT (12-71)

Metalloberfldche

-

Inﬂ'l'Jenzlad/unggn

| f

\ l/
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N\
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Bild 12-24. Zur Entstehung der Bildkraft: Spiegelladungen
durch Influenz an leitenden Flachen

12.8 Kapazitat leitender Korper

Das Potenzial V einer leitenden Kugel (Radius R) ist
nach (12-43) proportional zur Ladung Q auf der Ku-
gel. Der Quotient betragt

8 = 4ngoR (12-72)
und hé&ngt nur von der Geometrie der Kugel (Radi-
us R) ab. Das gilt entsprechend fir jeden leitenden

Kdorper. Der Quotient Q/V wird Kapazitat C des lei-
tenden Korpers,

c==,
\Y
genannt und stellt das Aufnahmevermdgen des Kor-
pers fir elektrische Ladung Q bei gegebenem Poten-
zial V dar.

(12-73)

Sl-Einheit: [C] = A-s/V = C/V = F (Farad) .

Aus dem Vergleich mit (12-72) ergibt sich die Kapa-
zitat der Kugel zu

C = 4neoR . (12-74)

Kondensatoren

Der Begriff der Kapazitat lasst sich auch ubertragen
auf Systeme aus zwei leitenden Korpern (den Elek-
troden), die entgegengesetzt gleiche Ladungen tragen
(Bild 12-25): Kondensator.

An die Stelle des Potenzials V tritt dann die Poten-
zialdifferenz (Spannung) U = V; — V;, und die Kapa-
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Bild 12-25. Kondensator aus zwei leitenden Kdrpern

zitat des Kondensators betragt

Q
=—. 12-75
5 (12-75)
Fur den Plattenkondensator ergibt sich daraus mit
(12-42)
A
C=¢g-.
Sod
Zur Kapazitadt geometrisch anders geformter Kon-
densatoren (Zylinderkondensator, Kugelkondensator)
vgl. G 10.7. Zur Berechnung der resultierenden
Kapazitdt von parallel oder in Reihe geschalteten
Kondensatoren siehe G 10.6.

(12-76)

Nichtleitende Materie im Kondensatorfeld

Wird ein elektrisch isolierendes Material (Dielek-
trikum) in einen Plattenkondensator geschoben
(Bild 12-26), so sinkt die am Kondensator mit einem
statischen Instrument (Elektrometer) gemessene
Spannung von Uy = Q/Cq auf den kleineren Wert U..

Dielektrikum

DNINANENNTAN NN
1
S

UG_.U£=UU/EF

Bild 12-26. Zur Wirkung eines Dielektrikums im Konden-
sator

Tabelle 12-2. Permittivitatszahl ¢ einiger Stoffe

Stoff &r

Feste Stoffe:

Bariumtitanat 1000...9000
Bernstein 2,2...29
Diamant 5,68

Eis 3,2

Glaser 3...15
Glimmer 5..9
Hartpapier 5
Hartporzellan 5...6,5
Kochsalz 5,8
Kunstharze 3,5...45
Marmor 8,4...14
Olpapier 5

Papier 1,2...3
Paraffin 2,2
Polyethylen (PE) 2,2...2,7
Polypropylen (PP) 2,2...2,6
Polystyrol (PS) 2,3...2,8
Polytetrafluorethylen (PTFE) 2,1
Polyvinylchlorid (PVC, z. B. Vinidur) 3,3...4,6
Quarz 35...45
Quarzglas 4
Schwefel 3,6...43
Ziegel 2,3
Flissigkeiten:

Benzol 2,28
Ethanol 25,3
Glycerin 46,5
Kabelol 2,25
Methanol 33,5
Petroleum 2,2
Transformatorenol 2,2...25
Wasser 80,1
Gase(0 °C; 101 325 Pa):

Argon 1,0005172
Helium 1,0000650
Kohlendioxid 1,000922
Luft, trocken 1,0005364
Sauerstoff 1,0004947
Stickstoff 1,0005480
Wasserstoff 1,0002538

Da sich die gespeicherte Ladung Q dabei nicht
geandert hat, wie sich durch Entfernen des Dielektri-
kums zeigen l&sst, ist durch das Dielektrikum offen-
bar die Kapazitat von Cy auf C. > Cy gestiegen, so-
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dass U, = Q/C. < Ug. Ursache hierfir ist die Polari-
sation des Dielektrikums (siehe 12.9). Bei vollstandi-
ger Ausflllung des felderfullten Volumens durch das
Dielektrikum wird das Verhaltnis
Ce _ UO
CO B Ue
Permittivitatszahl (Dielektrizitatszahl) & genannt. Sie
ist eine charakteristische GroRe des Dielektrikums
(Tabelle 12-2).
Fur das Vakuum gilt & = 1. Aus C, = &Cy folgt mit
(12-76) fur die Kapazitat des Plattenkondensators mit
Dielektrikum

—g>1 (12-77)

C= ErE0 g - (12-78)

An die Stelle der elektrischen Feldkonstante &9 des
Vakuums tritt also die Permittivitat (Dielektrizitats-
konstante)

£ = &&) (12-79)
des Dielektrikums im Feld. Das gilt generell fur elek-
trische Felder in Dielektrika.

Energieinhalt eines geladenen Kondensators

Die differenzielle Arbeit zur weiteren Aufladung ei-
nes Kondensators der Kapazitidt C um die Ladung dq
bei der Spannung u ist nach (12-29) und mit (12-75)

dW =udq = éq dqg . (12-80)

Die gesamte Aufladearbeit W und damit die im Kon-
densator gespeicherte Energie Ec erhédlt man daraus
durch Integration (q = 0 bis Q,u = 0 bis U) und Um-
formung mit (12-75):

1 Q2 1 1

—_—_— = - = — 2
27 ¢ 2=

(vgl. auch G 10.8). Die im Kondensator gespeicherte
Energie manifestiert sich als Feldenergie des elektro-
statischen Feldes zwischen den Elektroden des Kon-
densators.

W =Ec = (12-81)

Energiedichte des elektrostatischen Feldes

Die Dichte der elektrischen Feldenergie we l&sst sich
fur den Fall des Plattenkondensators leicht aus dem
Quotienten W/V berechnen, worin V = Ad das Volu-
men des homogenen Feldes zwischen den Kondensa-
torplatten ist (vgl. G 10.8). Durch Einsetzen der Ka-
pazitat des Plattenkondensators (12-78) und Einfiih-

ren der Feldstarke E nach (12-41) ergibt sich fiir die
Energiedichte

we=%8E2=%D~E.
D ist die elektrische Flussdichte gemaR (12-14), hier
allerdings bereits fir den allgemeinen Fall des Di-
elektrikums im Feld geschrieben (siehe 12.9). Glei-
chung (12-82) enthalt keine kondensatorspezifischen
GroRen und gilt fiir beliebige elektrostatische Felder.

(12-82)

12.9 Nichtleitende Materie
im elektrischen Feld, elektrische Polarisation

Wird Materie in ein elektrisches Feld gebracht, so
wird der elektrische Zustand der Materie infolge der
elektrischen Kraft auf die in der Materie vorhande-
nen Ladungen veréndert. Im bereits in 12.7 behan-
delten Falle elektrisch leitender Materie kdnnen sie
der Kraft folgen, Ladungen entgegengesetzten \or-
zeichens sammeln sich daher an gegenuberliegenden
Oberflachen: Influenz (Bild 12-20). Bei einem Lei-
ter im Feld bildet sich also eine makroskopische La-
dungsverteilung aus, die qualitativ der eines elektri-
schen Dipols (Bild 12-4) entspricht.

In Nichtleitern (Dielektrika) ist eine makroskopische
Ladungsverschiebung nicht moglich. Dennoch bilden
sich auch hier im Feld Dipolzusténde aus, allerdings
im molekularen MaRstab, die Materie wird polari-
siert.

Der elektrische Dipol

Der elektrische Dipol ist ein elektrisch neutrales Ge-
bilde. Er besteht aus zwei gleich groRen Punktladun-
gen entgegengesetzten Vorzeichens (Bild 12-4), die
im Abstand | auf dem Verbindungsvektor | sitzen
(Bild 12-27).

Bild 12-27. Elektrischer Dipol
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Seine Eigenschaften werden durch das elektrische Di- \\
polmoment p beschrieben:
¥ \»
p=ql. (12-83) t_ LT
. . X ———°—0_> -
Sl-Einheit:[p] =C-m=A-s-m. /E:/— t—h wdf
Anmerkungen: In der Chemie wird das Vorzeichen %"
des Dipolmoments meist entgegengesetzt definiert. _—
gdag mCht_ rrllIt_demDI_mp:JISI“vervv_e(}:whzelt \;]Veurgenl' Bild 12-29. Resultierende Kraft auf einen elektrischen Di-
as Potenzia elpes 'po_ § lasst sich durc erlage- pol im inhomogenen elektrischen Feld
rung der Potenziale zweier Punktladungen darstellen
(Bild 12-27):
1 und den Dipol in Feldrichtung zu drehen versucht.
V(r) = (ﬂ - ﬂ) -4 -nh (12-84)  Der Dipolim Feld besitzt daher eine potenzielle Ener-
dagg \rp 1 dmeg Nl gie, die sich aus den potenziellen Energien seiner Ein-
Fur Entfernungen r, die groB gegen die Dipollange | ~ Zelladungen zusammensetzt:
sind, gilt
’ Ep,ap = AV + (-QV_)
r,r>l rp-r=1cosd, rnr=r>. AV
(12-85) = —qIT = —pEcos . (12-88)
M't (12-83) und (1.2'84) fOIQt dann_ fur das Potenzial Daraus folgt fiir die potenzielle Energie eines elektri-
einer Probeladung im Feld eines Dipols - . .
schen Dipols im elektrischen Feld
pcos  p-ro
V(r) = =—F. 12-86 E =-p-E. 12-89
( ) 43‘[’,80r2 43‘[’,80r2 ( ) p.dp P ( )

Das Potenzial eines Dipols nimmt danach mit 1/r?
ab, wéhrend das Potenzial der einzelnen Punktladung
nach (12-42) nur mit 1/r abnimmt. Der schnellere Ab-
fall beim Dipol riihrt daher, dass mit steigender Ent-
fernung die beiden Ladungen sich in ihrer Wirkung
immer mehr kompensieren. Die Feldgeometrie eines
elektrischen Dipols zeigt Bild 12-4.

Im homogenen elektrischen Feld wirkt ein Kréftepaar
auf die beiden Ladungen des Dipols (Bild 12-28). Die
resultierende Kraft auf den Dipol ist null. Das Kraf-
tepaar bewirkt jedoch ein Drehmoment M, das sich
nach (3-23) mit F = qE ergibt zu

M=pxE

. +q£
.
/‘9 E—»
e
<_—q§°{q

Bild 12-28. Drehmoment auf einen elektrischen Dipol im
homogenen elektrischen Feld

(12-87)

Sie ist minimal, wenn der Dipolvektor p in Feld-
richtung zeigt, und maximal fiir die entgegengesetzte
Richtung.

Im inhomogenen Feld sind die Krafte auf die beiden
Ladungen eines Dipols vom Betrag verschieden, so-
dass neben dem Drehmoment auch eine resultieren-
de Kraft auftritt. Fir einen in Feldrichtung ausge-
richteten Dipol mit differenziell kleiner L&nge | = dx
(Bild 12-29) ist die resultierende Kraft proportional
zum Feldgradienten dE /dx:

dE

F=pg - (12-90)

Elektrische Polarisation eines Dielektrikums

Wie in Bild 12-26 betrachten wir einen Plattenkon-
densator mit Dielektrikum. Bei geladenem Konden-
sator bewirkt das elektrische Feld eine Polarisation
des Dielektrikums: Durch Verschiebungspolarisation
in den Atomen und bei polaren Molekdulen durch Ori-
entierungspolarisation (siehe unten) wird ein System
elektrisch wirksamer Dipole (Bild 12-30) mit Dipol-
momenten einer mittleren GréRe p erzeugt. Als Pola-
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Bild 12-30. Polarisation eines Dielektrikums: Entstehung
von Polarisationsladungen an den Grenzflachen

o

risation P ist das auf das Volumen bezogene Dipol-
moment definiert, also der Quotient aus dem Gesamt-
dipolmoment p; des Dielektrikums, das sich durch
vektorielle Addition aller Einzeldipole p ergibt, und
seinem Volumen V. Ist n die Dipolzahldichte, so folgt
fur die elektrische Polarisation

Ps

v =P
Als Folge der Polarisation entstehen Polarisationsla-
dungen Qp = o7 - A an den Grenzflachen A mit der
Flachenladungsdichte o7, (Bild 12-30). o7y ist ein Vek-
tor parallel zum Flachennormalenvektor A. Fir das
Gesamtdipolmoment ergibt sich hieraus

P= (12-91)

Py = Qpd = 0pAd = 0pV . (12-92)
Mit (12-91) und (12-24) folgt weiter
P = np = o'p = —&0 Ep N (12-93)

worin E, die durch die Polarisationsladungen erzeug-
te Polarisationsfeldstérke ist, die dem Polarisations-
vektor P entgegengerichtet ist.
Die resultierende Feldstarke E,. im dielektrikumer-
fiillten Feld ergibt sich aus der Uberlagerung der Feld-
starke E ohne Dielektrikum (bei vorgegebener La-
dung Q auf den Kondensatorplatten) und der Polarisa-
tionsfeldstérke E, des eingeschobenen Dielektrikums
P
E.:=E+E,=E-—. (12-94)
&0
Sie ist kleiner als die Vakuumfeldstérke, da die La-
dungen Q auf den Platten durch die Polarisationsla-

dungen Q, des Dielektrikums teilweise kompensiert
werden. Es bleibt lediglich die Ladung Q, = Q-Qp =

oA = gE.A wirksam. Damit ist die in Bild 12-26
dargestellte Beobachtung erklart. Fur die Permittivi-
tatszahl &, in (12-77) ergibt sich mit (12-94) flr kleine
Polarisationen

U Q E E
Sr = — - p——

P

Ué Qé E€ E o

€0

P np

~xl4+ —=1+— 12-95
* SoE * SoE ( )

Die Abweichung von g von 1 wird elektrische Sus-
zeptibilitat y. genannt und ist gleich dem Quotienten
aus Polarisation P und elektrischer Vakuumflussdich-
te Dg = &E:

P n
o= — =0 P yeE.  (12:96)
SQE
Suszeptibilitdt und Permittivitatszahl beschreiben
die elektrischen Eigenschaften eines Dielektrikums

gleichwertig und sind verknlipft durch

Er = 1 + Xe - (12'97)

Multiplikation von (12-97) mit egE = Dg fuhrt mit
(12-96) zu der Grolie

gegE=Dg+ P, (12-98)

die als dielektrische Verschiebung oder elektrische
Flussdichte (in Materie) bezeichnet wird:

D = g&E = ¢E, (12-99)

und sich aus der Flussdichte im Vakuum und der Po-
larisation der Materie zusammensetzt:

D=Dg+P=(L+ye)eE . (12-100)

In (12-99) und (12-100) ist E die Feldstérke, die sich
beispielsweise aus der am Kondensator liegenden
Spannung U und dem Plattenabstand d gemaR (12-41)
ergibt.

Der Name ,dielektrische Verschiebung“ wurde in
Hinblick auf den Vorgang der Verschiebungspolari-
sation gewahlt (siehe unten). In isotropen Dielektrika
sind & und y. Skalare, in anisotropen Dielektrika
(Kristallen) dagegen Tensoren, d.h., Verschiebungs-
vektor D und Feldstérkevektor E haben dann i. Allg.
nicht dieselbe Richtung.
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Wir wenden nun das Gau’sche Gesetz in der Formu-
lierung (12-17) &hnlich wie in Bild 12-10 auf eine ge-
schlossene Flache S an, die eine der Elektroden des
mit Dielektrikum gefullten Plattenkondensators um-
schlieRt (Bild 12-30). Das Volumen dieser Flache ent-
halt dann die wirksame Ladung

Q=Q-Q= 2.
Er

Da auBerhalb des Plattenkondensators die Feldstérke
als vernachldssigbar klein angenommen werden kann,
wenn die linearen Abmessungen der Plattenflache A
grof3 gegen den Plattenabstand d sind, tragt von der
Gesamtflache S nur der Flachenausschnitt A im Kon-
densatordielektrikum zum GauB-Integral bei:

§80E~dA=f80ES'dA=Q5=89.
r

S A

(12-101)

(12-102)

Wir bilden nun das entsprechende Integral tber die
elektrische Flussdichte in Materie (12-99), und erhal-
ten analog

§8r80E -dA = fs,soEe -dA.

S A

(12-103)

Das Integral der rechten Seite wird nur Gber den ho-
mogenen Feldbereich im Kondensator erstreckt, wo
&r konstant ist und vor das Integral gezogen werden
kann. Mit (12-99) und (12-102) folgt dann die allge-
mein glltige Form des GauR’schen Gesetzes fur das
elektrische Feld in Materie:

SED'dA=568r€0E‘dA=Q,

S S

(12-104)

worin Q die tatséchlich in das von der geschlossenen
Flache S berandete Volumen eingebrachte Ladung ist.

Verschiebungspolarisation

Makroskopische Materie ist aus Atomen aufgebaut.
Diese bestehen aus der negativen Elektronenhiille
und dem positiven Atomkern (siehe 16.1). Die
Schwerpunkte der positiven und negativen La-
dungsverteilungen im Atom fallen normalerweise
zusammen. In einem duReren elektrischen Feld E
wirken jedoch auf die atomaren Ladungen ver-
schiedenen \orzeichens entgegengesetzt gerichtete

Kréfte F = +qE, sodass eine \erschiebung der
Ladungsschwerpunkte gegeneinander erfolgt, bis die
Coulombanziehungskraft der auferen Kraft entge-
gengesetzt gleich ist: Es sind induzierte Dipole in
Richtung des dufReren Feldes entstanden (Bild 12-31):
Verschiebungspolarisation. Neben dieser elektro-
nischen \erschiebungspolarisation, die bei allen
Substanzen auftritt, gibt es z.B. in lonenkristallen
auch eine ionische Verschiebungspolarisation.

Das pro Atom induzierte elektronische Dipolmoment
p = Qdl = Zedl kann fur nicht zu grol3e Feldstérken
proportional zu E angesetzt werden, mit der Polari-
sierbarkeit . geman

p=aE. (12-105)

Um eine GréRenordnung fur « abzuschétzen, kann als
Modell fir die Verschiebungspolarisation eines ku-
gelsymmetrischen Atoms eine leitende Kugel ange-
nommen werden, deren Radius dem Atomradius ro
entspricht. Das duRere Feld E induziert in einer sol-
chen Kugel Influenzladungen, deren Feld auf3erhalb
der Kugel durch das Feld eines Dipols im Kugelzen-
trum mit dem Dipolmoment (ohne Ableitung)

(12-106)

wiedergegeben wird. Ein Vergleich mit (12-105) lie-
fert eine nach diesem Modell mit dem Atomvolu-
men V steigende Polarisierbarkeit

p = dnrieE

4
= 380§nr8 =3eVg . (12-107)

Die Polarisation aufgrund der induzierten Dipole be-
tragt nach (12-91) und (12-105)

P=np=neE. (12-108)

Der Vergleich mit (12-96) liefert fiir Suszeptibilitat
und Permittivitatszahl
na

Xe =",
&0

N
8r=1+_.
&0

(12-109)

Bild 12-31. Induzierter atomarer Dipol im elektrischen Feld
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Diese Beziehungen gelten fiir dinne Medien (Dipol-
zahldichte n klein), z. B. Gase, in denen die gegen-
seitige Wechselwirkung der Dipole noch keine Rol-
le spielt. In dichten Medien muss fir die Polarisati-
on eines induzierten Dipols das von der Polarisation
des umgebenden Mediums erzeugte zusatzliche Feld
(etwa die ausrichtende Wechselwirkung innerhalb ei-
ner Dipolkette) berucksichtigt werden. Das fuhrt (oh-
ne Ableitung) zu den Clausius-Mosotti-Formeln

Na
_ €0
Xe_ 1_lna bl
380
n_a
=14+ —20 (12-110)
Sr— 1_ln_a"
380

die die Beziehungen (12-109) als Grenzfall fur klei-
ne n enthalten. Sie gestatten die Berechnung der Di-
elektrizitatszahl einer dichten nichtpolaren Flissig-
keit aus den Daten ihres Gases.

Orientierungspolarisation

Viele Molekiile besitzen auch bei Abwesenheit eines
&uReren elektrischen Feldes bereits ein elektrisches
Dipolmoment, sie stellen permanente elektrische Di-
pole dar. Dies trifft bei nahezu allen Molekilen zu,
die nicht aus gleichen Atomen aufgebaut sind: polare
Molekiile (z. B. HCI, H,O, NHgz, Bild 12-32). Ledig-
lich symmetrisch aufgebaute Molekule, wie CO, oder
CHy, haben kein permanentes Dipolmoment.

p=63-10%C-m p=4810%C-m

potare Molekile

11Spm

p=34-10%C-m

nichtpolare Motekile

Bild 12-32. Beispiele fiir molekulare Dipole

Eine Stoffportion aus polaren Molekilen (Molekul-
zahldichte n) zeigt ohne dulReres Feld kein resultie-
rendes Dipolmoment, da die thermische Energie flr
eine statistische Gleichverteilung der Dipolorientie-
rungen sorgt, d. h., je n/6 der molekularen Dipole sind
in die 6 Raumrichtungen orientiert und heben sich da-
her in ihrer Wirkung gegenseitig auf. In einem &ufe-
ren elektrischen Feld erfahren die Dipole jedoch ge-
maR (12-84) Drehmomente, die fur eine mit E zuneh-
mende Ausrichtung in Feldrichtung gegen die Tempe-
raturbewegung sorgen (Bild 12-33): Orientierungspo-
larisation.

Anmerkung: Voraussetzung dafr ist eine gegenseiti-
ge Wechselwirkung der Molekiile, die einen Energie-
austausch ermdglichen. Anderenfalls wirde das du-
Rere Feld allein zu Drehschwingungen der Molekiile
Anlass geben, vgl. Bild 5-5.

Im Feld sind daher mehr als n/6 Dipole in Feld-
richtung orientiert (potenzielle Energie E,) und ent-
sprechend weniger als n/6 entgegengesetzt der Feld-
richtung (potenzielle Energie E,_). Die senkrecht zur
Feldrichtung orientierten Dipole heben sich weiterhin
in ihrer Wirkung auf. Die Polarisation ergibt sich aus
der Differenz der n, > n/6inund n_ < n/6 gegen die
Feldrichtung orientierten Dipole. Sie I&sst sich mit-
hilfe des Boltzmann’schen e-Satzes aus der Differenz
der potenziellen Energien (12-89) berechnen:

AEp = E, —Epe = 2pE, (12-111)

E ist hierin die angelegte elektrische Feldstarke. Der
Boltzmann’sche e-Satz (8-40) liefert dann

2pE

nf—e KT

12-112
- (12-112)

Fur E = 0 und endliche Temperatur T > 0 ist dem-
nach die Orientierung gleichverteilt, ebenso fur

Pp ZEZ 35S
NE\S === L2

OZEZ Z=N
\//\\ — ==
£=0,7=0 £=0,7=0 E>0 ,7=0

Bild 12-33. Ein System elektrischer Dipole unter dem Ein-
fluss von Temperaturbewegung und &uBerem elektrischen
Feld
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T — oco. Fir T - 0 und E > 0 sind dagegen alle
Dipole in Feldrichtung ausgerichtet (Bild 12-33). Bei
Zimmertemperatur ist 2pE < kT undn_ ~ n, ~ n/6,
sodass (12-112) entwickelt werden kann:

20E
KT °

Die resultierende Polarisation ergibt sich aus der Dif-
ferenz der in und gegen die Feldrichtung ausgerichte-

n_
n,

~1- (12-113)

ten Dipole
n n- npE
= -n_~-=-|1-— — -
NE=n,—n 5 ( m) 3T (12-114)
zu
P=nep= "PE (12-115)
P 3T

Mit (12-96) folgt daraus die paraelektrische Suszepti-
bilitat und Permittivitatszahl

_ np?
Xe = 380kT ’
_ .. _np?
=1+ TokT (12-116)

Das Temperaturverhalten y. ~1/T wird entsprechend
dem Curie-Gesetz der magnetischen Suszeptibili-
tat (13.4) als Curie-Verhalten bezeichnet. Es tritt nur
bei Vorhandensein permanenter Dipole, also polarer
Molekiile auf.

Allgemein l&sst sich die elektrische Suszeptibilitat
unter Zusammenfassung von (12-109) und (12-110)
und (12-116) darstellen durch

B
xe=A+ T
worin A den temperaturunabhéngigen Anteil der \Ver-
schiebungspolarisation und B den eventuell vorhande-
nen Anteil einer Orientierungspolarisation kennzeich-
net.

(12-117)

Ferroelektrizitat

Kristalline Substanzen mit polarer Struktur kdnnen
unterhalb einer kritischen Temperatur T¢ (Curie-
Temperatur) ohne angelegtes &ufleres Feld eine
spontane Polarisation zeigen. Solche Substanzen
werden in Analogie zur entsprechenden Erschei-
nung bei Ferromagnetika (vgl. 13.4) Ferroelektrika

Tabelle 12-3. Curie-Temperatur einiger Ferroelektrika

Name Formel Tc/K C/IK
Bariumtitanat BaTiOs 383 1.8-10°
KDP KH,PO, 123 33-10°
Kaliumniobat KNbO;3 707

Seignettesalz KNaC4H404 - 4H,0 2972

2 Seignettesalz hat ferner einen unteren Curie-Punkt
bei 255K und ist nur zwischen den beiden Curie-
Temperaturen ferroelektrisch.

genannt. Die Polarisation ist durch eine entge-
gengesetzte &ulere elektrische Feldstarke E > E.
(= Koerzitivfeldstarke) umkehrbar. Es liegt eine
Domaénenstruktur vor, wobei eine Doméne einen
Bereich mit paralleler Ausrichtung der Dipole
darstellt und durch die Summation der Wirkung
aller seiner Dipole ein gegentiber dem Einzeldipol
sehr groRes Dipolmoment hat. Das Drehmoment
zur Umorientierung einer solchen Doméne erfordert
daher nach (12-87) nur eine im \ergleich zu para-
elektrischen Substanzen geringe &ufere Feldstérke:
Suszeptibilitdt y. und Permittivittszahl & sind
sehr hoch (z.B. BaTiO3, Tabelle 12-2). Sie sind
auBerdem von der Feldstérke und von der vorherigen
Polarisation abhéngig. Der Zusammenhang zwischen
Polarisation und angelegtem elektrischem Feld ist bei
einem Ferroelektrikum daher nicht linear, sondern
folgt einer Hysteresekurve (vgl. 13.4). Die parallele
Ausrichtung der Dipole innerhalb einer Doméne
ist durch die Dipol-Dipol-Wechselwirkung bedingt.
Diese Ordnung wird mit steigender Temperatur durch
die Wé&rmebewegung gestort und bricht mit Erreichen
der Curie-Temperatur T¢ vollig zusammen.

Oberhalb der Curie-Temperatur T¢ verhalten sich
manche Ferroelektrika (z. B. BaTiO3) paraelektrisch
mit einem Temperaturverhalten geméaR

. cC
TT-oTe

Xe (12-118)
das dem Curie-Weiss’schen Gesetz (siehe 13.4) ent-
spricht.

Andere Ferroelektrika werden fir T > T¢ piezoelek-
trisch (siehe unten), z. B. Seignettesalz (Kaliumnatri-
umtartrat KNaC4H4Og - 4 H,0) oder KDP (Kalium-
dihydrogenphosphat KH,POy,).
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Piezoelektrizitat

Elektrische Polarisation kann bei manchen polaren
Kristallen auch durch mechanischen Druck erzeugt
werden, sofern sie kein Symmetriezentrum besitzen.
Dabei werden die positiven und negativen lonen
S0 gegeneinander verschoben, dass ein elektrisches
Dipolmoment entsteht. Beispiele sind Quarz, Seig-
nettesalz, Bariumtitanat. Einen besonders hohen
piezoelektrischen Effekt zeigen speziell entwickelte
Piezokeramiken wie Bleizirkonattitanat. Der piezo-
elektrische Effekt ist umkehrbar: Die Anlegung einer
elektrischen Spannung bewirkt eine L&ngenanderung.

Anwendungen: Frequenznormale mit Schwingquar-
zen, Frequenzfilter fur die Nachrichtentechnik, piezo-
elektrische Druckmesser und Stellglieder, Erzeugung
von Ultraschall, Erzeugung von Hochspannungspul-
sen.

13 Magnetische Wechselwirkung

13.1 Das magnetostatische Feld,
stationdare Magnetfelder

Magnetische Wechselwirkungen sind seit dem Alter-
tum bekannt, z. B. die Kraftwirkungen des als Erz vor-
kommenden Magneteisensteins Fe3O,4 auf Eisen. Der
Name Magnetismus ist abgeleitet von der kleinasiati-
schen Stadt Magnesia, wo der Uberlieferung nach das
Phanomen erstmals beobachtet wurde. Die magneti-
sche Wechselwirkung tritt im Gegensatz zur Gravita-
tion nicht bei allen Kérpern auf, und im Gegensatz zur
elektrischen Wechselwirkung wirkt sie nicht auf nor-
male Isolatoren. Bei naturlich vorkommenden oder
kinstlich erzeugten Magneten konzentriert sich die
magnetische Wechselwirkung auf bestimmte Gebiete:
Magnetpole. Jeder Magnet hat mindestens zwei Pole
(magnetischer Dipol): Nordpol und Stdpol. Magne-
tische Einzelpole (Monopole) sind bisher nicht beob-
achtet worden. Auch das Durchtrennen eines Dipols
(z.B. Zerbrechen eines Stabmagneten) ergibt keine
magnetischen Monopole, sondern erneut zwei Dipole.
Gleichnamige Magnetpole stoBen sich ab, ungleich-
namige ziehen sich an. Im Magnetfeld der Erde rich-
ten sich drehbar gelagerte Stabmagnete (Magnetna-
deln) so aus, dass der Nordpol nach Norden zeigt. Der

Nordpol der Erde ist daher ein magnetischer Sudpol
(und umgekehrt).

Die Geometrie des Feldes eines magnetischen Dipols
I&sst sich wie beim elektrischen Feld durch Feldlinien
beschreiben, deren Verlauf durch die ausrichtende
Wirkung des Magnetfeldes auf 1angliche magnetische
Teilchen (z.B. Eisenfeilspane) erkennbar gemacht
werden kann (Bild 13-1). Sie entspricht der des
elektrischen Dipols (Bild 12-4). Der positive Rich-
tungssinn der magnetischen Feldlinien wurde von
Nord nach Sud festgelegt.

Magnetfelder kdnnen auBer von Permanentmagneten
(magnetostatische Felder) auch durch elektrische
Strome erzeugt werden (Qrsted, 1820). Zeitlich
und ortlich konstante Strome erzeugen stationére
Magnetfelder. Ursache sind die bewegten elek-
trischen Ladungen. Die magnetischen Feldlinien
eines geraden, stromdurchflossenen Leiters sind
konzentrische Kreise mit dem Leiter als Achse
(Bild 13-2). Der Richtungssinn der magnetischen
Feldlinien ergibt sich aus der Stromrichtung mithilfe
der Rechtsschraubenregel und ist vertréglich mit der
Festlegung in Bild 13-1. Die Feldlinien geben die
Richtung der magnetischen Feldstérke H an.

Die magnetische Feldstérke wird tiblicherweise durch
das Feld im Innern einer langen, stromdurchflossenen

Bild 13-1. Feld eines magnetischen Dipols

Bild 13-2. Magnetisches Feld eines geraden, stromdurch-
flossenen Leiters
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Bild 13-3. Zum Begriff der Durchflutung

Zylinderspule definiert ((13-5), Bild 13-4). Wir wol-
len stattdessen vom allgemeineren Zusammenhang
zwischen magnetischer Feldstarke H und felderzeu-
gendem Strom | ausgehen, dem Ampére’schen Gesetz
oder Durchflutungssatz:

56H-ds=@=fj-dA.
C A

Das Ampeére’sche Gesetz ist eine der Feldglei-
chungen des stationdren magnetischen Feldes. Das
Linienintegral Uber die magnetische Feldstarke
langs des geschlossenen Weges C wird magnetische
Umlaufspannung genannt. @ ist die gesamte elek-
trische Stromstérke, die durch die von C berandete
Flache A geht: Durchflutung. Bei mehreren Einzel-
strémen berechnet sich diese durch Summation unter
Berucksichtigung der Vorzeichen. Strome werden
positiv gerechnet, wenn ihre Richtung mit der sich
aus der Rechtsschraubenregel ergebenden Richtung
gemal dem gewahlten Umlaufsinn des Integrations-

(13-1)

Bild 13-4. Homogenes Magnetfeld im Inneren und Dipol-
feld im AuBenraum einer stromdurchflossenen Zylinder-
spule

weges C bereinstimmt (Bild 13-3). Bei raumlich
ausgedehnten Ladungsstrémen berechnet sich die
Durchflutung gemaf (12-58) aus der Stromdichte j
durch A.

Die Formulierung des Durchflutungssatzes (13-1)
in differenzieller Form, die sich durch Anwendung
des Stokes’schen Satzes (siehe A 17.3, (17-30)) ge-
winnen I&sst, lautet

rot H(r) = j . (13-2)
Im Gegensatz zum elektrostatischen Feld ist also das
stationdre magnetische Feld nicht wirbelfrei. Fir den
geraden, stromdurchflossenen Leiter (Bild 13-2) lie-
fert das Ampeére’sche Gesetz bei Wahl einer kreisfor-
migen Feldlinie als Integrationsweg (Abstand r vom
Leiter) den Betrag der magnetischen Feldstarke

= 5= (13-3)

Das Feld einer Zylinderspule (Bild 13-4) ist im In-
nern weitgehend homogen, wahrend das Feld im Au-
RBenraum dem eines Dipols (Bild 13-1) entspricht und
klein gegen die Feldstarke im Innern ist, sofern die
Lange | der Zylinderspule grof? gegen den Spulen-
durchmesser ist. Die Feldstarke im homogenen Be-
reich lasst sich ebenfalls mit dem Ampeére’schen Ge-
setz berechnen. Wird als Integrationsweg z.B. die
Feldlinie C gewéhlt, so liefert nur der Weg der Lange |
im Spuleninnern einen wesentlichen Beitrag zum In-
tegral. Die Durchflutung ist andererseits NI (N Win-
dungszahl der Spule, | Stromstérke):

9§H-ds=fH-ds=HI=@=Nl. (13-4)

C |

Fur das homogene Feld der langen Zylinderspule gilt
daher

IN
HZT.

(13-5)
Mithilfe der Zylinderspule lasst sich leicht ein
definiertes homogenes Magnetfeld erzeugen, dessen
Feldstéarke sich sehr einfach aus (13-5) berech-
nen l&sst. Hieraus lasst sich auch die Einheit der
magnetischen Feldstérke H ablesen:

Sl-Einheit: [H] = A/m .
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Zum Magnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters
tragen alle Elemente des Stromes bei. Jedes einzel-
ne Element der Lange dl (Bild 13-5) erzeugt im Ab-
stand r einen differenziellen Anteil dH der magne-
tischen Feldstarke (vgl. G 12.2) gemalR dem Biot-
Savart’schen Gesetz:

I rxdl

dH = — ,
4o 13

I dl

Betrag: dH = — - —

g 4 r?

Die gesamte magnetische Feldstarke H ergibt sich
aus (13-6) durch Integration Uber den ganzen Strom-

faden C:

sina (13-6)

I rxdl
H = 4nf r3
c

Diese Form des Biot-Savart’schen Gesetzes stellt ei-
ne spezielle Form des allgemeineren Durchflutungs-
satzes (13-1) dar. Je nach Geometrie der Anordnung
ist (13-1) oder (13-7) zur Berechnung der Feldstér-
ke besser geeignet. Die Anwendung von (13-7) auf
das Magnetfeld eines geraden, stromdurchflossenen
Leiters liefert dasselbe Ergebnis wie (13-3), jedoch
ist hier die Berechnung Uber (13-1) einfacher. Fir
die Berechnung des Magnetfeldes einer Stromschlei-
fe (Bild 13-6) ist dagegen (13-7) zweckmaliger.

Fur das Magnetfeld im Zentrum der kreisférmigen
Stromschleife (Radius R) ergibt sich aus (13-7) nach
Integration Uber den gesamten Kreisstrom

(13-7)

H= .
2R

(13-8)
Magnetischer Fluss

Nach dem GauR’schen Gesetz des elektrischen
Feldes (12-17) bzw. (12-104) ist der von einer elek-
trischen Ladung Q ausgehende elektrische Fluss

Bild 13-5. Zum Biot-Savart’schen Gesetz

Bild 13-6. Das Magnetfeld einer Stromschleife (links
stromerzeugende Spannungsquelle U nicht eingezeichnet)

¥ = Q, wobei der elektrische Fluss durch (12-12)
bzw. (12-15) definiert wurde. Obwohl im magneti-
schen Feld magnetische Einzelladungen (Monopole)
nicht existieren, lasst sich analog zu (12-12) bzw.
(12-15) ein magnetischer Fluss @ sowie analog zu
(12-13) eine magnetische Flussdichte B definieren.
Diese beiden GréRen werden es gestatten, die Wir-
kungen des magnetischen Feldes auch in Materie zu
beschreiben (vgl. 13.4).

In einem homogenen Magnetfeld sei der magneti-
sche Fluss durch eine zur Feldrichtung senkrechte
Flache A (Bild 13-7a) definiert durch

@ = uHA, (13-9)

und entsprechend der Betrag der magnetischen Fluss-
dichte
)]
B=—=uH.
A H
Hierin wird u die Permeabilitat des Stoffes genannt,
in dem das Magnetfeld vorliegt. Wie die Permittivi-

(13-10)

Bild 13-7. Zur Definition des magnetischen Flusses. a ho-
mogenes, b inhomogenes Feld



13 Magnetische Wechselwirkung

B143

tat £ = &g (12-79) wird auch die Permeabilitat als
Produkt

H = HrHo (13-11)

geschrieben, worin nach internationaler Vereinbarung
(9. CGPM (1948), Definition des Ampere)

o =4m-107"Vs/Am

= 1,2566370614...- 10 Vs/Am  (13-12)

die magnetische Feldkonstante (Permeabilitat des
Vakuums) ist. gy = u/uo wird Permeabilitatszahl
des Stoffes genannt und ist dimensionslos. Fur das
Vakuum ist u, = 1. Weiteres zur Permeabilitatszahl
siehe 13.4.

Die magnetische Flussdichte B wird auch magneti-
sche Induktion genannt und ist in magnetisch isotro-
pen Stoffen ein Vektor in Richtung der magnetischen
Feldstarke H:

B = uourH =pH . (13-13)

In Verallgemeinerung von (13-9) ist der magnetische
Fluss @ eines beliebigen (inhomogenen) Magnet-
feldes durch eine beliebig orientierte Flache A
(Bild 13-7h)

@:f,uH-dAsz-dA,

A A
SlI-Einheit: [@] = Vs = Wb (Weber) ,
SI-Einheit: [B] = Vs/m? = Wh/m? = T (Tesla) .

(13-14)

Im elektrischen Feld ergibt das Flachenintegral der
elektrischen Flussdichte tiber eine geschlossene Ober-
flache nach (12-17) bzw. (12-104) gerade die einge-
schlossene Ladung Q als Quellen des elektrischen
Feldes und Ausgangspunkt elektrischer Feldlinien.

Im magnetischen Feld gibt es dagegen keine magne-
tischen Einzelladungen als Quellen des magnetischen
Feldes bzw. als Ausgangspunkt magnetischer Feld-
linien. Magnetische Feldlinien sind daher stets
geschlossene Linien, auch im Falle der Permanent-
magnete (Bild 12-1), wo man sich die &uleren
Feldlinien im Innern des Magneten geschlossen
denken kann. Dies wird durch Zerbrechen des
Magneten bestatigt, wobei zwei neue magnetische
Dipole entstehen. Wegen der Nichtexistenz ma-
gnetischer Monopole muss das Flachenintegral der

Bild 13-8. Zum Gauf’schen Gesetz im magnetischen Feld;
eindringende magnetische Feldlinien enden nicht im von S
umschlossenen Volumen: Der gesamte magnetische Fluss
durch eine geschlossene Oberflache ist stets null

magnetischen Flussdichte (ber eine geschlossene
Oberflache S (Bild 13-8) null ergeben (GauR’sches
Gesetz des magnetischen Feldes):

9§B-dA=O.

S

(13-15)

Feldlinien, die in das von der Oberflache eingeschlos-
sene Volumen eintreten, missen an anderer Stelle
wieder austreten (Bild 13-8). Gleichung (13-15) stellt
die zweite Feldgleichung des magnetischen Feldes
dar und driickt die Quellenfreiheit des magnetischen
Feldes aus.

13.2 Die magnetische Kraft
auf bewegte Ladungen

Teilchen, die eine elektrische Ladung q tragen und
sich mit einer Geschwindigkeit v durch ein Magnet-
feld B = uH bewegen (Bild 13-9), z. B. die Elektro-
nen im Elektronenstrahl einer Fernsehbildréhre durch
das Magnetfeld der Ablenkspulen, erfahren eine ab-
lenkende Kraft F,, die senkrecht zu vund zu B wirkt:

Fn=quxB=puquxH. (13-16)

Bild 13-9. Ablenkung von bewegten Ladungstragern im
Magnetfeld
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Positiv und negativ geladene Teilchen erfahren
ablenkende magnetische Krafte in entgegengesetzten
Richtungen (Bild 13-9). Die magnetische Kraft leistet
keine Arbeit an der Ladung q, da die Kraft F, stets
senkrecht auf der Wegrichtung ds bzw. auf der
Geschwindigkeit v steht, und das Wegintegral der
Kraft daher verschwindet:

WZIFm~dS=me~’bdt=0

Anders als im elektrischen Feld erfahrt daher eine
elektrische Ladung im Magnetfeld keine Anderung
des Geschwindigkeitsbetrages. Liegt neben dem ma-
gnetischen Feld B auch ein elektrisches Feld E vor, so
wirkt insgesamt auf die Ladung q die Lorentz-Kraft

(13-17)

F=q(E+vxB). (13-18)

Hinweis: Oft wird der 2. Term in (13-18) allein als
Lorentz-Kraft bezeichnet.

Die magnetische Kraft als relativistische Korrektur
der elektrischen Kraft

Die elektrostatische Kraft F, = qE und die magne-
tische Kraft F, = qv x B sind keine grundlegend
verschiedenen Wechselwirkungen. Vielmehr lasst
sich zeigen, dass die magnetische Kraft als relativisti-
sche Korrektur der elektrostatischen Kraft aufgefasst
werden kann. Dies sei am Beispiel der Kraft auf
eine Ladung gezeigt, die sich mit der Geschwin-
digkeit v parallel zu einem stromdurchflossenen
Leiter bewegt (Bild 13-10). Der Strom | im Leiter
erzeugt nach (13-3) im Abstand r ein Magnetfeld
H = 1/(2xr). Daraus ergibt sich nach (13-16) eine

C C
(+] (+]
i
v
I Lt hy ! (H
?}‘_‘ - A q ’;—e- q
G (+)
h AL(]

a b

Bild 13-10. Magnetische Kraft auf eine bewegte Ladung im
Feld eines Stromes: Beschreibung a im Laborsystem und b
im Bezugssystem der bewegten Ladung q

magnetische Kraft auf die bewegte Ladung g (im
Vakuum) vom Betrag

Fm= yoqv# . (13-19)
Der Strom | im Leiter wird durch Elektronen der
Driftgeschwindigkeit vg, (siehe 12.6) im Laborsystem
erzeugt, wéhrend die im Leiter ortsfesten positiven
lonen im Laborsystem die Geschwindigkeit O besit-
zen (Bild 13-10a). Wir wollen nun die Verhéltnisse im
Bezugssystem der mit v bewegten Ladung q betrach-
ten (Bild 13-10b). In diesem System hat ¢ die Ge-
schwindigkeit 0, erfahrt also keine magnetische Kraft.
Die real auf q wirkende Kraft (13-19) kann jedoch
nicht von der Wahl des Koordinatensystems abhén-
gen. Tatsdchlich wird sie im mit v bewegten System
in derselben GroRe durch die Coulomb-Kraft gelie-
fert: Im bewegten System haben die positiven lonen
die Geschwindigkeit |-, die Elektronen die gréRere
Geschwindigkeit |- | = |—v+wy| = v+vgr (Vgl. (2-50)
fur B<1). Infolgedessen ist die unterschiedliche rela-
tivistische Langenkontraktion (Lorentz-Kontraktion,
vgl. 2.3.3) zu beriicksichtigen, wonach die Langen in
Richtung der Bewegung sich um den Lorentz-Faktor

/1 — v?/c2 fur die lonen bzw. um /1 — (v + var)?/C3

fur die Elektronen verkirzen. Dadurch erhdhen sich
die Ladungstrédgerkonzentrationen n_ und n. unter-
schiedlich stark gegeniiber ny (bei v = 0). Die Ge-
samtladung ist daher nicht mehr null, der stromfih-
rende Leiter erscheint negativ geladen und ubt eine
elektrostatische Coulomb-Kraft auf die Ladung q aus.
In der Ndherung ¢o > v > g, ergibt sich ein Uber-
schuss der Konzentration der negativen Ladungstré-
ger

n n
An = 0 _ 0
\/1—(v+vdr)2/cg \/1—1)2/06
novvdr
~ (13-20)
0
Fur  die  resultierende  Linienladungsdichte
gL = —AeAn des stromdurchflossenen Leiters

(Querschnitt A, Elektronenladung —e) erhélt man
aus (13-20) mit c3 = 1/souo (vgl. 12) und (19.1) und
mit | = —ngevg A geman (12-59)

gL = —&oiovNoevgrA = gouovl . (13-21)



13 Magnetische Wechselwirkung  B145
Daraus ergibt sich gemafR (12-22) eine elektrische
Feldstarke
qu Hovl
= = 13-22
2mepr 27 ( )
und weiter eine anziehende elektrische Kraft F, = qE
auf die Ladung g, mit (13-8)
I
Fe = HoQuo = HoquH (13-23) it 13-11. Kreisbahn einer Ladung im homogenen Ma-
netfeld
die identisch mit der im Laborsystem berechneten ‘
magnetischen Kraft (13-19) ist. Je nach dem gewéhl-
ten Bezugssystem kommt daher der magnetische oder ~ woraus fur den Kreisbahnradius folgt
der elektrische Term der Lorentz-Kraft zur Wirkung, mu
beide sind Ausdruck derselben elektromagnetischen r= q_B : (13-26)

Kraft. In dem betrachteten Beispiel ist zwar wegen
der geringen Driftgeschwindigkeit der Elektronen
(GroRenordnung mm/s, siehe 12.6) der aus der
Lorentz-Kontraktion folgende relative Unterschied in
den Ladungstragerkonzentrationen der Gitterionen
und der Leitungselektronen extrem klein. Das wird
hinsichtlich der elektrostatischen Wirkung jedoch
ausgeglichen durch die gewaltige Ladungsmenge, die
sich durch den Leiter bewegt.

Bewegung von Ladungstragern im homogenen
Magnetfeld
Elektrische Ladungen q, die sich senkrecht zu den
Feldlinien eines homogenen Magnetfeldes B bewe-
gen, z.B. der Elektronenstrahl, der mit einer Vaku-
umdiode (&hnlich Bild 12-15, mit durchbohrter An-
ode) im Magnetfeld erzeugt wird (Bild 13-11), erfah-
ren nach (13-16) eine magnetische Kraft senkrecht zur
Ladungsgeschwindigkeit v und zum Magnetfeld B.
Ihr Betrag

Fm=quB (13-24)
bleibt konstant, da - wie weiter oben bereits
erlautert — der Betrag v der Geschwindigkeit der La-
dungstrager sich durch eine stets senkrecht wirkende
Kraft nicht andert. Das flhrt zu einer Kreisbahn der
Ladungstrager mit der Masse m. Die magnetische
Kraft (13-24) wirkt hierbei als Zentralkraft (3-19)

mo?

T = q’UB N (13-25)

Die in Bild 13-9 gezeigte Ablenkung eines Elektrons,
das ein begrenztes Magnetfeld der L&nge | auf einem
Kreisbogenstuck durchlduft, 1asst sich mit (13-26) be-
rechnen zu

~ —I

S 1 fir l<r. (13-27)
r mev
(Anwendung bei der magnetischen Ablenkung des
Elektronenstrahls in der Fernsehbildrohre.)

Mit v = wr (2-29) folgt fur die Winkelgeschwindig-
keit der Ladung der Betrag w. = qB/m, bzw. unter
Berucksichtigung der Vektorrichtungen in Bild 13-11

die Zyklotronfrequenz
q

w;=-—B. (13-28)
Die Zyklotronfrequenz ist unabhangig von der Ge-
schwindigkeit vder Ladung sowie vom Bahnradius r.
Diese Eigenschaften ermdglichen den Bau von Kreis-
beschleunigern nach dem Zyklotronprinzip. Ferner
ermdglicht die Zyklotronresonanz die Messung der ef-
fektiven Massen m* = qB/w. der Ladungstréger in
Halbleitern (siehe 16.4).

Bei Ladungstrégern, deren Geschwindigkeit v paral-
lel zur magnetischen Flussdichte B gerichtet ist, tritt
nach (13-16) keine magnetische Kraft auf, da das Vek-
torprodukt paralleler Vektoren verschwindet. In die-
sem Fall bewegt sich die Ladung geradlinig mit kon-
stanter Geschwindigkeit. Bei schiefer Geschwindig-
keitsrichtung der Ladungstréger im Magnetfeld erhalt
man eine Uberlagerung von geradliniger Bewegung
fur die Parallelkomponente und Kreisbewegung flr
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die Normalkomponente der Geschwindigkeit, sodass
eine Schraubenbewegung resultiert.

Diese verschiedenen Situationen treten auch beim
Einfall geladener Teilchen von der Sonne (,,Son-
nenwind“) auf die Magnetosphdre der Erde auf.
Das magnetische Dipolfeld der Erde hat an den
Polen eine Feldrichtung senkrecht zur Erdoberflache,
am Aquator parallel zur Erdoberfliche. Die Bahn
von Sonnenwindteilchen, die in der Aquatorebene
einfallen, wird durch die magnetische Kraft zu
Schraubenbahnen aufgewickelt. Sie treffen daher
meist nicht auf die Erdatmosphére, haben aber eine
erhdhte Aufenthaltsdauer in diesem Gebiet: Van-
Allen-Strahlungsgirtel. Anders an den Polen: Dort
auftreffende Teilchen bewegen sich etwa parallel
zu den Erdfeldlinien und gelangen daher nahezu
ungehindert bis zur oberen Erdatmosphdre, wo sie
u.a. durch StofRanregung (siehe 20.4) Molekile zum
Leuchten anregen kénnen: Polarlichter.

Kreisbeschleuniger

Die Anwendung der magnetischen Kraft erlaubt
es, die groBen Léangen der Linearbeschleuni-
ger (12.5, Bild 12-16) zur Teilchenbeschleunigung zu
vermeiden, indem durch ein Magnetfeld die Teilchen-
flugbahn zu Kreis- oder Spiralbahnen aufgewickelt
wird. Dieses Prinzip wurde zuerst beim Zyklotron
(E. O. Lawrence, 1930) angewendet. Es besteht aus
einer flachen Metalldose, die zu zwei D-férmigen
Driftraumen aufgeschnitten ist (Bild 13-12) und

Bild 13-12. Kreisbeschleuniger fir geladene Teilchen:
Zyklotron

senkrecht zur Dosenebene von einem Magnetfeld B
durchsetzt wird.
Eine im Zentrum des Spaltes S angeordnete lonen-
quelle (z.B. ein durch Elektronenstol? ionisierter
Dampfstrahl) emittiert lonen der Ladung q, die durch
die zwischen den beiden Ds angelegte Spannung U
in das eine D beschleunigt werden. Im Magnetfeld B
laufen die lonen mit einer Winkelgeschwindig-
keit entsprechend der Zyklotronfrequenz (13-28) auf
Kreisbahnen mit einem Radius nach (13-26) um. Wird
die Spannung U wahrend jedes halben Umlaufes
umgepolt, so werden die lonen bei jedem Passieren
des Spaltes S entsprechend der Spannung U = Uy be-
schleunigt, und v und r nehmen entsprechend zu. Da
die Winkelgeschwindigkeit nach (13-28) unabhéngig
von r ist, lasst sich die periodische Umpolung durch
Anlegen einer Hochfrequenzwechselspannung

U=Upsinot mit o=aw = %B (13-29)
erreichen. Die Grenze der Beschleunigung ist bei r =
Ry erreicht. Die Endenergie Ey max = Mv?/2 betragt
dann mit (13-26)

2R2
Et max = %—ERg < moc? . (13-30)

Die Resonanzbedingung w = w, (13-29) ist beim
Zyklotron nicht mehr erfullt, wenn relativistische Ge-
schwindigkeitsbereiche erreicht werden (siehe 4.5).
Das ist der Fall, wenn die Kkinetische Energie ver-
gleichbar oder groRer als die Ruheenergie mocg wird.
Wegen der mit der Umlaufzahl steigenden Masse
(Bild 12-14) sinkt dann die Zyklotronfrequenz, und
die Resonanzbedingung bleibt nur erhalten, wenn mit
der Umlaufzahl die Hochfrequenz w gesenkt oder
das Magnetfeld B erhéht wird: Synchrozyklotron.
Wird das Magnetfeld mit zunehmender Umlaufzahl
entsprechend der steigenden Teilchenenergie in der
Weise erhéht, dass der Bahnradius (13-26) konstant
bleibt (Sollkreis), so lassen sich sehr hohe Energien
erreichen: Synchrotron.

Massenspektrometer

Die magnetische Kraft kann auch zur Bestimmung
der Masse geladener Teilchen im magnetischen
Massenspektrometer verwendet werden (Bild 13-13).
Durch eine Spannung U beschleunigte lonen werden
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Bild 13-13. Magnetisches Massenspektrometer

in ein Magnetfeld B eingeschossen. Der Kreis-
bahnradius berechnet sich aus (13-26) mit (12-53)
zu

(13-31)

woraus die spezifische Ladung q/m bestimmt werden
kann:

q 2U

— === 13-32

m  r2B2 ( )
Der Bahnradius r kann aus den Schwérzungsmarken
auf der Fotoplatte bestimmt werden. Bei bekannter
Ladung (meist +e) ist daraus die Masse der lonen zu
berechnen.

13.3 Die magnetische Kraft
auf stromdurchflossene Leiter

In einem stromdurchflossenen Draht im Magnetfeld
(Bild 13-14) wirkt auf jeden den Strom bildenden

Bild 13-14. Kraft auf stromdurchflossene Leiter im Mag-
netfeld

Ladungstrager (d.h. auf die Leitungselektronen bei
Metallen) die Lorentz-Kraft (13-18). Der elektrische
Anteil —eE bewirkt die Driftgeschwindigkeit wy, der
Elektronen. Infolge der Driftgeschwindigkeit wirkt
auf jedes einzelne Elektron die magnetische Kraft

Fe=—euyXB. (13-33)

Die Zahl N der Leitungselektronen (Ladungstrager-
konzentration n) im Leiterstiick der Lange | und vom
Querschnitt A betragt N = nlA. Insgesamt wirkt auf
das Leiterstiick eine Kraft vom Betrage

F = NF¢ = —nlAewy, x B = nevgAl x B, (13-34)

wobei zu beachten ist, dass die Lange | in Richtung
des Stromes | zeigt, d. h. bei Elektronen entgegenge-
setzt zur Driftgeschwindigkeit wy,. Der Faktor nevg A
ist nach (12-59) gleich der Stromstérke I, und somit

F=1I1IxB,

] (13-35)
Betrag: F = lIBsina .

Nach (13-35) wirkt auf einen stromdurchflossenen
Draht als Folge der magnetischen Kraft auf die La-
dungstrager eine Kraft senkrecht zur Drahtrichtung
und zur magnetischen Feldrichtung. Dies ist die
Grundlage der elektromechanischen Krafterzeugung,
insbesondere des Elektromotors.

Stromschleife im Magnetfeld, magnetischer Dipol

Eine z.B. rechteckige, stromdurchflossene Leiter-
schleife, die in einem Magnetfeld drehbar angeordnet
ist (Bild 13-15), erféhrt bezlglich der einzelnen
Schleifenstiicke nach (13-35) unterschiedliche Krafte.
Auf die Stirnstlicke (Lange b) wirken entgegengesetzt

Bild 13-15. Drehmoment einer stromdurchflossenen Leiter-
schleife im Magnetfeld
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gleichgrofRe Krafte in Drehachsenrichtung, die sich
kompensieren. Auf die beiden Léngsseiten | wirkt
ein Kréftepaar, das nach (3-23) ein Drehmoment (zur
Unterscheidung von der Magnetisierung M in diesem
Abschnitt mit dem Index d versehen)
Mg=bxF (13-36)
in Drehachsenrichtung erzeugt. Mit (13-35) folgt dar-
aus ein doppeltes Vektorprodukt, dessen Berechnung
mittels des Entwicklungssatzes (siehe A 3.3.5) un-
ter Verwendung des Flachennormalenvektors A der
Stromschleife (Betrag A = bl) das Drehmoment

Mg=1AXB

Betrag My = IABsin®d (13-37)
ergibt. Die Richtung des Flachennormalenvektors A
ist so festgelegt, dass sie sich aus der Stromflussrich-
tung mit der Rechtsschraubenregel ergibt. Eine strom-
durchflossene Leiterschleife erfahrt daher im homo-
genen Magnetfeld ein Drehmoment, das deren FI&-
chennormale in Feldrichtung auszurichten sucht. Sie
verhalt sich also wie ein magnetischer Dipol (sie-
he 13.1) und analog zum elektrischen Dipol im homo-
genen elektrischen Feld (vgl. 12.9). Zur Beschreibung
des Verhaltens eines magnetischen Dipols im Feld
analog zum elektrischen Fall (12-87) fihren wir durch
Mg=mxB (13-38)
das magnetische Dipolmoment m ein (Anmerkung:
Anders als bei der Einfuhrung des elektrischen Di-
polmoments p wird hier nicht die Feldstérke, son-
dern die Flussdichte B zur Berechnung des Drehmo-
ments benutzt. Deshalb unterscheiden sich die wei-
ter berechneten Ausdriicke fiir das Dipolmoment im
elektrischen und im magnetischen Fall um die jeweili-
ge Feldkonstante. Ferner ist wegen der Nichtexistenz
magnetischer Ladungen (Monopole) die Einfiihrung
des magnetischen Dipolmomentes (ber eine Defini-
tionsgleichung entsprechend (12-83) nicht sinnvoll).
In entsprechender Weise kdnnen die Ausdriicke fur
die potenzielle Energie im homogenen Feld (12-89)
und fir die Kraft auf den Dipol im inhomogenen
Feld (12-90) ibernommen werden (Tabelle 13-1).

SI-Einheit: [m] = A-m? = J/T.

Durch Vergleich von (13-38) mit (13-37) erhélt man
das Dipolmoment einer Stromschleife als

m=I1A. (13-39)

Schaltet man N Stromschleifen zu einer Zylinder-
oder Flachspule mit N Windungen zusammen, so er-
gibt sich fir das magnetische Dipolmoment einer Spu-
le

mep = NIA . (13-40)

Wird eine drehbar gelagerte Spule im Magnetfeld
nach Bild 13-15 z. B. durch eine Spiralfeder mit ei-
nem ricktreibenden Drehmoment versehen, so stellt
sich bei Stromfluss im Drehmomentengleichgewicht
ein Ausschlag A9 ein, der mit | ansteigt: Prinzip des
Drehspulmessinstrumentes.

Die gleiche Anordnung ohne riicktreibende Feder,
aber mit einer Schleifkontakteinrichtung zur Umpo-
lung der Stromrichtung bei ¢ = 0° und 9 = 180°
(,Kommutator*) stellt die Grundanordnung eines
elektrischen Gleichstrommotors dar. Das hierbei
wirkende Drehmoment hat durch die Umpolung bei
allen Drehwinkeln die gleiche Richtung.

Tabelle 13-1. Vergleich: elektrischer Dipol — magnetischer
Dipol

Drehmoment Potenzielle Kraft im
Energie inhomoge-
nen Feld
(Dipol ||
Feld || x)
elektri- dE
scher Mg=pXxE Epgp=-p-E F=p——
. dx
Dipol
magneti- B
scher Mg=mxB Epgp=-m-B F=m—
. dx
Dipol

Krafte zwischen benachbarten Stromen

Zwei stromdurchflossene, parallele Drahte Uben
aufeinander Kréfte aus, da sich jeder der beiden
Strome im Magnetfeld des jeweils anderen befindet
(Bild 13-16).
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Bild 13-16. Kraftwirkung zwischen benachbarten Strdmen

Die von 11 im Abstand r erzeugte magnetische Feld-
stérke betrdgt nach (13-3)

I1

=L 13-41
27r ( )

H;
Dadurch erfahrt der von I, durchflossene Leiter auf
der Lange | nach (13-35) eine Kraft

Fio = polo(l X Hy)

|
Betrag F12 = po=—11l> .

13-42
27r ( )

Nach dem Reaktionsgesetz (3.3) wirkt auf I; eine
gleich groRe, entgegengesetzt gerichtete Kraft Fj;.
Aus (13-42) folgt, dass gleichgerichtete Stréme ein-
ander anziehen, wahrend antiparallele Stréme einan-
der abstoRen. Dieser Effekt wird zur Darstellung der
Einheit der Stromstérke, des Ampere, ausgenutzt (sie-
he 1). Benachbarte Windungen in Spulen, die vom
Strom gleichsinnig durchflossen werden, ziehen sich
demnach an, wahrend sich die gegentberliegenden
Teile einer Windung abstoRen. Eine stromdurchflos-
sene Spule sucht sich daher zu verkirzen und gleich-
zeitig aufzuweiten. Solche Kréfte konnen ganz erheb-
liche Betrdge annehmen und missen bei der Kon-
struktion von Spulen berticksichtigt werden.

13.4 Materie im magnetischen Feld,
magnetische Polarisation

Wird Materie in ein magnetisches Feld gebracht, so
bilden sich magnetische Dipolzustande aus: Die Ma-
terie erféhrt eine magnetische Polarisation bzw. eine
Magnetisierung; dabei bezeichnen diese beiden Aus-
driicke sowohl den Vorgang der magnetischen Aus-
richtung als auch zwei vektorielle Grofien, die den
resultierenden Zustand der Materie beschreiben. Phé-

nomenologisch wird das nach (13-11) durch die Ein-
fuhrung der Permeabilitatszahl (relativen Permeabili-
tat) ur im Zusammenhang (13-13) zwischen magneti-
scher Feldstarke H und magnetischer Flussdichte B
beschrieben:

B =uouH =pH . (13-43)

Bei materieerfullten Magnetfeldern wird also die ma-
gnetische Feldkonstante po durch die Permeabilitét
u = pour ersetzt. Analog zur Einflihrung der elek-
trischen Polarisation (12-100) kann die Anderung der
magnetischen Flussdichte in Materie auch durch eine
additive GroRe zur Flussdichte By = uoH im Vakuum
beschrieben werden, die magnetische Polarisation J
gemaR

B=Bo+J=puH+J. (13-44)

Anstelle der magnetischen Polarisation J kann auch
eine zur Feldstarke H additive GroRe, die Magneti-
sierung M zur Beschreibung der magnetischen Mate-
rieeigenschaften benutzt werden:

B =uo(H + M)
mit M =J/uo .

(13-45)
(13-46)

Die Magnetisierung héngt von der magnetischen
Feldstarke H ab. In vielen Fallen (Diamagnetismus,
Paramagnetismus) gilt die Proportionalitat

M =ymH , (13-47)

worin ym die sog. magnetische Suszeptibilitat ist.
Suszeptibilitdt und Permeabilitatszahl beschreiben
gleichermalien die magnetischen Eigenschaften eines
Stoffes und sind verknupft durch

pe =1+ xm (13-48)

wie sich durch Einsetzen von (13-47) in (13-45) und
Vergleich mit (13-43) zeigen lasst.

Der Zusammenhang zwischen der Magnetisierung M
eines zylindrischen Stabes und seinem magnetischen
Moment mg in einem &ulleren Magnetfeld H lasst
sich durch Vergleich mit einer Zylinderspule gleicher
Abmessungen herstellen, die so erregt wird, dass das
durch sie erzeugte zusétzliche Magnetfeld H, gerade
der Magnetisierung M entspricht (Bild 13-17):

NI

H, = —
LT

M. (13-49)
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Bild 13-17. Zur Berechnung des magnetischen Moments ei-
nes magnetisierten Stabes

I

R Gt

Das magnetische Moment mg des magnetisierten Sta-
bes mit dem Volumen V = IA ist dann gleich dem der
Spule gleichen Volumens und betragt geméafi (13-40)
mit (13-49)

mg=NIA=MV. (13-50)
Die Magnetisierung M = J/ug ist demnach gleich
dem auf das Volumen bezogenen magnetischen
Moment und ist damit der elektrischen Polarisati-
on (12-91) analog:

I m
mo Vo

Fur das magnetische Moment my eines magnetisier-
ten Korpers gilt nach (13-50) mit (13-47) mg ~ ymH.
Je nach Vorzeichen von y, (Tabelle 13-2) erfahrt da-
her ein magnetisierter Kdrper in einem inhomoge-
nen Magnetfeld eine Kraft (Tabelle 13-1), die ihn in
den Bereich groRerer Feldstérke (fir y,m > 0) oder
kleinerer Feldstarke (fir ym, < 0) treibt, d.h. in das
Magnetfeld hineinzieht oder aus ihm herausdréngt
(Bild 13-18).
Je nach Wert der magnetischen Suszeptibilitat ym
werden die folgenden Falle unterschieden:

Diamagnetismus
Paramagnetismus
Ferro-, Ferri- und
Antiferromagnetismus.

(13-51)

xm <0, ur <1:
xm >0, ur>1:
xm >0,y > 1:

Elektromognet

<—J

0

<

<

%< 0: diamagnetisch
%> 0: paramagnetisch

Bild 13-18. Kraftwirkung auf dia- und paramagnetische
Kdérper im inhomogenen Magnetfeld eines Elektromagne-
ten

Tabelle 13-2. Magnetische Suszeptibilitat einiger Stoffe

Stoff Xm=p—1
Diamagnetische Stoffe:

Helium -1,05-10°°
Wasserstoff -2,25-107°
Methan -6,88-10°°
Stickstoff -8,60-107°
Argon -1,09 - 108
Kohlendioxid -1,19-108
Methanol —-6,97 - 10°°
Benzol -7,82-10°°
Wasser —-9,03-10°%
Kupfer -9,65-10°°
Glycerin -9,84-10°°
Petroleum -1,09-10°°
Aluminiumoxid -1,37-10°°
Aceton -1,37-10°°
Kochsalz -1,39-10°°
Wismut -1,57-107*
Paramagnetische Stoffe:

Sauerstoff 1,86 -10°°
Barium 6,94 -10°°
Magnesium 1,74-10°°
Aluminium 2,08-10°°
Platin 2,57 -10~*
Chrom 2,78 -107
Mangan 8,71-10™*
fliissiger Sauerstoff 3,62-10°°
Dysprosiumsulfat 6,32 10!
Ferromagnetische Stoffe: 2

Gusseisen 50... 500
Baustahl 100... 2000
Ubertragerblech 500...10 000
Permalloy 6000...70000
Ferrite 10... 1000

@ Maximalwerte aus groBter Steigung der Hysteresekurve

Atomistische Deutung

der magnetischen Eigenschaften von Materie

Die magnetischen Eigenschaften von Materie sind
durch die Wechselwirkung des Magnetfeldes in erster
Linie mit den Elektronen der Atomhdlle und deren
magnetischen Momenten bedingt. Die Eigenschaften
atomarer magnetischer Momente sind quantenmecha-
nischer Natur. Eine anschauliche Behandlung ist pro-
blematisch. Dennoch kénnen bestimmte magnetische
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Bild 13-19. Drehimpuls und magnetisches Moment eines
kreisenden Atomelektrons

Eigenschaften gem&R dem Rutherford-Bohr’schen
Atommodell (siehe 16.1, Behandlung der Atomelek-
tronen als Kreisstrom mit dem positiven Atomkern
im Zentrum) anschaulich gemacht und teils richtig,
teils nur qualitativ zutreffend berechnet werden.

Im Bohr’schen Bild ist der Bahnmagnetismus eines
um den Atomkern kreisenden Elektrons leicht richtig
zu berechnen (Bild 13-19).

In Bezug auf den Atomkern hat das kreisende Elek-
tron einen Bahndrehimpuls (3-28)

L = Mel X v= Mewl? . (13-52)

Das rotierende Elektron mit der Umlauffrequenz v =
w/ 27 stellt ferner einen Kreisstrom dar:

dQ we
= E = —)e = —E . (13'53)
Nach (13-39) ist damit ein magnetisches Mo-
ment x = 1A verknupft, fir das sich mit (13-52)
und (13-53) ergibt

e
-—L.

13-54
m, (13-54)

=
(Bei atomaren Teilchen werden magnetische Momen-
te mit g anstatt mit m bezeichnet.) Dass atomare
Drehimpulse mit magnetischen Momenten

=L (13-55)

verknupft sind, wird als magnetomechanischer Paral-
lelismus bezeichnet und wurde durch den Einstein-
de-Haas-Effekt makroskopisch nachgewiesen. y heif3t
gyromagnetisches Verhaltnis und hat demnach fiir den
Bahnmagnetismus des Elektrons den Wert

e

y=—

= . 13-56
m, (13-56)

Nach Bohr hat der Bahndrehimpuls fur die Haupt-
Quantenzahl n=1 den Wert L =7 (siehe 16.1.1;
h = h/25 Drehimpulsquantum, h Planck-Konstante).
Damit folgt fur das magnetische Moment der
1. Bohr’schen Bahn, das Bohr-Magneton:

eh

= = (9,27400899 + 37 -1078) - 10724 J/T .
2Me

(13-57)

MB

Neben dem Bahndrehimpuls und dem damit verbun-
denen magnetischen Moment besitzt das Elektron au-
Rerdem einen Eigendrehimpuls oder Spin S vom Be-
trage S = 7/2. Auch der Spin ist mit einem magne-
tischen Moment verkn(pft, dessen Betrag ebenfalls
durch das Bohr’sche Magneton gegeben ist.

Je nach Aufbau der atomaren Elektronenhille und
der chemischen Bindungsstruktur in Molekilen und
Festkdrpern und der daraus resultierenden Gesamt-
wirkung der mit den Bahn- und Eigendrehimpulsen
verknipften magnetischen Momente ergeben sich
unterschiedliche magnetische Eigenschaften, deren
Grundzlge kurz besprochen werden sollen.

Diamagnetismus

Die meisten anorganischen und fast alle organischen
Verbindungen sind diamagnetisch, d.h., sie schwa-
chen das &ufere Feld: ym <0, ur < 1. Ursache des
Diamagnetismus sind die durch das Einschalten des
&uBeren Magnetfeldes in den Atomen (Molekiilen, lo-
nen) des Stoffes induzierten magnetischen Momen-
te. Diamagnetika sind daher magnetische Analoga zu
den unpolaren Dielektrika (siehe 12.9, Verschiebungs-
polarisation).

Es werde zun&chst eine einzelne Elektronenkreisbahn
um den Atomkern betrachtet (z. B. die des i-ten Elek-
trons der Elektronenhille), deren Flachennormalen-
vektor senkrecht zum &ulReren Magnetfeld H stehen
moge (Bild 13-20). Das magnetische Moment g, er-
fahrt dadurch nach (13-38) ein Drehmoment My =
. %< B. Wegen des nach (13-54) mit g, gekoppel-
ten Bahndrehimpulses L wirkt My auch auf L und
erzeugt eine Kreiselprézession mit der Prazessions-
kreisfrequenz w = Mqy/L (vgl. 7.4). Mit (13-54) folgt
daraus die Larmor-Frequenz

e €
W\ =ﬂ0—H =—B.

13-58
2Me 2Me ( )
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z' B=uH

Bild 13-20. Prézessionswirkung eines auReren Magnetfel-
des auf atomare Elektronenbahnen

Die Prazession der Elektronenbahn mit der Fre-
quenz v um die Feldrichtung B bedeutet einen
zusatzlichen Kreisstrom | senkrecht zur Elektronen-
kreisbahn, fur den sich mit (13-58) ergibt:

e2

l=-ve=- B. (13-59)

4mme

Daraus folgt ein durch das Einschalten des &ul3eren
Feldes B induziertes magnetisches Moment, das sich
nach (13-39) mit A = mp? berechnen lasst. Die Prazes-
sion ist langsam gegen die Umlaufzeit des Elektrons i
auf seiner Kreisbahn. Fur die Flache A des Prézessi-
onskreisstromes | muss daher ein mittlerer Abstand g;
von der Prazessionsdrehachse angesetzt werden. Mit
m = |A (13-39) und (13-59) folgt fur das induzierte
magnetische Moment des i-ten Elektrons

272
€ 0;

m = — ,
' am,

(13-60)

das dem dufBeren Feld B entgegengerichtet ist, dieses
also schwécht. Ein Atom der Ordnungszahl Z (sie-
he 16.1) enthélt Z Elektronen in der Hiille. Bei Ein-
schalten des Magnetfeldes liefert jedes Elektron einen
Beitrag m;. Das gesamte induzierte magnetische Mo-
ment eines Atoms betrégt daher

(13-61)

worin

(13-62)

der mittlere quadratische Abstand aller Z Elektro-
nen von der Prazessionsdrehachse ist, wenn diese mit
der z-Achse zusammenfallt. Unter der Annahme, dass
die Z Elektronen kugelsymmetrisch um den Atom-
kern verteilt sind, gilt fir den mittleren Kernabstand r
der Elektronen

2.
und o° ~ §r2 . (13-63)
Damit folgt fur das induzierte magnetische Moment
eines Atoms aus (13-61)
_ Ze*r?

= B 13-64
m me ( )

und bei einer Atomzahldichte n fir die Magnetisie-
rung diamagnetischer Stoffe (13-47)
Ze?r?

M =nm=-n
6me

toH = xdiaH , (13-65)
die dem duBeren Magnetfeld proportional ist. Die ma-
gnetische Suszeptibilitat fir Diamagnetika betragt da-
her

Ze’r?

n<0
6mMe <

Xdia = —Ho (13-66)
und ist <0, da alle GréRen in (13-66) positiv sind.
Diese diamagnetische Eigenschaft haben die Atome
aller Substanzen. Die in (13-54) berechneten magne-
tischen Bahnmomente w der einzelnen Elektronen-
bahnen spielen auBer als Ursache der Prazession nor-
malerweise keine Rolle, da sie sich in der Summe
aller Elektronenbahnen meist gegenseitig kompensie-
ren, wenn nicht bereits im Atom, dann im Molekdl
oder im Festkdrper. Bei manchen Substanzen trifft
dies jedoch nicht zu, dann wird der Diamagnetis-
mus durch nichtkompensierte permanente magneti-
sche Momente tberdeckt, die vom Bahn- oder Spin-
magnetismus herriihren: Paramagnetismus.

Der oben hergeleitete Diamagnetismus kann auch als
Induktionseffekt (siehe 14.1) beim Einschalten des
&uleren Magnetfeldes gedeutet werden. Die Durch-
rechnung liefert dasselbe Ergebnis (13-66).

Bei Metallen liefert das Elektronengas (vgl. 16.2)
nach Landau einen zusétzlichen Beitrag zum Dia-
magnetismus (Landau-Diamagnetismus). Sowohl die
diamagnetische Suszeptibilitat ygi, nach (13-66) als
auch in guter N&herung der Landau-Diamagnetismus
sind unabhangig von Feldstarke und Temperatur.
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Paramagnetismus

Sind permanente, nicht kompensierte magnetische
Momente mvorhanden, z. B. durch nichtkompensier-
te Bahn- oder Spinmomente (nicht abgeschlossene
Elektronenschalen, ungerade Elektronenzahlen),
so zeigt sich ein magnetisches Verhalten analog
zum elektrischen Verhalten eines Systems polarer
Molekile (vgl. 12.9, Orientierungspolarisation).
Ohne &duReres Magnetfeld sind die Orientierungen
der magnetischen Momente durch die thermische
Bewegung statistisch gleichverteilt, sodass keine
makroskopische Magnetisierung resultiert. Ein einge-
schaltetes duBeres Feld sucht die Dipole aufgrund des
dann wirkenden Drehmomentes (13-38) gegen die
Temperaturbewegung in Feldrichtung auszurichten,
es entsteht eine makroskopische Magnetisierung.
Der Ausrichtungsgrad I&sst sich wie bei der elektri-
schen Orientierungspolarisation aus der potenziellen
Energie E, der Dipole im Magnetfeld (Tabelle 13-1)
mithilfe des Boltzmann’schen e-Satzes (8-40)
abschatzen. Wegen Ep < kT ergibt sich analog
zu (12-111) bis (12-116) fur die paramagnetische
Suszeptibilitat das Curie’sche Gesetz

Cm

Xpara = T (13-67)
und die Permeabilitatszahl
C
Hr = 1 + Tm
mit der Curie-Konstanten
2
Chn=puo—=—n. 13-68
m = M0 3Kk ( )

Fur die paramagnetische Suszeptibilitat gilt also die
gleiche Temperaturabhéngigkeit wie fiir die paraelek-
trische Suszeptibilitat (12-116).

Zum Paramagnetismus tragen bei Metallen nach Pauli
ferner die magnetischen Momente des Leitungselek-
tronengases bei. Der Pauli-Paramagnetismus ist
um einen Faktor 3 groRer als der Landau-Dia-
magnetismus und wie dieser temperaturunabhéngig.

Magnetisch geordnete Zustéande:

Ferro-, Antiferro- und Ferrimagnetismus

Kristalline Substanzen, die permanente magneti-
sche Momente enthalten, konnen unterhalb einer
kritischen Temperatur in einen magnetisch geord-

neten Zustand, d.h. eine spontane Magnetisierung
ohne duReres Feld, Ubergehen. Ursache hierflr ist
die gegenseitige Wechselwirkung zwischen den
magnetischen Momenten der Atome bzw. zwischen
den damit verknipften Elektronenspins. Die Bahn-
momente sowie die Momente des Atomkerns sind
dagegen zu vernachldssigen. Die direkte magneti-
sche Wechselwirkung zwischen den magnetischen
Momenten ist vergleichsweise klein und fuhrt nur
bei sehr tiefen Temperaturen zu spontaner Magne-
tisierung. Bei Zimmertemperatur sind magnetisch
geordnete Zustande nach Heisenberg auf die quanten-
mechanische Austauschwechselwirkung (aufgrund
der Uberlappung von Elektronenwellenfunktionen)
zwischen den nicht abgesattigten Elektronenspins
benachbarter Atome zuriickzufiihren, die zu Parallel-
oder Antiparallelstellung der benachbarten Spins
fuhrt. Demzufolge treten folgende charakteristische
Ordnungszustande der Spins auf (Bild 13-21):

— Ferromagnetismus: Parallele Ausrichtung aller
Spins. GroRe Sattigungsmagnetisierung ohne auflle-
res Magnetfeld unterhalb der Curie-Temperatur Tc.
Beispiele: Eisen, Nickel, Kobalt.

— Antiferromagnetismus:  Antiparallele  Ausrich-
tung benachbarter Spins unterhalb der Néel-
Temperatur Ty mit gegenseitiger Kompensation
der magnetischen Momente. Trotz geordneten
Zustands der Spins ist daher die Magnetisierung
ohne &ufleres Magnetfeld null. Beispiele: MnO,
FeO, CoO, NiO.

— Ferrimagnetismus:  Antiferromagnetische  Ord-
nung, bei der sich die magnetischen Momente
wegen unterschiedlicher GréRe nur teilweise kom-
pensieren. Unterhalb der Néel-Temperatur bleibt

-
-
-
G-
-
-
(-
-
-
-

Ferrimagnetismus

Bild 13-21. Ordnung der magnetischen Dipolmomente in
ferro-, antiferro- und ferrimagnetischen Stoffen
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daher ohne &uRReres Feld eine endliche Sattigungs-
magnetisierung Ubrig, die typischerweise kleiner
ist als beim Ferromagnetismus. Beispiele sind die
Ferrite der Zusammensetzung MO - Fe, O3, wobei
M z.B. fur Mn, Co, Ni, Cu, Mg, Zn, Cd oder Fe
(ergibt Magnetit Fe3Q,) steht.

Die Eigenschaften der spontanen Magnetisierung
seien anhand der Ferromagnetika betrachtet. Ein
einheitlich bis zur Sattigung magnetisierter ferro-
magnetischer Kristall (alle Spinmomente parallel
in eine Richtung ausgerichtet) wirde ein grofes
magnetisches Moment und eine groRe magnetische
Streufeldenergie im Aulenraum besitzen. Ohne
auReres Feld zerfallt daher die Magnetisierung des
Kristalls in eine energetisch glnstigere Anordnung
verschieden orientierter ferromagnetischer Doménen:
Weiss’sche Bezirke (Bild 13-22, Abmessungen ca.
(1...100 um)?), die in sich selbst bis zur Sattigung
magnetisiert und so orientiert sind, dass der magne-
tische Fluss sich weitgehend innerhalb des Kristalls
schliet (unmagnetisierter Zustand, Bild 13-22a). In
wenig gestdrten Einkristallen haben die Weiss’schen
Bezirke eine geometrisch regelmaiige Form.

Die Magnetisierung der Domaénen erfolgt in den sog.
leichten Kristallrichtungen. Das sind z.B. im kubi-
schen Eisenkristall die Wiirfelkanten. Die Sattigungs-
magnetisierung l&sst sich nur durch Anlegen eines
starken duferen Feldes aus den leichten Richtungen
herausdrehen. In den Wénden zwischen verschieden
orientierten Doménen springt die Spinrichtung nicht
unstetig von der einen in die andere Orientierung,
sondern dndert sich allméhlich tUber einen Bereich
von etwa 300 Gitterkonstanten: Bloch-Wénde.

Die Bloch-Wénde kdnnen durch das Bitter-Verfahren
markiert werden: Bei Aufbringen kleiner ferromagne-
tischer Kristalle auf die polierte Oberflache des Fer-
romagnetikums (z. B. durch Aufschlammen aus kol-
loidaler Losung, oder durch Aufdampfen von Eisen
in einer Gasatmosphare) sammeln diese sich durch
Dipolkréafte im inhomogenen Streufeld der Grenzen
zwischen den verschieden orientierten Weiss’schen
Bezirken, d.h. an den Bloch-Wénden, und machen
sie dadurch sichtbar. Zur Sichtbarmachung verschie-
den orientierter Weiss’scher Bezirke kdnnen magne-
tooptische Effekte ausgenutzt werden: Die Drehung
der Polarisationsebene von Licht durch magnetisierte
Stoffe (in Transmission: Faraday-Effekt; in Reflexion:
magnetooptischer Kerr-Effekt).

Beim Magnetisieren des Materials durch ein auleres
Magnetfeld wird vom unmagnetisierten Zustand
ausgehend zundchst die sog. ,,Neukurve* durchlaufen
(Bild 13-23). Dabei wachsen die Domanen mit Kom-
ponenten in Feldrichtung auf Kosten der anderen
durch Bloch-Wand-Verschiebungen (Bild 13-22b
bis d). Die Bloch-Wénde bleiben dabei teilweise an
Kristallinhomogenitéten und Storstellen hdngen und
reiBen sich erst nach weiterer Magnetfelderhéhung
los (irreversible Wandverschiebungen). Ist durch
Wandverschiebung keine weitere Magnetisierungs-
erhéhung mehr zu erreichen (Bild 13-22d), so dreht
das weiter steigende Magnetfeld die Spins aus
leichten Kristallrichtungen heraus in die Feldrichtung
(Bild 13-22¢). Dabei kdnnen andere leichte Kristall-
richtungen tberstrichen werden, die wiederum plotz-
liche Magnetisierungsanderungen zur Folge haben
(irreversible Drehprozesse). SchlieRlich stehen alle
Spins parallel zum Magnetfeld, die Sattigungsmagne-

Bild 13-22. Zerfall der spontanen Magnetisierung eines wenig gestorten ferromagnetischen Einkristalls in Weiss’sche Be-
zirke und Magnetisierungsablauf: a unmagnetisierter Zustand. b—d Magnetisierung etwa in duBerer Feldrichtung durch
Wachsen der richtig orientierten Bereiche (Wandverschiebung); d magnetischer Einbereich in leichter Kristallrichtung.
Durch Drehprozesse Ubergang zur Séttigungsmagnetisierung: e magnetischer Einbereich in Feldrichtung
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Remanenz~

magnetisierun
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Koerzitiv -
feldstdrke
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irreversible
Drehprozesse
irreversible
Wandverschiebungen
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Bild 13-23. a Hysteresekurve eines Ferromagnetikums, b Teil der Magnetisierungskurve héher aufgeldst

tisierung in Feldrichtung ist erreicht (Bild 13-22¢).
Eine weitere Felderhdhung &ndert die Magnetisie-
rung nicht mehr. Die Magnetisierungskurve ist daher
nicht stetig, sondern enthdlt eine Vielzahl von kleinen
Spriingen (Bild 13-23). Die damit verbundenen plotz-
lichen Magnetisierungsénderungen lassen sich mit
einer Induktionsanordnung nachweisen: Barkhausen-
Spriinge. Die &uBere Feldstarke, die erforderlich ist,
um die Magnetisierung eines Weiss’schen Bezirks
in die duBere Feldrichtung zu schwenken, ist sehr
viel Kleiner als diejenige, die bei ungekoppelten
Einzeldipolen zur vélligen Ausrichtung gegen die
Temperaturbewegung erforderlich ist. Ursache dafiir
— und damit flr die groRe Permeabilitatszahl von
Ferromagnetika, vgl. Tabelle 13-2 — ist das gegen-
Uber dem Einzeldipol vielfach héhere magnetische
Moment eines Weiss’schen Bezirks und das damit
verbundene grof’e Drehmoment im &uleren Feld.

Bei Reduzierung der &uReren Feldstérke bis auf Null
verschwindet die Magnetisierung nicht vollstandig,
sondern es bleibt eine Restmagnetisierung bestehen,
diese Erscheinung heilt Remanenz. Sie kann durch
die Remanenzmagnetisierung M,, ebenso gut auch
durch die Remanenzinduktion B, oder die Remanenz-
polarisation J; beschrieben werden, wobei gilt: B; =
Jr = poMy, siehe Bild 13-23a. Diese verschwindet
erst bei Anlegen eines entgegengerichteten Feldes in
Hohe der Koerzitivfeldstarke —H.. Bei weiterer Varia-
tion der &uReren Feldstérke kann die ganze Magne-
tisierungskurve durchfahren werden, deren beide As-
te bei negativer bzw. bei positiver Felddnderung nicht
identisch sind: Hysterese.

Die Magnetisierung bei einer bestimmten Feldstér-
ke ist daher nicht eindeutig, sondern hangt von der
Vorgeschichte ab: Gedéchtnis-Effekt. Je nach Rich-

tung der vorherigen Sattigungsmagnetisierung liegt
bei H = 0 eine Remanenz +M; oder —M; vor: Prinzip
der magnetischen Informationsspeicherung.

Fur Permanentmagnete ist eine hohe Remanenz
und eine hohe Koerzitivfeldstarke erwiinscht (hart-
magnetische Werkstoffe). Damit verbunden st
eine groRBe Flache der Hysteresekurve. Diese ist
ein Mall fur die Ummagnetisierungsverluste pro
Volumeneinheit bei einem vollen Durchlauf. Bei
Anwendungen mit standig wechselndem Magnetfeld
(Wechselstrom-Transformatoren, Generatoren, Mo-
toren) sind deshalb weichmagnetische Werkstoffe mit
niedriger Remanenz und geringer Koerzitivfeldstarke
erforderlich.

Die spontane Magnetisierung hat bei T = 0 K ihren
Hochstwert (Sattigungsmagnetisierung Mg). Mit zu-
nehmender Temperatur verringert die thermische Be-
wegung die Sattigungsmagnetisierung (Bild 13-24),
insbesondere durch das Auftreten von Spinwellen im
System der parallelen Spins.

Die Spinwellen sind — wie auch die elastischen
Schwingungen des quantenmechanischen Oszillators
(siehe 5.2.2) oder elastische Wellen im Festkor-
per — gequantelt, die Quanten heilen Magnonen.

ferromagnetisch

| parg -

M, I magnetisch

A 7

Bild 13-24. Temperaturabhangigkeit der spontanen Magne-
tisierung
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Tabelle 13-3. Curie-Temperatur einiger Ferromagnetika

Material Jc/°C Tc/K

Eisen 770 1043
Kobalt 1115 1388
Nickel 354 627
AINiCo 720...760 993...1033

Oberhalb der Curie-Temperatur (Tabelle 13-3)
verschwindet die spontane Magnetisierung. Das
Material verhdlt sich dann paramagnetisch mit
einer Temperaturabhangigkeit der paramagnetischen
Suszeptibilitat, die dem Curie’schen Gesetz (13-67)
entspricht, jedoch mit einer um T¢ verschobenen
Temperaturabhangigkeit (Curie-Weiss’sches Gesetz):

C

:T—Tc flr

T>Tc. (13-69)

14 Zeitveranderliche
elektromagnetische Felder

Statische, d. h. zeitunabhéngige, elektrische und mag-
netische Felder folgen teilweise sehr &hnlichen Ge-
setzen (vgl. 13 u. 14). Eine Verknlpfung beider Fel-
der geschah bisher jedoch allein Uber das dem @rsted-
Versuch zugrunde liegende Phdnomen der Erzeugung
eines statischen Magnetfeldes durch einen stationéren
elektrischen Strom (13.1), das durch das Ampere’sche
Gesetz (Durchflutungssatz (13-1) beschrieben wird.
Ferner wirkt auf bewegte elektrische Ladungen und
auf elektrische Stréme die magnetische Kraft (13-16)
bzw. (13-35), die in 13.2 bereits als relativistische Er-
génzung der elektrostatischen Kraft erkannt wurde.
Der innere Zusammenhang beider Felder wird jedoch
erst bei der Betrachtung zeitveranderlicher magneti-
scher und elektrischer Felder deutlich.

14.1 Zeitveranderliche magnetische Felder:
Induktion

Die elektromagnetische Induktion (Faraday, 1831;
Henry, 1832) ist das Arbeitsprinzip des Generators,
des Transformators und vieler anderer Einrichtungen,
auf denen die heutige Elektrotechnik beruht, siehe
Kap. G.

[¢2]
4 ———
Wy Had
b R
T ode=h W
[l =1 ¢
D s 3
==
%% 4 g, 850,82,
! e o of af
a I \ b

Bild 14-1. Induktion durch zeitliche Anderung des magne-
tischen Flusses

Induktion durch zeitverdnderliche Magnetfelder
Wird z.B. durch eine stromdurchflossene Spule
(Bild 14-1) oder mittels eines Permanentmagneten
ein magnetisches Feld erzeugt, das gleichzeitig mit
einem Fluss @ eine Leiterschleife durchsetzt, so wird
mit einem an die Leiterschleife angeschlossenen
Spannungsmessinstrument (z.B. Drehspulmessin-
strument, siehe 13.3) dann eine induzierte Spannung
beobachtet, wenn der durch die Leiterschleife gehen-
de magnetische Fluss @ sich zeitlich &ndert, etwa
durch Anderung des Stromes in der felderzeugenden
Spule, oder durch Abstandséanderung des Permanent-
magneten, oder durch Kippung des induzierenden
Feldes gegen die Schleifenflache: Induktion. Experi-
mentell ergibt sich das Induktionsgesetz

(14-1)

worin N die Zahl der Windungen der Leiterschlei-
fe ist, in Bild 14-1a also N = 1. Das Minuszeichen
kennzeichnet, dass die Richtung des induzierten elek-
trischen Feldes bzw. der induzierten Spannung sich
aus der Feldénderungsrichtung entgegengesetzt dem
Rechtsschraubensinn ergibt.

Ein zeitlich verénderliches Magnetfeld erzeugt also
offenbar ein elektrisches Feld, das den magnetischen
Fluss umschlief3t (Bild 14-1b). Es ist nicht an einen
vorhandenen Leiter gekniipft, sondern auch im Vaku-
um vorhanden (wie z. B. die Anwendung zur Elektro-
nenbeschleunigung im Betatron nachweist).

Induktion in bewegten Leitern im Magnetfeld
In einem zeitlich konstanten Magnetfeld lassen sich
induzierte Spannungen dadurch erzeugen, dass die
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Leiterschleife oder Teile davon im Magnetfeld be-
wegt werden. In diesem Fall I8sst sich die induzierte
Spannung mithilfe der magnetischen Kraft auf die
Leitungselektronen berechnen. Dazu werde die in
Bild 14-2 dargestellte, besonders einfache Geometrie
betrachtet, wobei nur das Leiterstick der Lé&nge |
senkrecht zum homogenen Magnetfeld B mit einer
Geschwindigkeit v bewegt wird.
Auf die Elektronen im bewegten Leiter wirkt die ma-
gnetische Kraft (13-16). Das entspricht einer durch
die Bewegung induzierten elektrischen Feldstérke
E=im

=wvxB. (14-2)

Die im bewegten Leiterstiick | induzierte Spannung
uj = E; - | ist daher

Ui = (wx B)-1=Blv. (14-3)

Dies ist die gesamte in der Leiterschleife induzier-
te Spannung, da die anderen Leiterschleifenteile ru-
hen. Auch bei dieser Induktionsanordnung &ndert sich
durch die VergrolRerung der Schleifenflache A

dA  ldx
dt  dt
der magnetische Fluss @ = B-A = BA in der

Leiterschleife (Flachennormalenvektor A||B), obwohl
B = const ist:
dA

do  d(B-A) B
G- a8l

Mit (14-3) ergibt sich daraus wiederum das In-
duktionsgesetz (14-1) fir N = 1, wenn mit einem
negativen Vorzeichen der in Bild 14-2 eingezeichnete
Richtungssinn fiir u; im Hinblick auf die positi-
ve Flussanderung und den Rechtsschraubensinn
berticksichtigt wird:

=l (14-4)

(14-5)

U= —— . (14-6)

Bild 14-2. Induktion in einem bewegten Leiter im Magnet-
feld

Dieser Zusammenhang gilt also offenbar unabhangig
davon, auf welche Weise der magnetische Fluss in
der Leiterschleife geandert wird, ob durch Anderung
des Magnetfeldes B bei stationérer Leiterschleife,
oder durch Anderung der Schleifenfliche A bei
konstantem Magnetfeld. Im ersten Fall werden die
Elektronen im Leiter durch die induzierte elektrische
Kraft —eE, im zweiten Fall durch die geschwin-
digkeitsinduzierte magnetische Kraft —ev x B in
Bewegung gesetzt. Auch hierdurch wird deutlich,
dass die Kraft auf Ladungen g in voller Allgemeinheit

durch die Lorentz-Kraft (13-18)
F = q(E+vx B) (14-7)

gegeben ist. Wahlen wir die Schleifenkurve C als
Integrationsweg (Bild 14-1), so folgt aus (14-6) mit

uizggE-ds

C

(14-8)

und mit der Definition (13-14) des magnetischen Flus-
ses fur eine beliebige, von C berandete Flache A die
allgemeinere Formulierung des Induktionsgesetzes
(Faraday-Henry-Gesetzes):

SBE-ds=—%fB-dA. (14-9)
C A

Dies ist die allgemein gultige Form einer der beiden
Feldgleichungen des elektrischen Feldes, die sich
vom elektrostatischen Fall (12-35) dadurch unter-
scheidet, dass die rechte Seite nicht verschwindet.

Weitere Induktionseffekte

Ist das die Leiterschleife mit dem Flachennormalen-
vektor A durchsetzende Magnetfeld B homogen, so
lasst sich (14-1) mit @ = B - A auch schreiben

d(B- A)

dt -~
Wird eine Leiterschleife gemaR Bild 13-15 mit ei-
ner Winkelgeschwindigkeit w = ¢/t im homogenen
Magnetfeld gedreht, so wird darin nach (14-10) eine
Spannung

d(BA cos )
N——
dt

uj = —N (14-10)

= NABwsinwt = 0 sin wt
(14-12)

Uj =
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Bild 14-3. a Induktion in einem ausgedehnten bewegten
Leiter und b Prinzip des magnetohydrodynamischen Gene-
rators

erzeugt: Prinzip des Wechselstromgenerators. Die
Spannung andert mit t periodisch ihr Vorzeichen, d. h.
ihre Richtung: Wechselspannung. Der Maximalwert
(Amplitude) ist 0 = NABw.

Der bewegte Leiter im Induktionsversuch Bild 14-2
muss nicht die Form eines Drahtes haben: Ein
bewegter Metallstreifen zwischen Schleifkontakten
(Bild 14-3a) zeigt aufgrund der auftretenden magne-
tischen Kraft den gleichen Induktionseffekt. Benutzt
man anstelle des Metallstreifens einen ionisierten
Gasstrom (Plasma; Bild 14-3b), so erhdlt man das
Grundprinzip des magnetohydrodynamischen Gene-
rators (sog. MHD-Generator), dessen prinzipieller
Vorteil darin besteht, keine bewegten Bauteile zu
besitzen. Das Plasma wird in einer Brennkammer
erzeugt. Da beim MHD-Generator die Umwandlung
von thermischer in elektrische Energie direkt erfolgt,
kommt der Wirkungsgrad naher an den thermo-
dynamischen Wirkungsgrad (8-100) heran als bei
herkémmlichen Verfahren der Energiewandlung. Die
induzierte Spannung Ujp (im Leerlauf) ergibt sich aus
(14-3).

Hall-Effekt

Wird die Bewegung von Ladungstrdgern in einem
Magnetfeld B nicht durch die Bewegung eines Lei-
ters infolge einer duleren Kraft erzwungen, sondern
durch einen elektrischen Strom in einem ruhenden
Leiter, so wirkt auch in diesem Falle die magnetische
Kraft (13-16) senkrecht zur Ladungstrédgergeschwin-
digkeit w; und zu B. Im Falle eines metallischen
Bandleiters werden die Leitungselektronen seitlich

dy | A=bd

A+ +++++++++ Uy
L], % eTEilEH I=nevyA :@/
LR

el

B

SO

Bild 14-4. Hall-Effekt an einem Bandleiter im Magnetfeld

abgedréngt (Bild 14-4), sodass eine Seite des Leiters
einen Elektronentberschuss, also eine negative La-
dung erhélt, wahrend die gegentberliegende Seite in-
folge Elektronendefizits eine positive Ladung durch
die ortsfesten Gitterionen erhalt. Der Wirkung der
magnetischen Kraft

Fm = —e(uwr X B) = —€eE; (14-12)
entspricht eine induzierte Feldstarke
Ei=wyxB=-Eq. (14-13)

Die dadurch bewirkte Ladungstrennung erzeugt ei-
ne entgegengerichtete Coulomb-Feldstarke, die Hall-
Feldstarke Ey. Mithilfe des Zusammenhangs (12-59)
zwischen Stromstérke | und Driftgeschwindigkeit wy,
folgt daraus (B senkrecht zum Bandleiter)
IB Uy
E = —_—_—— = -

"7 Thebd b (14-14)
(b, d Breite und Dicke des Bandleiters, Bild 14-4) und
fur die Hall-Spannung

IB
Uy = AHF (14-15)
mit dem Hall-Koeffizienten fiir Elektronenleitung
Ay = - L (14-16)
A7 The

In Halbleitern (16.4) ist neben der Leitung durch
Elektronen (N-Leitung) auch Leitung durch sog.
Defektelektronen oder Lécher mdoglich. Bei einem
Defektelektron oder Loch handelt es sich um eine
durch ein fehlendes Elektron hervorgerufene po-
sitive Ladung des betreffenden Gitterions. Diese
positive Ladung ist durch Platzwechsel benach-
barter Elektronen in das Loch beweglich, verhalt
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sich also wie ein realer, beweglicher positiver
Ladungstrager: P-Leitung. Bei reiner P-Leitung
(Locherkonzentration p) kehrt sich das Vorzeichen
des Hall-Koeffizienten fur Locherleitung (14-16) um:

1

Ag=—
H pe

(14-17)
und damit auch das Vorzeichen der Hall-Spannung.
Aus Vorzeichen und Betrag der experimentell gewon-
nenen Hall-Koeffizienten eines Halbleiters lasst sich
daher die Art und die Konzentration der vorhandenen
Ladungstrager bestimmen, eine wichtige Messmetho-
de zur Bestimmung von Halbleitereigenschaften.

Bei gemischter Leitung (Elektronen und Locher) er-
halt man

1
e(p-n)
Anmerkung: Die Ausdriicke fir den Hall-
Koeffizienten (14-16) bis (14-18) gelten korrekt nur
bei starkem Magnetfeld B (bzw. ueB > 1; u. Beweg-
lichkeit, siehe 15.1). Bei schwachen Magnetfeldern
ueB < 1 muss die Streuung der Ladungstrager an
Kristallfehlern berlcksichtigt werden, was zu leicht
verdnderten Formeln fur den Hall-Koeffizienten
fuhrt.
Bei bekanntem Hall-Koeffizienten Ay, Dicke d des
Bandleiters und Stromstarke | kann aus der Mes-
sung der Hall-Spannung Uy nach (14-15) die magne-
tische Flussdichte B bestimmt werden: Prinzip der
Hall-Generatoren bzw. Hall-Sonden zur Ausmessung
von Magnetfeldern. Wegen des groferen Hall-Effekts
werden Hall-Sonden aus Halbleitern hergestellt: ihre
gegeniber Metallen niedrigere Ladungstragerkonzen-
tration (vgl. 16.4) hat nach (14-16) und (14-17) einen
groRReren Hall-Koeffizienten zur Folge.

A (14-18)

Lenz’sche Regel

Die Bedeutung des negativen Vorzeichens im Induk-
tionsgesetz (14-1) bzw. (14-6) manifestiert sich in der
Lenz’schen Regel:

Induzierte Stréme sind stets so gerichtet, dass
der Vorgang, durch den sie erzeugt werden,
gehemmt wird.

Beispiele fur die Anwendung der Lenz’schen Regel:
Wird in der Anordnung Bild 14-2 das Messgerét fir
die induzierte Spannung durch einen Belastungs-

widerstand R ersetzt, sodass ein Strom | = U;/R
flieBt (Bild 14-5), so erfahrt der mit v bewegte Leiter
nach (13-35) eine hemmende Kraft

F=I1(IxB)|-wv, (14-19)
deren Betrag sich mit (14-3) zu
212
F=I1B= %v (14-20)

ergibt. Es tritt also eine die Bewegung hemmende
Kraft auf, die der Geschwindigkeit des Leiters pro-
portional ist.
Wird statt des Leiters ein leitendes Blech durch ein
Magnetfeld bewegt (Bild 3-5), so fiihrt die induzier-
te Spannung zu Strémen, die sich innerhalb des Ble-
ches schlieBen: Wirbelstrome. Auch diese erzeugen
eine bremsende Kraft (Wirbelstrombremsung):
Fr ~ —B%v. (14-21)
Die Lenz’sche Regel kann fir diese Falle so formu-
liert werden: Induzierte Stréme suchen die sie erzeu-
gende Bewegung zu hemmen.
Die Wirbelstrombremsung wird technisch angewandt.
Dort, wo der Effekt storend ist, muss die Wirbelstrom-
bildung innerhalb des Leiters durch Einschnitte oder
Isolierschichten, die den Stromfluss verhindern, ver-
mieden werden (Demonstrationsbeispiel: Waltenho-
fen’sches Pendel).
Wirbelstrome treten auch auf, wenn der leitende Kor-
per ruht und das Magnetfeld dagegen bewegt wird.
Es kommt nur auf die Relativbewegung an. In die-
sem Falle bewirken die Wirbelstrome eine mitneh-
mende Kraft auf den Leiter, die die Relativgeschwin-
digkeit zwischen Leiter und Magnetfeld zu verringern

Bild 14-5. Zur Lenz’schen Regel: Hemmende Kraft durch
induzierte Stréme bei Bewegung eines Leiters im Magnet-
feld
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sucht (Demonstrationsbeispiel: Arago-Rad). Anwen-
dung z. B. Wirbelstromtachometer, Drehstrommotor.

Die in einer geschlossenen Leiterschleife oder in ei-
nem flachenhaft ausgedehnten Leiter (Blech) durch
ein sich zeitlich dnderndes Magnetfeld induzierten
Strome bzw. Wirbelstrome sind ebenfalls so gerichtet,
dass ihr Magnetfeld die Anderung des induzierenden
Magnetfeldes zu verringern sucht: Steigt das induzie-
rende Magnetfeld an, so ist das induzierte Magnet-
feld entgegengesetzt gerichtet. Sinkt das induzierende
Magnetfeld, so ist das induzierte Magnetfeld gleich-
gerichtet (Bild 14-6).

Fur solche Félle kann die Lenz’sche Regel so formu-
liert werden: Induzierte Stréme suchen durch ihr Ma-
gnetfeld die Anderung des bestehenden Magnetfeldes
zu hemmen.

Demonstrationsbeispiel: Versuch von Elihu Thomson
(Bild 14-7). Bei Einschalten des Stromes | und da-
mit des von 0 ansteigenden Magnetfeldes B werden
in dem Aluminiumring Stréme I; so induziert, dass ihr
Magnetfeld B; dem ansteigenden Feld B entgegenge-
richtet ist. Als Folge treten Kréfte F; auf, die den Ring
nach oben beschleunigen.

1 Leiterschleife

TIPS
5y | D k ) | D
| HF T |
d@/dt=0 d@/dt<0

Bild 14-6. Zur Lenz’schen Regel: Felddnderungshemmende
Wirkung induzierter Stréme

g Al-Ring
[ [ Fe-Kern
! < —
<
vt L L
T Ry
i

Bild 14-7. Lenz’sche Regel: Versuch von Elihu Thomson

Der Effekt tritt in entsprechender Weise auch bei
Wechselstrom auf, siehe 15.3.2 Transformator.

14.2 Selbstinduktion

Ein zeitlich veranderlicher Strom i in einer Leiter-
schleife oder einer Spule erzeugt ein zeitlich
verénderliches Magnetfeld. Nach dem Induktions-
gesetz (14-1) bzw. (14-6) hat das verénderliche
Magnetfeld auch an der felderzeugenden Schleife
oder Spule selbst eine induzierte Spannung u; zur
Folge: Selbstinduktion. Die induzierte Spannung u;
wirkt derart auf den zeitverénderlichen Strom i
zurlick, dass der urspriinglichen Strom- und Feld-
&nderung entgegengewirkt wird (Lenz’sche Regel,
siehe 14.1). Die Spule zeigt daher ein &hnlich trages
Verhalten wie die Masse in der Mechanik.

Beispiel: Lange Zylinderspule im Vakuum oder in
Luft. Aus (13-9) und (13-5) folgt fur den magneti-
schen Fluss in der Spule der Lénge |

b = ﬂoﬁi .
Mit dem Induktionsgesetz (14-1) folgt daraus die
durch Selbstinduktion entstehende Spannung in der

Spule

(14-22)

3 N2A i
da T Td
Die Spulenwerte werden zu einer Spuleneigenschaft,
der Selbstinduktivitat oder kurz Induktivitdt L, zu-
sammengefasst, womit sich die flr beliebige Spulen
geltende Beziehung

(14-23)

di

U=l

(14-24)
ergibt.
Fur eine lange Zylinderspule ergibt sich durch Ver-
gleich von (14-23) und (14-24) die Induktivitat
N2A

L= /J()T .
Allgemein betrdgt die Induktivitat einer Spule mit
N Windungen nach (14-23) und (14-24)

L=N$=EIB-dA.
A

(14-25)

| (14-26)

Sl-Einheit: [L] =V -s/A = Wb/A = H (Henry) .
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Umfassen die verschiedenen Windungen einer Spule
unterschiedliche Teilfllisse, so ist nach (G 13-5) und
(G 13-6) zu verfahren. Zur Berechnung der Induktivi-
tat anderer Spulengeometrien vgl. G 13.3.3.

Das Selbstinduktionsgesetz (14-24) zeigt, dass die
induzierte Spannung der Stromanderungsgeschwin-
digkeit di/dt proportional ist. Wird insbesondere ein
Spulenstrom i ausgeschaltet, d.h. ein sehr schnel-
ler Stromabfall erzwungen, so kann bei groRen
Induktivitaten eine sehr hohe Induktionsspannung
entstehen, die zu Uberschlagen und zur Zerstérung
der Spule fuhren kann. Hier ist durch Einschaltung
von Vorwiderstdnden flr ein kleines di/dt zu sorgen.
Zu Ein- und Ausschaltvorgangen vgl. G 18.1.

14.3 Energieinhalt des Magnetfeldes

Um das Magnetfeld einer Spule (Bild 14-8) aufzubau-
en, muss der Spulenstrom i von 0 auf den Endwert |
gebracht werden. Der Strom i muss dabei durch eine
&ulere Spannung u gegen die selbstinduzierte Span-
nung u; (14-24) getrieben werden (Lenz’sche Regel):

di
dt
Die in der Zeit dt dafur aufzubringende Arbeit dW
betragt nach (12-66) damit

u=-uj=1L (14-27)

dW = ui dt = Li di . (14-28)

Die Gesamtarbeit W ist nach dem Energiesatz gleich
der im Magnetfeld gespeicherten Energie E, . Sie er-
gibt sich aus (14-28) durch Integration fur i von 0 bis |
zu

1

E. = 2L|2, (14-29)

L)

L

=5
|

4,
AAAN L o

=9
=L
=2

/f

N

Bild 14-8. Zur Berechnung der magnetischen Feldenergie
einer Spule

NN

<
S
&
-

,f
1

vgl. G 13.3.4.

Bei einer langen Zylinderspule ist das AuRenfeld ge-
gentiber dem Feld im Inneren der Spule n&herungs-
weise vernachléssigbar. Fur diesen Fall I&sst sich die
Energiedichte des magnetischen Feldes wm = EL/V
der Spule leicht aus (14-29) und dem Spulenvolumen
V = IA mithilfe der Feldstérke (13-5) und der Induk-
tivitat (14-25) der Zylinderspule berechnen zu

1 1
=-uH?=B-H.

m = =)
Diese Beziehung ist nicht auf das Spulenfeld be-
schrankt, sondern allgemein fir alle magnetischen

Felder gultig (vgl. G 13-2).

(14-30)

14.4 Wirkung zeitveranderlicher
elektrischer Felder

Ein zeitveranderliches magnetisches Feld B bzw. ein
zeitveranderlicher magnetischer Fluss @ erzeugt ei-
ne elektrische Umlaufspannung U = §E - ds (Bil-

C
der 14-1 und 14-6), die durch das Induktionsgesetz
oder das Faraday-Henry-Gesetz (14-6) bzw. (14-9)
beschrieben wird:

d do
é‘E.ds__afB.dA__E'

c A
Maxwell erkannte 1864, dass der Durchflutungssatz
oder das Ampére’sche Gesetz (13-1)

56H-ds=fj-dA=@=i|_
A

c
durch einen Term zu ergénzen ist, der eine Analo-
gie zum Induktionsgesetz darstellt. Damit lautet das
Ampere-Maxwell’sche Gesetz:

95H~ds=fj-dA+%fD-dA. (14-33)
C A A

Der zweite Term der rechten Seite von (14-33) heil3t
Maxwell’sche Ergdnzung. In einem elektrisch nicht
leitenden Gebiet, in dem keine freien elektrischen La-
dungen und damit kein Leitungsstrom i_ vorhanden
sind, also die Stromdichte j = 0 ist, wird die Analo-
gie zum Induktionsgesetz (14-31) vollstandig:

9€H-ds=£[D-dA=d—l‘y

(14-31)

(14-32)

pn n =iy (fir j=0).

C A
(14-34)
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%’ﬁgfms:-wm H;!‘H Phds= awrar
§9/d1>0 4¥/01=0

Bild 14-9. Elektrische und magnetische Umlaufspannung
bei zeitveranderlichen magnetischen und elektrischen Fel-
dern

Diese Gleichung sagt aus, dass ein zeitveranderliches
elektrisches Feld E bzw. ein zeitverénderlicher elek-
trischer Fluss ¥ eine magnetische Umlaufspannung
5£H - ds erzeugt (Bild 14-9), sich also genauso
wie ein Leitungsstrom i = fj - dA verhélt, vgl.
(14-32). Der zeitliche Differenzialquotient des
elektrischen Flusses bzw. der dielektrischen Ver-
schiebung ¥ (siehe 12.2 und 12.9) wird daher
Verschiebungsstrom iy genannt. Zeitveranderliche
elektrische und magnetische Felder verhalten sich
also ganz entsprechend (Bild 14-9).

Der Ausdruck fiir die Maxwell’sche Ergénzung
lasst sich plausibel machen durch die Betrachtung
des Aufladevorganges eines Plattenkondensators
(Bild 14-10). Der Ladestrom i bewirkt einen Anstieg
der elektrischen Feldstdrke E im Kondensator und

Bild 14-10. Magnetische Umlaufspannung um ein zeit-
verdnderliches Kondensatorfeld und deren experimenteller
Nachweis

damit eine zeitliche Anderung d7/dt des elektrischen
Flusses ¥. Aus der Definition der KapazitdtC = Q/U
geméal (12-75) folgt durch zeitliche Differenziation
unter Berucksichtigung der Stromdefinition (12-56)

dQ du

E =1= CE . (14'35)

Daraus ergibt sich mit der Feldstérke (12-41) und der
Kapazitét (12-78) des Plattenkondensators folgender
Zusammenhang zwischen Ladestrom i und zeitlicher
Anderung des elektrischen Flusses im Kondensator:
. de d dy
l_eAdt = G AD) = el
i und d¥/dt sind also korrespondierende GroRen.
Da d¥?/dt gewissermallen die Fortsetzung des La-
destroms i innerhalb des Kondensators darstellt
(Bild 14-10 oben), ist es aus Kontinuitatsgriinden
plausibel anzunehmen, dass die nach dem Durchflu-
tungssatz (14-32) um den Ladestrom i bestehende
magnetische Umlaufspannung ¢ H -ds sich auch
im Bereich des sich zeitlich &ndernden elektrischen
Flusses im Kondensator fortsetzt, d. h., dass dort
dy¥
95 H-ds= i
S
ist, entsprechend der
zung (14-34).
Zum experimentellen Nachweis einer magnetischen
Umlaufspannung um ein zeitveranderliches Konden-
satorfeld l&sst man dieses sich zeitlich periodisch &n-
dern, indem als Ladestrom ein Wechselstrom (15.3)
verwendet wird. Dann ist auch die entstehende ma-
gnetische Umlaufspannung zeitlich periodisch veréan-
derlich. Mithilfe einer das Kondensatorfeld umschlie-
Renden Ringspule oder einem Ferritring mit Spule
(Bild 14-10 unten) lasst sich dann das mit der magne-
tischen Umlaufspannung verkniipfte zeitperiodische
magnetische Ringfeld durch Induktion nachweisen.
Um dabei eine vernlinftig messbare Induktionswech-
selspannung zu erhalten, muss eine mdglichst hohe
Wechselstromfrequenz verwendet und das Kondensa-
torfeld durch ein Dielektrikum mit hohem &, verstarkt
werden.

(14-36)

(14-37)

Maxwell’schen  Ergén-

14.5 Maxwell’sche Gleichungen

Die bisher gefundenen Feldgleichungen (14-9),
(14-33), (12-104) und (13-15) stellen das Axiomen-
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system der phdnomenologischen Elektrodynamik in
integraler Form dar. Da in diesen vier Gleichungen
funf vektorielle GroRen (E,H,D,B,j) und eine
skalare GroRe (q) als Unbekannte auftreten, werden
zur Losbarkeit des Gleichungssystems noch die
sogenannten Materialgleichungen (12-99), (13-43)
und das Ohm’sche Gesetz (12-67) bendtigt. Das
Ohm’sche Gesetz l&sst sich in den lokalen GroRen
j und E ausdriicken (siehe 15.1):

j=7E (14-38)
mit y elektrische Leitfahigkeit (Konduktivitat) (15-5).
Damit erhalten wir das folgende Gleichungssys-
tem der phanomenologischen Elektrodynamik

(Maxwell’sche Gleichungen):
Faraday-Henry-Gesetz (Induktionsgesetz):

d do
éE'dS—-a[B'dA——E.
A

C

(14-39)

Die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses
durch eine Flache A erzeugt in der Randkurve C
der Flache eine elektrische Umlaufspannung von
gleichem Betrag und entgegengesetztem \Vorzeichen.
Ampere-Maxwell’sches Gesetz (Durchflutungssatz
furdy/dt = 0):

9§H-ds=fj-dA+%fD.dA
C A A

. v
—|L+E—|L+|V-
Der Gesamtstrom aus Leitungsstrom und Ver-
schiebungsstrom (bzw. zeitlicher Anderung des
elektrischen Flusses) durch eine Flache A erzeugt
in der Randkurve C der Flache eine magnetische
Umlaufspannung von gleicher GroRe.
Zusatzaxiome Uber die Quellen der Felder
(GauR’sche Gesetze), S ist eine beliebige ge-
schlossene Oberflache:

SED-dA:Q:

S

(14-40)

(14-41)

Die elektrischen Ladungen Q sind Quellen der elek-
trischen Flussdichte D.

9§B-dA=O:

S

(14-42)

Es gibt keine magnetischen Ladungen (magnetische
Monopole) als Quellen der magnetischen Fluss-
dichte B (und damit auch keinen dem elektrischen
Leitungsstrom entsprechenden magnetischen Strom
in (14-39)).

Materialgleichungen:

D = g&E , (14-43)
B = prpoH (14-44)
j=vE. (14-45)

Die Materialgleichungen beschreiben den Einfluss
von Stoffen auf das elektrische bzw. das magnetische
Feld sowie auf den Stromfluss im elektrischen Feld.
Die Verkniipfung zwischen den elektrischen und ma-
gnetischen FeldgroRen und der Kraft auf elektrische
Ladungen Q wird nach (12-5) geleistet durch die
Lorentz-Kraft:

F=Q(E+vxB). (14-46)
Mit diesem Gleichungssystem lassen sich die makro-
skopischen Eigenschaften von elektrischen Ladungen
und elektrischen und magnetischen Feldern in vol-
ler Ubereinstimmung mit der experimentellen Erfah-
rung beschreiben. Insbesondere aus der Verkniipfung
der beiden Phdnomene, die durch die Maxwell’schen
Gleichungen (14-39) und (14-42) fur j = 0 beschrie-
ben werden, hatte Maxwell bereits erkannt, dass elek-
tromagnetische Wellen mdglich sind (siehe 14-19).
Anmerkung: Fir die Ldsung mancher Probleme
der Elektrodynamik ist die integrale Form der
Maxwell’schen Gleichungen und der Zusatzaxio-
me (14-39) bis (14-42) weniger geeignet als die
differenzielle Form, die in G 14.1 behandelt ist.

15 Elektrische Stromkreise

Die Zusammenschaltung von elektrischen Strom-
quellen und Verbrauchern (z.B. Widerstinde,
Kondensatoren, Spulen, Gleichrichter, Transistoren)
wird als Stromkreis bezeichnet. In einem geschlosse-
nen Stromkreis ist ein Stromfluss maéglich, in einem
offenen Stromkreis ist der Stromfluss, z.B. durch
einen nicht geschlossenen Schalter, unterbrochen.
Stromkreise konnen mithilfe des Ohm’schen Ge-
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setzes und der Kirchhoff’schen Gesetze berechnet
werden, vgl. auch Kap. G Elektrotechnik.

15.1 Ohm’sches Gesetz

Fur elektrische Leiter gilt in den meisten Fallen in
mehr oder weniger groRen Bereichen der elektrischen
Feldstarke E und bei konstanter Temperatur T als
Erfahrungsgesetz eine lineare Beziehung zwischen
Strom i und Spannung u (Ohm, 1825), das Ohm’sche
Gesetz:

i=Gu bzw. u=Ri, (15-1)

vgl. (12-67). Elektrischer Leitwert G und elektrischer
Widerstand R sind definitionsgemdl einander rezi-
prok:

1

G==. (15-2)

Sl Einheiten: [G] = A/V = S (Siemens) ,
[R]=V/A = Q (Ohm).

Fur ein homogenes zylindrisches Leiterstiick der Lan-
ge | und vom Querschnitt A (Bild 15-1) gilt der aus
u = El sowie aus der Stromdefinition (12-56) plausi-
ble Zusammenhang

i=—u, (15-3)

aus dem sich durch Vergleich mit (15-1) fiir den elek-
trischen Widerstand des Leiterstucks ergibt:

ol
R==%. 15-4
A (15-4)
Der spezifische Widerstand (Resistivitat) o ist eine
Materialeigenschaft (Tabelle 15-1), die ebenso gut

d

>l A

i

Spannungsguelle
O O

Bild 15-1. Zum Ohm’schen Gesetz: Widerstand eines zylin-
drischen Leiterstiicks

Tabelle 15-1. Spezifischer Widerstand p,o und Temperatur-
koeffizient apo von Leitermaterialien bei 20 °C

Leitermaterial 020 o
nQ - m? 103/K
Aluminium® 28,264 4,03
Blei 208 4,2
Eisen 100 6,1
Gold 22 3.9
Kupfer® 17,241 3,93
Nickel 87 6,5
Platin 107 3,9
Silber 16 3,8
Wismut 1170 45
Wolfram 55 45
Zink 61 4.1
Zinn 110 46
Graphit 8000 -0,2
Kohle (Bursten-) 40000
Quecksilber 960 0,99
Chromnickel (80Ni, 20Cr) 1120 0,2
Konstantan 500 0,03
Manganin 430 0,02
Neusilber 300 0,4
Resistin 510 0,008

(vgl. auch Tabellen D 9-10 und G 1-1)
a1nQ-m=1Q-mm?/km
b Normwerte der Elektrotechnik (IEC)

durch ihren Kehrwert, die elektrische Leitfahigkeit v,
beschrieben werden kann:

o= Ré = e . (15-5)
Iy
SlI-Einheiten: [p] = Q-m,

[y]=S/m.

Fuhrt man R aus (15-4) in (15-1) ein, so folgt mit
u = Elundi = jA das in Feldgrdlien ausgedriickte
Ohm’sche Gesetz (14-38), vektoriell geschrieben:

j=9yE. (15-6)

Bei Annahme von Elektronen als Ladungstrager
des elektrischen Stromes lautet der Zusammenhang
zwischen Stromdichte j und Driftgeschwindigkeit wy,
nach (12-61)

] = —newy . (15-7)
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Fur die Driftgeschwindigkeit folgt damit Fallen sind lineare Ansatze fir die Temperaturabhan-
y gigkeit des Widerstandes ausreichend:
wr =-—E=—pE (15-8)
ne R = Ro[1 + ] bzw. R = Ryo[1 + ago( — 20°C)] .
mit der Beweglichkeit des Elektrons (15-12)
_ (15-9) Hierin ist ¢ die Celsius-Temperatur, ag bzw. asg
He E’ der Temperaturkoeffizient des Widerstandes (Tabel-

SI-Einheit: [ue] = m?/(V -s) .

Die Beweglichkeit gibt die auf die Feldstirke bezo-
gene Driftgeschwindigkeit der Elektronen an. Fir die
Beweglichkeit der Leitungselektronen gilt

Y

He = o und vy =neue . (15-10)
Beispiel: Fir Kupfer ist e ~ 4,3-1073m?/Vs, d.h.,
bei einer Feldstarke von 1V/m betrégt die Driftge-
schwindigkeit 4,3 mm/s (siehe auch 12.6).
Ursache fir die Bewegung der Ladungstréger ist die
elektrische Kraft F = —eE (12-4). Gleichung (15-8)
bedeutet demnach, dass die Kraft geschwindig-
keitsproportional ist (w, ~ F), ein fir Reibungskréfte
typisches Verhalten (siehe 3.2.3). In Leitern wird die-
ses Reibungsverhalten durch unelastische Stof3e mit
Gitterstorungen verursacht (siehe 16.2), bei denen die
Leitungselektronen die im elektrischen Feld aufge-
nommene Beschleunigungsenergie immer wieder per
StoRR an das Kristallgitter abgeben und dieses damit
aufheizen: Joule’sche Warme. Nach dem Energiesatz
ist die Joule’sche Warme gleich der vom elektrischen
Feld geleisteten Beschleunigungsarbeit (12-65),
woraus sich mit dem Ohm’schen Gesetz (15-1) fir
die elektrische Arbeit zur Erzeugung Joule’scher
Waérme im Widerstand ergibt:
u2

dW = uidt = Edt = i’Rdt. (15-11)
Fur konstante Spannungen U und Stréme | folgt dar-
aus

U2
W:UIt:thlth.

Mit steigender Temperatur wird auch die Zahl der
Gitterstorungen groler, an denen die Elektronen ge-
streut werden (unelastische StoRRe erleiden). Daher ist
es verstandlich, dass der elektrische Widerstand tem-
peraturabhdngig ist (Naheres in 16.2). In den meisten

le 15-1) und Ry bzw. Ry der Widerstandswert bei
0 bzw. 20°C.

15.2 Gleichstromkreise,
Kirchhoff’sche Sitze

Die Aufrechterhaltung eines elektrischen Stromes in
einem Leiter erfordert eine Energiezufuhr durch ei-
ne Spannungsquelle (Bild 15-1). Die Spannungsquel-
le enthélt die von ihr gelieferte elektrische Energie
in Form chemischer Energie (Batterie, Akkumulator,
Brennstoffzelle), oder sie wird ihr in Form von Strah-
lungsenergie (Fotozellen, Solarzellen) oder mechani-
scher Energie (magnetodynamische oder elektrostati-
sche Generatoren) zugefuhrt.

Wir betrachten zunéchst einen geschlossenen Strom-
kreis wie in Bild 15-2, auch Masche genannt. Bei sta-
tiondren, d.h. zeitlich konstanten Verhaltnissen, bei
denen die Potenziale in den verschiedenen Punkten
des Stromkreises sich nicht andern, folgt aus (12-35),
dass die elektrische Umlaufspannung null ist. Legt
man einen Umlaufsinn beliebig fest, und gibt man den
Teilspannungen in der Masche dann ein positives Vor-
zeichen, wenn sie von + nach — durchlaufen werden
(anderenfalls ein negatives Vorzeichen), so gilt z. B.
fur die Masche in Bild 15-2:

-Upg+IRj+IR=0.

(15-13)

Leerlaufspannung Klemmenspannung

Bild 15-2. Zum 2. Kirchhoff’schen Satz: Stromkreis (Ma-
sche) aus Spannungsquelle Uy mit Innenwiderstand R; und
Verbraucherwiderstand R
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Im allgemeinen Fall von m Spannungsquellen und
n Widerstanden in einer einfachen Masche gilt sinn-
geméR der 2. Kirchhoff’sche Satz (Maschenregel):

(15-14)

1=
s
+
M-
=3
I
o

i=1

Im Falle der Masche Bild 15-2 ist der Spannungs-
abfall am Widerstand R nach dem Ohm’schen Ge-
setz (15-1) gegeben durch Uk = IR. Spannungsquel-
len haben i. Allg. einen nicht vernachlassigbaren in-
neren Widerstand R;. Die von der Spannungsquelle
gelieferte sog. Leerlaufspannung Uy kann daher nur
dann an den Anschlussklemmen gemessen werden,
wenn der Strom | = 0 ist, d.h. kein Verbraucherwi-
derstand R angeschlossen ist (bzw. R — o). Anderen-
falls tritt an den Anschlussklemmen die sog. Klem-
menspannung Uk auf, fir die sich nach (15-13) ergibt:

Uk = Up - IR; . (15-15)
Die Klemmenspannung ist daher bei Belastung der
Quelle (I # 0) stets kleiner als die Leerlaufspannung.
Die Spannungsquelle kann fir R = 0 (Ux = 0) den
maximalen sog. Kurzschlussstrom

_ Y%

o (15-16)

Ik
liefern. Sowohl fir R = O alsauch fir R = co ist die im
Verbraucher umgesetzte Leistung null. Die maximale
Leistung im Verbraucher erhélt man fir R = R;, sog.
Leistungsanpassung.
Bei komplizierteren Netzwerken mit Stromverzwei-
gungen lassen sich stets so viele Maschen definieren,
dass jeder Zweig des Netzes in mindestens einer Ma-
sche enthalten ist. Aus (15-14) erhdlt man dann ent-
sprechend viele Maschengleichungen fir die Span-
nungen.
Bei Stromverzweigungen wird jedoch noch eine zu-
sétzliche Bedingung benétigt, die sich aus der Konti-
nuitatsgleichung fir die elektrische Ladung (12-64)
ergibt. Bei stationdren Verhaltnissen ist die innerhalb
einer geschlossenen Oberflache S befindliche elektri-
sche Ladung Q konstant, d. h., dQ/dt = 0, und damit

9§j-dA=o.
S

(15-17)

Iy iy + i = Ig=0

Bild 15-3. Zum 1. Kirchhoff’schen Satz: Stromverzwei-
gung (Knoten)

Umschliet die Oberfliche S einen Stromverzwei-
gungspunkt, auch Knotenpunkt genannt, von n Zwei-
gen (Bild 15-3), so folgt daraus der 1. Kirchhoff’sche

Satz (Knotenregel):
n
Z iZ = O s
z=1

d.h., in einem Verzweigungspunkt oder Knoten ist
die Summe der zuflieBend gerechneten Strome gleich
null. Stréme mit abflieender Bezugsrichtung mussen
in (15-18) mit negativem Vorzeichen eingesetzt wer-
den, vgl. Bild 15-3.

Allgemein ist zu beachten:

Man unterscheidet bei Netzwerkuntersuchungen den
(willkdrlichen) Bezugssinn von Strémen und Span-
nungen, der erforderlich ist, um die Beziehungen
sinnvoll formulieren zu koénnen und den (physi-
kalischen) Richtungssinn, der sich aus Rechnung
(und/oder Messung) ergibt und sich im Vorzeichen
vom Bezugssinn unterscheiden kann.

Mit den beiden Kirchhoff’schen Satzen lassen sich
auch Parallel- und Reihenschaltungen von Wider-
stdnden oder kompliziertere Netzwerke berechnen,
vgl. G 3.1.

(15-18)

15.3 Wechselstromkreise

Wechselstromgeneratoren erzeugen nach (14-11) In-
duktionsspannungen

u = asin(wt + @) (15-19)
mit dem Spitzenwert {, deren Vorzeichen zeitlich pe-
riodisch wechselt: Wechselspannung. Der Nullpha-
senwinkel @ hangt von der Wahl des Zeitnullpunktes
ab. Ein an einen solchen Generator angeschlossener
Verbraucher wird dann von einem ebenfalls zeitpe-
riodischen Wechselstrom durchflossen, der die glei-
che Kreisfrequenz w, aber — je nach Verbraucher (vgl.
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15.3.3) — meist einen anderen Wert des Nullphasen-
winkels hat:
i = isin(wt+p) . (15-20)
Zwischen den entsprechenden Phasen von u und i
herrscht die Phasenverschiebung
B-a=¢. (15-21)
Obwohl  Wechselstrome  zeitlich  verénderliche
GroRen sind, lassen sich Gleichstrombeziehungen,
wie die fur die elektrische Arbeit oder die Kirch-
hoff’schen Sétze, auch auf Wechselstromkreise
anwenden, wenn sie auf differenziell kleine Zeiten dt
beschrénkt werden, in denen sich Spannungen und
Strome nicht wesentlich andern, d.h., wenn sie auf
die Momentanwerte von Spannungen und Strémen
bezogen werden.

15.3.1 Wechselstromarbeit

Phasenverschiebungen ¢ zwischen Strom und Span-
nung (Bild 15-4) treten vor allem dann auf, wenn
neben Ohm’schen Widerstdnden auch Induktivitaten
(Spulen) und Kapazitaten (Kondensatoren) im Wech-
selstromkreis vorhanden sind. Zur Vereinfachung
wird durch geeignete Wahl des Zeitnullpunktes & = 0
und gemaR (15-21) B = ¢ gesetzt:

i = isin(wt + ) .

u=2dsinwt, (15-22)

Die Arbeit dW in der Zeit dt betrégt nach (15-11)

dW = uidt, (15-23)

—~5 @
T
<

o

0 ot

L |
W 0 15
. \ /

Bild 15-4. Spannungs- und phasenverschobener Stromver-
lauf in einem Wechselstromkreis

-
-
-d

worin u und i die Momentanwerte nach (15-22) sind.
Die Stromarbeit wéhrend einer endlichen Zeit, z. B.
einer Periodendauer T = 2m/w = 1/v, ergibt sich
daraus durch Integration

;
szasinwt?sin (wt + o) dt . (15-24)
0

Nach Umformung des Integranden mittels der Pro-
duktenregel trigonometrischer Funktionen lasst sich
das Integral l6sen:

1
2
Fart #= nT (n = 1,2,...) gilt (15-25) nicht exakt,
da dann iber eine Periode nur unvollstandig integriert

wird. Fur t > T ist dieser Fehler jedoch zu vernach-
lassigen, und es gilt

W =20iTcose. (15-25)

1. -
W= 50 itcos ¢. (15-26)
Anstelle der Spitzenwerte  und i werden iblicher-
weise die Effektivwerte U (oder Ugg) und | (oder les)

verwendet. Diese sind als quadratische Mittelwerte

(15-27)

definiert und ergeben im zeitlichen Mittel dieselbe
Arbeit wie Gleichspannungen und -strdme gleichen
Betrages. Fir harmonisch zeitverénderliche u bzw. i
ergeben sich aus (15-22) und (15-27) die Effektivwer-
te
und (15-28)
Damit folgt aus (15-26) fur die Arbeit im Wechsel-
stromkreis

W =Ultcose, (15-29)

d.h. formal dasselbe Ergebnis wie bei der Gleich-
stromarbeit (15-11), wenn ¢ =0 ist, was bei
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Ohm’schen Verbrauchern der Fall ist (15.3.3). Ent-
sprechend gilt fur die Leistung im Wechselstromkreis,
die Wirkleistung

P=Ulcosgp. (15-30)

Wegen der weiteren Begriffe Blindleistung und
Scheinleistung siehe G 5.2.1.

15.3.2 Transformator

Zwei oder mehr induktiv, z. B. Uber einen Eisenkern,
gekoppelte Spulen stellen einen Transformator dar,
mit dessen Hilfe Wechselspannungen und -stréme in-
duktiv auf andere Spannungs- und Stromwerte Uber-
setzt werden kénnen (Bild 15-5).

Hier wird nur der ideale Transformator behandelt
(zum verlustbehafteten Transformator siehe G 6). Der
ideale Transformator ist gekennzeichnet durch Ver-
lustfreiheit, Streuungsfreiheit und ideale magnetische
Eigenschaften:

— Keine Stromwéarmeverluste in den Spulenwicklun-
gen, da deren elektrischer Widerstand verschwin-
det.

— Keine Ummagnetisierungsverluste, da keine Hys-
terese vorhanden ist (Zweige der Hystereseschlei-
fen, vgl. Bild 13-23a, fallen zusammen).

— Keine Wirbelstromverluste, da die Leitfahig-
keit des Kernmaterials verschwindet (bei Eisen
angendhert durch Lamellierung und Isolierung).

— Die Spulen sind magnetisch fest gekoppelt, d.h.
der von einer Spule erzeugte magnetische Fluss
geht vollstdndig durch die andere (kein Streufluss).

— Bei sekundédrem Leerlauf (i, = 0) ist der Eingangs-
strom iy null, da die Permeabilitat des Kernmateri-
als unendlich ist.

— Die Beziehung &(i) ist (im betrachteten Betriebs-
bereich) linear, d. h. insbesondere, es tritt keine Sat-
tigung der magnetischen Polarisation auf.

Ul

uguysinet

|
—
— |
—— N1 NZ(_’_ Uy R
———
—
T
I

Bild 15-5. Prinzipaufbau eines Transformators

Wird an die Wicklung 1 eine Wechselspannung u; =
{0y sin wt angelegt (Bild 15-5), so flieRt ein Wechsel-
strom iy, der im Eisenkern einen magnetischen Wech-
selfluss @. erzeugt. Nach dem 2. Kirchhoff’schen
Satz (15-14) gilt fur u; und fir die durch den Wech-
selfluss @.. in der Wicklung 1 (Windungszahl N;) in-
duzierte Spannung u;

up+ui=0. (15-31)

Mit dem Induktionsgesetz (14-1) folgt daraus:

do.
U = Ng at -
Da derselbe magnetische Wechselfluss @.. auch die
Wicklung 2 (Windungszahl N,) durchsetzt, wird dort
eine Induktionsspannung u, erzeugt:

do.
Uz = (_)NZT .

(15-32)

(15-33)

Da das Vorzeichen von u; auch vom Wicklungssinn
abhéngt, lassen wir es im Weiteren fort. Aus (15-32)
und (15-33) folgt
u U N
Uo B Uz B N2
n ist das Windungszahlverhéltnis. Die Spannun-
gen transformieren sich also entsprechend dem
Windungszahlverhaltnis.
Anwendungen: Spannungswandlung, z.B. Hoch-
spannungserzeugung fur die  Ferniibertragung
elektrischer Energie (Minimierung der Leitungsver-
luste), Niederspannungserzeugung fir elektronische
Anwendungen u. &.
Ist an die Sekundarwicklung ein Verbraucher ange-
schlossen, sodass ein Strom i, (Effektivwert I,) fliel3t,
so gilt beim idealen Transformator fur die primér- und
sekundérseitige Leistung

=n. (15-34)

P1=U1l; =Py = Usly (15-35)
und damit fiir das Verhaltnis der Stréme
I, U
—_ = —=N. 15'36
LU, ( )

Strome transformieren sich umgekehrt zum Win-
dungszahlverhéltnis. Bei n>1 lassen sich daher bei
maRigen Stromstdrken im Primarkreis u. U. sehr hohe
Stromstérken im Sekundarkreis erzielen.
Anwendungen: Schweiltransformator,
Schmelzofen u. a.

Induktions-
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Auch die Anordnung Bild 14-7 stellt einen Transfor-
mator dar, allerdings mit einem grof3en Streufluss, da
der Eisenkern nicht geschlossen ist. Der Ring kann als
Sekundarwicklung mit einer einzigen, kurzgeschlos-
senen Windung aufgefasst werden. Wird an die Pri-
marwicklung eine Wechselspannung angeschlossen,
so wird der Ring als Folge der Lenz’schen Regel wie
beim Einschalten einer Gleichspannung nach oben
beschleunigt, bzw. je nach Stérke des Primarstromes
gegen die Schwerkraft in der Schwebe gehalten. Wird
statt des Ringes Uber dem Eisenkern eine metallische
Platte (nicht ferromagnetisch) angebracht, so werden
auch darin Kurzschlussstréme (Wirbelstréme!) indu-
ziert, die ebenfalls absto3ende Kréfte bewirken: Prin-
zip der Magnet(schwebe)bahn.

15.3.3 Scheinwiderstand von R, Lund C

Neben dem Spannungsabfall an einem nach (15-4)
zu berechnenden Ohm’schen Widerstand, der seine
Ursache im Leitungsmechanismus des Leitermate-
rials hat (16.2), treten in Wechselstromkreisen auch
Spannungsabfélle an Spulen (Induktivitaten L) und
Kondensatoren (Kapazitdten C) auf. Induktivitaten
und Kapazitaten stellen damit &hnlich wie der
Ohm’sche Widerstand sog. Scheinwiderstande Z dar,
die entsprechend dem Ohm’schen Gesetz (15-1) und
mit (15-28) aus

Z=

(15-37)

-0 O

v
|

zu berechnen sind. Ferner gilt in einem Wechsel-
stromkreis nach Bild 15-6 der 2. Kirchhoff’sche Satz
(15-14) in der Form

u—uz=0 bzw. uz=u=10 sinwt (15-38)

fiir die Momentanwerte der Spannung.

i=7 sinlwt+g)

O
u=dsinef ‘ Uzl z

Bild 15-6. Scheinwiderstand in einem einfachen Wechsel-
stromkreis

Ohm’scher Widerstand im Wechselstromkreis

Aus dem Ohm’schen Gesetz (15-1) folgt mit (15-38)
fiir den Strom im Ohm’schen Widerstand (Bild 15-7a)

u .
mit

. u . 5 .
I=§=§Slnwtzlsmwt

und damit aus (15-37) der Scheinwiderstand des
Ohm’schen Widerstandes

Zr =R,

(15-39)

(15-40)

der mit seinem Gleichstromwiderstand identisch und
frequenzunabhdngig ist. Aus (15-38) und (15-39)
folgt ferner, dass zwischen Spannung und Strom
die Phasenverschiebung (15-21) ¢ =¢gr =0 st
(Bild 15-7a). Damit folgt aus (15-30) die Wirkleis-
tung im Ohm’schen Widerstand

P=UI. (15-41)

Der Ohm’sche Widerstand ist ein sog. Wirkwider-
stand (oder Resistanz). Das Umgekehrte gilt nicht:
Es gibt (nichtlineare) Wirkwiderstande, die nicht
Ohm’sch sind.

Induktivitat im Wechselstromkreis
Bei einer Spule mit der Induktivitat L und vernachlds-
sigharem Ohm’schem Widerstand im Wechselstrom-

i=1sinwf u

N

u=Usinwt U“L R

a Zg=R

i=Tsin{wt-n/2) u

u=usinewt

\\

ULl L j \>Z/wf
b 7wl 7 p--T/2
i-7sinlwt1/2) y
l N\ /K
u=asinmfl Ucl:=[ -
T— \ 5 < ¢5[
c Ze=1wl ge=n/2

Bild 15-7. a Ohm’scher, b induktiver und ¢ kapazitiver Wi-
derstand im Wechselstromkreis



B170

B Physik

kreis (Bild 15-7b) muss die angelegte Spannung
u=up die nach der Lenz’schen Regel induzierte
Gegenspannung u; Uberwinden. Aus (15-38) ergibt
sich mit der Selbstinduktion nach (14-24)

. di
u=0sinwt=u_ =-uj = Ld—l . (15-42)
Durch Integration folgt daraus fur den Strom
i = o sin( t— n)—?sin( t— n)
Tl T\ T 2T T
mit = — (15-43)
wlL

und mit (15-37) fur den Scheinwiderstand einer In-
duktivitat

ZL=wl. (15-44)

Z, steigt mit der Frequenz des Wechselstroms linear
an. Der Strom i hat nach (15-43) bei der Induktivitat
eine Phasennacheilung, d. h. eine Phasenverschiebung

von
TT

=3 (15-45)

gegeniiber der Spannung u (Bild 15-7b). Im Lauf
einer Periode T ist daher das Produkt ui genauso
lange positiv wie negativ und verschwindet im
zeitlichen Mittel. Deshalb ist fur eine Induktivitat die
Wirkleistung nach (15-30) mit (15-45) null. Aus die-
sem Grunde z&hlt Z zu den sog. Blindwiderstanden
(Reaktanzen).

Kapazitat im Wechselstromkreis

Bei einem Kondensator der Kapazitat C im Wechsel-
stromkreis (Bild 15-7c) I&dt der infolge der angeleg-
ten Spannung u flieBende Strom i den Kondensator
gemal (12-75) und (12-56) auf die Spannung

Cdsineteuw 3L
u_usma)t_uc_c_cfldt

auf. Die Differenziation nach der Zeit liefert fiir den
Strom

(15-46)

i = CGsin( t+n)—?sin( t+n)

mit i = wCi (15-47)

und daraus mit (15-37) fur den Scheinwiderstand ei-
ner Kapazitat

1
Zo=—.

e (15-48)

Zc andert sich umgekehrt proportional mit der Fre-
quenz. Der Strom i hat nach (15-47) eine Phasenvor-
eilung von

Tt

¢c = 3 (15-49)

gegeniiber der Spannung u (Bild 15-7¢). Auch fur die
Kapazitat ist daher die Wirkleistung zeitlich gemittelt
nach (15-30) null und Z¢ stellt einen Blindwiderstand
(Reaktanz) dar.

15.4 Elektromagnetische Schwingungen

In Zusammenschaltungen von Induktivitaten, Kapa-
zitdten und Ohm’schen Widerstdnden kénnen freie
und erzwungene elektromagnetische Schwingungen
angeregt werden. Die zugehorigen Differenzialglei-
chungen kdnnen aus den Kirchhoff’schen Sétzen ge-
wonnen werden und entsprechen denjenigen der me-
chanischen Schwingungssysteme (5.3, 5.4). Die L6-
sungen werden daher aus 5.3 und 5.4 Ubernommen,
wobei lediglich die Variablen und Konstanten ent-
sprechend umbenannt werden. Auf die zur Beschrei-
bung derartiger Kombinationen von Schaltelementen
ebenfalls sehr geeignete komplexe Schreibweise bzw.
Zeigerdarstellung wird an dieser Stelle unter Hinweis
auf Kap. G verzichtet.

15.4.1 Freie, gedampfte elektromagnetische
Schwingungen

L&sst man einen zuvor auf die Spannung U, aufge-
ladenen Kondensator der Kapazitédt C sich tber eine
Spule der Induktivitat L und einen Ohm’schen Wi-
derstand R entladen (Reihenschaltung von R,L und C,
Bild 15-8), so wird durch den Uber L flieBenden
Entladungsstrom i wahrend des Zerfalls des elektri-
schen Feldes des Kondensators ein Magnetfeld in der
Spule aufgebaut. Nach Absinken der Kondensator-
spannung uc auf null wird jedoch der Strom i durch
die Spule durch Selbstinduktion weitergetrieben
(Lenz’sche Regel), was zu einem erneuten Aufbau
des elektrischen Feldes im Kondensator in umgekehr-
ter Richtung fihrt, bis das magnetische Feld in der
Spule abgeklungen ist. Nun beginnt der beschriebene
Vorgang erneut, jedoch in entgegengesetzter Rich-
tung. Die Energie des Systems pendelt also zwischen
elektrischer und magnetischer Feldenergie hin und
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Aufladung

Entladung

Bild 15-8. Anregung gedampfter elektromagnetischer
Schwingungen in einer Reihenschaltung von R, L und C

her. Bei kleinem Widerstand R flihrt das zu gedampf-
ten elektromagnetischen Schwingungen, wobei die
Démpfung durch den Energieverlust im Ohm’schen
Widerstand bedingt ist (Joule’sche Warme).

Zur Berechnung des Systems werde von der Energie
ausgegangen. Zu einem beliebigen Zeitpunkt t ist die
Feldenergie im Kondensator nach (12-81)

1 1 o
Ec=-Cui=2 = 15-50
C 2 Uc 2'C B ( )
und in der Spule nach (14-29)
EL = %Liz ) (15-51)

Die Gesamtenergie E = Ec + E_ bleibt zeitlich nicht
konstant, sondern wird durch den Strom i im Wider-
stand R allmahlich in Joule’sche Wéarme umgesetzt.
Die zeitliche Abnahme der Energie E ergibt sich aus
der umgesetzten Leistung:

d—f = —Ugi = —Ri?. (15-52)
Durch Einsetzen von (15-50) und (15-51) und Be-
achtung der Stromdefinition (12-56) folgt daraus
die Spannungsbilanz entsprechend dem 2. Kirch-
hoff’schen Satz:

L%+Ri+%=uL+uR+uC=0.
Mit i =dq/dt (12-56) ergibt sich schlieBlich eine
Differenzialgleichung vom Typ der Schwingungs-
gleichung (5-36) fir die Ladung q:

dg 1
a'c

(15-53)

d?q

Die Einfuhrung von allgemeinen KenngréRen ent-
sprechend (5-37) und (5-38)

R . . .
o= ¢: Abklingkoeffizient der Amplitude (15-55)

1 _ o,

1 _. Kreisfrequenz wo
Lc %

des ungedampften Oszillators (15-56)
fuhrt zu der (5-39) entsprechenden Form der Schwin-
gungsgleichung

o

2
dq+26 +wyq=0.

@ T (15-57)

Fir geringe Dampfung § < wq, d.h. R < 2+/L/C,
lautet die Ldésung entsprechend (5-46) bei den An-
fangsbedingungen q(0) = go und ¢(0) = i(0) = O:

g~ goe ' coswt . (15-58)

Es ergibt sich also eine gedampfte Schwingung der
Ladung g mit der Kreisfrequenz (5-45)

1
w= w/wg—ézz(uo:T

und damitauch z. B. der Spannung uc = q/C am Kon-
densator (Bild 15-8):

(15-59)

Uc ~ Uge™®cos wt mit Ug = Yo (15-60)
Durch Variation der Dampfung 6 = wo, also
R=2+/L/C, lassen sich hier in gleicher Weise
wie beim mechanischen Schwingungssystem (5.3)
neben dem geddmpften Schwingfall auch der ape-
riodische Grenzfall und der Kriechfall einstellen.
Der RLC-Kreis stellt daher ein schwingungsfahiges

elektromagnetisches System dar: Schwingkreis.

15.4.2 Erzwungene elektromagnetische
Schwingungen, Resonanzkreise

Reihenschwingkreis

Ein elektromagnetischer Schwingkreis, z.B. aus ei-
ner Reihenschaltung von Induktivitat L, Widerstand R
und Kapazitat C wie in Bild 15-8, kann durch periodi-
sche Anregung, etwa durch Einspeisung einer Wech-
selspannung u = Gsinwt (Bild 15-9), zu erzwunge-
nen Schwingungen veranlasst werden.



B172

B Physik

i=7 sin (whg)

o Q| wetoivet
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Bild 15-9. Reihenschwingkreis mit Wechselspannungsanre-
gung

N o
u:usinww
It

Die Spannungsbilanz (15-53) ist hierfiir um die Span-
nungsquelle u zu erganzen:

di . q
L—+Ri+ ==
at + + C U + Ur + Uc

u={_dsinwt.

(15-61)

Mit i = dq/dt (12-56) und den KenngrdfRen ¢ und wp
(15-55) bzw. (15-56) folgt daraus die Differenzialglei-
chung der erzwungenen Schwingung fir die Ladung g

2 A~
(;Tg+263—?+w§q= %sinwt,

die vollstdndig analog zur Differenzialgleichung
des entsprechenden mechanischen Schwingungssys-
tems (5-59) ist. Als Ldsung fiir den stationaren Fall
(nach Abklingen von Einschwingvorgangen, siehe
5.4) kann wie in (5-60) angesetzt werden:

(15-62)

q = gsin(wt + 9) = gsin (a)t fo- g) (15-63)

. Tt
t p=9+=.
mit ¢ + 5
Fur den Strom i folgt daraus durch Differenzieren
nach der Zeit
i=isin(wt+¢) mit i=wf. (15-64)
¥ und ¢ sind die zundchst willkirlich angesetzten
Phasenverschiebungen (Phasenwinkel) zwischen
der Ladung q(t) bzw. dem Strom i(t) und der Span-
nung u(t). Sowohl die Amplituden ¢ und i als auch
die Phasenwinkel 9 und ¢ sind Funktionen der anre-
genden Kreisfrequenz w. Die mathematische Form
dieser funktionalen Abhdngigkeit lasst sich durch
den Vergleich mit den Beziehungen (5-60) bis (5-62)

fiir das mechanische Schwingungssystem gewinnen.
Dabei entsprechen sich folgende mechanische und
elektrische GroRen:

m=L,r=R,c21/C, F2Q,

Xx2q. v2i, asdijdt, p29. G009

Anmerkung: Der hier Uber (15-63) eingefiihrte Pha-
senwinkel ¢ entspricht also nicht dem gleichbenann-
ten Phasenwinkel beim mechanischen Schwingungs-
system, sondern .

Durch Vergleich mit (5-61) und (5-62) erhalten wir
nun flr die Frequenzabhangigkeit der Ladungsampli-
tude

u

L \/(a)z - wg)z + 4A2w2

G(w) = (15-66)

und fir die Frequenzabhédngigkeit des Phasenwin-
kels

2A
tand = ——2_ (15-67)
w? — Wi
Mit i = wd nach (15-64) und durch Ersatz der

KenngroRen § und wp nach (15-55) bzw. (15-56) folgt
aus (15-66) fiir die Frequenzabhangigkeit des Stromes
das sog. Ohm’sche Gesetz des Wechselstromkreises

i(w) = : ,

1\2
R2 L- —
ot~ )

(15-68)

wobei anstelle der Spitzenwerte G und i ebenso
gut die Effektivwerte gemaR (15-37) geschrieben
werden konnen. Gleichung (15-68) hat die Form
des Ohm’schen Gesetzes, worin der Wurzelterm
den Scheinwiderstand Z der Reihenschaltung der
Blindwiderstande von L und C und des Ohm’schen
Widerstandes R darstellt:

Z(w) = \/R2 + (wL - %)2 .

Fur die Resonanzfrequenz gilt die Thomson’sche
Schwingungsformel

(15-69)

Wy = (15-70)

1
VvLC '
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Bild 15-10. a Frequenzabhéngigkeit des Scheinwiderstan-
des und b Resonanzverhalten des Stromes beim Reihenre-
sonanzkreis aus R, L und C

flr w = wq hat Z den kleinsten, rein Ohm’schen Wert
(Bild 15-10)
Z(wo) =R (15-71)

und der Strom nach (15-68) den maximalen Wert
(Stromresonanz, Bild 15-10):

(wo) = = . (15-72)

| o

Dabei ist vorausgesetzt, dass u von einer Konstant-
spannungsquelle geliefert wird, deren Klemmen-
spannung sich durch die erhdhte Strombelastung
bei Resonanz nicht &ndert. Es liegen also (nach
der mathematischen Struktur der Differenzial-
gleichung (15-62) zwangslaufig) ganz analoge
Resonanzmaxima vor (Bild 15-10) wie bei den
erzwungenen Schwingungen der mechanischen
Schwingungssysteme (5.4.1).

In (5.4.1) wurde die Giite Q eines Schwingungssys-
tems als Resonanzilberhéhung (5-67) der Auslen-
kungsamplitude X definiert. Entsprechend kdnnen
wir hier die Resonanziberhéhung der Ladungs-
amplitude § als Gute Q einfuhren (die Glte Q ist
nicht zu verwechseln mit der Ladung Q) und erhalten
aus (15-66):

_ G(wo)  wo

Q— woL_ 1

40) 26 R  woCR"
Die Giite bestimmt gleichzeitig nach (5-71) die
Halbwertsbreite der Resonanzkurve. Die Konstanten

(15-73)

wo und & wurden aus (15-56) bzw. (15-55) einge-
setzt. Im Resonanzfall erhdlt man mit (15-72) sowie
mit (15-44) und (15-48) fir die Spannungen an der
Spule bzw. am Kondensator

(o) = fwo)z = “a=00, (57
Oc(wo) = 1(wo)Zc = w(i:RG =Q0.  (15-75)

Die Spitzenspannungen an Spule und Kondensator
sind daher im Resonanzfall gleich grof8 und berstei-
gen die insgesamt an die Reihenschaltung angelegte
Spannungsamplitude 0 um den Gitefaktor Q. Dass
die Gesamtspannung u im Resonanzfall dennoch nur
dem Spannungsabfall ur am Ohm’schen Widerstand
entspricht, liegt daran, dass u_ und uc gegeniiber dem
gemeinsamen Strom i nach (15-45) und (15-49) um
7t/2 bzw. —mt/2, also gegeneinander um st phasenver-
schoben sind, sich also gegenseitig kompensieren.
Den Phasenwinkel ¢ zwischen Strom i und Gesamt-
spannung u erhalten wir aus (15-67), indem wir be-
achten, dass wegen (15-63) tan ¢ = —1/tan® ist.
Nach Einsetzen von ¢ und wg aus (15-55) bzw. (15-56)
folgt

1
ol wlL
¢ = arctan “L=—— (15-76)
Der Phasenverlauf als Funktion der Frequenz

(Bild 15-11) zeigt, dass bei niedrigen Frequenzen
(w<wp) p=~m/2 ist, der Reihenschwingkreis sich al-
so nach (15-49) kapazitiv verhélt. Bei hohen Frequen-
zen (w>>wo) wird ¢ ~—mt/2, der Reihenschwingkreis
wirkt nach (15-45) wie eine Induktivitat. Bei Reso-
nanz (w = wp) liegt rein Ohm’sches Verhalten vor

(p=0).

¢
n/2
2=10
0 1 | |
wy lwy @
-x/2

Bild 15-11. Phasenverschiebung zwischen Strom und Span-
nung im Reihenresonanzkreis
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Die Leistung im Resonanzkreis ist bei Resonanz ein
Maximum, da u und i dann phasengleich sind und das
Produkt ui wegen der Stromresonanz maximal wird.

Parallelschwingkreis

Auch eine Parallelschaltung von Kapazitat C, Wi-
derstand R und Induktivitat L (Parallelschwingkreis,
Bild 15-12), z.B. mit einer amplitudenkonstanten
Einstromung i = isin wt zeigt Resonanzverhalten.
Ausgehend von der Strombilanz z. B. im oberen Kno-
tenpunkt (1. Kirchhoff’scher Satz (15-18))

du 1 1 S
CE+§U+EIUdt:IC+'R+"‘

= isinwt (15-77)
gelangt man zu einer Differenzialgleichung flr den
Spulenfluss @ = [u dt

o 1 do
dt? R dt
die wiederum die Differenzialgleichung der erzwun-
genen Schwingung darstellt. Analog dem Vorgehen

beim Reihenschwingkreis wird als Ldsung fir den
stationdren (eingeschwungenen) Fall angesetzt

1 s
C + Ecb =isinwt, (15-78)

=& sin(a)t fo- E) , (15-79)

woraus durch Differenzieren nach der Zeit folgt
0=wd.

u=20sin(wt+¢) mit (15-80)

Fur die Frequenzabhéngigkeit der Spannungsamplitu-
de ergibt sich analog zu (15-68)

(15-81)

i=isinwt

It I I

A

‘u:ﬁs‘m (wt+¢)

Bild 15-12. Parallelschwingkreis mit Wechseleinstromung

worin der Wurzelterm den Scheinleitwert Y (auch:
Betrag der Admittanz) der Parallelschaltung von L, R
und C darstellt:

1 12
Y_\/ﬁ+(wC—m) .

Hieraus folgt, dass der Parallelschwingkreis bei
gleichen L und C dieselbe, durch die Thomson’sche
Schwingungsformel gegebene Resonanzfrequenz

(15-82)

wo= —— (15-83)

wie der Reihenschwingkreis (15-70) hat. Bei Reso-
nanz hat der Scheinleitwert einen rein Ohm’schen Mi-
nimalwert

1
R 9
die Spannungsamplitude G demzufolge ein Maximum
(Spannungsresonanz)

Y(wo) = Ymin = (15-84)

0(wo) = iR . (15-85)
Fur den Phasenwinkel ¢ zwischen Spannung u und
Gesamtstrom i ergibt sich analog zu (15-76)

(15-86)

@ = arctan [R (i - a)C)} .
wl

Die Einzelstrome ic und i sind bei Resonanz auf-
grund der Spannungsresonanz maximal und um den
Gutefaktor hoher als der Gesamtstrom i, jedoch ge-
genphasig. Der Gutefaktor Q beim Parallelkreis er-
gibt sich als Resonanziiberhéhung aus der Frequenz-
abhéngigkeit des Flusses @ (hier nicht behandelt) zu

Plwo) - R pioC .
®0) wolk

Q= (15-87)
Anders als beim Reihenschwingkreis (15-73) steigt
also beim Parallelschwingkreis die Glite mit dem Wi-
derstand R.

15.4.3 Selbsterregung elektromagnetischer
Schwingungen durch Riickkopplung

Reale Schwingungssysteme sind stets gedampft. Ei-
ne angestoflene Schwingung Kklingt daher mit dem
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durch die Dampfung bestimmten Abklingkoeffizien-
ten 6 zeitlich ab (5-46) oder (15-60).
Ungedé&mpfte Schwingungen eines Schwingungssys-
tems lassen sich dadurch erreichen, dass die Damp-
fungsverluste durch periodische Energiezufuhr ausge-
glichen werden. Das kann durch eine &ulere periodi-
sche Anregung geschehen (Fremderregung) und fiihrt
zu erzwungenen Schwingungen (vgl. 5.4 und 15.4.2).
Eine andere Mdglichkeit besteht darin, die periodi-
sche Anregung durch das Schwingungssystem selbst
zu steuern. Das kann mithilfe des Riickkopplungsprin-
zips erreicht werden und fuhrt zur Selbsterregung von
Schwingungen.
Im Falle der elektromagnetischen Schwingungen
wird dazu ein Verstarker benétigt, an dessen Ausgang
ein Schwingkreis geschaltet ist (Bild 15-13). Ferner
ist ein Ruckkopplungsweg erforderlich, mit dessen
Hilfe ein Bruchteil der Schwingungsenergie des
Schwingkreises auf den Eingang des Verstérkers zu-
riickgekoppelt werden kann. Dies kann durch direkten
Abgriff von der Schwingkreisspule geschehen (Drei-
punktschaltung), oder durch induktive Riickkopplung
(Bild 15-13). Wird nun der Schwingkreis etwa durch
den Einschaltstromstol der Stromversorgung des
Verstarkers zu einer gedampften Schwingung der
Eigenfrequenz wo=1/VLC angeregt, so wird in
der Rickkopplungsspule eine Spannung gleicher
Frequenz induziert, die verstarkt wieder auf den
Schwingkreis am Verstirkerausgang gelangt. Die
Phasenlage der rickgekoppelten Spannung muss
dabei so sein, dass der Schwingungsvorgang unter-
stutzt wird (Mitkopplung). Ist die Phase dagegen um
7t verschoben, so wird die Schwingung unterdriickt
(Gegenkopplung).
Zur Vereinfachung wird angenommen, dass die Pha-
senverschiebung zwischen Schwingkreisspannung Us
und der Riickkopplungsspannung U, null ist, und dass
ferner die Phasenverschiebung zwischen Eingangs-
Riickkopplung R,

o} *z,
L1

Verstdrker

Bild 15-13. Riickkopplungsgenerator zur Erzeugung elek-
tromagnetischer Schwingungen

spannung U, des Verstarkers und seiner Ausgangs-
spannung U, ebenfalls null ist (oder beide Phasenver-
schiebungen m betragen). Dann lassen sich die Ver-
haltnisse folgendermalien quantitativ beschreiben:

Verstarkungsfaktor: V = %

e

Ruckkopplungsfaktor: Ry = % (15-88)

S

Da der Schwingkreis am Verstérkerausgang liegt, ist
Us = U,. Ist nun die Rickkopplungsspannung U,
gerade gleich der Verstarkereingangsspannung Ue,
die verstarkt gleich der ungednderten Schwingkreis-
spannung Ug ist, so ist offensichtlich ein stationarer
Zustand erreicht, bei dem die Schwingkreisverluste
durch Ruckkopplung und Verstérkung ausgeglichen
werden. Fir diesen gilt

VRy= ——=1. 15-89

TRV (15-89)
Fur die Selbsterregungsbedingung

VR, > 1 (15-90)

fuhrt jede Storung (Stromschwankung) zur Aufschau-
kelung von Schwingungen der Frequenz w = wgy =
1/VLC. Im Allgemeinen ist sowohl die Riickkopp-
lung als auch die Verstarkung mit Phasenverschiebun-
gen verbunden, die in der Selbsterregungsbedingung
berucksichtigt werden missen.

Der erste Rickkopplungsgenerator als Oszillator
fir elektromagnetische Schwingungen wurde von
Alexander Meifiner 1913 mithilfe einer verstarkenden
Elektronenréhre aufgebaut. Heute werden hierfiir
allgemein Halbleiterverstarker verwendet.

16 Transport elektrischer Ladung:
Leitungsmechanismen

16.1 Elektrische Struktur der Materie
16.1.1 Atomstruktur

Das Phanomen der elektrolytischen Abscheidung
z.B. von Metallen durch Stromfluss in wassrigen
Metallsalzlésungen oder in Metallsalzschmelzen
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(siehe 16.5 und C 9.8) oder der lonisierbarkeit von
Gasen (vgl. 16.6) zeigt, dass die Bestandteile der
Materie, die Atome, unter geeigneten Bedingungen
elektrisch geladen sein, d. h. ,,lonen“ bilden kénnen.
Aus dem Vergleich chemischer Bindungsenergien
(GroRenordnung 10eV) mit der elektrostatischen
potenziellen Energie zweier Elementarladungen im
Abstand von Atomen in kompakter Materie (aus
Beugungsuntersuchungen, siehe 23: GréfRenordnung
10719 m) lasst sich folgern, dass die strukturbestim-
menden Kréfte in kompakter Materie, im Molekiil
und vermutlich auch im Atom elektrostatischer Natur
sein durften. Da ferner die Materie im Allgemeinen
elektrisch neutral ist, miissen pro Atom im Normalfall
gleich viele positive und negative Elementarladungen
vorhanden sein. Die relativ leicht abstreifbaren Elek-
tronen (z. B. durch Reiben von Kunststoffen) besitzen
nicht geniigende Masse, um die Masse der Atome zu
erkléaren. Der Hauptteil der Atommasse muss deshalb
durch schwerere Teilchen, z.B. positiv geladene
Protonen und ungeladene Neutronen gebildet sein.
Die GroRe der atomaren Bestandteile lasst sich
durch Streuversuche mit Teilchensonden bestimmen.
Lenard (1903) hatte aus der Durchdringungsfahigkeit
von Elektronenstrahlen bei dinnen Metallfolien
geschlossen, dass das Atominnere weitgehend ma-
teriefreier, leerer Raum ist. Rutherford, Geiger und
Marsden (1911-1913) haben Streuexperimente mit
a-Teilchen (17.3) an diinnen Folien durchgefihrt,
bei denen aus der Winkelverteilung der gestreuten
o-Teilchen auf das Kraftgesetz zwischen diesen und
den streuenden Atomen geschlossen werden kann.
Dabei ergab sich die Coulomb-Kraft als malge-
bende Wechselwirkung: Rutherford-Streuung. Aus
Abweichungen vom so gefundenen Streugesetz bei
héheren Energien lie sich schlieBlich der Radius
der streuenden, massereichen positiven Teilchen des
Atoms zu etwa 107 m (=1 fm) ermitteln.

Solche Beobachtungen und die Tatsache, dass die
Coulomb-Kraft (12-1) dieselbe Abstandabhéngig-
keit (11-35) wie die Gravitationskraft (11-7) hat,
legten ein Planetenmodell fir den Atomaufbau
nahe: Protonen (und die erst 1932 durch Chadwick
entdeckten Neutronen) bilden den positiv geladenen,
massereichen Atomkern (Ladung +Ze), um den die Z
Elektronen auf Bahnen der GroRenordnung 107°m
kreisen.

Rutherford-Streuung
Als Messmethode zur Untersuchung atomarer Di-
mensionen sind Streuexperimente in der Atom- und
Kernphysik auferordentlich wichtig. Als Beispiel
werde die von Rutherford behandelte Streuung am
Coulomb-Potenzial betrachtet. Wird ein Strom von
leichten Teilchen der Masse m und der Ladung Z;e
(a-Teilchen: Z; = 2) auf ein ruhendes, schweres Teil-
chen der Masse M > m und der Ladung Ze geschos-
sen, so findet aufgrund der Coulomb-Kraft (12-1)
eine Ablenkung statt, deren Winkel ©} vom Stof3para-
meter b (siehe 6.3.2 und Bild 16-1a) abhangt.
Die Priméarenergie der gestreuten Teilchen sei Ey =
mvg/z > 0. Da die Coulomb-Kraft (12-1) eine Zen-
tralkraft der Form F ~ r=2 (vgl. (11-35)) darstellt, sind
die Bahnkurven fir E > 0 Hyperbeln (siehe 11.5), de-
ren Asymptoten den Streuwinkel ¢ einschlieRen. Aus
dem Zusammenhang zwischen Coulomb-Kraft und
Impulsanderung des gestreuten Teilchens folgt unter
Ber(cksichtigung der Drehimpulserhaltung nach In-
tegration Uiber die Bahnkurve die Beziehung
tﬂ _2b it vy

co 2 - o mi fo = dmegEg ’
Die Konstante ry ist der Minimalabstand (Umkehr-
punkt, Bild 16-1b) fiir den zentralen StoB (¢ = 180°,
b = 0), bei dem die gesamte kinetische Energie Eq
des gestreuten Teilchens in potenzielle Energie im

(16-1)

+
Atomkern

Teilchenstrahl

Ze
7 Atomkern

Energie £y

Bild 16-1. Streuung am Coulomb-Feld eines schweren ge-
ladenen Teilchens
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Coulomb-Feld des streuenden Teilchens umgesetzt
ist, wie sich durch Vergleich mit (12-43) erkennen
lasst.

Gleichung (16-1) lasst sich experimentell nicht im
Einzelfall prifen, da in atomaren Dimensionen der
zu einem bestimmten Streuwinkel gehdrende Stol3-
parameter b nicht gemessen werden kann. Deshalb
wird bei Streuversuchen ein statistisches Konzept
angewendet: Durch einen im Vergleich zu den Atom-
dimensionen breiten, gleichméaBigen Teilchenstrahl
wird daflr gesorgt, dass alle StoRparameter (<
Strahlradius) gleichméRig vorkommen (Bild 16-1b).
In diesem Fall ist die Winkelverteilung, d. h. die Zahl
der in ein Raumwinkelelement dQ = 2w sind d¢
(mittlerer Streuwinkel 9, Bild 16-2) gestreuten
Teilchen, eine eindeutige und messbare Funktion des
streuenden Potenzials.

In einen Streuwinkelbereich d bei einem mitt-
leren Streuwinkel ¢ werden offensichtlich alle
diejenigen Teilchen des priméren Strahls gestreut,
die ein ringférmiges Flachenstick do- 2mthdb
des Strahlquerschnitts durchsetzen (Bild 16-2).
Diese Flache do- wird differenzieller Streuquer-
schnitt genannt. Aus b(%) gemal (16-1) erhalt man
durch Differenzieren nach ¢ den differenziellen
Rutherford-Streuquerschnitt
dQ _(
)

16 sin >

leez

2 do
47[80 Eo

do(®) = r2

7
- 4_
16 sin >
(16-2)

Gleichung (16-2) ist hier in klassischer Rechnung
fur das reine, punktsymmetrische Coulomb-Potenzial

N Streu-
teilchen

d¥ Streuteilchen

j— db durch do
- _ Mgy

do ()
- ditferentieller
Teilchen- Streuguerschnitt

strahl

Bild 16-2. Zum Begriff des Streuquerschnitts

Atomzahl -
Fldchendichte ng

des Atomkerns gewonnen worden. Dasselbe Ergebnis
liefert die erste Naherung der quantenmechanischen
Rechnung (,,1. Born’sche Naherung®), die hier nicht
dargestellt wird. Eine Einschrankung der Gultigkeit
besteht ferner darin, dass die Abschirmung des
Coulomb-Potenzials des streuenden Atomkerns
durch die Elektronenhille nicht beriicksichtigt ist.
Diese macht sich vor allem in den Randbereichen des
Atoms bemerkbar, also bei groRen StoRparametern b,
d. h. nach (16-1) bei kleinen Streuwinkeln .

Bei Streuversuchen wird meistens nicht an einzelnen
Atomen gestreut, sondern z. B. an diinnen Schichten
mit einer Flachendichte ng der Atome in der Schicht.
Wegen der im Vergleich zur AtomgroRe sehr gerin-
gen KerngroRe Uberdecken sich die Streuquerschnit-
te der Atomkerne in diinnen Schichten nur sehr sel-
ten. In grofRer Entfernung von der streuenden Schicht
summieren sich dann die Streuintensitaten entspre-
chend der Zahl der streuenden Atomkerne. Ist N die
Zahl der auf die streuende Schicht fallenden Streuteil-
chen, so ergibt sich aus (16-2) fur die Zahl der in den
Raumwinkel dQ gestreuten Teilchen dN die Ruther-
ford’sche Streuformel

7,2e2 \* 1
=an(4l Tz)
00 16sin4§

dN
dQ

(16-3)

Bei der Streuung von o-Teilchen an Folien aus ver-
schiedenen Metallen fanden Geiger und Marsden die
Rutherford-Streuformel fiir nicht zu kleine Streuwin-
kel ¥ gut bestétigt.

Bei hohen Energien kdnnen die Streuteilchen dem
Atomkern sehr nahe und in den Bereich der Kernkraf-

d ¥ gestreute Teilchen
im Raumwinkel d£2
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te kommen. Dann wird das Kraftgesetz verandert und
die Rutherford-Streuformel gilt nicht mehr. Der Kern-
radius kann daher mithilfe von (16-1) aus der Energie
ermittelt werden, bei der bei Streuwinkeln  ~ 180°
zuerst Abweichungen von (16-3) beobachtet werden.
Zur Erlauterung des Rutherford’schen Planeten-
modells des Atoms werde als einfachstes das
Wasserstoffatom (Z = 1) betrachtet (Bild 16-3a). Der
Kern des Wasserstoffatoms besteht aus einem einzel-
nen Proton der Masse m, = 1,67262171- 107" kg
(vgl. 17.1) und der Ladung +e. Die Elektronenhiille
enthalt ein Elektron (Ladung —e). Die elektrostatische
Wechselwirkung zwischen Elektron und Kern ergibt
mit (12-1) als Radius r der Kreisbahn des Elektrons
mit der Geschwindigkeit v
e2

" 4ngomer?
Die Gesamtenergie des Elektrons auf einer Kreisbahn
ergibt sich aus der kinetischen Energie Ey des Elek-
trons und seiner potenziellen Energie Ep im Feld des
Protons aus ((12-43): Q = e) in gleicher Weise wie
bei der Gravitation (11-47) zu

2

L. 1 ¢
2 2 Adnggr
Nach der klassischen Mechanik ist jeder Bahnra-

dius (16-4) und damit jeder Wert <0 der Gesamt-
energie (16-5) des Atoms maglich (Bild 16-3b; vgl.

(16-4)

E=Ec+Ep= (16-5)

ElektronSace

£ ¢
_ n I s T r
Al
H=-33evt 2
£--L torr eri[,
EBs3evl-1 [
b

Bild 16-3. Zum Rutherford-Bohr’schen Modell des Wasser-
stoffatoms: a Elektronenkreisbahn, und b Gesamtenergie

Bild 11-10). Dies flihrt jedoch zu Widerspriichen
hinsichtlich der beobachteten Existenz diskreter,
stationdrer Energiezusténde (20.4), sowie hinsichtlich
der Stabilitdt der Atome: Positiver Atomkern und
umlaufendes Elektron bilden einen zeitveranderli-
chen elektrischen Dipol, der nach den Gesetzen der
Elektrodynamik (siehe 16-19) elektromagnetische
Wellen abstrahlt, damit dem Atom Energie entzieht
und so zu einer stetigen Anndherung des Elek-
trons an den Kern fiihrt. Die Durchrechnung ergibt
einen ,,Zusammenbruch“ des Atoms in ca. 1078s.
Das Rutherford’sche Atommodell ist daher nicht
ausreichend.

Bohr’sches Modell des Atoms

Niels Bohr hat das Rutherford’sche Planetenmodell
des Atoms weiter entwickelt und dessen Unzulédng-
lichkeiten dadurch zu beseitigen versucht, dass er
annahm, dass die oben genannten, zu Widersprichen
fuhrenden Gesetze der klassischen Makrophysik
fur das Mikrosystem des Atoms nicht gelten. So
postulierte er die Existenz diskreter, strahlungsfreier
Bahnen im Atom, als deren Auswahlprinzip er fur
das Phasenintegral 9§pdq die Quantenbedingung
(1. Bohr’sches Postulat)

9§pdq=nh mit n=1,2,...

fand. Hierin bedeuten p = mwv den Impuls des Elek-
trons und q = r seine Ortskoordinate. h ist die Planck-
Konstante (siehe 5.2.2).

(16-6)

Anmerkung: Dieselbe Quantenbedingung (16-6) stellt
auch das Auswahlprinzip fur die moglichen Energie-
werte des quantenmechanischen harmonischen Oszil-
lators (5.2.2) dar.

Fur Kreisbahnen folgt aus (16-6) fiir den Drehimpuls
des Elektrons

L = meopty = nl =nh.

21

Das 1. Bohr’sche Postulat stellt also eine Drehimpuls-
quantelung dar (vgl. 7.3). Die genauere Quantenme-
chanik liefert eine &hnliche, nur fur Kkleinere n ab-
weichende Beziehung. Mit (16-4) folgt daraus fir die
mdglichen Kreishahnradien

43‘[80712 2
n=—>0"N
mee

(16-7)

(16-8)
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Fur n =1 erhdlt man den Radius des Wasserstoff-
atoms im Grundzustand, den sog. Bohr’schen Radius

r = ap = (52,91772108 + 18- 10 ¥)pm .  (16-9)

Aus (16-5) und (16-8) folgen schlieBlich die statio-
néren Energieniveaus des Wasserstoffatoms nach
Bohr

meet 1
En=- - = 16-10
" 8g3h?  n? ( )
(n=1, 2, ... ; Haupt-Quantenzahl) .

Die gleichen Energiewerte ergeben sich auch aus
der Quantentheorie (als Eigenwerte der Schrodinger-
Gleichung, siehe 25.3 sowie C 1.4). Da genau
genommen das Elektron sich nicht um den Kern, son-
dern um das Massenzentrum (siehe 6.1) des Systems
Elektron — Kern bewegt, muss die Elektronenmasse
me = 9,10938215-10"3 kg in (16-10) durch die
reduzierte Masse (6-53) von Kern und Elektron
ersetzt werden, im Falle des Wasserstoffatoms:

Me  _ 0,99945568m, .

—_— 16-11
1+me/mp ( )

me —
Die im Rutherford’schen Atommodell beliebigen,
kontinuierlich verteilten erlaubten* Energiewerte
werden also im Bohr’schen Atommodell mithilfe
einer Drehimpulsquantelung auf bestimmte diskrete
Energieterme gemaR (16-10) eingeschrénkt, die
stationdr und nichtstrahlend sind. Das Energieschema
eines Atoms (Termschema) lasst sich daher durch
Markierung der ,erlaubten* Energiewerte auf der
Energieskala darstellen (Bild 16-3b).

Anmerkung: Eine gewisse anschauliche Deutung
des Auftretens der Drehimpulsquantelung stellt die
Behandlung der Welleneigenschaften von Elektronen
(Materiewellen, siehe 25.2) dar.

Eine weitere Annahme von Bohr betrifft den Uber-
gang des Atoms von einem Energiezustand in einen
anderen. Analog zur Beschreibung des Verhaltens mi-
kroskopischer harmonischer Oszillatoren (siehe 5.2.2)
in der zeitlich vorangegangenen Planck’schen Strah-
lungstheorie (1900, siehe 20.2) postuliert Bohr, dass
ein solcher Ubergang nur zwischen stationaren Ener-
giezustanden Er, und E, moglich ist, wobei die Ener-
giedifferenz AE = E,—Ej, je nach Richtung des Uber-
gangs absorbiert oder emittiert wird. Die Absorp-

tion kann z.B. aus einem &uBeren elektromagneti-
schen Strahlungsfeld erfolgen, wobei die Energie des
Atoms erhoht wird (das Atom wird ,,angeregt®). Um-
gekehrt kann ein ,,angeregtes” Atom durch Emissi-
on von elektromagnetischer Strahlung der Frequenz v
in einen Zustand geringerer Energie tibergehen. Bei-
de Félle werden durch die Bedingung (2. Bohr’sches
Postulat, Bohr’sche Frequenzbedingung)
AE =E, —E, =hy (16-12)
beschrieben (weiteres siehe 20.4, 20.5 und C 1.2).
Der Erfolg des Bohr’schen Atommodells zeigte sich
in der auBerordentlich genauen Ubereinstimmung
der aus den Bohr’schen Postulaten berechneten
Emissions- und Absorptionsfrequenzen mit den ex-
perimentell beobachteten Spektren des Wasserstoffs
(20.4). Auch wasserstoffahnliche Systeme (ein- bzw.
mehrfach ionisierte Atome der Kernladungszahl Z
mit einem einzigen Elektron in der Hulle) lassen sich
in analoger Weise aus (16-10) berechnen, wenn die er-
héhte Kernladung durch einen zusatzlichen Faktor Z2
im Zahler berucksichtigt wird. Mehrelektronensyste-
me lassen sich dagegen durch das Bohr’sche Modell
nicht mehr beschreiben. Sommerfeld versuchte,
das Bohr’sche Atommodell durch Annahme von
(wiederum diskreten) Ellipsenbahnen der Elektronen
zu erweitern. Danach sollten zu jeder Energie E,
mehrere Ellipsenbahnen gleicher Hauptachsenlange,
aber mit unterschiedlicher Nebenachsenléange und da-
her mit unterschiedlichem Drehimpuls (Bild 11-12)
erlaubt sein. Das Auswahlprinzip ist wiederum die
Drehimpulsquantelung entsprechend (16-7). Das
liefert eine weitere Quantenzahl, die Neben- oder
Drehimpuls-Quantenzahl. lhre nach diesem Modell
moglichen Werte stimmten jedoch nicht mit den
spektroskopischen Daten Uberein.
Trotz des Erfolges des Bohr’schen Atommodells hin-
sichtlich der wasserstoffdhnlichen Systeme ist der Be-
griff der Elektronen,,bahn“ im Bohr’schen Sinne je-
doch nicht aufrecht zu erhalten. Er wirde n&mlich
eine Lokalisierung des Elektrons zumindest im Be-
reich des Atoms (ca. 1071% m) erfordern. Aus der Hei-
senberg’schen Unschérferelation (vgl. 25.1) lasst sich
dann eine Mindestimpulsunschérfe und daraus wie-
derum eine Energieunschérfe berechnen, die in der
gleichen GréRenordnung liegt wie die sich aus (16-5)
ergebenden Energiewerte des Atoms. Der Begriff ei-
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ner Elektronenbahn im Atom mit definiertem Ort und
Impuls des Elektrons verliert daher jeglichen Sinn.

Quantenzahlen

Das heutige wellenmechanische oder quanten-
mechanische Atommodell nach Schrédinger bzw.
Heisenberg setzt an die Stelle des Bahnbegriffs die
(komplexe) Zustands- oder Wellenfunktion ¥ des
Elektrons, auf die spater bei der Behandlung der
Materiewellen nochmals eingegangen wird (vgl. 25).
Das Betragsquadrat der ¥-Funktion kann als Dichte
der Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons
gedeutet werden. Die Wellenfunktion erhélt man als
Losung der Schrédinger-Gleichung des betrachteten
atomaren Systems (vgl. 25.3 und C 1.4), die auch die
zugehorigen Energieniveaus als Eigenwerte liefert.
Wegen des erheblichen mathematischen Aufwandes
kann darauf in diesem Rahmen nicht im Einzelnen
eingegangen werden. Die Losungsfunktionen der
Schrodinger-Gleichung enthalten die Quantenzah-
len n, I und m als Parameter, die unterschiedliche
Elektronenzustdnde beschreiben. Die réumliche
Verteilung der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsam-
plitude der Elektronen im Atom (nicht ganz korrekt
auch ,,Elektronenwolke* genannt) lasst sich durch
die Orbitale darstellen (vgl. C 1.4.3). Sie zeigt fur
unterschiedliche Quantenzahl-Kombinationen ganz
verschiedene Symmetrien (vgl. C, Bild 1-2).

n wurde bereits als Haupt-Quantenzahl eingefiihrt
und bestimmt beim Wasserstoffatom die Eigenwerte
der Energie (Bindungsenergie des Elektrons je nach
Anregungszustand)

met 1 E
85(2)h2 n2 n2

n=

(vgl. (16-10))

mit dem unbeschrénkten Wertevorrat
n=12,...,

ein Ergebnis, das auch aus der Bohr’schen Rechnung
(16-10) erhalten wurde. Bei Mehrelektronenatomen
hangen die Energieniveaus auch von den anderen
Quantenzahlen ab.

Die Neben- oder Bahndrehimpuls-Quantenzahl | be-
stimmt den Betrag des gequantelten Bahndrehimpul-
ses L eines Elektronenzustandes

L=+ 1%,

(16-13)

wobei seine maximale Komponente in einer physika-
lisch ausgezeichneten Richtung (etwa durch ein Mag-
netfeld z. B. in z-Richtung definiert) durch

Lsmax = 17 (16-14)

mit dem Wertevorrat
1=0,1,...,(n=-1)

(das sind n mdgliche Werte) gegeben ist. Da der Be-
trag des Drehimpulses L nach (16-13) stets etwas gro-
Rer als L;, max ist, bildet der Drehimpulsvektor L einen
Winkel ¢ mit der physikalisch ausgezeichneten Rich-
tung (Bild 16-4). Dieser Winkel kann verschiedene
Werte annehmen (Richtungsquantelung, siehe unten).
Die magnetische Quantenzahl m legt die gequantelte
Orientierung des Bahndrehimpulses hinsichtlich einer
physikalisch vorgegebenen Richtung fest, indem sei-
ne Projektion auf die ausgezeichnete Raumrichtung z
wiederum nur Betréage

L, =mh (16-15)
mit dem Wertevorrat
m=0, £1, £2, ..., +l

(das sind 2l + 1 Werte) annehmen kann: Richtungs-
quantelung. Deren erster experimenteller Nachweis
erfolgte durch den Stern-Gerlach-Versuch (1921).
Bild 16-4a zeigt die mdglichen Orientierungen des
Bahndrehimpulses fir n = 3 in den Féllen | = 2 und
I = 1. Im ferner moglichen Fall | = 0 verschwindet
der Bahndrehimpuls.

Sz

e

~

5:1/1/ —1 71/
(0

- \EELfi2

~d _p

a  Bohndrehimpuls fir n=3 b Spin

Bild 16-4. Richtungsquantelung: Mdgliche Orientierungen
a des Bahndrehimpulses L fir n = 3 und b des Eigendreh-
impulses S des Elektrons (Spin) zu einer physikalisch aus-
gezeichneten Richtung (Magnetfeld B)
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Der Bahndrehimpuls ist mit einem magnetischen
Dipolmoment g, verknupft (magnetomechanischer
Parallelismus, siehe 13.4). In einem Magnetfeld wird
daher ein Drehmoment auf den Bahndrehimpuls
ausgeubt, das zu einer Prézession des Drehimpulses
um die Feldrichtung und zu einer zusatzlichen
potenziellen Energie E, = —u - B = —u Bcosg
(Tabelle 13-1) flhrt. Je nach der Orientierung des
Bahndrehimpulses bzw. des damit verbundenen ma-
gnetischen Momentes zur Feldrichtung (Bild 16-4)
haben daher die durch unterschiedliche Quanten-
zahlen gekennzeichneten Elektronenzustande etwas
unterschiedliche Energien im Magnetfeld: Mit zuneh-
mender Magnetfeldstérke H oder Flussdichte B spal-
ten Energiezustdnde gleicher Haupt-Quantenzahl n
auf in mehrere Energieniveaus, deren Anzahl durch
den Wertevorrat der magnetischen Quantenzahl m
gegeben ist.

Eine weitere Eigenschaft des Elektrons neben Masse
und Ladung ist sein Eigendrehimpuls oder Spin, der
sich nicht auf eine Bahnbewegung zurtickfiihren lasst.
Der Spin des Elektrons wurde zunéchst hypothetisch
von Goudsmit und Uhlenbeck (1925) zur Erklarung
der Feinstruktur der Spektrallinien eingeftihrt. Diese
Eigenschaft wird in der Schrédinger-Gleichung nicht
beriicksichtigt, sondern erst in deren relativistischer
Verallgemeinerung (z. B. von Dirac). Der Betrag des
Spinvektors Sist analog zu (16-13)

Auch der Spin unterliegt der Richtungsquantelung

(Bild 16-4b). Er kann zwei Orientierungen annehmen,

die durch die Spinquantenzahl s beschrieben werden.

Seine Projektion auf eine physikalisch ausgezeichne-
te Richtung z ist durch

. 1

S;=sh mit s= 15 (16-17)

gegeben. Auch der Spin des Elektrons ist mit einem

magnetischen Dipolmoment verknupft (Bohr’sches

Magneton, siehe 13.4).

Elektronenschalen-Aufbau des Atoms

Zur Erklarung des Periodensystems der Elemente
(vgl. C3) flhrte Pauli 1925 das folgende Ausschlie-
Bungsprinzip ein:

Pauli-Prinzip:

Ein durch eine raumliche Wellenfunktion mit
einer gegebenen Kombination von Quanten-
zahlen n, [ und m sowie durch eine Spinquan-
tenzahl s charakterisierter Quantenzustand in
einem Atom kann hochstens durch ein Teil-
chen besetzt werden.

Danach missen sich alle Elektronen eines Atoms
voneinander um mindestens eine der vier Quanten-
zahlen unterscheiden. Aufgrund der oben genannten
Wertevorrate flir die verschiedenen Quantenzahlen
lasst sich fir jede Haupt-Quantenzahl n eine Anzahl
von 2n? verschiedenen Quantenzahlkombinationen
angeben. Jeder Zustand n kann also maximal 2n?
Elektronen aufnehmen. Das System von Elektro-
nen mit der gleichen Haupt-Quantenzahl n wird
Elektronenschale genannt. Diese wiederum gliedern
sich in Unterschalen, deren Elektronen die gleiche
Neben-Quantenzahl | aufweisen.

In einem Atom der Ordnungszahl Z (Protonenzahl
gleich Hullenelektronenzahl) nehmen die Elektronen
im Grundzustand die niedrigsten Energiezustande
ein. Mit steigender Ordnungszahl werden die einzel-
nen Elektronenschalen aufgefillt. Ab n = 3 bleiben
einige Unterschalen aus energetischen Griinden
zunéchst frei, um erst bei hoheren Z aufgefillt
zu werden. Wie sich daraus mit zunehmendem Z
die Elektronenkonfigurationen der verschiedenen
Atome des Periodensystems der Elemente ergeben,
istin C 1.5 bis C 2.1 dargestellt.

Chemische Bindungsvorgange zwischen zwei oder
mehreren Atomen zu Molekiilen spielen sich in den
&uBersten Elektronenschalen ab, die noch Elektronen
enthalten:

Valenzelektronen. Dabei zeigen Atome mit voll ge-
fullten (abgeschlossenen) duReren Elektronenschalen
eine besonders hohe Energie zum Abtrennen eines
Valenzelektrons (lonisierungsenergie). Sie sind daher
stabil und chemisch inaktiv (z. B. Edelgase). Valenz-
elektronenschalen, die nur ein oder zwei Elektronen
enthalten, oder denen nur ein oder zwei Elektronen
zur abgeschlossenen Schale fehlen, sind dagegen che-
misch besonders aktiv. Bei der chemischen Bindung
zweier Atome werden meist abgeschlossene Elektro-
nenschalen dadurch erreicht, dass z.B. Valenzelek-
tronen von einem Atom abgegeben und vom ande-
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ren aufgenommen werden (lonenbindung), oder dass
Elektronenpaare beiden Atomen gemeinsam angeho-
ren (Atombindung). Einzelheiten siehe C 4.1-4.4.

16.1.2 Elektronen in Festkorpern

Dieselben Bindungsarten, die zu Molekulen fiihren,
kdnnen auch makroskopische raumperiodische Struk-
turen erzeugen: kristalline Festkorper. Die lonenbin-
dung (heteropolare Bindung) flihrt zu lonenkristallen,
die aus mindestens zwei Atomsorten bestehen (z. B.
NaCl, CaF;,, MgO). Die Atombindung (homdoopolare
oder kovalente Bindung) liegt z. B. bei nichtmetalli-
schen Kristallen vor, die nur aus einer einzigen Atom-
sorte bestehen (kovalente Kristalle, z.B. B, C, Si, P,
As, S, Se).

Zusétzlich kdénnen bei Festkdrpern noch weitere
Bindungsarten auftreten. Dipolkréfte zwischen
permanenten oder induzierten elektrischen Dipol-
momenten der beteiligten Atome oder Molekile
(Van-der-Waals-Kréfte) fuhren zu Van-der-Waals-
Kristallen (z.B. bei sehr tiefen Temperaturen
auftretende feste Edelgase, oder Molekulgitter-
kristalle wie fester Wasserstoff oder alle Kristalle
organischer Verbindungen).

Atome, die nur wenige Valenzelektronen in der du-
Rersten Schale haben (z. B. Na, K, Mg, Ca und andere
Metalle), lassen sich bis zur ,,Bertihrung* der inneren
abgeschlossenen Schalen zusammenbringen. Die Be-
reiche der maximalen Aufenthaltswahrscheinlichkeit
der Valenzelektronen berlappen sich dann so stark,
dass die Valenzelektronen nicht mehr einem bestimm-
ten Atom zuzuordnen sind. Sie gehdren allen Git-
terionen gemeinsam an (,,freies Elektronengas*) und
kénnen sich im Metall quasi frei bewegen: Metalli-
sche Leitfahigkeit. Die Bindung der sich abstoRenden
Gitterionen durch die freien Elektronen (metallische
Bindung) ahnelt der kovalenten Bindung, ist jedoch
nicht lokalisiert.

Energiebdndermodell des Festkorpers

Das Energietermschema eines einzelnen Atoms weist
scharf definierte Terme auf (Bild 16-3b links). Im
Festkorper (Kristall) beeinflussen sich die Elektronen
benachbarter Atome gegenseitig, die Festkdrperato-
me stellen gekoppelte Systeme dar. Bei den Schwin-
gungen haben wir kennen gelernt, dass N gleiche

Schwingungssysteme auf eine Kopplung in der Wei-
se reagieren, dass die Eigenfrequenz in 3N Eigenfre-
quenzen aufspaltet (siehe 5.6.2), wobei die Aufspal-
tung zwischen zwei benachbarten Frequenzen umso
groRer ist, je starker die Kopplung zwischen den Os-
zillatoren ist (Bild 5-27).

Ein dazu analoges Verhalten zeigen die diskreten Ei-
genenergien der Atome. Bei der Kopplung von N Ato-
men im Festkorper spalten die Energieterme der Ato-
me in sehr viele (N ist bei einer Stoffmenge von 1 mol
von der GroRenordnung 10%!) benachbarte Energie-
werte auf, die bei einem Festkdrper von makroskopi-
scher Grof3e praktisch beliebig dicht liegen: Es entste-
hen quasikontinuierliche Energiebéander (Bild 16-5).
Fur die Diskussion elektrischer Leitungsphdnomene
wird oft horizontal noch eine Ortskoordinate aufge-
tragen.

Da die héheren Energieniveaus des Atoms zu wei-
ter auBen liegenden Bereichen der Elektronenhille
gehdren, die die Kopplung mit den Nachbaratomen
starker spuren, als die zu inneren Elektronenschalen
gehorenden, tiefer liegenden Energieniveaus, werden
die héheren Niveaus (hthere Quantenzahlen) zu brei-
teren Energieb&ndern aufgespalten. Die Aufspaltung
der Energieniveaus von ganz innen liegenden Elektro-
nenschalen (niedrige Quantenzahlen) bleibt insbeson-
dere bei Atomen mit hoherer Ordnungszahl Z gering.
Dies ist wichtig bei der Anregung atomspezifischer,
charakteristischer Rontgenstrahlung (siehe 19.1).

Die Elektronen des Festkdrpers besetzen Energiezu-
stdnde innerhalb der Energiebander, die durch sog.
verbotene Zonen (Energieliicken) voneinander ge-
trennt sind. Entsprechend der Zahl der vorhandenen
Elektronen (Z fur jedes Atom) sind bei einem nicht

Bild 16-5. Ubergang von diskreten Energieniveaus eines
einzelnen Atoms zu Energiebandern im Festkorper (Kris-
tallgitter)
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angeregten Festkorper die unteren Energiebénder
mit Elektronen vollstandig gefullt. In vielen Féllen,
z.B. bei den lonenkristallen, sind die &ufersten,
die Valenzelektronen enthaltenden Schalen der
Gitterbausteine (lonen) voll besetzt (damit wird ja
gerade die Bindung erreicht). Das Ubertragt sich auf
die Energiebander: Das oberste, noch Elektronen
enthaltende Band ist voll besetzt: Valenzband. Das
néchsthohere Band ist leer (Bild 16-6). Es wird wegen
seiner Bedeutung fir elektrische Leitungsvorgange
bei energetischer Anregung (siehe 16.4) Leitungs-
band genannt. Dazwischen liegt eine ,verbotene
Zone* (Energiellicke), in der keine Elektronenzu-
stdnde vorhanden sind. Elektronen in vollbesetzten
(abgeschlossenen) Schalen bzw. Béandern sind
besonders fest an ihre lonen gebunden, kdnnen
sich daher auch bei Anlegung eines elektrischen
Feldes nicht ohne Weiteres bewegen. Die dquiva-
lente Betrachtung im Béandermodell ergibt ebenfalls
keine Bewegungsmdoglichkeit: Die Aufnahme von
Bewegungsenergie wirde die Besetzung eines etwas
héheren Zustandes im Valenzband erfordern. Diese
sind jedoch alle ebenfalls durch Elektronen besetzt,
und eine Mehrfachbesetzung von Energiezustdnden
durch Elektronen ist nach dem Pauli-Verbot (vgl.
Pauli-Prinzip, siehe oben) nicht mdglich. In einem
voll besetzten Energieband kénnen Elektronen daher
keine Bewegungsenergie aufnehmen. Ein Festkorper
mit einem Bé&nderschema gemdalR Bild 16-6 stellt
daher (insbesondere bei T =0K, vgl. 16.4) einen
elektrischen Isolator dar.

In einem Metallkristall (z. B. Elemente der I. Haupt-
gruppe des Periodensystems) sind dagegen die
Valenzelektronen in nicht abgeschlossenen Schalen,
das entsprechende Energieband ist nur teilweise
gefullt (Bild 16-7). Wie oben bei der metallischen

Bild 16-6. Valenzband VB, Leitungsband LB und verbotene
Zone AE = E4 im Energiebénderschema eines Festkorpers
(Isolator)

Bild 16-7. Energiebdnderschema eines elektrischen Leiters
(Metall)

Bindung diskutiert, sind solche Elektronen nicht
mehr an ein bestimmtes Gitterion gebunden, sie sind
vielmehr quasifrei beweglich (energetisch allerdings
auf die Energiebander beschrankt). Bei Anlegen eines
elektrischen Feldes nehmen sie Bewegungsenergie
auf und stellen einen elektrischen Strom dar. Im
Bandermodell bedeutet dies, dass sie durch die
Energieaufnahme etwas hohere Zustande im vorher
unbesetzten Teil des Bandes einnehmen. Metalle
sind daher elektrische Leiter. Teilweise unbesetzte
Energiebander kdnnen auch dadurch auftreten, dass
Valenz- und Leitungsband einander Uberlappen (z. B.
Elemente der 11. Hauptgruppe des Periodensystems).
Er wird Fermi-Energie oder Fermi-Niveau genannt
und kennzeichnet die Grenze zwischen besetztem und
unbesetztem Energiebereich. Er ist eine charakteris-
tische GroRe der Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion

1

feo(E) = EET L1 (16-18)

die die Wahrscheinlichkeit beschreibt, mit der ein be-
stimmter Energiezustand mit Elektronen besetzt ist.
Die Fermi-Dirac-Statistik gilt fir Teilchen mit halb-
zahligem Spin, zu denen die Elektronen nach 17 ge-
horen.

Fur T = 0K stellt (16-18) eine Sprungfunktion dar
(Fermi-Kante bei E = Ef):

1 fir
fFD(E)z{o fiir

d.h., unterhalb der Fermi-Kante sind alle Zustédnde
mit Elektronen besetzt, oberhalb Er leer (Bild 16-8).
Bei Temperaturen T > 0 konnen Elektronen in
einem Bereich der GroRenordnung kT (k Boltzmann-
Konstante, vgl. (8-29)) unterhalb der Fermi-Kante
thermisch angeregt werden, d. h., ihre Energie erhoht

E < Er

16-19
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sich um einen Betrag von der GroRenordnung kT . Fur
energetisch tiefer liegende Elektronen ist dies nicht
mdglich, da sie keine freien Zustdnde vorfinden. Die
Fermi-Kante wird daher mit steigender Temperatur
weicher: Die Besetzungswahrscheinlichkeit dicht
unterhalb der Fermi-Kante sinkt auf Werte <1,
d.h., es sind nicht alle vorhandenen Zustdnde mit
Elektronen besetzt. Die dort fehlenden Elektronen
besetzen nun Zustdnde dicht oberhalb der Fermi-
Kante, die Besetzungswahrscheinlichkeit ist jetzt dort
>0 (Bild 16-8). Die Breite des Ubergangsbereiches
ist von der GroRenordnung der thermischen Energie
KT und bei normalen Temperaturen sehr Kklein im
Vergleich zur Fermi-Energie. Dies &ndert sich erst
bei Temperaturen T in der GroRenordnung der
Fermi-Temperatur

—_ EF
=4
(vgl. z.B. Bild 16-8 fur T = 0,5T¢). Da die Fermi-
Temperatur bei Metallen Tr > 10* K betrégt (Tabel-
le 16-1), tritt dieser Fall bei Festkdrpern nicht auf.
Der hdoherenergetische Teil der Fermi-Dirac-
Verteilung (16-18) geht in die Boltzmann-Verteilung
uber (vgl. (8-40)):

fep(E) — e E AT = f5(E - Ef)
fir (E—Eg) > kT .

Tr (16-20)

(16-21)

Die Fermi-Dirac-Verteilung ist auch gultig fir den
Fall, dass zwischen besetztem und unbesetztem Band-
bereich eine Energielucke auftritt (Bild 16-6). Die
Fermi-Kante liegt dann in der Mitte der Energieliicke
zwischen Valenzband VB und Leitungsband LB.

Fermi -Kante
10 (. 7-0
-7 =00057;
— 7 =0057;
~ T=05T;
&
s

R

0 05 10 1,
E/Ep——m

521

Bild 16-8. Fermi-Dirac-Verteilung der Besetzungswahr-
scheinlichkeit

Tabelle 16-1. Parameter des Fermi-Niveaus von Metallen

Metall n Er T
1077 /m3 eV 10° - K
Li 46 47 54
Na 25 3,1 36
K 13,4 2,1 24
Cu 85,0 7,0 81
Ag 57,6 515 64
Au 59,0 515 64

16.2 Metallische Leitung

Die elektrischen Leitungseigenschaften der Metalle
lassen sich weitgehend durch das Modell des frei-
en Elektronengases verstehen. Es beschreibt die Lei-
tungselektronen &hnlich wie die frei beweglichen Mo-
lekile eines Gases. Dabei wird die Wechselwirkung
der Leitungselektronen mit den gitterperiodisch ange-
ordneten Atomriimpfen vernachlassigt, es wird ledig-
lich die Begrenzung des metallischen Korpers flr die
Bewegung der Elektronen berlicksichtigt. Wird z. B.
ein Wiirfel der Kantenlange L (Volumen V. = L3)
betrachtet, so kénnen im Sinne der Wellenmechanik
(siehe 25) nur solche Wellenfunktionen fir die Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen im Wirfel
existieren, fur die in jeder der drei Wirfelkantenrich-
tungen eine ganzzahlige Anzahl von Materiewellen-
langen hineinpasst. Zahlt man die Mdglichkeiten hier-
flr ab, so erhdlt man die Zahl der moglichen Elek-
tronenzustande als Funktion der zugehorigen Energie.
Die hier nicht dargestellte Rechnung ergibt fir diese
Zustandsdichte

1 dN 1 (2m\*?
2B)=3 4E = 32 ( " ) VE, (16-22)
die nur von der Energie der Zusténde, nicht aber von
der gewéhlten Geometrie des Metallkdrpers abhéngt.
Sind N Leitungselektronen im Volumen V enthalten,
betragt ihre Dichte also n = N/V, so ergibt sich (oh-
ne Rechnung) als energetische Grenze der mit Elek-
tronen besetzten Zusténde, also flr die Fermi-Energie
(siehe 16.1)

hZ

2,12/3
2me(3n n)=’<.

Er (16-23)
Daraus berechnete Werte flir die Fermi-Energie ver-

schiedener Metalle zeigt Tabelle 16-1. Die Dichte
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der besetzten Zustande im Banderschema (Bild 16-7)
ergibt sich nun aus dem Produkt der Zustandsdich-
te Z(E) nach (16-22) und der Fermi-Dirac-Verteilung
fep (E) nach (16-18) zu

3/2
2(6)rolE) = (Zhﬂz) VE

1
X SXPIE —En)KT]+ 1

Bei Zimmertemperatur ist demnach nur ein sehr ge-
ringer Anteil der Leitungselektronen thermisch an-
geregt (Bild 16-9). Das ist auch der Grund dafir,
dass das freie Elektronengas im Metall praktisch nicht
zu dessen Warmekapazitét beitragt, obwohl dies vom
Gleichverteilungssatz her eigentlich zu erwarten waére
(vgl. 8.6).

Dass sich die Leitungselektronen im Metall et-
wa wie freie Teilchen verhalten, kann mit dem
Tolman-Versuch gezeigt werden. Wird ein Metall
beschleunigt oder abgebremst (Beschleunigung a),
so zeigen freie Elektronen trages \erhalten, d.h.,
hinsichtlich des Metallktrpers als Bezugssystem tritt
eine Beschleunigung der Elektronen der GroRe —a
auf. Der zugehdrigen Tréagheitskraft —mqa entspricht
eine elektrische Feldstarke E = mga/q bzw. eine
spezifische Ladung

(16-24)

q a
— == 16-25
T E (16-25)
Tolman hat aund E bei Drehschwingungen eines Me-
tallringes gemessen. Die elektrische Feldstarke E er-

zeugt dabei einen oszillierenden Ringstrom, dessen

Fermi-Energie £¢\_ -~

7=300K

ZEV )

-

8eV 9

0 1 2 3 3 5 b 7

Bild 16-9. Dichte der mit Leitungselektronen besetzten
Energiezustdnde in Kupfer bei T = 300 K

magnetisches Wechselfeld induktiv gemessen werden
kann. Er erhielt Werte fir die spezifische Ladung der
Leitungselektronen, die im Rahmen der Messgenau-
igkeit mit der spezifischen Ladung freier Elektronen

mi = (1,75882012 + 15-1078) - 101 As/kg,
e
(16-26)

wie sie im Vakuum durch Versuchsanordnungen
gemélR Bild 13-11 bestimmt werden kann, Uber-
einstimmten. Damit ist nachgewiesen, dass die
Ladungstrager des elektrischen Stromes in Metallen
quasifreie Elektronen sind.

Klassische Theorie des Elektronengases

Nach P. Drude und H. A. Lorentz wird die Bewe-
gung der freien Elektronen im Metall wie die Bewe-
gung der Molekiile eines Gases behandelt. Die Lei-
tungselektronen bewegen sich statistisch ungeordnet,
tauschen durch StoRe Energie und Impuls mit dem
Kristallgitter aus und nehmen daher dessen Tempe-
ratur T an. Bei Anlegen eines elektrischen Feldes E
erhalten sie eine Beschleunigung a = —eE/mg, die
ihnen in der Zeit 7 zwischen zwei unelastischen Zu-
sammenstdRen mit dem Gitter eine Geschwindigkeit
e = ar = —etrE/mg in (negativer) Feldrichtung er-
teilt. Ferner sei angenommen, dass die Elektronen bei
den unelastischen StéRen mit dem Gitter alle im Feld
auf der mittleren freien Weglange le = vr aufgenom-
mene Energie als Gitterschwingungsenergie (Phono-
nen), d.h. als Joule’sche Warme, an das Gitter ab-
geben und nach jedem solcher StéR3e erneut im Feld
starten mussen. Dann ergibt sich als mittlere, durch
die Feldstarke E verursachte Driftgeschwindigkeit der
Leitungselektronen (vgl. 12.6)

1l e

- Z1—E=-
2Tme

ele
2mev

wr = E. (16-27)
Die Driftgeschwindigkeit w;, Uberlagert sich der viel
héheren thermischen Geschwindigkeit v, jedoch fiihrt
nur vy zu einem resultierenden elektrischen Strom.
Gleichung (16-27) hat die Form der Definitionsglei-
chung (15-8) bzw. (15-9) der Beweglichkeit. Durch
Vergleich erhdlt man fir die Beweglichkeit der Elek-
tronen

1l e el (16-29)
He = ot me ~ 2men
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Der Zusammenhang (15-7) zwischen Stromdichte j
und Driftgeschwindigkeit liefert schlieBlich mit
(16-27)

(16-29)

Fir Metalle ist vqy < v (siehe 12.6), sodass v bei
konstanter Temperatur durch das Anlegen des Feldes
praktisch nicht ge&ndert wird. Auch die anderen Fak-
toren vor der Feldstérke sind von E unabhéngig. Da-
mit stellt (16-29) das aus dem Drude-Lorentz-Modell
hergeleitete Ohm’sche Gesetz dar. Durch Vergleich
mit (15-6) ergibt sich fur die elektrische Leitfahigkeit

1 ne?2  ne?l,
= —-T— = — .
2 mg 2mev

y (16-30)
Anmerkung: Bei der elektrischen Leitung in verdiinn-
ten ionisierten Gasen (16.6) kann vq, in die GroRRen-
ordnung der mittleren thermischen Geschwindigkeit v
kommen, sodass diese durch E verdndert wird. Dann
treten Abweichungen vom Ohm’schen Gesetz auf.

Es liegt nahe anzunehmen, dass die besonders grofe
Waérmeleitfahigkeit der Metalle ebenfalls auf das freie
Elektronengas zuruckzufihren ist. Wir kdnnen dazu
die Beziehung fur die Wérmeleitfahigkeit einatomi-
ger Gase (9-21) libernehmen:
1 _
A= E|<vn|e ) (16-31)
Bilden wir nun den Quotienten A/y und setzen
gemaR (8-42) mv? ~ 3KkT, so erhalten wir das von
Wiedemann und Franz 1853 empirisch gefundene,
von Lorenz 1872 ergénzte Gesetz (Wiedemann-
Franz’sches Gesetz):

2
i =LT mit L= % .

Y e?

Die korrektere Berechnung unter Beriicksichtigung
der Fermi-Dirac-Verteilung (16-18) bzw. (16-24) lie-
fert fir die Konstante L (Sommerfeld, 1928) den nur
wenig abweichenden Wert fur alle Metalle (und far
Temperaturen weit oberhalb der Debye-Temperatur
Op, die hier nicht erlautert werden kann)

(16-32)

J.[2k2
=27 =2443...- 108 V?/K?.  (16-33)

Experimentelle  Werte liegen bei 2,2 bis
2,6-10"8V2/K2 fur verschiedene reine Metalle
(T 2 200K). Die relativ gute Ubereinstimmung der
klassischen Rechnung mit (16-33) liegt mit daran,
dass sowohl fir die elektrische Leitung als auch fir
die Warmeleitung vor allem die schnellen Elektronen
maligebend sind, deren Energieverteilung sich der
klassischen Boltzmann-Verteilung anndhert (16-21).
Dagegen versagt die klassische Vorstellung bei der
Berechnung der Wérmekapazitat des Elektronenga-
ses. Hier muss die Fermi-Dirac-Verteilung beachtet
werden, die bewirkt, dass bei normalen Temperaturen
nur ein sehr geringer Anteil der Leitungselektronen
thermisch angeregt ist.

Temperaturabhangigkeit
des elektrischen Widerstandes von Metallen
Reine Metalle zeigen empirisch nach (15-12) und Ta-
belle 15-1 einen von der Temperatur abhangigen spe-
zifischen Widerstand

o0=001+a?) =00l —aTy+aT), (16-34)
worin ¥ = T — T, die Celsius-Temperatur und Ty =
273,15 K bedeuten. Fir reine Metalle ist nach Tabel-
le 15-1 in den meisten Fallen & ~ 0,004 K1 ~ 1/T,,
sodass aTg =~ 1 ist. Damit erhalten wir fur reine Me-
talle aus (16-34) in grober Néherung das empirische
Ergebnis

)

T 9’
To

o~ ool =~ (16-35)
das anhand des Modells des freien Elektronengases
zu interpretieren ist. Aus (16-30) ergibt sich fur den

spezifischen Widerstand

2mev

= —. 16-36
ne2lg ( )

Q
Als temperaturabhangige Grofen kommen hierin
die Leitungselektronendichte n, die mittlere Ge-
schwindigkeit v und die mittlere freie Weglange ¢ in
Frage. n ist jedoch nach der Vorstellung vom freien
Elektronengas in Metallen nicht temperaturabhéngig.
Fir o trifft aufgrund der Fermi-Dirac-Verteilung
(Bild 16-9) praktisch das gleiche zu. Als einzige
temperaturabhéngige GroRe bleibt 1o als mittlere
freie Weglénge zwischen zwei unelastischen StéRen
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Restwiderstand :

7
= /A ——stark
v gestortes Gitter
—f/I— ———— wenig

-

0 10K 7

Bild 16-10. Temperaturabhdngigkeit des elektrischen Wi-
derstandes verschieden stark gestdrter Metallkristalle

der Elektronen mit dem Gitter. Solche unelastischen
StoRe treten an Storungen des periodischen Aufbaues
des Kristallgitters auf, wahrend das regelméaRige, pe-
riodische Gitter (aus wellenmechanischen Griinden)
von den Leitungselektronen frei durchlaufen werden
kann. Solche Stérungen sind z.B. die thermischen
Gitterschwingungen. Mit steigender Temperatur
nimmt daher die freie Weglange I, ab, der Widerstand
steigt mit T gemal} (16-35). Bei tiefen Temperaturen
sind dagegen die temperaturunabhangigen Gittersto-
rungen (wie Fremdatome, Leerstellen, Korngrenzen
zwischen verschiedenen Kristalliten usw.) mafge-
bend fir lo bzw. o. Der temperaturproportionale
Widerstand geht daher bei tiefen Temperaturen
(T $10K) in einen Kkonstanten Restwiderstand
Uber, dessen Wert ein MaR fir die Reinheit und
Ungestortheit des Metallkristalls ist (Bild 16-10).
Metallegierungen sind stark gestorte Kristalle, in de-
nen lg klein und damit o grof} ist und beide kaum
von der Temperatur abhéngen: Widerstandslegierun-
gen (Tabelle 15-1).

16.3 Supraleitung

Der elektrische Widerstand von Metallen nimmt
nach 16.2 mit sinkender Temperatur ab, geht aber
fur T — 0 in den konstanten Restwiderstand Uber
(Bild 16-10), der durch die Gitterstérungen be-
stimmt ist. Mit abnehmender Konzentration der
Gitterstorungen nahert sich der Widerstand dem
Wert 0, verschwindet jedoch nicht vollstdndig, da
absolute Fehlerfreiheit und T =0 nicht erreichbar
sind. Einige Metalle, z.B. Quecksilber oder Blei,
zeigen jedoch bei Unterschreiten einer materialab-
héngigen kritischen Temperatur T, von wenigen

Q
supra- } normal -
leitend ! leitend
I
R Restwiderstand bei Unterdrickung
der Supraleitung bei £>8,
o <I07%Qm
a0 K 7
6
10°
Qm
l T
Pb
<
Z —
Cd
| |
0 2 4 6 8 K 10
b T

Bild 16-11. Kritische Temperatur und Sprungkurve des spe-
zifischen Widerstandes von Supraleitern. a schematisch,
b fir Blei und Cadmium

Kelvin (Bild 16-11) einen unmesshar kleinen Wi-
derstand: Supraleitung (Kamerlingh Onnes, 1911).
Fur Elementsupraleiter liegen die Sprungtempe-
raturen durchweg unter 10 K (Tabelle 16-2), bei
Verbindungs- und Legierungssupraleitern bisher
maximal bei 23 K. Fir die Nutzung der idealen
Leitfahigkeit von Supraleitern ist daher die Kih-
lung mit fliissigem Helium (Siedetemperatur 4,2 K,
Tabelle 8-5) \oraussetzung. Erst 1986 wurden
hohere  Sprungtemperaturen entdeckt (Bednorz
und Mauller): Bestimmte keramische Stoffe mit
Perowskit-Struktur zeigen Supraleitung bei 37K,
bei 93 K und sogar bei Uber 100K (Tabelle 16-2):
Hochtemperatur-Supraleiter.

Fur solche Supraleiter genugt die Kiihlung mit flissi-
gem Stickstoff (Siedetemperatur 77,4 K, Tabelle 8-5),
ein enormer technischer Vorteil.

Die in Tabelle 16-2 angegebenen Sprungtemperatu-
ren T, gelten fur den Fall, dass keine duflere magneti-
sche Feldstarke anliegt. Fir eine dulRere magnetische
Flussdichte B, > 0 wird dagegen die Sprungtempera-
tur kleiner, der supraleitende Zustand wird oberhalb
einer kritischen auf3eren magnetischen Flussdichte B,
zerstort. Der Zusammenhang zwischen der kritischen
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Tabelle 16-2. Sprungtemperatur T. und kritische Flussdich-
te B¢ verschiedener Supraleiter, vgl. auch G 1-2

Stoff Te Be(T = 0) Be(T — 0)
K mT T

Supraleiter 1. Art:

Al 1,18 9,9

Cd 0,52 53

Hg(a) 4,15 41,2

In 3,41 29,3

Pb 7,20 80,3

Sn 3,72 30,9

Supraleiter 2. Art:

Nb 9,46 0,198

Ta 4,48 0,108

\% 5,30 0,132

Zn 0,9 0,0053

Supraleiter 3. Art:

Nb;Al 17,5

Nb;Ge 23

NbsSn 18 ~125

NbTi (50%) 10,5 ~ 14

NbZr (50%) 11

V;Ga 16,8 ~ 21

V3Si 17 ~ 23,5

Keramische Supraleiter

(Hochtemperatursupraleiter):

La1,35Sr0’15CuO4 37

YBa,Cuz 05 93 ~ 350 (Bc2||)

Bile’zC&zCUgOlo 110

leBﬁzCﬁzCU30lo 125

HgBa2C32CU303 133

Flussdichte B und der Temperatur T 18sst sich in den
meisten Féllen in guter Naherung durch die empiri-

sche Beziehung
T 2
co-nai- (2]

darstellen. Die Bilder 16-12 und 16-13 zeigen die-
sen Zusammenhang fir einige Supraleiter 1. Art und
3. Art.

Diese Erscheinung héngt mit dem zweiten wichtigen
Phanomen der Supraleitung neben der idealen Leit-
fahigkeit, dem MeiRner-Ochsenfeld-Effekt (1933) zu-
sammen. Danach wird ein Magnetfeld aus dem In-
neren eines Supraleiters verdrangt, solange die Ener-

(16-37)

0,10
7

0,08 =<

' 0,06

00 pme
L _sp\o

]

NN
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Bild 16-12. Kritische Flussdichte B, als Funktion der Tem-
peratur fur einige Elementsupraleiter 1. Art
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Bild 16-13. Kritische Flussdichte B, als Funktion der Tem-
peratur fur einige Supraleiter 3. Art (Hochfeldsupraleiter)

gie hierflr kleiner ist, als der Energiegewinn durch
den Eintritt des supraleitenden Zustandes. Das erfolgt
unabhéngig davon, ob das Magnetfeld nach oder vor
der Abkuhlung unter T eingeschaltet wird. Im ers-
ten Fall kdnnte die ideale Leitfahigkeit allein zur Er-
klarung der Feldfreiheit des Supraleiters herangezo-
gen werden (Induktion von Abschirmstrémen nach
der Lenz’schen Regel, siehe 14.1). Im zweiten Fall ist
das nicht méglich.

Ein Supraleiter, aus dem das duflere Magnetfeld B,
verdrangt wird (Bj = uruoH = 0), zeigt damit einen
idealen Diamagnetismus:

w=0 fir T<Te. (16-38)

Derselbe Sachverhalt Iasst sich auch durch die Magne-
tisierung M ausdriicken (13-45): Bj = By + uoM = 0.
Die Magnetisierung eines Supraleiters mit vollstandi-
gem MeiRner-Effekt ergibt sich daher aus

oM =B, fir T<T.. (16-39)
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\ollstdndigen Meiliner-Effekt zeigen nur die
Supraleiter 1. Art (Tabelle 16-2), deren Magneti-
sierungskurve (fur einen langen Zylinder parallel
zu B,) Bild 16-14a zeigt. Fur B, < B flieRen dabei
in einer dunnen Oberflachenschicht (Eindringtiefe
A~ (1077...1078) m, siehe unten) des supraleitenden
Kdrpers Abschirmstrome, deren Feld das duRere Feld
(bis auf die Oberflachenschicht) exakt kompensiert.
Fur By > B bricht die Supraleitung sprunghaft
zusammen.

Stromfuhrende supraleitende Dréhte erzeugen selbst
ein Magnetfeld (13-3), das schlieflich die Supralei-
tung zerstoren kann. Die Stromtragféhigkeit ist daher
begrenzt und umso geringer, je gréRer ein von auBen
angelegtes Feld ist.

Phanomenologisch lassen sich die beiden Hauptei-
genschaften der Supraleiter durch die London’sche
Theorie (F. und H. London, 1935) mit den Lon-
don’schen Gleichungen beschreiben:

Q)
(1)

d, .
E(AJS) =E
rot(Ajs) = —-B

(16-40)

Bild 16-14. Magnetisierungskurven von Supra-
leitern (lange Stébe parallel zu Bg). Supraleiter
al Art,b2. Art c3. Art

js = —Nnsesws ist die Suprastromdichte. Die I. Lon-
don’sche Gleichung beschreibt daher einen idealen
Leiter mit verschwindendem Ohm’schen Widerstand,
in dem die Ladungen in einem elektrischen Feld be-
schleunigt werden, sodass v ~ E (im Gegensatz zum
Ohm’schen Gesetz mit v ~ E). Ferner ist

A= (16-41)

Ns€s

ns, Ms, € und v sind Anzahldichte, Masse, Ladung
und Geschwindigkeit der supraleitenden Ladungstra-
ger. Die Il. London’sche Gleichung liefert flr das
Magnetfeld an einer supraleitenden Oberflache (Ebe-
ne x = 0, supraleitend flr x > 0)

B,(x) = B,(0)e /% . (16-42)

Das aulere Magnetfeld klingt also innerhalb des su-
praleitenden Bereiches exponentiell ab. Seine Ein-
dringtiefe A ist nach der London’schen Theorie

A= Ao . (16-43)

Damit beschreibt die Il. London’sche Gleichung den
idealen Diamagnetismus. Bei Supraleitern 2. Art (Ta-
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belle 16-2) gibt es bei niedrigem AuRenfeld zunéchst
ebenfalls eine Meil3ner-Phase (Bild 16-14b).

Bei einer ersten kritischen Flussdichte B¢; beginnt
das &uflere Magnetfeld in Form von normalleiten-
den magnetischen Flussschlduchen in den Supralei-
ter einzudringen, sodass die Magnetisierung — M wie-
der kleiner wird (bei nach wie vor verschwindendem
elektrischen Widerstand!), bis schlielich bei einer
sehr viel héheren zweiten kritischen Flussdichte B,
die gesamte Probe normalleitend geworden ist. Flr
theoretische Betrachtungen kann eine fiktive kritische
Flussdichte B, definiert werden derart, dass die ge-
tonten Flachen in Bild 16-14b gleich sind. Die Mag-
netisierungskurve der Supraleiter 2. Art ist reversibel,
sie kann in beiden Richtungen durchlaufen werden.
Der supraleitende Zustand im AuRenfeldbereich
Bci < Ba < Bez heilit gemischter Zustand. Im ge-
mischten Zustand von supraleitenden Proben aus
reinen, ungestorten Kristallen bilden die normal-
leitenden magnetischen Flussschlduche regulére
trigonale oder rechteckige Flussliniengitter (je nach
Orientierung der Kristallstruktur zum Magnetfeld).
Die Flussliniengitter wurden erstmals 1966 von
Essmann und Trduble durch Dekoration mittels eines
Bitter-Verfahrens (siehe 13.4) sichtbar gemacht.

Der gemischte Zustand kann durch die ph&nomenolo-
gische Ginsburg-Landau-Theorie (1950) beschrieben
werden, indem fiir die Grenzflache zwischen normal-
und supraleitendem Bereich eine Grenzflachenener-
gie eingefuhrt wird. Je nach deren Vorzeichen wird
die Bildung solcher Grenzflachen energetisch begiins-
tigt (Supraleiter 2. Art im gemischten Zustand) oder
behindert (Supraleiter 1. Art).

Anmerkung: Der gemischte Zustand ist vom Zwi-
schenzustand zu unterscheiden, der in Supraleitern
1. und 2. Art bei solchen Probengeometrien auftritt,
bei denen durch die Feldverdrangung lokal am
Probenrand B, (bzw. Bc;) Uberschritten wird, obwohl
im entfernteren, ungestérten AuBenfeld noch B, < B.
(bzw. B, < B¢p) gilt. Im Zwischenzustand ist die
supraleitende Probe von makroskopischen, normal-
leitenden magnetischen Bereichen durchzogen.

Die normalleitenden, magnetischen Flussschlduche
sind vollstandig von supraleitendem Material um-
schlossen. Fir einen magnetischen Fluss @ in einem
zweifach zusammenhangenden, supraleitenden Ge-
biet gilt, wie die Wellenmechanik der Supraleitung

zeigt, eine Quantenbedingung

®=nd; (N=0,1,2,..) (16-44)
mit
h
dg = 6 = 2,067...- 107 Wb (16-45)

(magnetisches Flussquant) .

Die Flussquantisierung wurde 1961 von Doll und N&-
bauer sowie von Deaver und Fairbank (mittels sehr
empfindlicher magnetischer Messmethoden) und spé-
ter von Boersch und Lischke (mittels elektroneninter-
ferometrischer Methoden) nachgewiesen. Das Auftre-
ten der Ladung 2e im Nenner von (16-45) ist ein Hin-
weis auf die Existenz von Elektronenpaaren im Su-
praleiter, siehe unten.

Im gemischten Zustand des Supraleiters 2. Art ent-
halten die Flussschlauche gerade ein Flussquant, al-
so den kleinsten, von null verschiedenen Wert. Damit
wird ein maximaler Wert der Grenzflache zwischen
supraleitender und normalleitender Phase geschaffen.
Bei Supraleitern 2. Artist dieser Zustand fur B, > B
energetisch glnstig, da hier die Grenzflachenenergie
negativ ist. Bei Supraleitern 1. Art ist hingegen die
Grenzflachenenergie positiv, weshalb ein gemischter
Zustand dort nicht auftritt.

Stark gestorte Supraleiter 2. Art werden Supraleiter
3. Art genannt (Tabelle 16-2). Die Kristallstérun-
gen wirken als sogenannte Pinning-Zentren, an
denen die Flussquanten haften bleiben. Das hat
Hystereseeffekte zur Folge, wobei nach Durchlaufen
der Magnetisierungskurve bis B, > Bs, bei ver-
schwindendem AuBenfeld eine Restmagnetisierung
durch eingefrorene, haftende Flussquanten bestehen
bleibt (Bild 16-14c). Die Pinning-Zentren sind fir
die Stromtragfahigkeit der Supraleiter von groRer
Bedeutung, da ein von aufen aufgepragter Strom
gemal (13-35) eine Kraft auf die Flussschlauche
austibt. Ohne Pinning-Zentren wiirde dies zum Wan-
dern der Flussschlduche, das heiflt, zum Auftreten
einer Induktionsspannung und damit zu Ohm’schen
Verlusten fuhren.

Supraleiter 3. Art haben sehr hohe kritische Fluss-
dichten (Tabelle 16-2) bei gleichzeitig grof3er Strom-
tragféhigkeit. Sie sind deshalb von technischer Be-
deutung vor allem fur die Erzeugung groRRer Magnet-
felder im sogenannten Dauerstrombetrieb: In einer
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supraleitend kurzgeschlossenen, supraleitenden Spu-
le flieRt der Strom zeitlich konstant beliebig lange oh-
ne Spannungsquelle weiter, und das erzeugte Mag-
netfeld bleibt ohne weitere Energiezufuhr erhalten,
wenn man von der Energie fur die Kuhlung gegen
&uBere Warmezufuhr durch fliissiges Helium absieht.
Wéhrend des Hochfahrens des Stromes durch die su-
praleitende Spule wird der eingebaute supraleitende
Kurzschluss durch eine kleine Heizwicklung normal-
leitend gehalten (Bild 16-15). Nach Einstellung des
erforderlichen Stromes wird die Heizung ausgeschal-
tet, die Spule arbeitet im Dauerstrombetrieb und die
Stromzufuhr kann abgeschaltet werden.

Die mikrophysikalische Begriindung der Supra-
leitung erfolgte 1957 durch Bardeen, Cooper und
Schrieffer (BCS-Theorie). Diese mathematisch
sehr anspruchsvolle Theorie geht von folgenden
Grundgedanken aus: Fir T < T, besteht das Lei-
tungselektronensystem des Supraleiters aus normalen
freien Elektronen, die sich wie bei der metallischen
Leitung (16.2) verhalten, und aus Elektronenpaaren
mit antiparallelem Impuls und Spin (Cooper-Paare),
die den reibungsfreien Suprastrom tragen. Die Kopp-
lung zweier Elektronen zu einem Cooper-Paar erfolgt
lber die Wechselwirkung mit dem Gitter (Austausch
von Phononen, Nachweis durch den Isotopeneffekt,
d. h. die Abhéngigkeit der Sprungtemperatur von der
Masse der Gitterionen). Anschauliche Vorstellung:
Ein sich durch das Metallgitter bewegendes Elektron
polarisiert das Gitter in seiner Nahe, d. h., es zieht die
positiven lonen etwas an. Entfernt es sich schneller,
als die Gitterionen zuriickschwingen kénnen, so wirkt
diese lokale Gitterdeformation als positive Ladung

Heizung ——E i

suproleitender
Kurzschiuf

Betrieb mit
a externer Stromquelle

Dauerstrombetrieb

Bild 16-15. Magnetfelderzeugung durch Supraleitungsspu-
len: Kurzgeschlossene supraleitende Spule a im Lade- und
b im Dauerstrombetrieb

anziehend auf ein weiteres Elektron in der Né&he.
Dieser dynamische Vorgang kann zu einer zeitweisen
Bindung beider Elektronen zu einem Cooper-Paar
fuhren, wobei die Reichweite (Kohé&renzlénge) bis et-
wa 107 m betragen kann. Die Bindungsenergie liegt
bei 1073 eV. Dies filhrt fiir T < T, zur Bildung einer
Energiellicke 24 von der Breite der Bindungsenergie
symmetrisch zur Fermi-Energie im Energieschema
der Elektronen. Die thermische Energie muss klein
gegen 4 sein, deshalb tritt Supraleitung vorwiegend
bei sehr tiefen Temperaturen auf (Tabelle 16-2).
Bei Hochtemperatursupraleitern scheint die Cooper-
Paar-Bildung von Loéchern (16.4) eine Rolle zu
spielen.

Wegen des antiparallelen Spins sind Cooper-Paare
Quasiteilchen mit dem Spin 0. Sie unterliegen daher
nicht der Fermi-Dirac-Statistik (16-18), sondern der
hier nicht behandelten Bose-Einstein-Statistik, sie
sind Bose-Teilchen. Diese unterliegen nicht dem
Pauli-Verbot (siehe 16.1) und konnen daher alle
in einen untersten Energiezustand ubergehen. Alle
Cooper-Paare kénnen dann durch eine einzige Wel-
lenfunktion beschrieben werden, sie sind zueinander
koharent. Dieser Zustand kann nur durch Zuflihrung
einer Mindestenergie gestort werden (24 pro Cooper-
Paar). Dadurch kommt es zum verlustlosen Flief3en
des Stromes bei Anlegen eines elektrischen Feldes.

16.4 Halbleiter

Halbleiter unterscheiden sich insbesondere durch
zwei Eigenschaften von metallischen Leitern:

1. lhre Leitfahigkeit y liegt in einem weiten Bereich
zwischen etwa 1077S/m und 10°S/m, also
zwischen der Leitfahigkeit von Metallen (107 bis
108 S/m) und derjenigen von Isolatoren (10~ bis
1071°S/m).

2. Die Temperaturabhdngigkeit des Widerstandes
von Halbleitern ist entgegengesetzt zu derjenigen
von Metallen (Bild 16-16).

16.4.1 Eigenleitung

Ein Halbleiter ist bei tiefen Temperaturen fast ein Iso-
lator und wird erst bei hoheren Temperaturen elek-
trisch leitend. Anders als bei Metallen gibt es bei
tiefen Temperaturen kein quasifreies Elektronengas,
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Bild 16-16. Temperaturabhéngigkeit des spezifischen Wi-
derstandes o von Metallen und Halbleitern (schematisch)

die Elektronen sind weitgehend gebunden. Die Bin-
dungsenergie liegt unter 1 bis 2 eV. Die Verteilung
der thermischen Energie reicht bei Zimmertempera-
tur aus, um einige Elektronen von ihren Atomen zu
trennen, die sich nun im elektrischen Feld bewegen
kénnen. Die daraus resultierende elektrische Leitfé-
higkeit steigt mit der Temperatur aufgrund der zu-
nehmenden Anzahldichte n der nicht mehr gebunde-
nen Elektronen, vgl. (16-30). Dieser Temperatureffekt
Ubersteigt bei weitem den auch bei Halbleitern vor-
handenen Effekt der Verringerung der mittleren freien
Wegléange I, bzw. der mittleren Stof3zeit = (auch: Rela-
xationszeit) mit steigender Temperatur. Die Relaxati-
onszeit T und gemaR (16-28) die Beweglichkeit u zei-
gen nach der (nicht dargestellten) Theorie aufgrund
der Wechselwirkung mit den Gitterschwingungen in
reinen Halbleitern eine Temperaturabhangigkeit

u(T) =const - T=3/2 (16-46)

Im Béndermodell des Halbleiters (Bild 16-6, mit
einer schmaleren Energieliicke AE = E4 als beim
Isolator, Tabelle 16-4) bedeutet die thermische
Anregung der Elektronen, dass entsprechend der
Besetzungswahrscheinlichkeit gemaB der Fermi-
Dirac-Verteilung (Bild 16-8) mit einer bei hoheren
Temperaturen stérker verrundeten Fermi-Kante
einige Valenzelektronen in das Leitungsband ge-
hoben werden, wo sie fir die elektrische Leitung
zur Verfugung stehen. Im Valenzband entstehen
dadurch unbesetzte Zustdnde, die sich wegen des
lonenhintergrundes wie positive Ladungen verhalten.
Sie werden Ldcher oder Defektelektronen genannt.
Durch Platzwechsel von benachbarten gebundenen
Elektronen kann ein Loch an deren Ort wandern
(Bild 16-17). Im elektrischen Feld bewegen sich

Bild 16-17. Elektron-Loch-Paar-Anregung im planaren Git-
termodell und im Béanderschema (Eigenleitung)

Locher wie positive Ladungen +e in Feldrichtung
und tragen als solche zur Stromstérke bei.

Wegen der paarweisen Anregung von Elektronen und
Lochern in reinen Halbleitern, d. h. bei reiner Eigen-
leitung, sind die Anzahldichte n der Elektronen im
Leitungsband und die Anzahldichte p der Lécher im
Valenzband gleich der sog. Eigenleitungstragerdichte
(auch: intrinsische Tréagerdichte):

n=p=n;. (16-47)

Die Leitféhigkeit beliebiger Halbleiter ergibt sich in
Erweiterung von (15-10) zu

¥ = e(Pup + Nn) (16-48)
bzw. fur Eigenleitung
y =eni(up + in) (16-49)

wobei u, und g, die Beweglichkeiten von Elektronen
und Lochern sind (Tabelle 16-3).

Die Zustandsdichten in der Nahe der Bandkan-
ten E. des Leitungsbandes und E, des Valenzbandes
(Bild 16-18) ergeben sich analog zu (16-22) fir die
Elektronenzustinde

Tabelle 16-3. Beweglichkeit von Elektronen und L&échern
fur einige wichtige Halbleiter (T = 300 K)

Halbleiter iy incm?/V's Up incm?/V's
Ge 3900 1900
Si 1350 480
GaAs 8500 435
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Bild 16-18. Zustandsdichten Z(E), Besetzungswahrschein-
lichkeit f(E) und Elektronendichte n(E) bzw. Ldcherdich-
te p(E) im Valenz- und Leitungsband (berechnet fur Er =
5eV,Eq =056V, T = 300K)

1 (2m:)\*/?
Zn(E) = ﬁ( hz“) E - E. (16-50)
im Leitungsband
und fuir Locherzustande
1 (2mp\%?
Zp(E) = ﬁ (7) EV - E (16-51)

im Valenzband.
m;, und my; sind die effektiven Massen der Leitungs-
elektronen und Ldcher in der Néhe der jeweiligen
Bandkanten, die durch den Einfluss des Kiristall-
potenzials von der Masse der freien Elektronen
abweichen konnen. Wie bei der metallischen Leitung
(16.2) ergibt sich auch hier die Besetzungsdichte
durch Multiplikation mit der Besetzungswahrschein-
lichkeit, die durch die Fermi-Dirac-Verteilung frp(E)
nach (16-18) gegeben ist. Fir die Elektronen nahe der
unteren Leitungsbandkante folgt

N(E) = Zn(E) fro(E)

und fur die Locher an der oberen Valenzbandkante

P(E) = Zp(B)[1 - fro(E)] .

(16-52)

(16-53)

Ist die thermische Energie kT klein gegen die Brei-
te der Energieliicke AE = E¢ — Ey = Eg, so liegt
die Fermi-Energie Er in der Mitte der Energiellicke,
d.h, Er = Ec - E4/2 = Ey + Eg/2. Ferner gilt
dann fiir das Leitungsband E — Ef > kT, d.h., an-
stelle der Fermi-Dirac-Verteilung kann innerhalb des
Bandes die Boltzmann-Naherung (16-21) verwendet
werden. Die Gesamtdichte der Leitungselektronen im
Leitungsband folgt aus

00

n= on(E)fFD (E) dE .

Ec

(16-54)

Gleichung (16-54) kann in der Né&herung fgp(E) =
fms(E) als bestimmtes Integral geschlossen angege-
ben werden und liefert

n(T) = a,T¥2%e B/ (16-55)
mit
2emk\%/?
an :2( ”hZ" ) . (16-56)

Entsprechend ergibt sich wegen der Symmetrie der
Zustandsdichten und der Fermi-Dirac-Verteilung fur
die Gesamtdichte der Ldcher im Valenzband

p(T) = a,T%%e F/2T (16-57)
worin a, sich wie (16-56) mit m; — my berechnet.
Das Produkt von freier Elektronen- und Ldcherdichte
betragt nach (16-55) bis (16-57) und (16-47)

n(T)p(T) = n(T) (16-58)
3
) 4(27;1#) (mimg) " e BT

Fur einen gegebenen Halbleiter ist np bei fester Tem-
peratur eine Konstante, die sich auch bei Dotierung
(16.4.2) nicht andert.

Aus (16-46), (16-48), (16-55) und (16-57) folgt fir die
Temperaturabhéngigkeit des spezifischen Widerstan-
des von Halbleitern

Ey/2KT

o(T) =const - e (16-59)

Wegen der starken, exponentiellen Abhéngigkeit be-
sonders bei tiefen Temperaturen (Bild 16-16) sind
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Tabelle 16-4. Energiellicke Eq zwischen Valenz- und Leitungsband in Halbleitern und Isolatoren (T = 300 K)

Kristall Ey/eV Kristall Ey/eV
C (Diamant) 5,4 InSh 0,165
Si 1,107 InAs 0,36
Ge 0,67 InP 1,27
Te 0,33 Gash 0,67
Se 16...25 GaAs 1,35
As (amorph) 1,18 GaP 2,24
BN 4,6
SiC 2,8
Al,O3 7,0

Halbleiterwiderstande (C, Ge) gut zur Messung tiefer
Temperaturen geeignet.
Die Breite der verbotenen Zone Eg (Energiellicke, Ta-
belle 16-4) l&sst sich aus der Frequenzabh&ngigkeit
der Lichtabsorption bestimmen. Nach der Lichtquan-
tenhypothese (20.3) betrdgt die Energie eines Licht-
quants E = hv. Von einem Halbleiter kann die Ener-
gie eines Lichtquants erst dann durch Erzeugung ei-
nes Elektron-Loch-Paares absorbiert werden, wenn
E=hrzEq (16-60)
(Fotoleitung). Bei angelegtem elektrischen Feld setzt
dann ein Fotostrom bei Bestrahlung mit Licht der Fre-
quenz v = v¢ = Eg/h ein. Fir Licht unterhalb der
Grenzfrequenz v, bleibt der Halbleiter durchsichtig
und nichtleitend.
Kristalle mit Energieliicken Eq > 2 eV werden zu den
Isolatoren gerechnet. Nach der Breite der Energie-
lucke lassen sich damit die Leitungseigenschaften
von Metallen, Halbleitern und Isolatoren gemaR
Bild 16-19 charakterisieren:

Bild 16-19. Energiellicke zwischen Valenz- und Leitungs-
band bei Metallen, Halbleitern und Isolatoren

Kristall Ey/eV Kristall Ey/eV

Cdo 2,5 ZnO 3,2

Cds 2,42 ZnS 3,6

CdSe 1,74 ZnSe 2,58

CdTe 1,44 ZnTe 2,26

PbS 0,37 ZnSh 0,50

PbSe 0,526 Cu,0 2,06

PbTe 0,25 CuO 0,6

MgO 7.4 NaCl 8,97

BaO 4,4 TiO, 3,05

Metalle:  Energiellicke zwischen besetztem und un-
besetztem Bandbereich nicht vorhanden,
elektrische Leitung ist immer mdoglich.

Halbleiter: Kleine Energieliicke zwischen Valenz-
und Leitungsband, elektrische Leitung
ist erst nach Energiezufuhr (thermisch,
Licht) durch Elektron-Loch-Paarbildung
maglich.

Isolatoren: Keine Leitung moglich, da Energieliicke

zwischen Valenz- und Leitungsband zu
grof® fur thermische oder andere Anre-

gung.

16.4.2 Storstellenleitung

Durch den Einbau von anderswertigen Fremdatomen
(Dotierung) in den Halbleiterkristall kann die Leit-
fahigkeit etwa bei T = 300 K um GrélRenordnungen
erhdht werden: Storstellenleitung. Werden z.B.
5-wertige Arsenatome in das 4-wertige Grundgit-
ter (Ge, Si) eingebaut, so sind die (berzahligen
5. Valenzelektronen nicht innerhalb von Elektro-
nenpaaren an den ndchsten Gitternachbar gebunden,
sondern kdénnen durch geringe Energiezufuhr Eg4
(1072 bis 107*eV) von ihren Atomen abgetrennt
werden (Bild 16-20a). Solche hoherwertigen Fremd-
atome, die Elektronen liefern, heilen Donatoren.
Im Bénderschema befinden sich die Donatorniveaus
energetisch dicht unterhalb der Leitungsbandkante
(Bild 16-20b). Im ionisierten Zustand (d.h. bei
abgetrenntem Elektron) sind die ortsfesten Donatoren
positiv geladen.

Bei Zimmertemperaturen (kT = 0,026 ¢eV) haben
die meisten Donatorniveaus ihre Elektronen durch
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Bild 16-20. N-Leitung in Halbleitern mit Donatorstorstellen

thermische Anregung an das Leitungsband abgege-
ben. Die elektrische Leitung in solchen Halbleitern
erfolgt daher fast ausschlieflich durch Elektronen
im Leitungsband: N-Leiter. Eigenleitung durch
Elektronen-Loch-Paaranregung wird gegentiber der
Storstellenleitung je nach Dotierungsdichte erst bei
héheren Temperaturen merklich.

Wird mit geringerwertigen Fremdatomen dotiert, z. B.
mit 3-wertigen Boratomen im 4-wertigen Si-Gitter,
so ist jeweils eine Elektronenpaarbindung nicht voll-
stdndig (Bild 16-21a). Unter geringem Energieauf-
wand E, (1072 bis 101 eV) kénnen solche Fremdato-
me benachbarte Elektronen aus dem Valenzband auf-
nehmen (Akzeptoren) und damit dort Locher erzeu-
gen. Im Béanderschema befinden sich die Akzeptor-
niveaus energetisch dicht oberhalb der Valenzband-
kante (Bild 16-21b).

Bild 16-21. P-Leitung in Halbleitern mit Akzeptorstorstel-
len

Auch hier sind bei Zimmertemperatur die Storstellen
weitgehend ionisiert, d.h., sie haben durch thermi-
sche Anregung Elektronen aus dem Valenzband auf-
genommen. Die ortsfesten Akzeptoren sind dann ne-
gativ geladen. Die elektrische Leitung erfolgt fast aus-
schlieflich durch die erzeugten Locher im Valenz-
band: P-Leiter.

Die Fermi-Kante liegt bei dotierten Halbleitern in
der Mitte zwischen den Storstellenniveaus und der
zugehorigen Bandkante. Fir die Gesamtdichten n, p
der Leitungselektronen bzw. Locher ist nunmehr
nicht mehr die Breite Eg4 der Energieliicke zwischen
Valenz- und Leitungsband maRgebend, sondern die
Anregungsenergie Eq4 bzw. E,. Demzufolge ergibt
sich fur die Temperaturabhdngigkeit des spezifischen
Widerstandes

o(T) ~ [n(T)] ™ ~ eBe/&T (16-61)
fiir N-Leitung und
o(T) ~ [p(M)] ™+ ~ e=/2T (16-62)

fir P-Leitung.

16.4.3 Hall-Effekt in Halbleitern

Die experimentelle Feststellung, welche Art von Ma-
joritatsladungstragern vorliegt, kann mittels des Hall-
Effekts erfolgen (14.1). Die Hall-Spannung Uy senk-
recht zum Strom | in einem Bandleiter im transversa-
len Magnetfeld B (Bild 14-4) ist nach (14-15) gegeben
durch

IB
Uy = AHF (16-63)
mit dem Hall-Koeffizienten (14-18)
1
=—". (16-64)
"Te(p-n)

Fur reine Locherleitung (P-Leitung) bzw. reine Elek-
tronenleitung (N-Leitung) folgt daraus

1
Apn = —— . (16-65)

1
Anwp = —,
ep en

N- und P-Leitung sind daher durch die entgegenge-
setzten Vorzeichen der Hall-Spannung zu erkennen.
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Aus der GroRe der Hall-Spannung bzw. des Hall-
Koeffizienten (16-65) kdnnen ferner die Ladungstra-
gerdichten n und p bestimmt werden.
Aufgrund der formalen Ahnlichkeit von (16-63) mit
dem Ohm’schen Gesetz U = RI wird

_ AuB
o d
Hall-Widerstand genannt. Der klassische Hall-

Widerstand steigt linear mit der magnetischen Fluss-
dichte B an. Die Hall-Spannung ergibt sich daraus zu

Ry (16-66)

Uy =Rul . (16-67)
In geeigneten Halbleiteranordnungen (Silizium-
Metalloxid-Oberflachen-Feldeffekttransistor: MOS-
FET) lassen sich bei bestimmten Betriebsbedingun-
gen nahezu zweidimensionale Leitergeometrien er-
zeugen (Dicke d = (5...10) nm). Das Elektronengas
in einer solchen Anordnung kann in guter Naherung
als zweidimensional behandelt werden, d.h., dass
die Dicke d der leitenden Schicht keinen Einfluss
mehr auf die Leitung hat. Der Hall-Widerstand Ry
wird dann unabhéngig von der Geometrie gleich
dem spezifischen Hall-Widerstand oy. Der Hall-
Widerstand im zweidimensionalen Elektronengas
zeigt bei tiefen Temperaturen und hohen Magnetfel-
dern eine Quantisierung in ganzzahligen Bruchteilen
eines groften Wertes Ryo (von Kilitzing, 1980), den
Quanten-Hall-Effekt (Klitzing-Effekt)

i=12,..) (16-68)
mit dem allein durch Naturkonstanten bestimmten
Wert des elementaren Quanten-Hall-Widerstandes

h

i 25812,807557 Q2 .

Ruo = (16-69)
Der Hall-Widerstand steigt unter diesen Bedingungen
nicht mehr linear, sondern stufenférmig mit dem
Magnetfeld B an, wobei die Plateaus konstanten
Hall-Widerstandes durch (16-68) gegeben sind
(Bild 16-22). Die Lagen der Plateaus sind unab-
hangig vom Material und sehr genau (3,7 - 107%)
reproduzierbar. Sie eignen sich daher hervorragend
als Widerstandnormal.

i Ry

10+
skl /

[]=

v quantisierter
L e Hall -Widerstand
Y klossischer
8 LECZIZL ol -Widerstand
1 ETT
ol 1 | i
0 2 4 6T 8

Bild 16-22. Abhdngigkeit des Hall-Widerstandes eines
zweidimensionalen Elektronengases vom transversalen
Magnetfeld: klassischer Verlauf und nach dem Quanten-
Hall-Effekt (T = 0,008 K)

16.4.4 PN-Uberginge

Grenzt ein P-Halbleiter an einen N-Halbleiter (z.B.
durch unterschiedliche Dotierung auf beiden Seiten
einer Grenzflache), so diffundieren im Bereich der
Grenzflache (Diffusionszone) Locher und Elektro-
nen in das jeweils andere Dotierungsgebiet und
rekombinieren dort. Die ortsfesten positiven Donator-
Storstellen und negativen Akzeptor-Storstellen bilden
schlieflich eine Raumladungs-Doppelschicht, deren
Feldstarke eine weitere Diffusion unterbindet. Die
Diffusionszone eines solchen PN-Uberganges zeigt
daher eine Ladungstragerverarmung. Durch Anlegen
einer elektrischen Spannung U zwischen N- und
P-leitendem Bereich eines solchen Uberganges kann
die Feldstarke im Verarmungsbereich erhdht werden,
die Verarmungszone wird breiter. WWegen der fehlen-
den Ladungstrager in dieser Sperrschicht flieRt trotz
angelegter Spannung kein Strom: Der PN-Ubergang
ist in Sperrrichtung gepolt. Wird die duflere Span-
nung in umgekehrter Richtung angelegt, so wird die
Verarmungszone schmaler, bis sie mit steigender
Spannung (ab 0,1 bis 0,5 V) ganz verschwindet und
der Strom steil mit U ansteigt: Der PN-Ubergang
ist in Flussrichtung gepolt. Der PN-Ubergang stellt
daher einen Gleichrichter dar: Halbleiterdiode.

Eine Anordnung aus sehr dicht (ca. 50 um) benach-
barten, gegeneinander geschalteten Ubergéngen (PNP
oder NPN) kann zur Verstarkung elektrischer Signale
benutzt werden: Transistor (Bardeen, Brattain,
Shockley, 1948). Néaheres zu den Schaltelementen
Diode und Transistor siehe G 27 und auch G 25.
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16.5 Elektrolytische Leitung

Elektrolyte sind Stoffe, deren Lésung oder Schmelzen
den elektrischen Strom leiten. Elektrolytische Leitung
tritt bei Substanzen mit lonenbindung (16.1 und C 4)
auf, wenn diese durch thermische Anregung aufge-
brochen wird (Dissoziation) und die lonen beweg-
lich sind. Das kann bei hohen Temperaturen in Salz-
schmelzen der Fall sein. Bei Zimmertemperatur reicht
die thermische Energie kT ~ 0,026 €V dazu i. Allg.
nicht aus. Bei Losung in einem Ldsungsmittel wird
jedoch die Coulomb-Kraft (12-1) zwischen den lo-
nen um den Faktor der Permittivitatszahl ¢, des LO-
sungsmittels reduziert (Wasser: &; = 81, siehe Tabel-
le 12-2). Die Dissoziationsarbeit (12-26)

00

1 (ze)?
Wdissz_fFCdrz_ ( )

Er 43‘[’,80 o

(16-70)

o

kann dann teilweise durch die thermische Energie
aufgebracht werden (z Wertigkeit; ro Bindungsab-
stand der lonen). Beispiel: Kochsalzmolekil NaCl
(ro = 0,2nm) in Luft: Wyiss = 7,26V, in Wasser:
Wiiss = 0,09 eV. Mit steigender Temperatur erhoht
sich die Leitfahigkeit der Elektrolyte durch Zu-
nahme der Ladungstragerdichte und Abnahme der
Viskositét.

Ein Salz der Zusammensetzung MeA (Me Metall,
A Séurerest) dissoziiert in Lésung in die lonen

MeA — Me) + A@) |
Beispiele: NaCl — Na* + CI~
CuSO; — Cu?* + S0O:™ .

Beim Ladungstransport im angelegten elektrischen
Feld wandern die positiven lonen (Kationen) zur
Kathode, die negativen lonen (Anionen) zur Anode
(Bild 16-23). Dort geben sie ihre Ladung ab und
werden an den Elektroden abgeschieden (Elektrolyse,
vgl. C 9.8) oder unterliegen chemischen Sekundar-
reaktionen. Im Gegensatz zu den Metallen und
Halbleitern, die durch den elektrischen Ladungs-
transport nicht verdndert werden, findet bei der
elektrolytischen Leitung eine Zersetzung des Leiters
statt.

Reine Losungsmittel haben in der Regel eine sehr
geringe Leitfahigkeit. Fir die Leitfahigkeit gilt

Bild 16-23. Elektrolytische Leitung durch Kationen und
Anionen

daher bei kleinen Konzentrationen cg eines geldsten
Salzes B die Proportionalitdt y ~ cg, da mit zu-
nehmender Konzentration die Ladungstrégerdichte
erhéht wird. Bei hohen Konzentrationen tritt infolge
Abschirmung des &uReren Feldes durch Anlagerung
entgegengesetzt geladener lonen eine Sattigung der
Konzentrationsabhdngigkeit der Leitfahigkeit ein
(Debye-Hickel-Theorie).

Geschwindigkeit des lonentransports
Ahnlich wie bei den Halbleitern und anders als bei
den Metallen Ubernehmen bei den Elektrolyten zwei
Sorten von Ladungstragern mit i. Allg. unterschiedli-
chen Beweglichkeiten u, (Kationen) und yp_ (Anio-
nen) den Stromtransport. Die Leitfahigkeit ist daher
analog zu (16-48)

v=n,zeu; +n_zeu =nze(u, +u-).  (16-71)
Die GroRenordnung der lonenbeweglichkeit lasst sich
abschétzen aus dem Gleichgewicht zwischen viskoser
Reibungskraft einer Kugel geméaR (9-37) und der elek-
trischen Feldkraft auf die lonen:

6mnriv = zeE . (16-72)

n ist die dynamische Viskositdt (9.4) des
Ldésungsmittels (z.B. von Wasser bei ¢ =20°C:
n =1,002mPa-s). Der lonenradius r; betragt etwa
100-200 pm. Daraus ergibt sich eine lonenbeweg-
lichkeit in Wasser

ol ze

=2 ~5-108m?/Vv

(16-73)

die damit um etwa 5 GréRenordnungen kleiner als die
der Elektronen in Metallen ist (vgl. 15.1 und Tabel-
le 16-5).
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Tabelle 16-5. lonenbeweglichkeit (¢ = 20 °C)

Hi
lonensorte 108 m?/Vs
Na* 4.6
Cl- 6,85
OH~ 18,2
H* 33

Elektrolytische Abscheidung

Die beim Ladungstransport durch einen Elektrolyten
an den Elektroden abgeschiedene Masse m ist propor-
tional zur transportierten Ladung Q:

m=CQ=_ClIt
C elektrochemisches Aquivalent ,
Sl-Einheit: [C] = kg/As = kg/C .

(1. Faraday-Gesetz)  (16-74)

Die abgeschiedene Stoffmenge v (in Mol, siehe 8.1)
ist ferner durch die transportierte Ladung und die La-
dung pro Mol gegeben:

Q

=—. 16-75
Y ZF ( )

Hierin ist die Ladung pro Mol, die Faraday-Konstante

F = Nae = (96 485,3399 + 0,0024) C/mol (16-76)

mit Nao = 6,02214179 - 10% /mol, Avogadro-Kons-
tante (siehe 8.1).

Die abgeschiedene Masse ergibt sich daraus mit der
molaren Masse M zu (vgl. C 9.8)

_ Mit

m = vyM (2. Faraday-Gesetz) .  (16-77)

16.6 Stromleitung in Gasen

Den elektrischen Stromtransport durch ein Gas nennt
man Gasentladung. Luft und andere Gase sind bei
nicht zu hohen Temperaturen Isolatoren. Eine Gasent-
ladung kann daher nur entstehen, wenn Ladungstrager
in das Gas injiziert oder in ihm durch lonisation der
Gasmolekiile erzeugt werden. Das kann z. B. gesche-
hen durch Elektronenemission aus einer Glihkathode

(siehe 16.7.1), durch thermische lonisierung (Flam-
me, Gluhdraht) oder durch eine ionisierende Strah-
lung (Ultraviolett-, Rontgen-, radioaktive Strahlung).
Bei der lonisation werden Elektronen abgetrennt, so-
dass positive lonen entstehen. Beide tragen zum La-
dungstransport bei.

16.6.1 Unselbststindige Gasentladung

Wenn die Stromleitung nach Ende des ladungstréger-
liefernden Vorganges (siehe oben) abbricht, so spricht
man von einer unselbststandigen Gasentladung. Die
Strom-Spannungs-Charakteristik (Kennlinie) einer
unselbststandigen Gasentladung, wie man sie etwa
mit einer Gasflamme als lonisationsquelle zwischen
zwei Metallplatten als Elektroden in Luft messen
kann (Bild 16-24a), zeigt ein ausgeprégtes Plateau
(Bild 16-24b).

Im Bereich des Plateaus zwischen den Spannungen
Uz und U, werden alle je Zeiteinheit von der loni-
sationsquelle erzeugten Ladungstréger abgesaugt. Bei
steigender Spannung ist daher zundchst kein weite-
rer Stromanstieg moglich: Sattigung. Fir U < Uj ist
die Driftgeschwindigkeit der Ladungstrager so klein,
dass die Wahrscheinlichkeit der Wiedervereinigung
von Elektronen und lonen zu neutralen Molekiilen
beachtlich wird: Rekombination. Sie fallen fur den
Stromtransport aus. Fir U > U, ist dagegen die Feld-
stérke E so groR, dass die Energieaufnahme der Elek-
tronen zwischen zwei St6lien mit Gasmolekilen aus-
reicht, um die Gasmolekule bei den St6l3en zu ionisie-
ren: StofRionisation. Dadurch werden zusétzliche La-
dungstrager erzeugt, und der Strom steigt oberhalb
des Sattigungsbereiches wieder an. Ist l¢ die mittlere

Rekom- e, I Stof3 -
bination ISUN'QU”Q I ionisation

| |
| |
| |
I I
|
I |
| |
b by
o U o | |

1 |
0 5

0 kv U

a b

Bild 16-24. Kennlinie einer unselbststdndigen Gasentla-
dung
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Kathode E Anode
Ladungstréigerlawine

Startelektren

Bild 16-25. Entwicklung von Ladungstragerlawinen bei
StoRionisation durch Elektronen

freie Weglange der Elektronen, so lautet die lonisie-
rungsbedingung fir Elektronen

eAU = eEl, = E; (16-78)

mit E; lonisierungsenergie. Die entsprechende Be-
dingung fur die lonisation durch lonen wird erst bei
hoheren Feldstarken erreicht, da die mittlere freie
Weglénge der lonen I; kleiner als die der Elektronen
ist. Die StoRionisation durch Elektronen fuhrt zu La-
dungstragerlawinen, die von jedem ,,Startelektron®
in Kathodennéhe ausgeldst werden (Bild 16-25), bei
Ankunft an den Elektroden aber wieder erléschen.
Die unselbststdndige Gasentladung wird u.a. bei
der lonisationskammer zur Strahlungsmessung
eingesetzt, da der Strom (in allen drei Bereichen) pro-
portional zur Zahl und Energie von in den Feldraum
eindringenden ionisierenden Teilchen ist.

16.6.2 Selbststiandige Gasentladung

Bei weiterer Erhéhung der Spannung bzw. Feldstér-
ke kann die Gasentladung in eine selbststdndige Ent-
ladung umschlagen, die auch ohne Fremdionisation
weiterlauft. Das tritt dann ein, wenn die Energieauf-
nahme auch der lonen innerhalb ihrer freien Weglén-
ge lj so grof3 wird, dass durch lonisation von Gas-
molekilen neue Elektronen in Kathodennéhe erzeugt
werden:

eAU = eEl, 2 E; . (16-79)

Daraus lasst sich eine Beziehung fir die Ziindspan-
nung U, gewinnen. Die mittlere freie Weglange I
héangt nach (9-6) von der Molekilzahldichte und da-
mit vom Druck p ab: I; ~ 1/p. Ferner gilt fiir die
Feldstarke bei der Zindspannung E = U,/d mit d
Elektrodenabstand. Dann folgt aus (16-79)

U, = const - pd . (16-80)

Die Zlndspannung hangt danach nur vom Produkt
aus Gasdruck und Elektrodenabstand ab:

U, = f(pd) (Paschen’sches Gesetz) .  (16-81)

In der Form (16-80) gilt das Paschen’sche Gesetz al-
lerdings nur fur groRe Werte von pd. Fir niedrige
Driicke oder kleine Abstande wird d < I;, die Hau-
figkeit der StoRionisation nimmt ab. Die Ziindspan-
nung erhéht sich, bis durch lonenstoR3 an der Katho-
de hinreichend Sekundérelektronen (siehe 16.7.1) zur
Aufrechterhaltung der Entladung ausgelést werden.
Die Theorie von Townsend ergibt fur diesen Fall die
Townsend’sche Zindbedingung

Cy pd

*= 0d) -Gy (16-82)

die das Paschen’sche Gesetz mit enthdlt und bei
groBen pd ndherungsweise in (16-80) Ubergeht
(Bild 16-26). Fur jede Spannung oberhalb einer
Minimumspannung gibt es danach bei konstantem
Druck einen kleinen und einen grofRen Elektroden-
abstand, fir den bei vorgegebener Spannung die
Entladungsstrecke ziindet: Nah- und Weitdurch-
schlag.

Anmerkung: Bei grofen Schlagweiten (pd >
1000 Pa - m) wird der Zindmechanismus des Lawi-
nenaufbaus abgeldst vom Kanalaufbau, bei dem sich
ein Plasmaschlauch hoher Leitfahigkeit zwischen den
Elektroden bildet. An dessen Aufbau ist die bei der
StoRanregung auftretende Lichtstrahlung wesentlich
beteiligt.

10

v
Luft L

I 10 \ \ Hy
B 'y d
He

10?

10! 1 10 Pa-m 10°

pd

Bild 16-26. Ziindspannungen verschiedener Gase fir ebene
Elektroden
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Selbststandig brennende Gasentladungen haben
tiber weite Bereiche eine fallende Kennlinie, d.h.,
die Entladungsstromstarke kann aufgrund der La-
dungstragervermehrung durch Stof3ionisation unter
Absinken der Brennspannung sehr groRe Werte
annehmen, die zur Zerstérung des Entladungsgefales
fuhren kénnen. Gasentladungen mussen daher immer
mit einem strombegrenzenden Vorwiderstand (oder
bei Wechselspannung auch mit einer Vorschaltdros-
sel) betrieben werden. Die vollstandige Kennlinie
einer Gasentladung zeigt Bild 16-27. Sie besteht aus
dem Vorstrombereich der unselbststandigen Gasent-
ladung, dem sich nach Erreichen der Ziindspannung
die fallende Kennlinie des selbststandigen Entla-
dungsbereiches anschlieit. Der obere Schnittpunkt
der durch den Vorwiderstand R festgelegten Arbeits-
geraden | = (U, — U)/R mit der Entladungskennlinie
kennzeichnet den sich einstellenden Arbeitspunkt.
Der untere Schnittpunkt ist nicht stabil.

Leuchterscheinungen in Gasentladungen treten da-
durch auf, dass neben der Stofionisation auch StoR-
anregung der Gasatome erfolgt. Die energetisch um
AE angeregten Gasatome gehen meist nach sehr kur-
zer Zeit (~ 1078 s) unter Aussendung von Lichtquan-
ten der Energie AE = hy wieder in den Grundzu-
stand uber (siehe 20.1). Die Leuchterscheinungensind
sehr verwickelt und von den Entladungsparametern
abhéngig, in der Farbe aber charakteristisch fir das
verwendete Gas. Bild 16-28a zeigt ein typisches Er-
scheinungsbild einer Gasentladung bei vermindertem
Druck (ca. 100 Pa). Der Potenzial- und Feldstarkever-
lauf wird durch die auftretenden Raumladungen ge-
genliber dem Verlauf ohne Entladung stark verandert

Arbeitspunkt

\
\  Widerstandsgerade
\ / I=WU,-0IR

\

\

\__ Kennlinie 7 = £ (/)

selbstindige
Gasentladung

Ilindpunkt

Vorstrom \
0 U, U

Bild 16-27. \ollstdndige Kennlinie einer selbststdndigen
Gasentladung

Kothodenschicht
neg. Glimmlicht

Anodenglimmlicht
pos. Sdule

Kathode

Faradoyscher Dunkelraum

Hittorfscher Dunkelraum Anodendunkelraum

a Astonscher Dunkelraum
£ Feldstérke :
L I
J
u Potential  Anodenfall |
i
Kathodenfall o
i
e=ere totale Raumiadung !
|
A ~—quosineutrales Plasma—e }
b - =

Bild 16-28. Leuchterscheinungen, Feldstarke-, Potenzial-
und Raumladungsverteilung in einer Gasentladung bei ver-
mindertem Druck

(Bild 16-28b): Die Feldstarken sind besonders groR
im Gebiet vor der Kathode (Kathodenfall) und (weni-
ger groB) im Gebiet vor der Anode (Anodenfall). Im
Bereich der positiven S&ule mit konstanter Feldstérke
sind Elektronen und positive lonen in gleicher Dichte
vorhanden: quasineutrales Plasma.
Gasentladungslampen geméafl Bild 16-28a mit Edel-
gasfullung werden als Glimmlampen mit kleinen
Elektrodenabstanden (positive Sdule unterdriickt)
fir Anzeigezwecke, als sog. Neonréhren mit grof3en
Elektrodenabsténden flr Reklamezwecke verwendet.
Leuchtstoffrohren haben eine Quecksilberdampf-
atmosphére, deren Emission im Ultravioletten durch
den auf der Innenwand des Glasrohres aufgebrachten
Leuchtstoff in sichtbares Licht umgewandelt wird.
Bei groflen Entladungsstromen werden die Elek-
troden durch die aufprallenden Elektronen (Anode)
bzw. lonen (Kathode) stark erwdarmt und kdnnen
dadurch Elektronen emittieren (Thermoemission,
siehe 16.7.1). Die Folge ist eine erhebliche \Verringe-
rung der Brennspannung, da die lonen nicht mehr zur
Elektronenerzeugung durch StoRionisation beitragen
mussen: Bogenentladung (Lichtbogen). Beispiele:
Quecksilberhochdrucklampe, Kohlelichtbogen. Bei
letzterem wird die Anodenkohle besonders heif3 (ca.
4200K) und wird deshalb als Lichtquelle kleiner
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Ausdehnung fur Projektionszwecke verwendet.
Weitere Anwendung: Lichtbogenschweif3en.

Funken sind rasch erléschende Bogenentladungen in
hochohmigen Stromkreisen, bei denen die Spannung
an der Funkenstrecke durch den einsetzenden Entla-
dungsstrom zusammenbricht. Bei gegebener Elektro-
denform und Druck ist die Zindspannung U, recht
genau definiert: Anwendung als Kugelfunkenstrecke
zur Hochspannungsbestimmung aus der Schlagweite.
Zum Nachweis ionisierender Teilchen (radioaktive
Strahlung, Hohenstrahlung) wird das Z&hlrohr (Gei-
ger u. Muller) verwendet. Es besteht meist aus einem
metallischen Zylinder und einem axial ausgespannten
Draht als Elektroden in einer geeigneten Gasfullung.
Eine Uber einen sehr groRen Vorwiderstand (108 bis
10° Q) angelegte Spannung (500 bis 2000 V) sorgt
fiir eine hohe Feldstérke in Drahtnahe. Eindringende
ionisierende Teilchen l6sen Ladungstragerlawinen
aus, die als Spannungsimpulse verstarkt und ge-
messen werden koénnen. Bei niedrigerer Spannung
(unselbststandige Entladung) arbeitet das Zahlrohr
im Proportionalbereich, d.h., die H6he des Span-
nungsimpulses ist der Zahl der primér erzeugten
lonen proportional und gestattet damit eine Aussage
Uber die lonisationseigenschaften des einfallenden
Teilchens. Bei hoherer Spannung wird eine selbst-
stdndige Entladung ausgeldst (Ausldsebereich), die
jedoch durch den Zusammenbruch der Spannung
am Zé&hlrohr infolge des hohen Vorwiderstandes
wieder geloscht wird. Hiermit wird allein die Zahl
der einfallenden Teilchen gemessen.

16.6.3 Der Plasmazustand

Der in Gasentladungen (insbesondere in der positiven
Sdule) auftretende Plasmazustand, in den auch
ohne elektrisches Feld jedes Gas bei sehr hohen
Temperaturen Ubergeht, unterscheidet sich durch das
Auftreten frei beweglicher Ladungen (Elektronen
und positive lonen) grundsatzlich von den anderen
Aggregatzustanden: vierter Aggregatzustand. Ther-
misches Gleichgewicht kann sich hier oftmals nur
innerhalb der einzelnen Teilchensorten einstellen,
sodass man zwischen Neutralteilchentemperatur,
lonentemperatur und Elektronentemperatur unter-
scheiden muss. Bei hohen Entladungsstromen wirkt
das entstehende Magnetfeld komprimierend auf das
Plasma: Pincheffekt. Durch die Einschniirung erhéht

sich die Temperatur des Plasmas, ein wichtiger
Effekt der Plasmaphysik, der bei Kernfusionsanlagen
ausgenutzt wird (vgl. 17.4).

Plasmen konnen auch zu elektrostatischen Schwin-
gungen angeregt werden: Plasmaschwingun-
gen (Rompe u. Steenbeck). Durch Coulomb-
Wechselwirkung mit eingeschossenen, schnellen
geladenen Teilchen konnen lokale Ladungstren-
nungen des quasineutralen Plasmas herbeigeflhrt
werden, oder auch spontan durch Schwankungser-
scheinungen entstehen. Dadurch ergibt sich bei einer
Ladungstragerdichte n lokal eine elektrische Polari-
sation (12-91) P = np = —ner, bzw. nach (12-94) eine
Polarisationsfeldstarke E, = —ner/sg, was zu einer
ricktreibenden Kraft

2

ne ,
eEp=——r=mf
&0

(16-83)

flihrt. Gleichung (16-83) stellt eine Schwingungsglei-
chung dar. Durch Vergleich mit (5-21) ergeben sich
als Eigenfrequenzen fiir Elektronen (Dichte ne, Masse
me) bzw. lonen (Dichte nj, Masse m;) die Elektronen-
Plasmakreisfrequenz

Nee?
= 16-84
Wpe coMe ( )
bzw. die lonen-Plasmakreisfrequenz
n;e2
= A — 16-85
Wi oM, ( )

Bei einer Elektronendichte von n. ~5-10%8 /m?
ergibt sich eine Plasmafrequenz vpe = wpe/27 =
20-10° Hz.

Das freie Elektronengas in Metallen stellt un-
ter Bericksichtigung des positiven Gitterionen-
Hintergrundes ebenfalls ein Plasma dar, in dem
allerdings die Dichten ne wesentlich héher sind.

Beispiel: Die Atomzahldichte wvon Aluminium
ist  na =60,3-10 /mé. Drei Leitungselek-
tronen je Atom ergeben eine Elektronendichte
Ne = 181 - 10%" /m? und daraus eine Plasmafrequenz
vpe = 3,82- 10 Hz. Den  Plasmaschwingungen
lassen sich Quasiteilchen (Plasmonen) der Energie
Ep = hvp = 2,53- 10718 J = 15,8 eV zuordnen (Bohm
u. Pines). Tatséchlich lassen sich beim Durchgang
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schneller Elektronen durch diinne Al-Schichten
Energieverluste dieser GroRe nachweisen, die durch
Anregung solcher Plasmonen entstehen.

16.7 Elektrische Leitung im Hochvakuum

Im Vakuum stehen keine potenziellen Ladungstré-
ger zur Verfligung. Zur Stromleitung missen daher
Ladungstrager von auf3en in das Vakuum hineinge-
bracht werden (Ladungstragerinjektion). Dies kann
z.B. durch Elektronenemission aus einer Metallelek-
trode erreicht werden.

16.7.1 Elektronenemission

Obwohl die Leitungselektronen innerhalb eines Me-
talls sich quasi frei bewegen kénnen (freies Elektro-
nengas, siehe 16.2), kénnen sie unter normalen Bedin-
gungen nicht aus dem Metall austreten. Dies ist nur
maoglich bei Aufwendung einer Austrittsarbeit @, die
bei Metallen etwa zwischen 1 und 5eV betrégt (Ta-
belle 16-6). Dem entspricht das Austrittspotenzial

p==> (16-86)
das die Hohe des Potenzialwalles an der Oberflache
des Metalls kennzeichnet, den die Leitungselektronen
liberwinden missen, wenn sie aus dem Metall in das
Unendliche gebracht werden sollen. Die Kraft, ge-
gen die die Austrittsarbeit geleistet werden muss, hat
zweierlei Ursachen: (1.) Bei Austritt eines Elektrons
aus der Metalloberflache wird die Ladungsneutralitét
gestort, es treten riicktreibende Coulomb-Kréfte auf,
die durch die Bildkraft (siehe 12.7) beschrieben wer-
den koénnen. (2.) Durch die infolge der thermischen
Bewegung austretenden, aber am Potenzialwall so-
fort wieder reflektierten Elektronen bildet sich eine
diinne Ladungsdoppelschicht an der Oberflache, die
selbst zum Potenzialwall beitragt und weitere Elektro-
nen am Austritt hindert. Das Innere eines Metalls hat
also ein niedrigeres Potenzial als das Vakuum, es stellt
einen Potenzialtopf dar, an dessen Boden sich die
Elektronen mit der Fermi-Energie befinden (Fermi-
See). Die energetische Darstellung zeigt Bild 16-29.
Nur Elektronen mit der Energie E > Er+ @ im Metall
kénnen die Austrittsarbeit @ aufbringen und in das
Vakuum gelangen. Die notwendige Mindestenergie @
kann z. B. aufgebracht werden durch

Tabelle 16-6. Austrittsarbeit @ einiger Metalle, Halbleiter
und Oxide

Material D ineV
Aluminium 4,20
Barium 2,562
Caesium 1,95
Eisen 4,67
Germanium 5,02
Gold 5,47
Lithium 2,93
Kohlenstoff ~5,0

Kupfer 5,10
Natrium 2,35
Molybdén 4,53
Nickel 5,09
Palladium 5,22
Platin 5,64
Selen 5,9

Silber 4,43
Silicium 4,85
Thorium 3,45
Wolfram 4,55
Ba auf BaO 1,0

Cs auf W 1.4

Th auf W 2,60
LaBs 2,7

WO ~10,4

Bild 16-29. Energieschema an der Oberflache eines Metalls
(Potenzialtopfmodell)

1. Warmeenergie: Thermoemission,

2. elektromagnetische Strahlungsenergie
Fotoemission,

elektrostatische Feldenergie: Feldemission,
4. kinetische Sto3energie: Sekundéaremission.

(Licht):

w
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Thermoemission (Glithemission) mit der universellen Richardson-Konstante
Bei T >0 ist die Dichte der besetzten Zustdnde Amtmeek? 6 s s
durch die Zustandsdichte Z(E) und die Fermi- Ar=—z— =12-100A/(m"- K. (16-92)

Dirac-Verteilung fep(E) gegeben (siehe 16.2). Bei
Zimmertemperatur und E > Ef + & hat die Fermi-
Verteilung extrem kleine Werte (Bild 16-9), sodass
keine Elektronen emittiert werden. Bei hoheren Tem-
peraturen kann jedoch der Thermoemissionsstrom
merkliche Werte annehmen und in folgender Weise
berechnet werden.

Bei einer Energie E = Ef + @ im Metall haben die
Leitungselektronen nach Austritt durch die Metall-
oberflache in das Vakuum die kinetische Energie 0.
Ihre Zustandsdichte betrégt im Vakuum entsprechend
(16-22)

1 (2me\*?
Zo(E) = 57 (h—ze) VE-Er—®  (16-87)
fir EXEr+®.

Die Elektronenkonzentration im Vakuum ergibt sich
durch Integration tiber E gemal

00

n= f Zo(E) fFD(E) dE
Ep+®
_ 2(2nmekT)3/2 e PT
h3

wobei fir E > Er + @ wie in 16.4 die Fermi-Dirac-
Verteilung durch die Boltzmann-Naherung (16-21) er-
setzt werden kann. Im thermischen Gleichgewicht ist
die Stromdichte js der aus dem Metall austretenden
Elektronen gleich der Stromdichte jy der aus dem Va-
kuum auf das Metall treffenden Elektronen

(16-88)

T
Js=Ix= 2 enluy| . (16-89)
Die mittlere absolute Geschwindigkeitskomponente
senkrecht zur Metalloberflache |vy| lasst sich durch
Mittelung von |vy| gewichtet mit der eindimensiona-
len Boltzmann-Verteilung errechnen zu

o = [2kT
Vx| = e .

Aus (16-88) bis (16-90) folgt schlieBlich fiir die ther-
mische Elektronenemission bei der Temperatur T die
Richardson-Dushman-Gleichung

js — ART Zef@/kT

(16-90)

(16-91)

Die thermische Emissionsstromdichte héangt al-
so exponentiell von der Temperatur und von der
Austrittsarbeit ab. Bei T = 3000K ergibt sich eine
Emissionsstromdichte von js = 13,5 A/cm?. Fir Ag
werden experimentell Werte im Bereich (0,2...0,6)
-10% A/(m? - K?) gefunden.

Fotoemission

Die Energie zur Aufbringung der Austrittsarbeit fir
Elektronen im Fermi-See eines Festkdrpers kann auch
durch &uRere Einstrahlung von Energie in Form elek-
tromagnetischer Strahlung (Licht, Rontgenstrahlung)
zugefihrt werden: Fotoeffekt (lichtelektrischer Effekt,
H. Hertz 1887, Hallwachs 1888). Die experimentel-
le Untersuchung (Hallwachs, Lenard) ergab fur den
Fotoeffekt:

1. Die Fotoemissions-Stromdichte ist proportional
zur eingestrahlten Lichtintensitat.

2. Die maximale kinetische Energie der emittierten
Elektronen Ey max iSt bei monochromatischer
Lichteinstrahlung eine lineare Funktion der Fre-
quenz v des Lichtes, aber unabhéngig von der
Lichtintensitat. Unterhalb einer Grenzfrequenz v
tritt keine Fotoemission auf (Bild 16-30b).

3. Die Fotoemission setzt auch bei geringster Be-
strahlungsstarke ohne Verzégerung praktisch trag-
heitslos ein.

Die Erklarung des Fotoeffektes erfolgte durch die
Lichtquantenhypothese (Einstein, 1905): Die Foto-
elektronenausldsung erfolgt durch Einzelprozesse
zwischen je einem Lichtquant der Energie

E=hv (16-93)
und einem Leitungselektron. Dabei wird das Licht-
quant absorbiert. Seine Energie gemal} (16-93) liefert
die Austrittsarbeit, einen eventuellen Uberschuss er-
halt das Fotoelektron als kinetische Energie Eg max
mit, von der ein Teil E; ¢con durch unelastische Sto-
Re im Innern des Metalls verloren gehen kann. Die
Energiebilanz lautet damit

hv = @+ Ej con + Ex . (16-94)
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Die maximal mdgliche kinetische Energie eines aus-
gelosten Fotoelektrons ergibt sich daraus nach der
Lenard-Einstein’schen Gleichung zu

Exmax =hv— @, (16-95)
was dem experimentellen Befund entspricht

(Bild 16-30b). Die Grenzfrequenz des Fotoeffekts
ergibt sich daraus fur Ex max = 0 zu

(16-96)

Ve = F
und gestattet in einfacher Weise die Bestimmung der
Austrittsarbeit @. Aus der Steigung der Geraden in
Bild 16-30b kann ferner das Planck’sche Wirkungs-
quantum h bestimmt werden. Die maximale Kineti-
sche Energie Eyxmax l&sst sich mit der Anordnung
Bild 16-30a messen: Die ausgeldsten Fotoelektronen
treffen auf die gegentberliegende Elektrode und la-
den sie auf, bis das so aufgebaute, stromlos zu mes-
sende Gegenpotenzial Umax = Ek max/€ €ine weitere
Aufladung verhindert.

Die Einstein’sche Erklarung des Fotoeffektes flihrte
die Quantisierung des elektromagnetischen Strah-
lungsfeldes ein, wobei die Quanten (Lichtquanten,
Photonen) als rdumlich begrenzte elektromagnetische
Wellenziige (Wellenpakete, siehe 18.1) zu denken
sind, mit einer durch (16-93) gegebenen Energie.

Schottky-Effekt und Feldemission

Wird an eine Metallkathode ein starkes elektrisches
Feld angelegt, so wird die Potenzialschwelle @ auf
eine effektive Austrittsarbeit @ = @ — A® erniedrigt,
die sich durch die Uberlagerung des durch die &u-
Rere Feldstarke E bedingten Abfalls der potenziel-
len Energie (Eo — e|E|x) mit der durch die Bildkraft

Ek,mux = Umox

0 v, v
a b

Bild 16-30. Fotoeffekt: Emission von Elektronen bei Licht-
einstrahlung

verrundeten Potenzialschwelle der Austrittsarbeit er-
gibt (Bild 16-31). Fur den Korrekturterm A@® erhélt
man

e3|E|
47[80 '

AD = (16-97)

Diese Absenkung der Austrittsarbeit kann, da sie in
den Exponenten der Richardson-Gleichung (16-91)
eingeht, eine erhebliche Erhdhung der Thermoemis-
sion zur Folge haben: Schottky-Effekt (Thermofeld-
emission).

Nicht thermisch angeregte Elektronen im Fermi-See
des Metalls (Bild 16-31) kénnen die auch bei groRer
Feldstarke E noch vorhandene Potenzialschwelle der
Hohe @’ und der Breite Ax nach den Gesetzen der
klassischen Physik nicht tberwinden. Die Wellen-
mechanik zeigt jedoch, dass die Wellenfunktionen
der Elektronen, wenn auch stark gedampft, in die
Potenzialschwelle eindringen. Wenn die Schwellen-
breite Ax sehr klein ist (einige nm bei Feldstérken
|[E| = 10°V/m = 1V/nm), ist die Amplitude der
Wellenfunktionen auf der Vakuumseite der Potenzial-
schwelle noch merklich, d.h., die Metallelektronen
haben auch aulRerhalb der Austrittspotenzialschwelle
noch eine gewisse Aufenthaltswahrscheinlichkeit.
Die Elektronen kénnen demnach mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit den Potenzialberg wie durch
einen Tunnel durchlaufen: quantenmechanischer
Tunneleffekt. Die Durchtrittswahrscheinlichkeit D fur
ein Elektron der Energie E, durch einen Potenzial-
berg E(x) der Hohe AE = Enax — E¢ und der Breite

Bild 16-31. Absenkung der Austrittsarbeit durch den
Schottky-Effekt bei Anlegung eines &uReren elektrischen
Feldes E, und dadurch bedingte Umformung der Austritts-
energiestufe @ in eine Potenzialschwelle endlicher Breite
AX
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AX = Xg — X ergibt sich n&herungsweise zu
2
D ~ exp - f V2me(E(X) — E¢) dx
X1

~ exp {—%‘X \/ZmeAE} (16-98)
mit @ ~ (1...2) je nach der Form des Potenzialber-
ges. Die Energie E ist hier nicht mit dem Betrag der
Feldstarke |E| zu verwechseln.

Der Tunneleffekt ermdglicht eine Elektronenemissi-
on auch bei kalter Kathode allein durch hohe Feld-
starken |E| > 10° V/m. Bei einem homogenen Feld
nach Bild 16-31 ergibt die Rechnung, die &hnlich
wie flr die Thermoemission verlauft (unter Beriick-
sichtigung der Durchlasswahrscheinlichkeit (16-98)),
fur die Feldemissionsstromdichte bei nicht zu hohen
Temperaturen (Fowler-Nordheim-Gleichung)

2
i = AF%e*ﬁW”E‘ (16-99)
mit
e3
Ae =g =25-10"A%5/V  (16-100)
und
p=" 32? = =106-10%kg*/(V - A?-S%).

(16-101)

Die Abhéngigkeit der Feldemissions-Stromdichte
von der Feldstarke entspricht genau der Abhén-
gigkeit der Thermoemissions-Stromdichte von der
Temperatur (16-91).

Ausreichend hohe elektrische Feldstarken lassen
sich nach (12-70) besonders leicht an feinen Spitzen
mit Krimmungsradien von 0,1 bis 1 um erzeugen.
Anwendungen: Feldemissions-Elektronenmikroskop
(Bild 12-23), Raster-Tunnelmikroskop (Bild 25-9).

Sekundarelektronenemission

Die Austrittsarbeit kann schlieBlich auch durch
die Kinetische Energie primdrer Teilchen (Elek-
tronen, lonen), die auf die Festkdrperoberflache
fallen, aufgebracht werden. Die so ausgeldsten
Elektronen werden Sekundarelektronen genannt.

Der Sekundérelektronen-Emissionskoeffizient fir
Elektronen
5= J=e (16-102)
Jo

(jsec Emissionsstromdichte der Sekundérelektronen;
jo Stromdichte der auffallenden Primarelektronen)
hangt von der Energie der Primérelektronen ab
(Bild 16-32) und hat bei Metallen Werte um 1,
bei Halbleitern und Isolatoren bis ber 10. Dieser
Unterschied h&ngt damit zusammen, dass aus Impuls-
erhaltungsgrinden (vgl. 6.3.2) beim StoR &uferer
Primérelektronen auf freie Leitungselektronen eine
Ruckwartsstreuung  sehr viel unwahrscheinlicher
ist als beim StoR auf gebundene Elektronen in
Halbleitern oder Isolatoren.

Die Energie der ausgeldsten Sekunddrelektronen be-
tragt <20 eV. Mit steigender Primérelektronenenergie
nimmt § zundchst zu, um nach Durchlaufen eines ma-
ximalen Wertes (Epmax ~ (500...1500)€V) wieder
abzusinken, da wegen der steigenden Eindringtiefe
der Priméarelektronen die Ausldsung in so grof3en Tie-
fen erfolgt, dass die Austrittswahrscheinlichkeit der
Sekundérelektronen abnimmt (siehe Tabelle 16-7).

Tabelle 16-7. Maximaler Sekundérelektronen-Emissions-
koeffizient dmax und zugehorige Energie Epmax fr einige
Festkorper

Stoff Omax  Epmax/eV
Eisen 1.3 400
Germanium 1,15 500
Graphit 1.0 300
Kupfer 1.3 600
Molybdan 1,25 375
Nickel 1,3 550
Platin 1,8 700
Silber 15 800
Wolfram 14 650
NaCl 6 600
BaO 6 400
MgO 2,4 1500
Al,O4 4,8 1300
Glimmer 2,4 350
Ag-Cs,0-Cs 8,8 550



B206

B Physik

I
|
I
|
1
|

£,

0 i £ b max Ez £

Bild 16-32. Sekunddrelektronen-Emissionskoeffizient als
Funktion der Energie der Primérelektronen (schematisch)

Im Energiebereich zwischen E; und E, (Bild 16-32),
wo ¢ vor allem bei mit Caesium (sehr kleine Aus-
trittsarbeit, Tabelle 16-6) versetzten Materialien Wer-
te >1 annehmen kann, ist demnach die Zahl der Se-
kundérelektronen u. U. erheblich héher als die Zahl
der ausldsenden Priméarelektronen. Dieser Effekt wird
u.a. bei den Sekundarelektronenvervielfachern und
Kanalmultipliern ausgenutzt. Die material- und win-
kelabhangige Sekundérelektronenemission wird fer-
ner als Bildsignal im Rasterelektronenmikroskop ver-
wendet (vgl. 25.5).

Auch lonen koénnen Sekundarelektronen ausldsen,
z.B. 1 bis 5 Elektronen pro auftreffendes lon. Begin-
nend bei einer lonenenergie von etwa 2 keV steigt die
Ausbeute etwa linear an. Ein Maximum der Ausbeute
wie bei Elektronen gibt es bei lonen bis 20 keV
nicht. Die Auslésung von Elektronen durch lonen
spielt eine wichtige Rolle bei der selbststandigen
Gasentladung (16.6.2).

16.7.2 Bewegung freier Ladungstrager im Vakuum

Die Bewegung von freien Ladungstrdgern g mit der
Geschwindigkeit v im Vakuum, in dem nur elektri-
sche und/oder magnetische Felder E bzw. B auftreten,
wird durch die Lorentz-Kraft (13-18)

F=q(E+vxB) (16-103)

beschrieben. Die Bewegung einzelner geladener
Teilchen in solchen Feldern wurde bereits friher
besprochen: Beschleunigung und Ablenkung im
elektrischen Langs- und Querfeld (12.2), Energieauf-
nahme im elektrischen Feld (12.5), Ablenkung im
magnetischen Feld (13.2).

Treten viele geladene Teilchen als Raumladung der
Dichte o(r) = n(r)q auf, so werden die von aufien

Bild 16-33. Zur Herleitung der Potenzialgleichung

vorgegebenen Feldstérken und Potenziale durch die
Raumladung verandert, da von den Ladungen selbst
ein elektrischer Fluss ¥ ausgeht. Fir den Fall einer
ebenen Geometrie ergibt sich nach dem Gaul’schen
Gesetz (12-17) aus der Bilanz fur den elektrischen
Fluss durch die Oberflache einer raumladungserfull-
ten, flachen Scheibe im Vakuum (Bild 16-33)

B (16-104)

Die Feldstirke ergibt sich aus der Anderung des Po-
tenzials V(x) mit x gemal (12-39), und somit

V() _ o¥)

= 16-105
dx? &0 ( )

Dies ist der eindimensionale Sonderfall der allgemein

glltigen Potenzialgleichung

o 6’V oV o

AN=s—+—+—=—— 16-106
ox2 " ay? " 072 &g ( )

(Poisson-Gleichung) .

Vakuumdiode

Der Effekt der Raumladung soll anhand des von der
Kathode in einer Vakuumdiode (Bild 16-34a) aus-
gehenden Thermoemissions-Elektronenstroms disku-
tiert werden. Die Kennlinie ia = f(uak) zeigt drei
charakteristisch verschiedene Bereiche (Bild 16-34b):

1. uak < 0: Die aus der Kathode entsprechend der Ka-
thodentemperatur T austretenden Elektronen (16-91)
mussen gegen ein Anodenpotenzial —|uak| anlaufen.
Sie finden also eine gegeniber der Austrittsar-
beit @ um euak erhéhte Energieschwelle vor, die nur
von den Elektronen mit Ex > euak Uberwunden wird.



16 Transport elektrischer Ladung: Leitungsmechanismen

B207

'I,_.___
/

J temperatur 7

Anode Ve

o+
fUs  Anlout-|Raum-  / A
o~ strom-|ladungs—/ | c.ippe
gebiet | gebiet IS;Jttlgunbg_st—
Kathode ! stromgebie
Heizung .
'ag
a Uy b Uyg

Bild 16-34. a Vakuumdiode und b deren Kennlinien fiir ver-
schiedene Kathodentemperaturen

Analog zur Richardson-Gleichung (16-91) ergibt sich
daher fiir den Anodenstrom im Anlaufstromgebiet

ia= iAoefeluAKVkTK s (16-107)
worin Tk die Kathodentemperatur ist.
2. uak > 0: Die Elektronen werden zur Anode be-
schleunigt. Der Anodenstrom ia steigt dennoch
nicht sofort auf den durch die Richardson-Gleichung
(16-91) gegebenen Wert, da bei niedrigen Spannun-
gen die durch den Anodenstrom ia = —nevA hervor-
gerufene negative Raumladung o = —ne = ia/vA
in Kathodenndhe besonders grof3 ist (v klein), und
die Elektronen geringerer kinetischer Energie von
der Raumladung zur Kathode reflektiert werden:
Raumladungsgebiet. Die Potenzialgleichung (16-105)
lautet flr diesen Fall
d2V (x) _oo(x) ia
dx2 ~ & euA
Die Integration ergibt mit (12-53)
_ 2|A m

1(dV)® 1(dv\’ .

2 (dx) 2 (dx)XO AN 2e W (16-109)
Wir nehmen nun an, dass die Elektronenemission
aus der Kathode raumladungsbegrenzt sei, d.h.,
dass durch die negative Raumladung vor der Ka-
thode die Feldstarke dort fast O sei (tatsachlich ist
sie etwas negativ). Dann ist (dV/dx)x- ~ 0 und
(16-109) kann weiter integriert werden (x = (0...d),
V =(0...uak)) mit dem Ergebnis

(16-108)

3/2
. 4 2e Uxk
In = = —_ 16-110
A= go0 m @ ( )

(Schottky-Langmuir’sche Raumladungsgleichung) ,

dem sog. U%2-Gesetz. Mit steigender Anodenspan-
nung steigt auch die Geschwindigkeit v der Elektro-
nen, sodass die Raumladung o = ne ~ 1/v abgebaut

wird und ia entsprechend der Schottky-Langmuir-
Gleichung ansteigt.

3. uak > 0: Eine Grenze flr das Ansteigen des
Anodenstromes mit uak ist durch die Richardson-
Gleichung (16-91) gegeben. Bei hinreichend groRer
Anodenspannung verschwindet die Raumladungs-
begrenzung, und alle von der Kathodenoberflache A
emittierten Elektronen werden abgesaugt. Fir das
Sattigungsstromgebiet gilt dann

is = A- ART2e ?/KTk | (16-111)

wonach der Séattigungsstrom nur von der Katho-
dentemperatur Tk abhéngt. Aus der Kennlinie
(Bild 16-34b) folgt, dass die Vakuumdiode den
elektrischen Strom praktisch nur flr positive Ano-
denspannung leitet. (Anwendung zur Gleichrichtung
von Wechselstromen.)

Triode

Im Raumladungsgebiet der Vakuumdiode bestimmt
die GroRe der Raumladung vor der Kathode den Ano-
denstrom ia. Durch Einflihrung eines negativ vorge-
spannten Steuergitters G zwischen Kathode und Ano-
de erhdlt man eine kinstliche, regelbare Raumladung
mit der Mdglichkeit, durch kleine Steuergitterspan-
nungsénderungen Augg entsprechende Anodenstrom-
&nderungen Aia zu erzeugen (Bild 16-35). Fir kon-
stante Spannung uak wird das Verhaltnis

Ai L
( A ) =S Steilheit
AUGK Uak

genannt. Ubliche Elektronenréhren haben Steilheiten
S=(1...10)mA/V.

(16-112)

Bild 16-35. a Triode in Verstarkerschaltung und b zugeho-
rige Kennlinien (schematisch)
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Bei Einschaltung eines Arbeitswiderstandes R, in
den Anodenstromkreis bewirkt Augk eine Anderung
des Spannungsabfalls an R, von Auax = RaAia
~ SRyAugk. Daraus folgt ein Spannungsverstar-
kungsfaktor

Auak

AUGK
der erheblich gréRer als 1 sein kann. Da bei negativer
Steuergitterspannung ugk praktisch kein Gitterstrom

flieRt, erfolgt die Spannungsverstarkung mit Elektro-
nenréhren nahezu leistungslos.

~ SRa, (16-113)

17 Starke und schwache
Wechselwirkung:
Atomkerne und Elementarteilchen

Die Kern- und Elementarteilchenphysik wird in
der Hauptsache durch die starke und die schwache
Wechselwirkung bestimmt, vgl. Einleitung zum Teil
B 1l Wechselwirkungen und Felder (vor 11). Die
zugehorigen Kréfte haben eine extrem kurze Reich-
weite ~1071° m und spielen daher in der sonstigen
Physik gegenuber den elektromagnetischen und Gra-
vitationskraften mit ihrer langen Reichweite keine
Rolle. Im Bereich der Atomkerne und Elementarteil-
chen sind sie jedoch die bestimmenden Kréafte: Die
starke Wechselwirkung bewirkt den Zusammenhalt
der Atomkerne, indem die anziehenden Kernkrafte
zwischen unmittelbar benachbarten Nukleonen die
abstoRenden Coulomb-Krafte uUbersteigen. Dagegen
nehmen die Leptonen (Tabelle 12-1) nicht an der
starken Wechselwirkung teil. Bei der Streuung
schneller Elektronen an Atomkernen beispielsweise
wird daher der Hauptteil des Streuquerschnittes
(vgl. 16.1.1) durch die Coulomb-Wechselwirkung
mit den positiven Ladungen der Protonen (Tabel-
le 12-1) im Atomkern verursacht. Zerfélle bzw.
Umwandlungen von Elementarteilchen schliel3-
lich werden durch die schwache Wechselwirkung
geregelt.

17.1 Atomkerne

Aus den Streuversuchen von Rutherford, Geiger und
Marsden mit a-Teilchen 16.1.1) zeigte sich, dass der

Atomkern so viel positive Elementarladungen enthélt,
wie die Ordnungszahl Z des Atoms im Periodensys-
tem der Elemente (C 1.5-C 2.1) angibt. Massenspek-
trometrische Untersuchungen (Bild 13-13) ermdgli-
chen ferner die Bestimmung der Massen der verschie-
denen Elemente. Dabei zeigt sich, dass die Protonen,
die positiv geladenen Kerne der Wasserstoffatome als
leichtestem aller Elemente, zur Erklarung der Atom-
kernmassen nicht ausreichen, sondern dass dazu elek-
trisch neutrale Teilchen, die Neutronen hinzugenom-
men werden missen (Chadwick, 1932).

Bestandteile der Atomkerne sind demnach die Nu-
kleonen

Proton (p) mit der Ladung +e und der Ruhemasse

mp = (1,672621637 + 83 - 107%) - 107%" kg
und Neutron (n) mit der Ladung 0 und der Ruhemasse
my = (1,674927211+ 84 -107°) - 102" kg .

Die Ruhemasse der Nukleonen ist damit etwa
1840-mal grofRer als die Ruhemasse des Elek-
trons, siehe 12.4. Ein beliebiger Atomkern enthdlt
A Nukleonen, davon Z Protonen und N Neutronen:

A=Z+N

(Nukleonenzahl oder Massenzahl) . (17-1)
Die Massenzahl A ist gleich der auf ganze Zahlen ge-
rundeten relativen Atommasse A;. Z heillt Protonen-
zahl oder Kernladungszahl und ist mit der Ordnungs-
zahl im Periodensystem identisch. Schreibweise zur
Kennzeichnung eines Atomkerns eines chemischen
Elementes X:
2X, z.B. 1H, jHe, 2U,...
Der Index Z (Protonenzahl) wird haufig auch wegge-
lassen, da diese durch das chemische Symbol X ein-
deutig bestimmt ist. Atomkernarten werden auch Nu-
klide genannt. Unterschiedliche Nuklide unterschei-
den sich in mindestens zwei der Zahlen A, Z, N.
Die relative Atommasse A, ist das Verhaltnis der
Atommasse m, zur sog. vereinheitlichten Atommas-
senkonstante my:

A= — 17-2
= a7-2)
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Entsprechend wird die relative Molekillmasse M (sie-
he 8.1) eines Molekils der Masse mp, definiert:

m
Mrz_m.
My

(17-3)
Die vereinheitlichte Atommassenkonstante my ist de-
finiert als 1/12 der Masse eines Kohlenstoffnuklids
der Massenzahl 12 und betragt

_ 1 12
my = 12m( C)
= (1,66053886 + 28 - 1078) - 107%" kg .

Die Masse dieses Betrages wird als sog. atomare
Masseneinheit verwendet und dann mit u bezeichnet.
Aus Streuversuchen mit a-Teilchen hinreichend ho-
her Energie (16.1.1) erhdlt man auch Aussagen tber
den Kernradius, fur den sich die empirische Bezie-
hung

Rx~rVA mit ry~12fm (17-4)

ergibt. ro entspricht dem Radius eines Nukleons. Glei-
chung (17-4) bedeutet, dass das Kernvolumen (~R%)
proportional zur Nukleonenzahl A ansteigt, die Dichte
der Kernsubstanz also etwa konstant ist fur alle Ker-
ne:

Am m

onE g = g =2 10Tk (17)
Ry I3
3 30

Die Kerndichte ist also etwa um den Faktor 10'* gro-
Rer als die Dichte von Festkdrpern!

Atome gleicher Ordnungszahl Z, aber verschiedener
Neutronenzahl N und damit auch verschiedener Mas-
senzahl A werden Isotope des chemischen Elements
mit der Ordnungszahl Z genannt. Die meisten in der
Natur vorkommenden Elemente sind Mischungen aus
mehreren Isotopen. Dadurch erklart sich, dass die re-
lativen Atommassen A, oft von der Ganzzahligkeit re-
lativ stark abweichen.

Sowohl Protonen als auch Neutronen haben wie die
Elektronen (16.1) einen Eigendrehimpuls oder Spin
der GroRe h/2. Ferner muss angenommen werden,
dass Nukleonen Bahnbewegungen im Atomkern
durchfthren, die zu einem Bahndrehimpuls fiihren.
Der resultierende Drehimpuls eines Atomkerns, der
Kernspin J, ist wie der Drehimpuls der Elektronen-
hille gequantelt, wobei die zugehdrige Quantenzahl J

den Betrag des Kernspins 7 vJ(J + 1) kennzeichnet.
Auch hier gilt eine Richtungsquantelung (vgl. 16.1).
Kerne mit geraden Zahlen von Protonen und Neu-
tronen (gg-Kerne) haben eine Spinquantenzahl
J = 0, d.h., die Spins der Nukleonen sind offenbar
paarweise antiparallel angeordnet. Mit dem Kernspin
ist schlieBlich auch ein magnetisches Dipolmoment
verknipft.

Bei der Wechselwirkung zwischen zwei Protonen
sind die Kernkréfte (starke Wechselwirkung) fur
Abstande r > 0,7 fm anziehend und Ubersteigen die
abstoRende Coulomb-Kraft um einen Faktor >102.
Bereits bei r > 2 fm sind die Kernkréafte abgeklungen.
Furr < 0,7 fm wirken die Kernkréfte abstof3end, hal-
ten also die Nukleonen in entsprechenden Absténden.
Das steht im Einklang mit der von der Nukleonen-
zahl unabhéngigen, etwa konstanten Kerndichte.
Aufgrund der Spinwechselwirkung gibt es ferner
nichtzentrale Anteile der Kernkraft. Sieht man von
solchen Kraftanteilen ab, so l&sst sich qualitativ
ein Verlauf des Kernpotenzials annehmen, wie er
in Bild 17-1 dargestellt ist (Energie-Nullpunkt bei
getrennten Nukleonen angenommen: Bei gebunde-
nen Nukleonen ist die innere Energie Uiy bzw. die
potenzielle Energie E, dann negativ, vgl. Bild 6-7).
Fur die Wechselwirkung zwischen zwei Neutronen
oder zwischen einem Neutron und einem Proton ist
dabei allein das Potenzial aufgrund der Kernkraft
wirksam, fur die Wechselwirkung zwischen zwei
Protonen wird dieses noch vom Coulomb-Potenzial
Uberlagert.

UEnt=Ep

—
1 2405 m r

Bild 17-1. Potenzielle Energie von Nukleonen (sche-
matisch,  Coulomb-Wechselwirkung  stark  (berhoht
dargestellt): a p-n- und n-n-Wechselwirkung, b p-p-
Wechselwirkung
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17.2 Massendefekt, Kernbindungsenergie

Die zur Zerlegung eines Atomkerns gegen die anzie-
henden Kernkrafte aufzubringende Arbeit stellt die
Kernbindungsenergie Eg dar, die meist je Nukleon
angegeben wird (Ep, Bild 17-2). Bei der Zusammen-
lagerung von mehreren Nukleonen zu einem Atom-
kern wird die entsprechende Energie frei. Aufgrund
der Einstein’schen Masse-Energie-Beziehung (4-42)
ist daher die Masse eines Atomkerns my stets kleiner
als die Masse aller beteiligten Nukleonen im unge-
bundenen Zustand (Zmp, + Nm,). Aus der experimen-
tell bestimmbaren Differenz

Am =7Zmp+ Nm, —my  (Massendefekt) (17-6)

lasst sich die Bindungsenergie je Nukleon berechnen:

c Amc}
T TA
Einem Massendefekt von der Grofe der atomaren
Masseneinheit 1u entspricht eine Bindungsenergie
von 931,49 MeV. Fir Atomkerne mit Nukleonenzah-
len A > 20 betragt die Bindungsenergie je Nukleon
ungeféhr 8 MeV (Bild 17-2). Bei Atomkernen mit
Nukleonenzahlen um 60 hat die Energie je Nukleon
ein flaches Minimum (maximale Bindungsenergie).
Die Abhéngigkeit der Kernbindungsenergie je Nuk-
leon von der Nukleonenzahl des Kerns l&sst sich
durch Kernmodelle deuten.
Beim Tropfchenmodell wird der Atomkern mit einem
makroskopischen  Flussigkeitstropfen  verglichen,

17-7)

der ebenfalls eine konstante Dichte unabhéangig
von seiner GrofRe aufweist, sowie schnell mit der
Entfernung abnehmende Bindungskréfte. So, wie
beim Flissigkeitstropfen die Oberflachenspannung
fur die kugelformige Gestalt sorgt, muss auch beim
Atomkern eine Oberflachenspannung angenommen
werden, die eine etwa kugelférmige Gestalt des
Kerns bewirkt. Die Bindung an der Oberflache ist
jedoch geringer als im Volumen. Die Zunahme der
Bindungsenergie je Nukleon mit der Nukleonenzahl
bei leichten Atomkernen rihrt daher vom steigenden
Verhéltnis der Zahl der Nukleonen im Volumen zu
derjenigen an der Oberflache. Bei schweren Kernen
bewirkt hingegen die Zunahme der elektrostatischen
AbstolRung der Protonen untereinander aufgrund ihrer
steigenden Anzahl eine Verringerung der Bindungs-
energie je Nukleon. Die Folge ist eine Verschiebung
des Energieminimums (Bindungsenergiemaximums)
zugunsten eines Neutroneniiberschusses. Anderer-
seits scheint, wie sich bei leichten Kernen zeigt,
ein energetischer Vorteil fur symmetrische Kerne
(Protonenzahl = Neutronenzahl) zu existieren.

Beim Schalenmodell des Atomkerns wird davon aus-
gegangen, dass der Kern &hnlich wie die Elektro-
nenhille in Schalen unterteilt ist, innerhalb derer die
Nukleonen gruppiert und diskreten Energiezustanden
zugeordnet sind. Dabei séttigen sich die Drehimpul-
se je zweier Protonen oder zweier Neutronen gegen-
seitig ab. Kerne mit gerader Protonenzahl und gera-
der Neutronenzahl (gg-Kerne) enthalten nur gepaarte
Protonen und Neutronen und sind deshalb stabiler als

-0 L

| L L | L (N

0 20 4 60 8O0 100

120 140 160 180 200 220 240

Nukleonenzahl A

Bild 17-2. Bindungsenergie je Nukleon als Funktion der Nukleonenzahl des Kerns (berechnet nach der Weizsacker-

Formel (17-9) sowie (17-11))
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gu- oder ug-Kerne. Die Bindungsenergie je Nukleon
ist bei gg-Kernen besonders hoch. Das Gegenteil ist
bei uu-Kernen der Fall, die sowohl ein ungepaartes
Proton als auch ein ungepaartes Neutron enthalten.
Dieser Effekt wirkt sich besonders bei den leichten
Atomkernen aus und erklért die dort starken Schwan-
kungen der Bindungsenergie je Nukleon (Bild 17-2).
Kerne mit abgeschlossenen Schalen enthalten 2, 8, 20,
(28), 50, 82 oder 128 Protonen oder Neutronen (ma-
gische Zahlen) und sind tberdurchschnittlich stabil.
Beispiele sind 5He, 50, 50Ca und 235Pb.

Die verschiedenen Einfllisse auf die gesamte Kern-
bindungsenergie Eg lassen sich in der Weizsacker-
Formel zusammenfassen:

2/3 ZZ
EBzavA—aoA/ —acm
A -27)? 0
o A ) a7 (17-8)

mitay = 15,75MeV,ag = 17,8 MeV, ac = 0,71 MeV,
aas = 23,7 MeV, a, = 34 MeV und

+1 fur gg-Kerne
0 flr gu- und ug-Kerne
—1 flr uu-Kerne .

5=

Der erste Term beschreibt die Zunahme der Bin-
dungsenergie mit der Anzahl der Nukleonen
(Volumenenergie). Der zweite Term berucksichtigt
die geringere Bindung der Oberflaichen-Nukleonen.
Der dritte Term beschreibt die Coulomb-Absto3ung
der Protonen ~Z2/r. Der vierte Term stellt die
bindungslockernde Asymmetrieenergie dar, die bei
N = Z = A/2 verschwindet. Bei groRen Nukleonen-
zahlen liegt jedoch wegen der Coulomb-AbstoRung
der Protonen untereinander das Energieminimum
(Bindungsenergiemaximum) bei N > Z. Der flinfte
Term berucksichtigt die Paarenergie der Nukleonen-
Spins, er hat bei gg-Kernen einen positiven, bei
uu-Kernen einen negativen Wert. Die Kernbin-
dungsenergie je Nukleon Ep ergibt sich daraus
zu

e _Es_ 1 Z?
S NV VR O
(A —22)? 5

150

10t »
Stabilititstinie 4 (4) -
%0} -

-
-

~Z
60} Z = Symmetrielinie N =7 = A/2
-

0+ ==

| | | | | | i
0 30 60 % 120 150 180 210
Massenzahl A
Bild 17-3. Stabilitatslinie N(A) nach der Weizsécker-
Formel
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Fur jede Massenzahl A zeigt die Energie des Kerns bei
einer bestimmten Protonenzahl Z ein Minimum (Ma-
ximum der Kernbindungsenergie), dessen Lage sich
aus (17-8) mit der Bedingung

=

5z =0

) (17-10)
A=const

berechnen lasst. Daraus ergibt sich eine Stabilitatsli-
nie (Linie der 3-Stabilitét, siehe 17.3.2)

/= A < A
~ 2+0,015A23 " 2

bzw.

Al A A
2+0,015A%8 ~ 2

die bei schweren Kernen zunehmend von der Linie
N =Z=A/2 der symmetrischen Atomkerne ab-
weicht (Bild 17-3). Mit (17-11) folgt aus (17-9) der in
Bild 17-2 dargestellte Verlauf der Bindungsenergie-
kurve.

Die stabilen Elemente (siehe 17.3) liegen auf bzw.
dicht an der Stabilitéatslinie.

N = (17-11)

17.3 Radioaktiver Zerfall

Atomkerne, die nicht dicht an der Stabilitatslinie
(Bild 17-3) liegen, oder die groRe Massenzahlen A
aufweisen, konnen Strahlung emittieren und dabei
in einen stabileren Zustand Ubergehen. Solche insta-
bilen Atomkerne heilen radioaktiv. Bei der zuerst
an Uransalzen entdeckten (Becquerel, 1896), dann
an Polonium, Radium, Aktinium, Thorium, Kalium,
Rubidium, Samarium, Lutetium u. a. gefundenen und
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untersuchten nattrlichen Radioaktivitat (Marie und
Pierre Curie ab 1898, u.a.) werden verschiedenartige
Strahlungen beobachtet:

1. Die a-Strahlung besteht aus zweifach positiv gela-
denen Teilchen der Massenzahl 4, also He-Kernen.

2. Die p-Strahlung besteht aus schnellen Elektronen.

3. Die y-Strahlung besteht aus energiereichen elek-
tromagnetischen Strahlungsquanten.

Die radioaktive Strahlung héngt nicht von &uferen
Bedingungen wie Temperatur, Druck, chemische Bin-
dung usw. ab.

17.3.1 Alphazerfall

Bei der Emission eines a-Teilchens (He-Kern), das
als gg-Kern mit abgeschlossenen Schalen eine beson-
ders stabile Kernstruktur darstellt, aus einem schwe-
ren Atomkern X (der sich dabei in einen anderen
Atomkern'Y umwandelt) wird eine Reaktionsenergie

Q = AE = (my —my —my)c3 = Amci > 0 (17-12)

frei, sofern die Massenzahl Ax des Ausgangskerns
hinreichend grol3 ist, wie sich aus dem Verlauf der
Bindungsenergie pro Nukleon (Bild 17-2) schlieRen
lasst. a-Strahlung wird in erster Linie fir Ax > 208
beobachtet. Die Nukleonenzahl des Ausgangskerns
reduziert sich beim a-Zerfall um 4, die Protonenzahl
um 2, sodass ein anderes chemisches Element (im Pe-
riodensystem gegenuber dem Ausgangselement zwei
Platze zuriick) entsteht:

OX — 573Y +5 He + AE

z.B.:

238y 451073, 280qy 14 e (17-13)

Der Zerfall erfolgt bei den natirlich radioaktiven
Elementen von selbst (spontan), allerdings sehr lang-
sam, anderenfalls wirden sie nicht mehr existieren.
Bei der Emission des a-Teilchens muss daher offen-
bar eine Energieschwelle Uberwunden werden, die
hoher ist, als die bei der Emission verfligbare Ener-
gie AE, die sich wiederum gemaR Energie- und Im-
pulssatz (RickstoR, siehe 3.3.2) auf den neuen Kern Y
und das a-Teilchen (E,,) verteilt. Die Energieschwel-
le wird aus dem Potenzialtopf der Kernkréfte und

U =-6

1 (7-2)267

Ciney

2
0

aN/dE

T

l
|
|
1
|
1
b 0 I 3

Bild 17-4. a-Zerfall: a Zu durchtunnelnde Energieschwel-
le des Kernpotenzials, b diskretes Energiespektrum der o-
Strahlung

der Coulomb-AbstoRung zwischen Kern Y und dem
o-Teilchen gebildet (Bild 17-4a). Das Energiespek-
trum der a-Strahlung einer Kernsorte mit diskreten
Linien (Bild 17-4b) ist ein Hinweis auf die Existenz
diskreter Quantenzustdnde im Kern mit entsprechen-
den Energieniveaus.

Die Wahrscheinlichkeit des Zerfalls wird dann durch
den quantenmechanischen Tunneleffekt (16-98) gere-
gelt (Gamow, 1938), der auch die Feldemission von
Elektronen aus Metallen bestimmt (16.7.1). Dement-
sprechend gibt es eine (zundchst empirisch gefunde-
ne) gleichsinnige Beziehung zwischen der Zerfalls-
wahrscheinlichkeit und der Energie E,, des emittier-
ten a-Teilchens:

logi=A+BlogE,,
die Geiger-Nuttall’sche Regel ,

(17-14)

mit fir alle a-Strahler ann&hernd gleichen Konstan-
ten A und B. A ist die Zerfallskonstante des Zerfalls-
gesetzes (17-20).

Anmerkung:  Ublicherweise wird die Geiger-
Nuttall’sche Regel mithilfe der hier nicht eingefihr-
ten Reichweite R der a-Teilchen in Materie (z.B. in
Luft) formuliert. Diese ist jedoch einer Potenz von E,,
proportional, sodass sich nur die Konstante B dndert.

17.3.2 Betazerfall

Nuklide, die nicht dicht an der Linie der p-Stabilitét
(Bild 17-3) liegen, kénnen durch Emission eines
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Elektrons oder eines Positrons (eines positiv gelade-
nen Elektrons) dieser Linie der minimalen Energie
nédherkommen. Dabei bleibt die Nukleonenzahl A
ungedndert, jedoch &ndern sich Neutronenzahl N und
Protonenzahl Z gegensinnig um je 1.

Der p~-Zerfall tritt bei Nukliden mit Neutroneniber-
schuss oberhalb der Stabilitatslinie (Bild 17-3) auf.
Es entsteht ein Element mit einer um 1 hoheren Ord-
nungszahl:

X =AY + Se+ AE,
z.B.:

237 2419, 284py 4 o (17-15)

Zugrunde liegt diesem Prozess die Umwandlung
eines Neutrons in ein Proton und ein Elektron. Im
Gegensatz zur a-Strahlung ist das Energiespektrum
der 3-Strahlung jedoch nicht diskret (linienhaft), son-
dern kontinuierlich zwischen 0 und einer maximalen
Energie Eg verteilt (Bild 17-5). Ferner ergibt sich aus
Nebelkammer- oder Blasenkammer-Aufnahmen des
[-Zerfalls, dass scheinbar der Impulserhaltungssatz
meist nicht erfullt ist: Der Fall entgegengesetzter
Impulse von RiickstoRkern und emittiertem Elektron
(Fall a in Bild 17-5) tritt nur selten auf. Viel haufiger
ist der Fall b, bei dem scheinbar die Impulssumme
nicht verschwindet. AuRerdem ist scheinbar auch der
Drehimpulserhaltungssatz verletzt: Beim {-Zerfall
wird der Kernspin (ganz- oder halbzahlig) nicht ge-
&ndert, dennoch nimmt das Elektron einen Spin 7/2
mit. All diese Widerspriiche lieen sich durch die
Annahme eines weiteren Elementarteilchens, des
Elektron-Neutrinos v (hier genauer des Antiteilchens
ve Wegen der Erhaltung der Leptonenzahl, siehe 17.5)
beseitigen (Pauli, 1931). Die Neutrinos besitzen keine
elektrische Ladung (ionisieren daher nicht), eine nur
sehr kleine Ruhemasse (<3-107°m,, vielleicht 0)
und einen Spin 7/2. Neutrinos zeigen wegen der
fehlenden Ladung und Ruhemasse nur eine extrem
geringe Wechselwirkung mit anderer Materie und
wurden deshalb erst 1956 direkt nachgewiesen (Rei-
nes u. Cowan). Wird beim p-Zerfall gleichzeitig mit
dem Elektron ein Neutrino emittiert, so nimmt dieses
einen vom Emissionswinkel abhéngigen Anteil der
Energie und des Impulses (Bild 17-5¢) mit und
gleicht den Spin des emittierten Elektrons aus. Damit

dN/dE

0 £ 3

Kern

o Elektron
boP S

Kern Elektron
a pM - pe
Anti-

neutring
Kern Py \\\
Py P
c Elektron 4

Bild 17-5. Kontinuierliches Energiespektrum der (3-Strah-
lung, Impulsdiagramme zum Impulserhaltungssatz beim
p-Zerfall

sind Energie-, Impuls- und Drehimpulssatz erfullt
und das kontinuierliche -Spektrum wird erklarbar.
Dem [~-Zerfall liegt daher folgende Neutronenum-
wandlung zugrunde:

nN—op+e +ve. (17-16)

Die Reaktionsgleichungen (17-15) mussen demnach
durch ein Antineutrino v, erganzt werden.

Der p*-Zerfall tritt bei Nukliden auf, die eine gerin-
gere Neutronenzahl aufweisen, als es der Linie der
[-Stabilitat (Bild 17-3) entspricht. Es entsteht ein Ele-
ment mit einer um 1 niedrigeren Ordnungszahl:

X =, 4Y +) e+ AE,

z.B.: RC-NB+e’. (17-17)

Der p*-Zerfall legt die Annahme der Umwandlung
eines Protons in ein Neutron nahe unter gleichzei-
tiger Aussendung eines positiven Elektrons (eines
Positrons) e* und eines Elektron-Neutrinos wve.
Dies kann jedoch nicht zutreffen, da die Masse des
Protons kleiner ist als die des Neutrons. Statt dessen
muss angenommen werden, dass aus uberschussiger
Kernbindungsenergie zunéchst ein Elektronenpaar
(Elektron und Positron) entsteht und das Proton sich

mit dem Elektron zu einem Neutron verbindet:
pte +et >n+e"+ve. (17-18)

Dementsprechend missen auch hier die Reakti-
onsgleichungen (17-17) erganzt werden durch ein
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Neutrino ve. Statt der Aussendung eines Positrons
kann der instabile Atomkern auch ein Hillenelektron
einfangen (meist ein K-Elektron): Elektroneneinfang
oder K-Einfang (K-Elektronen besitzen eine gewisse
Aufenthaltswahrscheinlichkeit auch im Kern). An-
schlieend tritt charakteristische Réntgenstrahlung
(siehe 20.4) durch Auffillung der Elektronenliicke in
der K-Schale auf.

Umwandlungen der Art (17-16) und (17-18), bei de-
nen Elektronen und Neutrinos als Ausgangs- oder
Endteilchen auftreten, stellen einen speziellen Fall der
schwachen Wechselwirkung dar (17.5).

v-Emission

Nach Emission von a- oder f-Teilchen verbleiben
die Atomkerne meist in einem energetisch mehr
oder weniger angeregten Zustand. Beim Ubergang
in den energiedrmeren Grundzustand wird die
Energiedifferenz in Form von elektromagnetischer
Strahlung mit groRem Durchdringungsvermodgen,
der vy-Strahlung abgegeben. Dabei &ndert sich die
Stellung des Atomkerns im Periodensystem nicht.

Das Gesetz des radioaktiven Zerfalls
Der radioaktive Zerfall ist rein statistischer Natur,
d.h., die Atomkerne wandeln sich unabhéngig
voneinander mit einer fur alle gleichartigen Kerne
gleichen Zerfallswahrscheinlichkeit um. Der inner-
halb eines Zeitintervalls dt zerfallende Bruchteil dN
der Atomkerne eines Nuklids bzw. die Aktivitat
A = —dN/dt ist deshalb proportional zur Anzahl N
der noch vorhandenen, nicht umgewandelten radio-
aktiven Kerne:

dN

dt
mit der Zerfallskonstante A.

SI-Einheit: [A] = Bq (Becquerel) = st = 1/s.

A= AN (17-19)

Friher Ubliche Einheit: Curie (Ci), die Aktivitat von

etwa 1 g Radium. 1 Ci = 37 - 10° Ba.

Durch Integration von (17-19) folgt das Zerfallsgesetz
N = Noe ™, (17-20)

wobei Ny die anfangs vorhandene Zahl der radioakti-

ven Kerne ist. Aus (17-19) oder (17-20) folgt, dass in

gleichen Zeitintervallen stets der gleiche Bruchteil der

vorhandenen Kerne zerféllt. Die Zeit in der jeweils die
Halfte zerféllt, wird Halbwertszeit T1,, genannt. Sie
folgt aus (17-20) fur N = Np/2 zu

In2  0,693...

A a7
Gelegentlich wird auch die mittlere Lebensdauer r =
1/ benutzt. Das flr die Altersbestimmung nach der
Radiokarbonmethode ausgenutzte Kohlenstoffnuklid
14C hat eine Halbwertszeit Ty, = (5730 + 40) a.
Ersetzt man die Zahl N der vorhandenen Ausgangs-
kerne durch die Masse m der Substanz, so folgt mit
der Avogadro-Konstanten Na und der Molmasse M
aus (17-19) die fur die praktische Anwendung geeig-
netere Beziehung

Ty = (17-21)

MNa

A=1—-. 17-22
v (17-22)
17.4 Kiinstliche Kernumwandlungen,
Kernenergiegewinnung

Hochangeregte Atomkerne konnen bei Neutro-

neniiberschuss unter Emission eines Neutrons, bei
Protoneniiberschuss unter Emission eines Protons
zerfallen. Der hochangeregte Zustand (gekennzeich-
net durch ein Sternchen *) kann z.B. aus einem
instabilen Kern bei vorausgegangener B-Emission
entstanden sein:

17 17 A%, 0 -
N =50 +_7e+ve

o % o+in. (17-23)
In Féllen dieser Art emittiert der hochangeregte Kern
das Neutron sehr schnell, sodass die Halbwertszeit fur
das Abklingen der Neutronenstrahlung durch diejeni-
ge des vorangegangenen 3-Zerfalls gegeben ist (ver-
z0gerte Neutronen). Die Tatsache der Emission verzo-
gerter Neutronen ertffnet eine wichtige Moglichkeit
zur Regelung eines Kernreaktors (siehe unten).

Hochangeregte Atomkerne koénnen auch durch
Einschuss von energiereichen Teilchen wie Protonen,
Neutronen, Deuteronen (Kerne des Schweren Was-
serstoffs: 1 Proton + 1 Neutron), Tritonen (Kerne des
Uberschweren Wasserstoffs: 1 Proton + 2 Neutronen),
a-Teilchen oder hochenergetische y-Quanten erzeugt
werden. Wird als Folge ein Teilchen anderer Ladung
emittiert, so ist eine kinstliche Kernumwandlung
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Bild 17-6. Ubersicht (iber mogliche kiinstliche Kernum-
wandlungen

erfolgt. Die erste kiinstliche Kernumwandlung wurde
von Rutherford beim Beschuss von Stickstoffatomen
mit a-Teilchen beobachtet (1919):

UN+ja - 0+ip. (17-24)
Eine kirzere Schreibweise setzt die Symbole fur
Einschuss- und emittiertes Teilchen in Klammern
zwischen die Symbole von Ausgangs- und Tochter-
kern:

14N (0, p) 20 .

Die bekannten Mdglichkeiten fir Umwandlungen ei-
nes Nuklids bei Beschuss mit energiereichen Teilchen
(Austauschreaktionen) zeigt Bild 17-6.

Kernspaltung

Statt der Umwandlung durch Emission einzelner
Nukleonen oder eines kleinen Aggregats von Nukleo-
nen (Deuteronen, a-Teilchen) kdnnen instabile oder
hochangeregte Kerne grofRer Massenzahl auch in zwei
Kerne mittlerer Massenzahlen zerfallen (Bild 17-7):
Kernspaltung oder Fission (Hahn u. Strallmann,
1938). Dabei wird nach der Weizsacker-Kurve
(Bild 17-2) Bindungsenergie frei.

Die Spaltung eines Atomkerns kann durch Einschuss
eines langsamen (thermischen) Neutrons ausgeldst
(induziert) werden. Im Trépfchenmodell Iasst sich
dieser Vorgang verstehen, wenn angenommen wird,
dass durch den Einschuss des Neutrons eine Kern-
deformation erfolgt, die — infolge der gegenlber

thermisches
Neutron

spaltharer Atomkern

deformierter Kern

$osd o
Spoltprodukte
O g0

schnelle
Spaltneutronen

Bild 17-7. Neutroneninduzierte Spaltung eines Atomkerns

den kurzreichweitigen anziehenden Kernkraften
dann zur Auswirkung kommenden langreichweitigen
Coulomb-Abstoung zwischen den beiden positiven
Ladungsschwerpunkten — zu einem Zerplatzen in
hauptsachlich zwei Teilkerne fihrt. Eine solche
neutroneninduzierte Kernspaltung wird z.B. durch
die folgende Reaktionsgleichung dargestellt:

U +n -8 Bat +55 Kr' +3n+ AE . (17-25)

Es sind auch eine ganze Reihe anderer Spaltungen
maoglich, wobei eine Haufung von Spaltprodukten mit
Massenzahlen um 90 bis 100 und um 145 beobachtet
wird.

Eine grobe Abschédtzung der dabei freiwerdenden
Bindungsenergie AE lasst sich aus der potenziellen
Energie der Coulomb-AbstoRung (12-43) gewinnen
unter der Annahme, dass die beiden Spaltprodukte
als néherungsweise kugelférmige Ladungen Z;e und
Z,e zu Beginn der Trennung entsprechend den beiden
Kernradien dicht aneinander liegen (Bild 17-8):

lezez

47[80d ’
Benutzt man als Abstand der Ladungsschwerpunkte
d = Rga + Rkr =~ 11,6 fm aus (17-4), so ergibt sich aus
(17-26) AE ~ 250 MeV an freiwerdender Bindungs-
energie. Dieser Betrag stimmt in der GréRenordnung

AE = Ep = Z18V(Z2€) =

(17-26)
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8a S
Bild 17-8. Zur Berechnung der Spaltenergie aus der poten-
ziellen Energie der Coulomb-Abstoliung

Uberein mit dem Wert, der sich aus der Kurve fir die
Bindungsenergie je Nukleon (Bild 17-2) abschétzen
lasst: Fir einen schweren Kern wie Uran betragt die
Bindungsenergie ca. 7,5 MeV je Nukleon, flr Kerne
mittlerer Massenzahl ca. 8,4 MeV je Nukleon. Bei ei-
nem Spaltvorgang gemaR (17-25) werden daher etwa
0,9 MeV je Nukleon frei, oder etwa 210 MeV fiir alle
Nukleonen des Urankerns. Diese Energie ist um den
Faktor 107 gr6Rer als die chemische Bindungsener-
gie zweier Atome! Sie wird zu >80% von den Spalt-
produkten einschlieRlich der Spaltneutronen als kine-
tische Energie Gibernommen.
Das Auftreten der Spaltneutronen erklért sich aus dem
relativen Neutroneniiberschuss, der bei schweren Ker-
nen hoher ist als bei mittelschweren (Bild 17-3), und
der daher bei der Spaltung abgebaut wird. Die Spalt-
neutronen ermdglichen den Vorgang der Kettenreak-
tion, da sie in einer ndchsten Generation wiederum
Spaltreaktionen hervorrufen kénnen. Die Zahl Nj,;
der Spaltreaktionen der (i + 1)-ten Generation ergibt
sich aus der Zahl N; der Spaltreaktionen der i-ten Ge-
neration entsprechend dem Multiplikationsfaktor
Ni+l
k= N;
Fur k < 1 nimmt die Zahl der Spaltreaktionen je Ge-
neration ab, und die Kettenreaktion bricht schliellich
ab. Kann dagegen fur eine gewisse Zeit k > 1 auf-
rechterhalten werden, so nimmt die Zahl der Kern-
spaltungen zeitlich exponentiell zu. Bei kurzer Gene-
rationsdauer und grofRem k (bei stark angereichertem
oder reinem 2*°U und iiberkritischer Masse, siehe un-
ten) kommt es zur Kernexplosion: Atombombe.

(i=12,..). (17-27)

Kernreaktor

Fur eine zeitlich konstante Kernspaltungsrate muss
k = 1 gehalten werden: Kontrollierte Kettenreakti-

on im Kernreaktor (Fermi, 1942). (Die préazisere Be-
nennung ,,Kernspaltungsreaktor“ ist nicht tiblich.) Fir
die Kernenergiegewinnung mittels Kernreaktoren ist
daher die Regelung des Multiplikationsfaktors k von
entscheidender Bedeutung. Sie wird dadurch erleich-
tert, dass bei der Spaltung von 23U etwa 1% der
Spaltneutronen aus dem p-Zerfall von Spaltproduk-
ten stammen mit einer Halbwertszeit von der Grolien-
ordnung einer Sekunde (verzdgerte Neutronen, siehe
oben). Wird die Vermehrungsrate der prompten Neu-
tronen bei 0,99 gehalten und der Multiplikationsfak-
tor durch die verzégerten Neutronen zu 1 erganzt, so
bleibt im Falle einer Abweichung genugend Zeit zur
Nachregelung.

Im Uranreaktor treten aufgrund mehrerer moglicher
Kernspaltungsreaktionen &hnlich (17-25) im Mittel
2,43 Spaltneutronen je 2%U-Kern mit einer kineti-
schen Energie von 1 bis 2 MeV auf. Bei geringer
GroRe des Uranvolumens gehen jedoch die meisten
Spaltneutronen durch die Oberflache verloren. Das
Verhdltnis Volumen zu Oberflache muss daher hin-
reichend groR gemacht werden, damit mindestens
ein Neutron je Spaltreaktion eine weitere Spaltung
hervorruft, das fiihrt auf den Begriff der kritischen
Masse des Spaltmaterials. Die kritische Masse hangt
stark von der Anreicherung des Isotops 2%°U ab, da
natdrliches Uran im Wesentlichen das neutronenab-
sorbierende Isotop 238U enthalt und nur zu 0,7% das
spaltbare 2%°U. Die schnellen Spaltneutronen haben
nur eine geringe Wahrscheinlichkeit, im 23U-Kern
angelagert zu werden und eine Spaltung zu bewir-
ken, sie werden vorwiegend gestreut. Eine hohe
Spaltwahrscheinlichkeit tritt erst bei thermischen
Geschwindigkeiten auf. Die Neutronen missen daher
abgebremst werden, z.B. durch elastische StoRe
mit Kernen vergleichbarer Masse (vgl. (6-42) und
Bild 6-11). Hierzu werden Moderatorsubstanzen
verwendet, das sind Substanzen mit Kernen mdg-
lichst niedriger Massenzahl, die jedoch Neutronen
nur schwach absorbieren dirfen, z. B. Deuterium (im
schweren Wasser) oder Graphit. Zur Regelung des
Multiplikationsfaktors werden hingegen Substanzen
mit hohem Neutroneneinfangquerschnitt verwendet,
z.B. Cadmiumstébe, die mehr oder weniger in den
Reaktorkern eingefahren werden (Bild 17-9).

Die Spaltprodukte geben ihre kinetische Energie
durch StoRe an die umgebenden Atome des Kern-
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Bild 17-9. Prinzipieller Aufbau eines Kernspaltungsreak-
tors

brennstoffs und des Moderatormaterials in Form von
Warme ab, die durch ein zirkulierendes KihlImittel,
z.B. Wasser oder fliissiges Natrium aus dem Kernre-
aktor abgeflihrt und z. B. zur Erzeugung elektrischer
Energie ausgenutzt wird.

Das im Uran-Kernbrennstoff enthaltene Isotop 238U
wandelt sich unter Beschuss mit schnellen Neutronen
iber zwei Zwischenstufen in Plutonium um:

238 1 239
pU+gn— GU+y

U — ENp+e” (17-28)

2INp - LPu+e .

Im Uranreaktor entsteht daher auch das ebenfalls
spaltbare Plutonium: Brutprozess. Problematisch ist
beim Kernspaltungsreaktor das Entstehen zahlreicher
radioaktiver Spaltprodukte.

Kernfusion

Wie die Bindungsenergiekurve Bild 17-2 ausweist,
wird auch beim Aufbau mittelschwerer Kerne aus
sehr leichten Kernen bis zu Massenzahlen um 20 Bin-
dungsenergie frei: Kernfusion. Energetisch besonders
ergiebig sind Kernverschmelzungen, die als Endpro-
dukt ‘Z‘He—Kerne mit ihrer groRen Bindungsenergie
(Bild 17-2) ergeben. Solche Fusionsreaktionen liefern
die Energie der Sterne und auch der Sonne. Auf der
Erde konnte eine Energiefreisetzung auf dieser Basis
bisher nur in Form der unkontrollierten Kernfusion in
der Wasserstoffbombe realisiert werden.

Der Grund daftr sind die hohen Schwellenenergien
dieser Prozesse: Die Fusion setzt voraus, dass sich

zwei Kerne gegen die Coulomb-Abstol3ung einander
soweit nahern, dass die kurzreichweitige Kernkraft
die Oberhand gewinnt. Flir zwei Protonen beispiels-
weise ist dafur nach (17-26) eine kinetische Energie
der GréRenordnung 1 MeV erforderlich. Sie sind zwar
durch Beschleuniger leicht zu erreichen, jedoch sind
so nur vereinzelt Fusionen zu erzielen, da die Re-
aktionsquerschnitte gegeniiber den Streuquerschnit-
ten sehr klein sind. Zur Energiegewinnung muss ei-
ne groRe Anzahl von Kernen eine hinreichend hohe
thermische Energie besitzen, damit trotz des kleinen
Reaktionsquerschnittes hinreichend viele Fusionspro-
zesse erfolgen. Im Sonneninnern werden Temperatu-
ren von 107 bis 108 K angenommen. Die daraus ge-
maR (8-18) zu berechnende mittlere thermische Ener-
gie betrégt 1 bis 10 keV, reicht also nicht aus, um den
MeV-Wall zu tbersteigen. Da es sich jedoch sowohl
um eine Verteilung (Bild 8-1) mit auch hdherener-
getischen Kernen handelt, als auch der Potenzialwall
(Bild 16-31 und 17-4) dann bereits aufgrund des Tun-
neleffekts (16-98) durchdrungen werden kann, setzt
die Kernfusion bereits bei diesen Temperaturen ein.
Bei der Wasserstoffbombe wird eine Uranbombe als
Zunder zur Erzeugung der erforderlichen Temperatu-
ren benutzt.

Die Sonne und ahnliche Sterne beziehen ihre Energie
vorwiegend aus dem sog. Deuterium-Zyklus (Bethe,
1939):

Ip +ip - 32D +e"+ve+ 14MeV (langsam)
+ 5,5MeV (schnell)

+ 12,9 MeV (schnell) .
(17-29)

D +1p —>3He+y
SHe + 3He — jHe + 21p

Darin bestimmt der erste Prozess als langsamster die
Brenngeschwindigkeit der Sonne. Der Bruttoprozess
dieser drei Reaktionen lautet:

41p — JHe +2e" + 2ve + 2y + 26,7 MeV . (17-30)

Etwa 7% der insgesamt freiwerdenden Energie
(=1,9 MeV) geht auf die Neutrinos tiber und wird mit
diesen nicht ausnutzbar weggefuhrt.

Bei Sternen mit etwas héheren Temperaturen lauft be-
vorzugt ein weiterer Zyklus ab, der ebenfalls zur Fusi-
onvon 4 Protonen zu einem He-Kern fuhrt, der Bethe-
Weizsacker-Zyklus oder CN-ZykKlus:



B218

B Physik

2C+lp 5BN+y +19Mev,
BN - BC+ et +ve +222MeV,
BC+lp -YN+y +754Mev, (17-31)
UN+ lp -20+y +735Mev,
PO-SEN+ et +ve +271MeV,

PN+ ip — 2C + jHe + 4,96 MeV .

Die Bruttoreaktion ist identisch mit der des
Deuterium-Zyklus (17-30). Die Menge des Koh-
lenstoffs, der quasi als Katalysator wirkt, andert sich
dabei nicht.

Bei etwa 108 K geht das sog. Wasserstoffbrennen
in das sog. Heliumbrennen (ber, z.B. nach dem
Salpeter-Prozess, dessen Bruttoreaktion

33He — 2C +y + 7,28 MeV (17-32)

in der Verschmelzung von He-Kernen zu Kohlenstoff-
Kernen besteht.

Die kontrollierte Kernfusion zur irdischen Fusions-
energiegewinnung ist bisher nicht gelungen. In Be-
tracht gezogen werden z. B. die folgenden Fusions-
reaktionen:

D +?D > 3He+In+ 32Mev,
D+D 3T +1p+ 42Mev,
D +3T - jHe + In + 17,6 MeV .

(17-33)

Die potenzielle Bedeutung der Fusionsenergie ist
durch die praktische Unerschopflichkeit des Brenn-
stoffs Deuterium (zu 0,015% im Wasser enthalten)
und durch die fehlende Radioaktivitat der Fusions-
produkte bedingt. Allerdings tritt Neutronenstrahlung
auf, die in einem Fusionsreaktor abgeschirmt werden
musste, sodass kunstliche Radioaktivitdt aufgrund
von Sekundarreaktionen nicht vollstandig vermeidbar
ist.

Fusionsreaktor-Experimente

Wegen der erwédhnten hohen Schwellenenergie
von Fusionsreaktionen sind Temperaturen von
107 bis 108 K erforderlich. Der Fusionsbrennstoff
wird dabei zum vollionisierten Plasma. Das Plas-
ma muss bei diesen Temperaturen mit moglichst
groRBer Teilchendichte n mdglichst lange zusam-
mengehalten werden (Energieeinschlusszeit 7). Das
kann nicht mit materiellen Wanden geschehen.

Statt dessen wird versucht, z.B. kleine Mengen
(Pellets) aus festem Deuterium oder Tritium durch
Beschuss mit Hochleistungslasern (Laserfusion)
oder Teilchenstrahlen schnell aufzuheizen und zu
komprimieren, um bei hoher Dichte die Teilchen
aufgrund ihrer Massentragheit eine gewisse Zeit r zu-
sammenzuhalten (Trégheitseinschluss), damit durch
Fusionsreaktionen ein Energietberschuss gegentiber
der Aufheizenergie erzielt werden kann. Eine andere
Mdglichkeit fur Fusionsreaktoren stellt der magne-
tische Einschluss von Plasmen dar, z.B. durch den
Pincheffekt (siehe 16.6.3), der in den im Pulsbetrieb
arbeitenden Tokamaks ausgenutzt wird. Hierbei
bildet ein Plasma-Ringstrom die Sekundarwindung
eines Transformators. Die Stellaratoren arbeiten
dagegen mit externen Magnetfeldern und konnen
kontinuierliche Ringplasmen erzeugen. Neben der
Temperatur ist daher der Einschlussparameter nr
wichtig. Die Fusion wird energetisch lohnend, wenn
das sog. Lawson-Kriterium (1957) erflllt ist, das
z.B. fur die Deuterium-Tritium-Reaktion eine Tem-
peratur von 108 K und einen Einschlussparameter
nt > 10* s/cm?® fordert (Bild 17-10).

Bild 17-10. Lawson-Diagramm mit bisherigen und pro-
jektierten Fusionsexperimenten. Graue Kreise: bisher er-
reichte Werte; schraffierte FI&chen: erwartete Bereiche der
laufenden Experimente. Stellarator-Anlage: Wendelstein
(Garching). Tokamak-Anlagen: ASDEX (Axial Symmetric
Divertor Experiment, Garching), Nachfolger: ASDEX Up-
grade; PLT (Princeton Large Torus); ALCATOR (MIT,
Cambridge); TFTR (Tokamak Fusion Test Reactor); JET
(Joint European Torus, Culham)
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Bisher konnte der Brennbereich fur zwei Sekunden
bei einer Fusionsleistung von 1,8 MW (JET, 1991)
und flr knapp eine Sekunde bei einer Fusionsleis-
tung von 6,4 MW (TFTR, 1993) bzw. 12 MW (JET,
1997) erreicht werden. Mit dem geplanten Internatio-
nal Thermonuclear Experimental Reactor ITER soll
zum ersten Mal ein brennendes und fir langere Zeit
energielieferndes Plasma erzeugt werden.

17.5 Elementarteilchen

Die Untersuchung des Aufbaus der stofflichen
Materie fuhrt auf die Frage nach den Elementar-
bausteinen, aus denen sich alle bekannten Teilchen,
Atomkerne, Atome und Molekile als Grundbau-
steine der chemischen Elemente und Verbindungen
zusammensetzen. Einige solcher Elementarteilchen
wurden bereits in Tabelle 12-1 aufgez&hlt. Entspre-
chend ihren Massen werden die Elementarteilchen
in drei Familien eingeteilt, in der Reihenfolge
steigender Massen: Leptonen, Mesonen und Ba-
ryonen. Baryonen und Mesonen unterliegen allen
vier bekannten Wechselwirkungen (Tabelle 11-0)
einschlieBlich der starken (Kern-)Wechselwirkung,
wahrend Leptonen der starken Wechselwirkung
nicht unterliegen, sondern nur der schwachen, der
elektromagnetischen und der Gravitationswechsel-
wirkung. Mit hochenergetischen Elektronen (als
Leptonen) oder Protonen (als Baryonen) werden
daher bei Streuversuchen an Atomkernen ganz
unterschiedliche Kerneigenschaften untersucht: im
ersten Falle z. B. die Ladungsverteilung, im zweiten
Falle zusatzlich die Verteilung der Kernkrafte. Die
der starken Wechselwirkung unterliegenden Me-
sonen (ganzzahliger Spin, meist 0) und Baryonen
(halbzahliger Spin) werden zusammen als Hadronen
bezeichnet (Bild 17-11). Die Hadronen sind nach
derzeitigen Erkenntnissen aus jeweils zwei oder drei
Quarks (s. u.) zusammengesetzt, die jedoch offenbar
nicht als isolierte, freie Teilchen existieren kdnnen.

Zu jedem Teilchen existiert ein Antiteilchen mit
entgegengesetzter elektrischer Ladung, entgegen-
gesetztem magnetischen Moment und entgegenge-
setzten Werten aller ladungsartigen Quantenzahlen
(z.B. Baryonenzahl B, Leptonenzahl L, Strange-
ness S, Charm C, Bottom B*, Isospinkomponente I3,
siehe unten). Teilchen und zugehorige Antiteilchen
(z.B. Elektron und Positron) konnen sich beim
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Bild 17-11. Teilchen und Antiteilchen mit mittleren Lebens-
dauern >107% s, angeordnet nach Ladung und Ruheenergie
bzw. Ruhemasse. (Das y-Quant ist kein Lepton)

Zusammentreffen gegenseitig vernichten, wobei
die den Ruhemassen entsprechende Energie als
v-Strahlung in Erscheinung tritt: Paarvernichtung
(Zerstrahlung, Annihilation). Aus Grlinden der
Impulserhaltung entstehen dabei gewdhnlich zwei
v-Quanten mit entgegengesetztem Impuls. Auch
der umgekehrte Prozess wird beobachtet: Aus
hinreichend energiereicher vy-Strahlung (y-Quanten
der Energie Eyzhv>2moc§) kann im Kernfeld
ein Teilchenpaar, bestehend aus Teilchen und
Antiteilchen gebildet werden: Paarbildung. Die
Uberschussenergie

AE = hy - 2mecd = Ey = 2(mcg — moc3)  (17-34)

(mit (4-38)) wird von den entstandenen Teilchen als
kinetische Energie Gibernommen (hier fiir beide Teil-
chen gleich angesetzt). Der Impulserhaltungssatz ist
nicht auf diese Weise erfillbar: Der Impuls eines
v-Quants ist nach (20.3) und mit dem Energiesatz
(17-34)

py = ? =2mcy > 2mv = p,_, (17-35)
0
d.h. immer groRer als der Impuls p.- = 2muv des

Teilchenpaars. Es muss daher stets ein drittes Teil-
chen (z.B. ein Atomkern) anwesend sein, das den
uberschissigen Impuls Gibernehmen kann. Fur die Er-
zeugung eines Elektron-Positron-Paars ist eine Ener-
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gie des y-Quants von E, >1,02 MeV, fiir die Erzeu-
gung eines Proton-Antiproton- oder eines Neutron-
Antineutron-Paars eine Energie von E, > 1,9 GeV er-
forderlich. Dass bei der Paarbildung stets Teilchen mit
entgegengesetzten Ladungen oder der Ladung 0 ent-
stehen, folgt aus dem Erhaltungssatz fir die elektri-
sche Ladung (12.4), da das erzeugende y-Quant keine
Ladung tragt.

Baryonenladung, Leptonenladung

Neben den klassischen Erhaltungssatzen (Energie,
Impuls, Drehimpuls, elektrische Ladung) gelten fir
die Elementarteilchen noch weitere Erhaltungssatze,
z.B. fur die Baryonenladung und die Leptonenla-
dung, die beide nichts mit der elektrischen Ladung
zu tun haben. Den Baryonen wird die Baryonenzahl
B = +1 (Antiteilchen: B = -1), den Mesonen und
Leptonen die Baryonenzahl B = 0 zugeordnet. Den
Leptonen wird die Leptonenzahl L = +1 (Antiteil-
chen L = —1), den Hadronen die Leptonenzahl L = 0
zugeordnet.

Bei Reaktionen zwischen Elementarteilchen
bleibt die Summe der Baryonenladungen und
die Summe der Leptonenladungen erhalten.

Beispielsweise lautet die Gleichung fiir die Erzeu-
gung eines " -Mesons (Pion)

P+p — p+n+a’. (17-36)

Die Baryonenladungsbilanz lautet hierfir 1 + 1 =
1+ 1+ 0, die Leptonenladung ist auf beiden Sei-
ten 0, da kein Lepton beteiligt ist. Fiir den $~-Zerfall
des Neutrons (17-16) lautet die Baryonenladungsbi-
lanz 1 = 1 + 0 + 0 und die Leptonenladungsbilanz
0=0+1-1,d.h., das entstehende Elektron-Neutrino
muss ein Antiteilchen sein.

Zeitlich stabile Elementarteilchen gibt es nur sehr
wenige (Tabelle 12-1): Elektron-Neutrino (es gibt
auch andere Neutrinos, z.B. die beim Zerfall des
Myons auftretenden u-Neutrinos), Elektron, Proton,
Neutron (dieses ist nur im Kernverband vollig stabil)
und die dazugehodrigen Antiteilchen. Alle anderen
zerfallen mit einer Halbwertszeit <2 - 10~° s in andere
Elementarteilchen mit geringerer Ruhemasse, wobei
sich u. U. Folgezerfalle anschlieRen. Die Erhaltung
der Baryonenzahl bedingt dann, dass das leichteste
Baryon, das Proton, stabil sein muss. Ebenso muss

das leichteste ladungstragende Lepton, das Elektron,
aufgrund der Erhaltung der elektrischen Ladung
stabil sein.

Neben den in Tabelle 12-1 und in Bild 17-11 aufge-
fuhrten Elementarteilchen wurde eine Vielzahl wei-
terer Teilchen gefunden, die meist extrem kurzlebig
sind (10722 bis 10722 s) und die z. T. als Anregungs-
zustande anderer Teilchen interpretiert werden.

Strangeness, Hyperladung
Hyperonen und K-Mesonen, die stets gemeinsam ent-
stehen, wie z. B. beim ZusammenstoR} eines Pions mit
einem Proton:

n+p— A+K°, (17-37)
haben eine im Vergleich zur theoretischen Erwartung
bzw. zu ihrer Erzeugungsdauer (10-2%s) sehr lange
mittlere Lebensdauer der GroRenordnung 1070 s, Zur
Kennzeichnung dieses seltsamen Verhaltens wurde
eine weitere Quantenzahl, die Strangeness (Seltsam-
keit) S eingeflhrt. Fir in diesem Sinne normale Teil-
chenist S = 0, wahrend flr die seltsamen Teilchen
gilt:

K, K% S =+1

KA S =-1 (17-38)

303 s =-1.

Die Summe der Quantenzahlen S bleibt bei
Prozessen der starken und der elektromagne-
tischen Wechselwirkung erhalten, nicht aber
bei der schwachen Wechselwirkung.

Im Beispiel (17-37) lautet die Bilanz fur die Strange-
ness:0+0=-1+1.

Der entsprechende Erhaltungssatz gilt wegen der Er-
haltung der Baryonenladung auch fir die zur Hyper-
ladung Y zusammengefassten Baryonenladung B und
Strangeness S

Y=B+S. (17-39)
Isospin

Bei den Hadronen (Baryonen und Mesonen) exis-
tieren verschiedene Gruppen von Teilchen, die je-
weils nahezu gleiche Masse haben, sich aber in der
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Ladung unterscheiden. Solche Teilchen (z. B. Proton
und Neutron) kdénnen als verschiedene Zustande ein
und desselben Teilchens (hier des Nukleons) aufge-
fasst werden. Unter anderem zur Unterscheidung die-
ser Zustdnde wurde der Isospin | als Quantenzahl
eingefihrt. Es handelt sich um einen Vektor mit drei
Komponenten im abstrakten Isospinraum, der wie der
Drehimpulsvektor (21 + 1) verschiedene Orientierun-
gen annehmen kann (siehe 16.1). Die dritte Kompo-
nente I3 des Isospins liefert eine Aussage Uber die
Ladung. Sie kann entsprechend den mdglichen Ori-
entierungen (21 + 1) Werte annehmen. Fir | = 1/2
ergeben sich demnach 2 Werte fir I3, und zwar +1/2
flr das Proton und —1/2 fiir das Neutron. Pionen ist
dagegen der Isospin | = 1 zuzuordnen, entsprechend
den drei Is-Werten +1 fiir das st+-Meson. 0 fiir das n°-
Meson und -1 fiir das x~-Meson. Bei Umwandlungen
von Teilchen mit starker Wechselwirkung gilt auch
fur den Isospin ein Erhaltungssatz (Al = 0), wéhrend
bei der elektromagnetischen Wechselwirkung nur 13
erhalten bleibt (Al = 0,1; Alz = 0).

Die dritte Komponente I3 des Isospins, die Hyperla-
dung Y und die Quantenzahl Q* = Q/e der elektri-
schen Ladung sind Uber die Formel von Gell-Mann
und Nishijima

Y

Q*=|3+§

miteinander verknlpft. Fir das Proton ergibt sich da-
mit Q* = +1 (Q = +e), fiir das Neutron Q* = 0.

(17-40)

Paritat

Die Paritdt P kennzeichnet den Symmetriecharakter
der Wellenfunktion des Teilchens bezuglich der
raumlichen Spiegelung: Andert die Wellenfunkti-
on bei Spiegelung ihr Vorzeichen, so ist P = -1
(ungerade Paritat); bleibt das Vorzeichen erhalten,
so ist P =+1 (gerade Paritat). Bei Prozessen der
schwachen Wechselwirkung kann sich die Paritat
&ndern. Das heift, dass eine Reaktion der schwachen
Wechselwirkung in ihrer raumlich gespiegelten Form
nicht in genau derselben Weise (z. B. mit der gleichen
Héufigkeit) ablauft und bedeutet eine grundlegende
Rechts-links-Asymmetrie.

Quarks
In die Vielfalt der heute bekannten ,,Elementar*-
teilchen brachte das Quarkmodell (Gell-Mann, 1964)

eine gewisse Ordnung. Nach diesem Modell lassen
sich alle bekannten Hadronen aus jeweils drei bzw.
zwei Quarks aufbauen. Die Quarks, die gedrittelte
elektrische Ladungen haben, scheinen nur in ge-
bundenem Zustand vorzukommen: Die Baryonen
bauen sich aus drei Quarks auf (Quarktripletts), die
Mesonen aus einem Quark und einem Antiquark
(Quarkdoubletts). Aus Streuexperimenten mit hoch-
energetischen Elektronen und mit Neutrinos lasst
sich auf drei Streuzentren in der inneren Struktur
des Protons schlieen, was als Bestéatigung fur das
Quarkmodell gelten kann. Quarks g treten in sechs
Typen oder ,,Flavours“ auf, die die Namen Up (u),
Down (d), Charm (c), Strange (s), Top (t) sowie
Bottom (b) erhalten haben und in drei Generationen
eingeteilt werden;

Q'

0

Generation: 1 2 3

Quarks: (17-41)

Dazu kommen ferner die Antiteilchen (Antiquarks) .
Die Spinquantenzahl aller Quarks und Antiquarks ist
J = 1/2. Die Baryonenzahl aller Quarks ist B = 1/3,
die der Antiquarks B = —1/3. Um alle Quarks durch
Quantenzahlen beschreiben zu kdnnen, werden au-
Rer den bereits aufgefiihrten noch die Quantenzahlen
Charm C und Bottom B* benétigt, die bei elektromag-
netischer und starker Wechselwirkung erhalten blei-
ben. Bei den Antiquarks sind sémtliche Quantenzah-
len (auBer Spin J und Isospin 1) entgegengesetzt zu
denjenigen der entsprechenden Quarks. Tabelle 17-1
gibt eine Ubersicht tiber die Quarks und die zugeho-
rigen Quantenzahlen.

Nach Gell-Mann (1971) missen die Quarks sogar mit
einer zusétzlichen Eigenschaft versehen werden, die
,»Colour* (Farbe) genannt wird und eine Art Ladung
der starken Kraft darstellt. Jedes Quark kann danach
mit drei verschiedenen Farbladungen auftreten, wo-
bei die Quarks als Bestandteile z. B. der Baryonen
nur solche Kombinationen bilden kdnnen, bei denen
sich die Farbladungen insgesamt aufheben, &hnlich
wie die additive Mischung von Rot, Griin und Blau
das farblose WeiR ergibt.

Die Notwendigkeit der Farbladung und einer ent-
sprechenden Quantenzahl ergibt sich daraus, dass
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Tabelle 17-1. Quantenzahlen von Quarks und Antiquarks

Name  Symbol Spin Baryonen- Isospin Strangeness Charm Bottom Ladung
g, q zahl
J B | I3 S © B* Q*
Up u 1/2 +1/3 1/2 +1/2 0 0 0 +2/3
u 1/2 -1/3 1/2 -1/2 0 0 0 -2/3
Down d 1/2 +1/3 1/2 -1/2 0 0 0 -1/3
d 1/2 -1/3 1/2 +1/2 0 0 0 +1/3
Charm ¢ 1/2 +1/3 0 0 0] +1 0 +2/3
© 1/2 -1/3 0 0 0 -1 0 -2/3
Strange s 1/2 +1/3 0 0 -1 0 0 -1/3
S 1/2 -1/3 0 0 +1 0 0 +1/3
Top t 1/2 +1/3 0 0 0 0 0 +2/3
t 1/2 -1/3 0 o0 0 0 0 -2/3
Bottom b 1/2 +1/3 0 0 0 0 =1 -1/3
b 1/2 -1/3 0 0 0 0 +1 +1/3

die Quarks Fermionen mit dem Spin 1/2 sind, und
sich nach dem Pauli-Prinzip (siehe 16.1.1) innerhalb
eines Systems in mindestens einer Quantenzahl
unterscheiden mussen. Bei bestimmten Quarktripletts
lieBe sich ohne die Existenz der Quantenzahl der
Farbladung diese Bedingung nicht erfillen.
Gewohnliche Materie baut sich nur aus Quarks und
Leptonen der 1. Generation auf (vgl. Bild 17-12), z. B.
die Nukleonen nur aus u- und d-Quarks:

Proton: p=2u+d,

Neutron:n=u+2d. (17-42)

Mit Tabelle 17-1 ergibt sich daraus die elektrische La-
dungszahl Q* = +1 bzw. 0, die Baryonenzahl B = 1
und der Isospin I3 = 1/2 bzw. —1/2, sowie ein halb-
zahliger Spin (bei paarweise antiparalleler Spinanord-
nung).

Die Pionen setzen sich aus je einem Quark und einem
Antiquark der 1. Generation zusammen:

a*-Meson: t* =u+d,
i -Meson: n” =u+d. (17-43)
Das ergibt die elektrische Ladungszahl Q* = +1 bzw.
-1, die Baryonenzahl B = 0 und den Isospin I3 = +1
bzw. —1, sowie einen ganzzahligen Spin (0).

Die schwereren Teilchen haben als Bestandteile auch
Quarks der 2. und 3. Generation.

Standardmodell

Eine dhnliche Systematik wie in (17-41) hat sich auch
fir die Leptonen herausgestellt, die entweder ganz-
zahlig geladen oder neutral sind. Neben dem Elek-
tron e und dem Elektron-Neutrino ve zéhlen zu den
Leptonen das Myon , das Tau-Lepton t, dazu das My-
Neutrino v, bzw. das Tau-Neutrino v. (Nachweis erst
2000) sowie die jeweiligen Antiteilchen.

Man kennt heute also zwei Klassen von wirklich ele-
mentaren Teilchen: Die Quarks, die die Bestandteile
der Hadronen sind, und die Leptonen. Nach dem sog.
Standardmodell der Elementarteilchensystematik las-
sen sich alle diese Elementarteilchen in drei Gene-
rationen oder Familien einordnen, siehe Bild 17-12
(wobei die Antiteilchen nicht mit dargestellt sind).
Die normale Materie setzt sich nur aus Teilchen der
1. Generation zusammen, z. B. bestehen die Atome
aus Elektronen e und den Nukleonen Proton p und
Neutron n, die sich wiederum aus Up-Quarks u
und Down-Quarks d zusammensetzen (Bild 17-12).
Zur gewohnlichen Materie kann auch das Elektron-
Neutrino v, gerechnet werden, das beim radioaktiven
Zerfall entsteht (siehe 17.3.2). Die kurzlebigen
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Materie :
Atom mit Kern und Elektronenhlle,
Kern mit Protonen und Neutronen

(" Proton
p
00

Neutron
n
©]0)
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Elektron -
Neutrino

Ove

J

{2.B. Nukleonen , Elektronen)

Strahlung:

Jp Le—e
normale Materie ' Materie in hdheren Energiezustanden
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i e 3
ety int dh
Leptonen | P \ ‘l ; E Leptonen
Wl | o
|
l
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H

Spin 1
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Bild 17-12. Elementarteilchensystematik nach dem Standardmodell (ohne Antiteilchen) (Nach M. Davier, Phys. Bl. 50
(1994) 687, vgl. auch Physik J. 2 (2003) Nr. 7/8, S. 57). Neben den Elementarteilchen, die die Materie aufbauen (Quarks
und Leptonen), sind die Strahlungsteilchen aufgezahlt, die bei Wechselwirkungen zwischen Elementarteilchen ausgetauscht
werden. Gegenwartig ist das Higgs-Boson H noch nicht nachgewiesen

Hyperonen stellen dagegen Materie in hoheren
Energiezustdnden dar, die als Bestandteile auch
Quarks der héheren Generationen enthalten. Quarks
und Leptonen sind Fermi-Teilchen (Fermionen), d. h.
Teilchen mit halbzahligem Spin.

In Bild 17-12 sind ferner die Strahlungsteilchen
aufgefiihrt, die als Bosonen einen ganzzahligen
Spin (1 oder 0) haben. Sie werden bei Wechselwir-
kungsprozessen zwischen den Elementarteilchen
ausgetauscht. Das bekannteste ist das Gammaquant
v oder Photon der elektromagnetischen Wechsel-
wirkung, das die Ruhemasse 0 hat. Andere sind
die ruhemassebehafteten Bosonen (Bosonen sind
Teilchen mit ganzzahligem Spin) der schwachen
Wechselwirkung (,,Weakonen*: das positiv geladene
W*-Boson, das negativ geladene W~-Boson und

das neutrale Z- (oder Z°-) Boson) und das 2012
am CERN in Genf wahrscheinlich nachgewiese-
ne schwere Higgs-Boson H. Die hypothetischen
Higgs-Bosonen kdénnen nach dem von Higgs vor-
geschlagenen Mechanismus nur unter extremen
Energiebedingungen existieren, wie sie unmittelbar
nach der vermuteten Entstehung des Universums im
»Urknall* geherrscht haben mégen, und sind dann in
der sog. Inflationsphase des Universums sehr schnell
in Quarks und Leptonen zerfallen.

In Bild 17-12 nicht aufgefihrt sind die vermuteten
Austauschteilchen der starken Wechselwirkung zwi-
schen Quarks, die Gluonen (Ruhemasse 0, Ladung 0,
Spin 1) und der Gravitationswechselwirkung, die hy-
pothetischen Gravitonen (Ruhemasse 0, Ladung O,
Spin 2).
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I1l. WELLEN UND QUANTEN

Wellen sind zeitperiodische \organge, die sich
rdumlich ausbreiten. Sie werden meist durch im
mathematischen Sinne periodische Funktionen
beschrieben. Solche Funktionen sind streng ge-
nommen unendlich ausgedehnt. Dies stort bei der
Beschreibung vieler Welleneigenschaften nicht. Rea-
le Wellenvorgéange sind jedoch zeitlich und raumlich
begrenzt. Wo es auf diese Begrenztheit ankommt, es
sich also um endliche Wellenziige handelt, spricht
man von Wellengruppen bzw. Wellenpaketen (sie-
he 18.1) oder auch von Quanten, denen, wie sich
zeigt, wiederum Teilcheneigenschaften zugeordnet
werden kdénnen (siehe z. B. 20.3).

18 Wellenausbreitung

In einem Medium, in dem die Abweichung des
physikalischen Zustandes vom Gleichgewicht an
einem betrachteten Ort iber einen Kopplungsmecha-
nismus eine entsprechende, aber zeitlich verzdgerte
Zustandsabweichung an den benachbarten Orten
hervorruft, kénnen sich Wellen ausbreiten. Eine
solche Abweichung kann z. B. die Auslenkung eines
Massenpunktes in einem elastischen Medium sein
(z.B. Seilwellen, Wasserwellen), oder der Druck
in einem Gas (Schallwellen), die elektrische oder
magnetische Feldstérke in Materie oder im Vakuum
(z.B. Radiowellen, Lichtwellen), die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit eines sich bewegenden Teilchens
im Raum (Materiewellen).

18.1 Beschreibung von Wellenbewegungen,
Wellengleichung

Der Begriff Welle ist meist mit harmonischen, d. h.
sinusformigen Wellen verknlpft; jedoch gibt es
auch anharmonische Wellen und sogar nichtperiodi-
sche ,,Stérungen®, die sich wie Wellen ausbreiten.
Zundchst werden harmonische Wellen betrachtet.

Fortschreitende Wellen

Eine (eindimensionale) harmonische Welle kann ma-
thematisch dargestellt werden als ortlich sinusférmi-

ge Verteilung (z. B. der Auslenkung & eines Seiles am
Orte x), bei der die Ortskoordinate x durch das orts-
und zeitabhéngige Argument (x ¥ vpt) ersetzt wird:
£=Esin 27“ (X F vpt) . (18-1)
Hierin bedeuten: & Amplitude (der Auslen-
kung), A Wellenldnge (ortliche Periodenlénge),
2n(x ¥ vpt)/A = D Phase, v, Phasengeschwindigkeit,
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle, genauer
der Phase @&. Gleichung (18-1) beschreibt die mit
der Zeit t zunehmende Verschiebung der ortlich
sinusférmigen Verteilung (Bild 18-1).
Die zu einer bestimmten Auslenkung (Elongation,
z.B. & = 0 oder ¢ = &) gehdrende Phase (im Bei-
spiel @ = 0 bzw. @ = 7/2) bewegt sich mit der Ge-
schwindigkeit v, = +x/t in +x- bzw. —x-Richtung.
Nach Ablauf einer Schwingungsdauer T (zeitliche
Periodendauer) hat sich die Welle um eine Wellenlén-
ge A verschoben und jeder Punkt x hat eine vollstan-
dige Schwingung durchgefiihrt. Es gilt daher

4
Up = ? .
Durch Einflihrung der Frequenz v = 1/T und der
Kreisfrequenz w = 2mtv = 27t/ T (siehe 5.1) sowie der
Kreiswellenzahl (oder Kreisrepetenz) k = 27t/ A erhélt

man aus (18-2) die Phasengeschwindigkeit

(18-2)

w
vp=vd=—.

k
Die Benennung Repetenz (Wellenzahl) bezeichnet die
Grole o = 1/, wird aber oft fir k = 2o = 2w/
verwendet. Die Darstellung (18-1) einer eindimensio-
nalen, laufenden harmonischen Welle lautet damit

(18-3)

& =¢&sin(kx F wt) . (18-4)
§
! i[l t=0 _
N\, N N
\\ // \\ I’ \\
\ L \ / Y
I K / \ X
\ / \ / \
\J |/ \/ \
N ~ -~
L —=

Bild 18-1. Eindimensionale laufende Welle
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Wellengleichung

Die harmonische laufende Welle (18-4) stellt sowohl
eine zeitliche Sinusverteilung (Schwingung) £(t) an
einem festem Ort x dar, als auch eine raumliche Si-
nusverteilung £(x) zu einer festen Zeit t. Die Wel-
le &(x,t) muss demnach zwei Differenzialgleichun-
gen vom Typ der Schwingungsgleichung (5-21) ge-
horchen:

>, T

= +wé=0 firfestesxund (18-5)
2

% +k2¢=0 fir festest . (18-6)

Eliminierung des in & linearen Gliedes fihrt mit (18-3)
zu der eindimensionalen Wellengleichung

¢ 1 0%

— - =.—==0.
Ox2 v% ot?

(18-7)
Die Wellengleichung beschreibt allgemein Wellen-
ausbreitungsvorgénge. Neben den harmonischen Wel-

len sind auch beliebige Funktionen der Form
&= T(XFopt),

also z. B. auch impulsartige Stérungen, Lésungen der
Wellengleichung, wie sich durch Einsetzen in (18-7)
verifizieren lasst. Sie breiten sich wie harmonische
Wellen aus.

Neben Wellen in linearen Medien gibt es auch
rdumlich ausgedehnte Wellen. Eine Flache in ei-
ner Welle, deren sédmtliche Punkte zum gleichen
Zeitpunkt die gleiche Phase besitzen, wird Pha-
senflache, Wellenflache oder Wellenfront genannt.
Nach der Form der Wellenflachen werden ebene
Wellen, Zylinder- oder Kreiswellen und Kugelwellen
unterschieden. Wahrend ebene Wellen bei geeig-
neter Wahl des Koordinatensystems (x-Richtung =
Wellenflachennormale) ebenfalls durch (18-1) bzw.
(18-4) beschrieben werden koénnen, gelten fir vom
Erregerzentrum bei r = 0 weglaufende Zylinder- und
Kugelwellen die Gleichungen

(18-8)

& = Lsinkr—ot)  (2ylinderwelle)  (18-9)
NG
f = Lsin(kr—wt)  (Kugelwelle) . (18-10)

T
& ist die Amplitude bei r = 1. Sie nimmt mit steigen-
dem Abstand r entsprechend der groRer werdenden

Wellenflache ab. Solche raumlich ausgedehnten Wel-
len sind Ldsungen der gegentiber (18-7) erweiterten
dreidimensionalen Wellengleichung

1 9%
AeE—-——-—==0. 18-11
¢ v Ot ( )
Hierin bedeutet
02 0 0
A YA

den Deltaoperator (siehe A 17.1). In Kugelkoordina-
ten (vgl. A 16.2) l&sst sich die dreidimensionale Wel-
lengleichung in der Form

2081 000
or? v% ot?

(18-12)

schreiben, aus der die Losung fur die Kugelwelle
(18-10) durch Vergleich mit (18-4) und (18-7) direkt
ablesbar ist.

Beispiele: Von einem punktférmigen Erregungs-
zentrum in einer Wasseroberflache ausgehende
Wasserwellen sind Kreiswellen. Von einem Laut-
sprecher ausgehende Schallwellen in Luft oder von
einer Punktlampe ausgehende Lichtwellen sind
Kugelwellen.

Energietransport

Wie sich etwa bei einer Seilwelle sofort erkennen
lasst, ist die Wellenausbreitung nicht mit der Fort-
bewegung von Elementen des die Welle tragenden
Mediums (hier des Seils) verbunden, sondern stellt
die Ausbreitung eines Bewegungszustandes dar, der
mit dem Transport von Energie verbunden ist. Bei
den mechanischen (elastischen) Wellen werden zwar
die materiellen Elemente des Mediums bewegt, sie
schwingen jedoch nur periodisch um die Ruhelage.
Ein schwingendes Volumenelement dV mit der Mas-
se dm = odV hat nach (5-27) die Energie

dE = %szé‘zdv (18-13)
und die Energiedichte
— dE — 1 252 =2
w—dv—zgwf & (18-14)

Die Energiestromdichte oder Intensitat S einer me-
chanischen Welle ergibt sich wie jede Stromdichte aus
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dem Produkt von Dichte und Stromungsgeschwindig-
keit, hier also von Energiedichte w und Ausbreitungs-
geschwindigkeit v,

1 ~ ~
S =wyp = —vpgw2§2 ~ §2 . (18-15)

2
Die Intensitét einer Kugelwelle (18-10) nimmt dem-
nach mit 1/r? ab, in Ubereinstimmung mit der Tatsa-
che, dass die Wellenflache mit r? zunimmt.
Steht der Vektor & der schwingenden GroRe (z.B.
Auslenkung & oder elektrische Feldstdrke E) senk-
recht auf der Ausbreitungsrichtung v, der Welle, so
wird diese als Transversalwelle oder Querwelle be-
zeichnet. Liegt der Vektor & der schwingenden Grolie
parallel zu v, (wie etwa die Auslenkung bei Schall-
wellen in Gasen, oder allgemein Dichte- bzw. Druck-
schwingungen), so handelt es sich um eine Longitu-
dinalwelle oder Langswelle. Ist bei Transversalwel-
len die durch & und v, definierte Schwingungsebene
fest oder dreht sie sich definiert um die Ausbreitungs-
richtung, so spricht man von einer polarisierten \Wel-
le. Andert sich die Schwingungsebene statistisch (wie
z.B. beim natiirlichen Licht), so hei3t die Welle un-
polarisiert. Bei longitudinalen Wellen gibt es keine
Polarisation.

Stehende Wellen
Durch Uberlagerung von gegeneinander laufenden
Wellen mit gleicher Frequenz und Wellenldnge

& = &sin(kx — wt) + £sin(kx + wt) (18-16)
gemé&Rl Bild 18-2 ergeben sich stehende Wellen mit
ortsfesten Schwingungsknoten (Amplitude sténdig 0)
und -bauchen mit der Amplitude 2& (Bild 18-3).
Trigonometrische Umformung von (18-16) ergibt
eine nur ortsabhéngige sinusformige Auslenkungs-
verteilung sin kx mit der zeitperiodischen Amplitude
2& cos wt (Bild 18-3):

& = 2£cos wtsinkx . (18-17)

Stehende Wellen lassen sich durch Reflexion einer
laufenden Welle an der Grenze des Mediums erzeu-
gen, in dem sich die Welle ausbreitet. Die Reflexion
kann mit einem Phasensprung verknupft sein. Dazu
werde die Reflexion eines sehr kurzen Wellenzuges,
einer Halbwelle, am Seilende betrachtet.

VANVANYA A NVANYA
VARV VARV

/\/\/394\/'\/\
\/ AR VRV

/\/\m/\/\,
T N T AN T

NIVANVAN aNIANA
(VAR VAR VN VAR VARV

aNIAN ' YaA
\VARVARV A VAR VARV,

Tf\/\/v\/\z.\/\/\
\VARVEARVAVARAVERV,

/\/\ /\/\

/\/\J\KAA
/\ SRR /\
VAAVARVA /8 VARVERY

AW\A\A\L\/\
VAR VARVAVAVA/ SRV AR/

Bild 18-2. Entstehung einer stehenden Welle durch Uberla-
gerung von zwei entgegengerichtet laufenden Wellen. Ge-
strichelt: Knotenlinien

Ist das Seilende fest eingespannt (Bild 18-4a), so er-
folgt die Reflexion mit einem Phasensprung A® =
der reflektierten Welle gegenuiber der ankommenden
Welle am Seilende, da nur so die Auslenkungen
von ankommender und reflektierter Welle sich am
Seilende zur Amplitude O Uberlagern, wie es die feste
Einspannung erfordert. Bei einem losen Seilende
(Bild 18-4b) wird dagegen die ankommende Welle
ohne Phasensprung (A® = 0) reflektiert. Dann tber-

13 . “
4 |- Schwingungsbduche
2

0

-2

-2

_¢ L. Schwingungsknoten

Bild 18-3. Stehende Welle: Auslenkungsverteilung zu ver-
schiedenen Zeitpunkten
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a festes Seilende: A@=mn

IR NN

b freies Seilende A @ =0

Bild 18-4. Reflexion einer Welle a am eingespannten
Seilende (A® = mt), b am losen Seilende (A® = 0)

lagern sich ankommende und reflektierte Welle am
Seilende zu maximaler Amplitude: Am Seilende liegt
ein Schwingungsbauch. Das geschilderte Phasen-
verhalten tritt generell bei der Reflexion von Wellen
an Grenzen zwischen Wellenausbreitungsmedien
auf, in denen die Ausbreitungsgeschwindigkeit
geringer (dichteres Medium) bzw. hoher (diinneres
Medium) als im jeweils anderen Medium ist. Der
Phasensprung betréagt

A® = 7 bei Reflexion am dichteren Medium
mit geringerer Phasengeschwindigkeit,

A® = 0 bei Reflexion am diinneren Medium
mit héherer Phasengeschwindigkeit.

Ist ein Medium beidseitig (Seil, Saite, Stab, Luft-
séule) oder allseitig (Membran, Platte, in Behélter
eingeschlossenes Gasvolumen) begrenzt, so sind
nur bestimmte, diskrete Frequenzen stationar als
(ein-, zwei- oder dreidimensionale) stehende Wellen
anregbar. Ist die Begrenzung durch eine feste Ein-
spannung bedingt, so missen an den Einspannungen
Schwingungsknoten vorliegen.

Fir ein eindimensionales System der L&nge L gilt
dann mit (18-3)

An 2L
L=n—: A, = —
2 """ n”
—nP . n=12 (18-18)
Vnh = 2L, =1,zZ,....

Die gleiche Bedingung gilt, wenn beide Enden frei
schwingen koénnen (z.B. Luftséule in einem offenen

Rohr: offene Pfeife). Dann liegen an den Enden
Schwingungsbéuche. Sind die Begrenzungen (wie
bei der gedackten Pfeife) so, dass ein Ende fest
liegt (Knoten), das andere aber frei schwingen kann
(Bauch), so gilt

AL

(2n-1)"

n=12,....

A
L=(2n—1)Z”: An

2n - 1)-2 18-19
Vn = ( n )4L > ( )
Durch die vorgegebenen Randbedingungen kénnen
also nur stehende Wellen mit bestimmten, diskreten
Frequenzen und Wellenldngen auftreten, die durch
die Quantenbedingungen (18-18) und (18-19) gegeben
sind. Die diskreten Frequenzen der stehenden Wellen
(18-18) entsprechen den Fundamentalfrequenzen der
Federkette (vgl. 5.6.2).

Wellenpakete, Gruppengeschwindigkeit

Bisher wurden Wellen einer bestimmten, diskreten
Frequenz v bzw. Kreisfrequenz w betrachtet (in der
Optik: monochromatische Wellen). Solche Wellen
kommen in der Natur nicht vor: Es handelt sich stets
um ortlich und zeitlich begrenzte Wellenzlge, sie
haben eine bestimmte L&nge und Dauer. Begrenzte
Wellenziige lassen sich nach dem Fourier-Theorem
(5-88) als Uberlagerung eines kontinuierlichen
Spektrums unendlich langer Wellen auffassen, deren
Amplitudenverteilung (&hnlich wie bei der zeitlich
begrenzten Schwingung Bild 5-23) sich um eine Mit-
tenfrequenz vy bzw. wp gruppiert. Die Frequenzbreite
2Aw der Spektralverteilung ist umso kleiner, je langer
der Wellenzug ist. In erster Néherung kann daher
meist allein mit der Mittenfrequenz als der Frequenz
des (langen) Wellenzuges gerechnet werden.

In anderen Fallen, z. B. im Zusammenhang mit der
Lokalisierbarkeit von Lichtquanten (20.3) und vor al-

Alw)
AAwp~—————— T_‘
P
| 178w <<w,
-
i
L
0 wy %)
Bild 18-5. Frequenzspektrum des Wellenpakets in

Bild 18-6
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Bild 18-6. Ausbreitung einer Wellengruppe bei normaler
Dispersion: Phasengeschwindigkeit > Gruppengeschwin-
digkeit (vq = 0,8vp)

lem von Teilchen bei deren Beschreibung durch Ma-
teriewellen in der Wellenmechanik (siehe 25), kommt
es jedoch auf die besonderen Eigenschaften von be-
grenzten Wellenziigen, sogenannten Wellengruppen
oder Wellenpaketen, an. Um diese kennenzulernen,
betrachten wir eine Wellengruppe mit einem schma-
len Frequenzspektrum (wp—Aw) < w < (wp+Aw) mit
konstanter Amplitude A/Aw (Bild 18-5). Die Fourier-
Darstellung lautet dann:

wo+Aw

f sin[k(w)x — wt]dw .

A (18-20)
w

X 1) = —

£x9 =
wo—Aw

Die Kreiswellenzahl k hangt tber (18-3) von der

Kreisfrequenz w ab. Wir entwickeln k nach Taylor

(vgl. A 11.2.1) in der Umgebung von wy:

k(w) = ko + (w — wp) (%) +.... (18-21)

wo

Bei hinreichend kleinem Intervall Aw < wy kann
nach dem 2. Glied abgebrochen werden. Das
Fourier-Integral (18-20) mit (18-21)

wo+A0
f sin [kox
wo—Aw
+ (w — wp) (%)
dw

lasst sich direkt integrieren und ergibt mit (18-21)

A
f(X, t) = E

X — a)t] do (18-22)

wo

% _ k—ko
dw wo_

die Darstellung

_ Ak (18-23)

w—wy Aw

sin(Akx — Awt)

1) =2A Akx — Awt

sin(kox — wot) . (18-24)
Das Argument (koX — wot) stellt die Phase einer
Welle dar, die sich mit der Phasengeschwindigkeit
vp = wo/Ko ausbreitet. Diese Welle ist moduliert
durch eine langsamer verdnderliche Amplituden-
funktion sin @/®, die ihr Hauptmaximum bei
@ = Akx — Awt = 0 hat und sich im Wesentlichen
zwischen den Nullstellen @ = —x und +m erstreckt.
Sie bewegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit

_ Ao _ (dw
"k k),

in +x-Richtung weiter (Bild 18-6):

Vg (18-25)

sin Ak(x — vgt)
AK(X = vgt)
(Wellenpaket) .

&(x, 1) = 2A sinko(Xx — vpt)  (18-26)

Phasen- und Gruppengeschwindigkeit kénnen ver-
schieden sein. Durch Differenzieren von (18-3) und
von k = 25t/ A folgt

dw

dk

dup _ 9% 18-27
A e B 1)

Yo = dl

=Up+
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Die Gruppengeschwindigkeit ist demnach nur dann  tigem Druck p bei der Druck&nderung Ap:
gleich der Phasengeschwindigkeit, wenn die Phasen- AV A A
geschwindigkeit nicht von der Wellenldnge A (bzw. ~ = ?p , dh, -—-9= ?p . (18-31)
der Kreiswellenzahl k) abhéngt, d. h., wenn keine Dis-
persion vorliegt (Beispiel: Lichtausbreitung im Vaku-  FlUssigkeiten: Bei Fliissigkeiten ist anstelle des Kom-
um). Anderenfalls gilt: pressionsmoduls K dessen Kehrwert, die Kompressi-

do bilitat » gebréuchlicher:

d—/{) >0 (normale Dispersion): vg <y, 1 1 (8V) AV 1 -

d H=—=——|— N — — -

% <0 (anomale Dispersion): v > vp. Ko Vidp)r V. Ap

(18-28)  Fureine Flussigkeitssaule der Lange L ergibt sich dar-

Im Gruppenmaximum der Wellengruppe sind die
Amplituden maximal, daher bilden die Gruppenma-
xima den Sitz der Energie der Welle. Ferner kann
eine Information (Signal) nur mit einem begrenzten
Wellenzug bzw. einer Wellengruppe oder einer
modulierten Welle Uibertragen werden. Damit gilt:

Die Ausbreitung der Energie einer Welle er-
folgt mit der Gruppengeschwindigkeit. Sie
ist gleich der Signalgeschwindigkeit.

18.2 Elastische Wellen, Schallwellen

Schallwellen sind elastische Wellen in deformierba-
ren Medien (Festkdrpern, Flussigkeiten, Gasen). Flr
den Menschen horbarer Schall umfasst etwa den Fre-
quenzbereich von 16 Hz bis 16 kHz.
Wellen in deformierbaren Medien werden durch
die elastischen Eigenschaften des Mediums
(vgl. D 9.21, E 5.3) bestimmt, die durch die
folgenden Beziehungen beschrieben werden:
Festkorper: Relative Langenanderung oder Deh-
nung ¢ = AL/L eines Stabes mit der Lange L, dem
Querschnitt A und dem Elastizitatsmodul E unter Ein-
wirkung einer Zugspannung o = F/A (Hooke’sches
Gesetz):
AL

L E A’
Scherung y eines quaderférmigen Volumens des Fest-
korpers mit dem Schubmodul G unter Einwirkung ei-
ner auf die Querschnittsflache A tangential wirkenden
Schub- oder Scherspannung = F/A:

1 F o

d.h., =—. 18-29
e=Z. (1829

.
== — h. =—=. -
y=g-x. dh, y=2 (18-30)

Kompression - = —AV/V eines Kdrpers des Volu-
mens V mit dem Kompressionsmodul K unter allsei-

aus bei konstantem Querschnitt A unter Einwirkung
einer Drucksteigerung Ap = —F/A eine relative L&n-
genénderung

AL AV

F 1
0 v =—0=xAp=x—=—-

F

AT K A’
(18-32a)
Der Vergleich von (18-29) mit (18-32a) zeigt, dass fur
den Fall der Flussigkeitssédule der Kompressionsmo-
dul K = 1/x dem Elastizitdtsmodul E von Festkor-
pern entspricht. Dies bendtigen wir unten fur die Be-
rechnung der Schallgeschwindigkeit in Flussigkeiten
(18-44) und in Gasen (18-45) aus (18-42).

Gase: Gleichung (18-31) gilt auch flur Gase,
wobei der Kompressionsmodul K mithilfe der allge-
meinen Gasgleichung (8-26) berechnet werden kann.
Fur die schnellen Druckanderungen bei Schallwellen
kann ein Wérmeausgleich nicht stattfinden, sodass K
unter adiabatischen Bedingungen aus (18-31) berech-
net werden muss. Mithilfe der Adiabatengleichung
(8-97) erhélt man dann

1 RT . Crp
K===yp=y— mit y=—2
P VVm Cov

- =
Vi molares Volumen; Cpp, Crny molare Wérmekapa-
zitdten bei konstantem Druck bzw. konstantem Volu-
men (vgl. 8.6.1).

(18-33)

Ausbreitung transversaler Wellen

auf gespannten Seilen und Saiten

Nach einer vorausgegangenen transversalen Auslen-
kung eines mit einer Kraft Foq bzw. der Zugspannung
o = Fo/A gespannten Seils bzw. einer Saite (Quer-
schnitt A) wirkt auf jedes Saitenelement der Lange dx
(Bild 18-7) eine rlcktreibende Kraft

Fe = Fosin(@ + da) — Fosina = Fode . (18-34)
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Aus o ~ tana = 9¢/0x folgt da ~ dx(6%¢/9x?) und
damit fiir die riicktreibende Kraft

(18-35)

Die Masse des Saitenelements dx betrdgt dm = oAdx
(o Dichte). Damit lautet die Bewegungsgleichung
furdm
¢
Fe=dm— .
¢~ Mo
Aus (18-35) und (18-36) folgt die Wellengleichung der
transversalen Saitenwelle:

62_5_2.625—0
X2 o

.
Durch Vergleich mit (18-7) ergibt sich die Phasenge-
schwindigkeit der transversalen Saitenwelle

O-
Up = —_ .
Yo

Ausbreitung longitudinaler Wellen

in elastischen Medien

Die periodische longitudinale Auslenkung von Mas-
senelementen in einem kontinuierlichen elastischen
Medium bewirkt eine periodische Dichteverteilung:
Longitudinale elastische Wellen sind Dichtewellen.
Die zur Behandlung der transversalen Saitenwelle
analoge Betrachtung eines Volumenelementes der
Masse dm und der Lange dx in einem zylindrischen
Stab (Massendichte o, Querschnitt A), das durch
eine vorausgegangene longitudinale Auslenkung &
und die dadurch bedingte ortsabhéngige Spannung
o = F/A um dé¢ gedehnt wird, liefert unter Zuhil-
fenahme des Hooke’schen Gesetzes (18-29) und der
Bewegungsgleichung fiir dm die Wellengleichung

(18-36)

(18-37)

(18-38)

X

Bild 18-7. Zur Herleitung der Wellengleichung fir transver-
sale Saitenwellen

X A
(O
dm
At — S O
vdt=d¢
cy0f=dx

Bild 18-8. Ausbreitung einer Longitudinalstdrung in einem
Stab

longitudinaler Wellen im Festkorper:

7t o 0%

@ E e O

e (18-39)

aus der sich durch Vergleich mit (18-7) die Phasenge-
schwindigkeit longitudinaler Wellen (18-42) ergibt.
Sie ist auch flr ausgedehnte Festkorper gltig.

Die Berechnung der Phasengeschwindigkeit c
longitudinaler Wellen (und damit der Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit von Schall) kann auch auf
direkterem Wege erfolgen. Dazu betrachten wir die
Ausbreitung einer Stérung (Verdichtungsstof3) in
einem zylindrischen Stab der Dichte o, die durch
einen StoRR mit der Kraft Fy wahrend der Zeit dt auf
das linke Stabende erzeugt wird (Bild 18-8).
Dadurch wird das linke Ende des Stabes mit einer Ge-
schwindigkeit v um dé¢ = vdt nach rechts verschoben.
Die Kompressionsstérung lauft mit der Phasenge-
schwindigkeit ¢; nach rechts, die Teilchen im Kom-
pressionsbereich erreichen in der Zeit dt nacheinander
die Geschwindigkeit v. Das Massenelement dm =
oAdx, das durch den Kompressionsbereich dx = ¢ dt
definiert werde, erfahrt damit eine Impulsdnderung
dpyx = vdm als Folge der einwirkenden Kraft

dpx

Fe=

Durch die Kraft F, wird ferner das Massenele-

ment dm der Lange dx um d¢ = wvdt komprimiert.

Den Zusammenhang liefert das Hooke’sche Gesetz

(18-29):

¢ v 1 Fy 1

—_= === = EQUC| .

= oAuC . (18-40)

dx ¢ E A
Daraus folgt fir die Phasengeschwindigkeit lon-

(18-41)

gitudinaler Wellen  (Schallgeschwindigkeit) in
Festkdrpern
= E. (18-42)
©
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Festkdrper kdnnen auch tangentiale Scherkrafte auf-
nehmen, wie sie bei Scherschwingungen auftreten.
Deshalb konnen in Festkdrpern auch transversale
Wellen auftreten. Die elastische Deformation bei
Scherung wird durch (18-30) beschrieben. Statt des
Elastizitdtsmoduls E tritt hier der Schubmodul G
auf. Entsprechend ergibt sich fur die Phasenge-
schwindigkeit von transversalen Scherwellen und
von Torsionswellen (die auch auf Scherung beruhen)
in Festkorpern

Ct = — .
©

Flussigkeiten und Gase kdnnen keine statischen Tan-
gentialkrafte (Scherkréfte) aufnehmen. Demzufolge
koénnen sich hier nur Longitudinalwellen tber langere
Strecken ausbreiten. Transversale Wellen kénnen nur
direkt angrenzend an transversal schwingende Er-
regerflachen auftreten und klingen mit wachsendem
Abstand davon schnell exponentiell ab.
Die Schallgeschwindigkeit in Flussigkeiten, etwa in
einer Flissigkeitssaule, deren elastische Eigenschaf-
ten durch (18-32a) beschrieben werden, l&sst sich
analog zur Berechnung der Schallgeschwindigkeit im
festen Stab bestimmen. Im Ergebnis (18-42) ist dazu
der Elastizitdtsmodul E durch den Kompressionsmo-
dul K oder die Kompressibilitat » (18-32) zu ersetzen,
um die Schallgeschwindigkeit in Fllssigkeiten zu

erhalten:
K 1
C = — = —.
o %o

Fur Gase erhalt man die Schallgeschwindigkeit unter
Berucksichtigung der elastischen Eigenschaften bei
adiabatischer Kompression. Mit (18-33) und der Mol-
masse M = oV, folgt dann aus (18-44) die Schallge-
schwindigkeit in Gasen

o= 2= R
1= '}’Q— VM-

In Gasen ist daher die Schallgeschwindigkeit stark
temperaturabhéngig. Sie ist am groRten fur die Ga-
se mit der kleinsten molaren Masse, Wasserstoff und
Helium (Tabelle 18-1).

(18-43)

(18-44)

(18-45)

Physiologische Akustik
Schall fuhrt in Gasen dazu, dass sich zu dem sta-
tischen Druck ein Schallwechseldruck addiert. Der

Tabelle 18-1. Longitudinale Schallgeschwindigkeit ¢, in
verschiedenen Stoffen

Stoff ¢ inm/s
Feste Stoffe (20 °C):
Aluminium 5110
Basalt ~ 5080
Blei 1200
Eis (-4 °C) 3200
Eisen 5180
Flintglas ~ 4000
Granit ~ 4000
Gummi ~ 54
Hartgummi ~ 1570
Holz: Buche ~ 3300
Eiche ~ 3800
Tanne ~ 4500
Kronglas ~ 5300
Kupfer 3800
Marmor ~ 3800
Messing ~ 3500
Paraffin ~ 1300
Porzellan ~ 4880
Quarzglas ~ 5400
Stahl ~ 5100
Ziegel ~ 3650
Zink 3800
Zinn 2700
Flissigkeiten (20 °C)
Aceton 1190
Benzol 1320
Ethanol 1170
Glycerin 1923
Methanol 1123
Nitrobenzol 1470
Paraffinol ~ 1420
Petroleum ~ 1320
Propanol 1220
Quecksilber 1421
Schwefelkohlenstoff 1158
Schweres Wasser 1399
Tetrachlorkohlenstoff 943
Toluol 1308
Xylol 1357
Wasser (dest.) 0°C 1403
20°C 1483
40°C 1529
60 °C 1551
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Tabelle 18-1. Fortsetzung

Stoff ¢ inm/s
80 °C 1555
100 °C 1543
Meerwasser? 1400. . .1650
Gase (0 °C, 101 325 Pa):
Acetylen 327
Ammoniak 415
Argon 308
Brom 135
Chlor 206
Helium 971
Kohlendioxid 258
Kohlenmonoxid 337
Luft, trocken —20 °C 319
0°C 332
+20 °C 344
+40 °C 355
Methan 430
Neon 433
Sauerstoff 315
Schwefeldioxid 212
Stadtgas ~ 450
Stickstoff 334
Wasserstoff 1286
Xenon 170

@ abhangig von Temperatur, Salzgehalt und Druck.

Effektivwert des Schallwechseldrucks pess (der qua-
dratische Mittelwert, siehe 15.3.1 (15-27)) liefert den
Schalldruckpegel:

Peff
L, =20-Ig(—|,
P g( po)

wobei der Bezugsschalldruck nach DIN 45630 fest-
gelegt ist als po = 2 - 10° Pa und etwa den fiir einen
Menschen gerade noch wahrnehmbaren effektiven
Schallwechseldruck angibt. Zur Kennzeichnung des
Schalldruckpegels wird die Einheit Dezibel (dB)
verwendet (0 dB ist bei 2 kHz gerade noch horbar,
ein Presslufthammer erzeugt in 1 m Entfernung
100 dB). Die Empfindlichkeit des menschlichen
Ohres ist allerdings stark frequenzabhéngig, so dass
der Schalldruckpegel keine angemessene Grofle
fur das Lautheitsempfinden ist. Als Lautstarke L
legt man daher mit der Einheit Phon (phon) den-

(18-45a)

jenigen Zahlenwert fest, den ein 1 kHz Sinus-
ton als Schalldruckpegel haben misste, um die
gleiche Lautstarkeempfindung hervorzurufen. Der
Zusammenhang zwischen Schalldruckpegel und
Lautstarke ist in DIN 45630 festgelegt. In der akus-
tischen Messtechnik wird allerdings als MaR fiir das
Lautheitsempfinden meist der bewertete Schalldruck-
pegel verwendet. Dabei wird das gesamte hdrbare
Frequenzspektrum in Terzintervalle (Frequenzver-
haltnis zwischen Ober- und Untergrenze: V/2) oder
Oktavintervalle (Frequenzverhdltnis zwischen Ober-
und Untergrenze: 2) aufgeteilt. Der im jeweiligen
Frequenzintervall i gemessene Schalldruckpegel L;
wird dann mit einem frequenzabhangigen Faktor 45 ;
bewertet. Den bewerteten Schalldruckpegel erhélt
man dann mit:

n Li‘*A;(i
Ly = 10- Ig(z 10w ] dB(X).  (18-45h)
i=1

Das X steht fur den Satz verwendeter Bewertungsfak-
toren, z. B. A, B oder C, die in der akustischen Mess-
technik durch in den Messsignalweg eingeschalte-
te standardisierte Bewertungsfilter realisiert werden.
Uberwiegend wird der Satz A nach DIN-IEC 651 ver-
wendet, der fir Lautstérken unter 90 phon den Verlauf
der Schallempfindung néherungsweise wiedergibt.

18.3 Doppler-Effekt, Kopfwellen

Bewegen sich Wellenerzeuger (Quelle Q mit der Fre-
quenz vg) und Beobachter B relativ zueinander, so
wird vom Beobachter eine andere Frequenz vg re-
gistriert, als im Fall ruhender Quelle und Beobachter
(Doppler, 1842). Je nachdem, ob sich Quelle oder Be-
obachter relativ zum Ubertragungsmedium der Wel-
le (z. B. Luft bei Schallwellen, Wasseroberflache bei
Wasserwellen) bewegen, oder ob ein solches Medi-
um nicht existiert (Lichtwellen im Vakuum), sind ver-
schiedene Félle zu unterscheiden.

Doppler-Effekt
bei mediengetragenen Wellen:
Bewegter Beobachter

Die in ruhender Luft von einer ebenfalls ruhenden
Schallquelle mit der Frequenz vo = Cs/A erzeugten
Schallwellen breiten sich in Form von Kugelwellen
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Bild 18-9. Zum Doppler-Effekt bei bewegtem Beobachter

mit der Schallgeschwindigkeit cs aus, deren Wellen-
berge einen radialen Abstand A (Wellenlédnge) haben
(Bild 18-9). Bewegt sich ein Beobachter B mit der
Geschwindigkeit vg auf die Quelle Q zu (bzw. von ihr
weg), so registriert der Beobachter eine Geschwindig-
keit ¢ = vg der auf ihn zukommenden Wellenberge
und demzufolge geméR (18-3) eine erhdhte (ernied-
rigte) Frequenz

Cs =
> UBZVQ(liE).
A CS

Doppler-Effekt bei mediengetragenen Wellen:
Bewegte Quelle

Bewegt sich bei relativ zum Ubertragungsmedium
(Luft) ruhendem Beobachter die Schallquelle auf den
Beobachter zu (bzw. weg), so verkirzen sich vor der
Quelle die Wellenlangen, wéhrend sie sich hinter der
Quelle verlangern (Bild 18-10). Ursache dafiir ist,
dass sich die von der Quelle mit der Frequenz vq er-
zeugten Wellen nach wie vor im ruhenden Medium

vg = (18-46)

o

Bild 18-10. Zum Doppler-Effekt bei bewegter Schallquelle

mit der Schallgeschwindigkeit cs ausbreiten, gegen-
liber der bewegten Quelle jedoch dann eine (je nach
Richtung) andere Geschwindigkeit haben. Auf den
Beobachter bewegen sich die Wellen mit der Phasen-
geschwindigkeit ¢s zu, der aufgrund der geénderten
Wellenlange A’ = (¢s F vq)/vq eine erhohte (ernied-
rigte) Frequenz registriert:

vg= 2 = . (18-47)

Vi 1% vQ

Bewegt sich die Schallquelle an einem Beobachter
vorbei, so schlagt die Frequenz im Moment des Pas-
sierens von einem hoheren auf einen niedrigeren Wert
um.
Der akustische Doppler-Effekt (18-46) bzw. (18-47)
zeigt also bei bewegtem Beobachter ein etwas ande-
res Ergebnis als bei bewegter Quelle. Bewegen sich
sowohl die Schallquelle als auch der Beobachter, so
gilt

_ Cs £ UB

VB = VQ C T

(18-48)

Das jeweils obere Vorzeichen von vg bzw. vg gilt fir
eine Bewegung in Richtung auf die Quelle bzw. auf
den Beobachter zu, das jeweils untere Vorzeichen fir
eine Bewegung von der Quelle bzw. vom Beobachter
weg.

Doppler-Effekt elektromagnetischer Wellen (Licht)

Aus dem Prinzip der Konstanz der Vakuumlichtge-
schwindigkeit cq in zueinander bewegten Inertialsys-
temen (siehe 2.3.2) folgt, dass fur die Lichtausbrei-
tung kein Ubertragungsmedium wie bei der Schall-
ausbreitung existiert. Dann sollte der Doppler-Effekt
allein von der Relativgeschwindigkeit v, zwischen
Lichtquelle und Beobachter abhédngen. Tatséchlich er-
gibt sich fur den relativistischen Doppler-Effekt (ohne

Ableitung)
Co £ vy
VB = V0 4 [— .
Co + vy

Der relativistische Doppler-Effekt wird als Rotver-
schiebung der Spektrallinien von sich schnell entfer-
nenden Sternen beobachtet (untere Vorzeichen), bei
umeinander rotierenden Doppelsternen auch als pe-
riodisch abwechselnde Rot- und Blauverschiebung.

(18-49)
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Fur vy < co geht der relativistische Doppler-Effekt
(18-49) in den klassischen Doppler-Effekt (18-48)
Uber. Fir diesen Fall ergibt sich die Doppler-
Verschiebung der Frequenz zu

A

LT fur u<c. (18-50)
vQ C
Anwendung: Geschwindigkeitsmessung an Licht
oder Radiowellen emittierenden Sternen oder Sa-
telliten;  Radar-Geschwindigkeitsmessung  durch

Reflexion an bewegten Kérpern.

Kopfwellen, Mach-Kegel

Nahert sich die Geschwindigkeit vq einer Schallquel-
le (z. B. ein Flugzeug) der Schallgeschwindigkeit ¢,
so Uberlagern sich alle bereits emittierten Wellen-
berge in Vorwartsrichtung direkt an der Schallquel-
le (Bild 18-11a) und erzeugen sehr hohe Druckam-
plituden und -gradienten. Nach DurchstoRBen dieser
sog. Schallmauer fliegt die Quelle mit Uberschall-
geschwindigkeit vg > cs und erzeugt ein Wellenfeld
gemal Bild 18-11b: Die nacheinander ausgeldsten
Kugelwellenberge durchdringen einander und tiberla-
gern sich zu einer kegelférmigen Kopfwelle (Schock-
welle, Mach-Kegel), in deren Spitze sich die Schall-
quelle bewegt.

Die Quelle muss dazu gar keine Schallwellen in
Ublicher Weise aussenden. Die durch die Bewegung
des Korpers in Luft erzeugte Druckstorung breitet
sich ebenfalls in der beschriebenen Weise aus und
ist dann an der Erdoberflache als Uberschallknall
zu horen. Der Offnungswinkel @ des Mach-Kegels
(Bild 18-11b) wird durch das Verhéltnis von Schall-
zu Quellengeschwindigkeit bestimmt:

sin Gs L
o= —=—.
Ma

vQ

(18-51)

Das GroRenverhaltnis Ma = vg/cs wird als Mach-
Zahl bezeichnet. Sie hangt nicht nur von der Quellen-
geschwindigkeit vg, sondern wegen (18-45) auch von
der Temperatur der Luft ab.

Kopfwellen kénnen auch bei elektromagnetischen
Wellen erzeugt werden. Schnell bewegte, elektrisch
geladene Teilchen strahlen elektromagnetische Wel-
len ab. In Substanzen mit der optischen Brechzahl
n > 1 (siehe 21.1) ist die Phasengeschwindigkeit
des Lichtes ¢, = co/n < cg. Geladene Teilchen, die

Bild 18-11. Wellenfelder einer bewegten Schallquelle, a bei
vg = Cs, b bei vg > ¢

mit Geschwindigkeiten v > ¢, in solche Substanzen

geschossen werden, erzeugen dann elektromagne-

tische Kopfwellen: Cerenkov-Strahlung. Fir den

Offnungswinkel folgt aus (18-51)
sina = & . (18-52)

no
Durch Messung von « kann die Teilchengeschwindig-
keit bestimmt werden: Cerenkov-Detektoren.

19 Elektromagnetische Wellen

Zeitveranderliche elektrische und magnetische Fel-
der sind untrennbar miteinander verkniipft, sie erzeu-
gen einander gegenseitig (Bild 14-9): Ein zeitveran-
derliches elektrisches Feld erzeugt ein magnetisches
Feld (Maxwell’sches Gesetz (14-34)), und ein zeit-
veranderliches magnetisches Feld erzeugt ein elektri-
sches Feld (Faraday-Henry-Gesetz bzw. Induktions-
gesetz (14-31)). Die Kombination beider Prinzipien
legt daher die Existenz elektromagnetischer Wellen
nahe (Maxwell, 1865): Die zeitperiodische Anderung
eines lokalen elektrischen (oder magnetischen) Feldes
erzeugt ein ebenfalls zeitperiodisches, das erzeugen-
de Feld umschlingendes magnetisches (bzw. elektri-
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£ -Feldlinien

Bild 19-1. Elektrische und magnetische Feldlinien um einen
schwingenden elektrischen Dipol

sches) Feld. Dieses wiederum induziert um sich her-
um ein weiteres zeitperiodisches elektrisches (bzw.
magnetisches) Feld und so fort (Bild 19-1). Der pe-
riodische Vorgang breitet sich daher wellenartig im
Raum aus und stellt eine elektromagnetische Wel-
le dar. Die experimentelle Bestatigung erfolgte 1888
durch H. Hertz.

19.1 Erzeugung und Ausbreitung
elektromagnetischer Wellen

Ein zeitperiodisches elektrisches Feld (Wechselfeld)
als Quelle einer sich frei ausbreitenden elektroma-
gnetischen Welle kann z. B. durch eine Dipolantenne
erzeugt werden, in die eine hochfrequente Wechsel-
spannung eingespeist wird (Bild 19-1 u. 19-2). Die
Dipolantenne stellt dann einen elektrischen Dipol mit
periodisch wechselnder Richtung und Betrag des Di-
polmoments (12-83) dar. Die erzeugte elektromagne-
tische Welle ist linear polarisiert, wobei (in der Aqua-
torebene) die elektrische Feldstarke E parallel zur Di-
polachse orientiert ist und die magnetische Feldstér-

Sende -Dipol

n

a

E.
)-C
H~

ke senkrecht zu E und zur Ausbreitungsrichtung c
(Bild 19-2a). Der Nachweis kann wiederum mit ei-
ner Dipolantenne erfolgen, an die ein Messinstru-
ment (oder im Laborexperiment eine Glihlampe) an-
geschlossen ist. Die Lampe leuchtet maximal, wenn
der Empfangsdipol parallel zum Sendedipol und da-
mit parallel zum elektrischen Feldstarkevektor ausge-
richtet ist (Nachweis der Polarisation). Ein magneti-
scher Empfangsdipol muss dagegen senkrecht dazu,
d. h. parallel zum magnetischen Feldstarkevektor, ori-
entiert werden (Bild 19-2b).

Aus diesen Beobachtungen folgt:

Bei elektromagnetischen Wellen stehen
elektrischer und magnetischer Feldstéarke-
vektor senkrecht aufeinander und auf der
Ausbreitungsrichtung: Elektromagnetische
Wellen sind Transversalwellen.

Eine Dipolantenne erzeugt elektromagnetische
Kugelwellen, bei denen in unmittelbarer Dipolndhe
(Nahfeld: | < r < ) ein Gangunterschied von /4
(Phasendifferenz t/2) zwischen elektrischem und
magnetischem Feld besteht, wie es fur die quasista-
tionére elektrische Schwingung im Dipol anschaulich
zu erwarten ist (hier macht sich die endliche Aus-
breitungsgeschwindigkeit der Welle noch nicht
bemerkbar). Im Fernfeld (r > 1) schwingen dagegen
elektrisches und magnetisches Feld gleichphasig.
In sehr groBer Entfernung r kann die Kugelwelle
néherungsweise als ebene Welle betrachtet werden
(Bild 19-3).

Wellengleichung elektromagnetischer Wellen
Einen Ausschnitt der Feldverteilung in einer elek-
tromagnetischen Welle (Bild 19-3) zeigt Bild 19-4.

elektrischer Empfangsdipol

b magnetischer Empfangsdipol

Bild 19-2. a Abstrahlung polarisierter elektromagnetischer Wellen durch einen elektrischen Sendedipol. b Nachweis durch
einen elektrischen oder magnetischen Empfangsdipol mit Glihlampe. Der elektrische Dipol muss parallel zum elektrischen
Feldstarkevektor, der magnetische Dipol parallel zum magnetischen Feldstarkevektor ausgerichtet sein
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Ausschnitt s. Bild 19.4

Bild 19-3. Linear polarisierte elektromagnetische Welle, die
sich in x-Richtung ausbreitet

Im nichtleitenden freien Raum ist die Stromdichte
j = 0. Die Anwendung des Faraday-Henry-Gesetzes
(Induktionsgesetz (14-31))

565-d5=-3f5.dA
4 at

auf einen geschlossenen Weg c; in der x,y-Ebene mit
den Abmessungen dx und dy (Flache dA = dxdy) lie-
fert mit B = uH (14-45)

(19-1)

OE, oM,
ox Mot -

(19-2)

Entsprechend liefert die Anwendung des Max-
well’schen Gesetzes (14-34)

9§H-ds=EfD-dA
dt

C2

(19-3)

auf einen geschlossenen Weg c; in der x, z-Ebene mit
den Abmessungen dx und dz (Flache dA = dx dz) und
mit D = ¢E (14-44)

oH;

OE,
& 6t .

(19-4)

oX

Partielle Differenziation von (19-2) nach x und von
(19-4) nach t und Eliminierung von 6°H,/dx ot ergibt

PE,  O°E,

e e 0

(19-5)
Entsprechend ergibt die partielle Differenziation von
(19-2) nach t und von (19-4) nach x und Eliminierung
von §2Ey /X ot

’H;,

X2

’H;,

eu 5 =0.

(19-6)

Y
E=(0£,,0)
ok, » -Feld-
H=(0,0,4,) oy
aH, = %% dx )/B 2]
dx
47dx. X

$L D =) - Fold-
Hz, = Hz*_(yv’z 7" linien

7 va

/s

4

Bild 19-4. Zur Herleitung der Wellengleichung elektromag-
netischer Wellen

Gleichung (19-5) und (19-6) stellen eindimensionale
Wellengleichungen fiir in x-Richtung sich ausbreiten-
de elektromagnetische Wellen dar. Die Verallgemei-
nerung auf den dreidimensionalen Fall (18-11) und
auf Wellen mit beliebiger Polarisationsrichtung lautet

1 0%E
~% e =0
1 0°H
-5
Hierin ist ¢ die Phasengeschwindigkeit der elektroma-

gnetischen Wellen, fiir die sich aus dem Vergleich mit
(19-5) und (19-6) ergibt:
. 1 1
VER  ErdEoflo |
Im Vakuum ist & = u = 1. Mit experimentellen
Werten von gy und wo folgt daraus fiir die Phasen-

geschwindigkeit elektromagnetischer Wellen im Vaku-
um:

=0. (19-7)

(19-8)

1
Eopo

unabhéngig von der Frequenz bzw. der Wellenlan-
ge (d.h.: keine Dispersion). Der Wert von cy,. ist
identisch mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit co, die
heute auf den Wert co =299 792 458 m/s festgelegt ist
(siehe (1.2)). Daher liegt die Annahme nahe, die von
Maxwell in seiner elektromagnetischen Lichttheorie
aufgestellt wurde:

Licht ist eine elektromagnetische Welle.
Diese Annahme wurde bestétigt durch zahlreiche Ex-
perimente (z. T. bereits von Heinrich Hertz durchge-
fuhrt), die fur elektromagnetische Wellen dieselben

=3,00-108m/s, (19-9)

Cvac =
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Eigenschaften ergeben, wie sie fur Licht aus der Op-
tik bekannt sind, inshesondere:

Reflexion an Metallflachen; stehende elektromagneti-
sche Wellen im Raum vor der reflektierenden Fléache;
Bundelung durch metallische Hohlspiegel.

Brechung an grofen Prismen (Abmessungen > 2)
aus dielektrischem Material [Pech (Heinrich Hertz),
Paraffin];  Fokussierung durch Paraffin-Linsen
(vgl. 21.1).

Lineare Polarisation und Transversalitdt der von
Dipolen abgestrahlten elektromagnetischen Wellen:
Nachweis durch ,,Polarisationsfilter* (vgl. 21.2), hier
aus Metallstab-Gittern mit Stababstdnden < A, die
fur elektromagnetische Wellen undurchléssig sind,
wenn die Gitterstdbe parallel zum Feldstarkevek-
tor E orientiert sind (Kurzschluss des elektrischen
Feldes durch leitende Stébe), und durchléssig bei
senkrechter Orientierung (Gitterstdbe ohne leitende
Verbindung miteinander).

Beugung elektromagnetischer Wellen an Doppel- und
Mehrfachspalten in Metallschirmen (siehe 23).

Die ebene elektromagnetische Welle im Fernfeld ei-
nes Dipols (Bild 19-3) lasst sich beschreiben durch

Ey = Esin (kr — wt + o),

H, = H sin (kr — wt + o) , (19-10)
wobei die Amplituden E und H eine gegenseitige Ab-
hangigkeit zeigen, die sich aus der Kopplung zwi-
schen E- und H-Feld gemal (19-2) und (19-4) ergibt.
Einsetzen von Ey und H, liefert mit (19-8) den Zu-

sammenhang
e [fA-zA.

Hierin hat Zg die Dimension eines elektrischen Wi-
derstandes und heift der Feldwellenwiderstand:

(U

(19-11)

ZF = \/E . (19-12)
E
Der Feldwellenwiderstand des Vakuums ist
Zo= JE2 =37673...0 (19-13)
&0

= upCo ~ 4m - 1077 Vs/Am -3-108m/s
=120 Q.

Wegen der Gleichphasigkeit von E und H im Fern-
feld gilt (19-11) auch fur jeden Augenblickswert der
Feldstarken

E =ZgH (Fernfeld). (19-14)
Energiestromdichte, Strahlungscharakteristik

Die Energiedichte des elektromagnetischen Wellen-
feldes w setzt sich aus der Energiedichte we des elek-
trischen Feldes (12-82) und der Energiedichte wy, des
magnetischen Feldes (14-30) zusammen:

1 1
W= we + Wy = —E2 + Esz . (19-15)

2

Wegen der Kopplung (19-12) und (19-14) zwischen
E- und H-Feld bei der elektromagnetischen Welle
sind die Energiedichten we und wp, gleich und damit

EH

w=¢eE?=pH? = ek (19-16)

Die Energiestromdichte oder Strahlungsintensi-
tat einer elektromagnetischen Welle ergibt sich
analog (18-15) aus Energiedichte w und Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit ¢ zu

S =wc=EH (19-17)
oder vektoriell geschrieben als sog. Poynting-Vektor:
S=wc=ExH

SI-Einheit: [S] = W/m? .

(19-18)

Der Poynting-Vektor gibt Betrag und Richtung der
elektromagnetischen Feldenergie an, die 1 m? Flache
in 1 s senkrecht durchstromt. Betrachtet man eine ge-
schlossene Oberflache A, die einen Raumbereich V
umschliel3t, so I&sst sich der Energieerhaltungssatz in
elektromagnetischen Feldern in folgender Weise for-
mulieren:

—%fdezftpdV+9§S-dA. (19-19)
Y Y A

¢ ist die rdumliche Dichte der Joule’schen Leistung.

Satz von Poynting:
Die zeitliche Abnahme der Gesamtenergie
eines elektromagnetischen Feldes ist gleich
der pro Zeiteinheit im Volumen erzeugten
Joule’schen Wérme und der durch die Ober-
flache abgestrahlten Strahlungsleistung.
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Anmerkung: Der Poynting-Vektor ist fiir sich genom-
men nicht eindeutig hinsichtlich der Energiestro-
mung, da z.B. auch gekreuzte statische E-und
H-Felder einen Beitrag zu S liefern, aber natirlich
keine Energiestromung bedeuten. Erst die Betrach-
tung des geschlossenen Oberflachenintegrals in
(19-19) liefert bei statischen Feldern als eindeutige
Aussage die Gesamtausstrahlung 0, da die ge-
schlossenen Magnetfeldlinien gleich grolie Beitrage
entgegengesetzten Vorzeichens zu § S- dA ergeben.

Die Hertz’sche Theorie ergibt fiir die Strahlungsinten-
sitat eines kurzen Dipols (I < A, Hertz’scher Oszilla-
tor) mit dem maximalen Dipolmoment p die Dipol-
charakteristik

p2w*  sin?9
327528008 r2

(19-20)

9 ist der Winkel zur Dipolachse. Maximale Intensi-
tat wird demnach in der Aquatorebene abgestrahlt, in
Richtung der Dipolachse ist hingegen die Intensitét
null (Bild 19-5).
Die Gesamtausstrahlung @ des Hertz’schen Dipols
(Strahlungsleistung) erh&lt man aus (19-20) durch
Integration Uber eine den Dipol einschlieRende
geschlossene Oberflache zu
A2, .4
o=LY (19-21)
123‘58008

Mit der effektiven Ladung q(t) an den Enden des Di-
pols der Lange | betragt das Dipolmoment des pe-
riodisch erregten Dipols nach (12-83) p = q(t)l =
p sin wt und daraus der im Dipol flieRende Strom

._d_q_l dp  wp

i = 0t _T~E_Tc05a)t, (19-22)
bzw. der Effektivwert des Stromes (15-28)
wp
= —. 19-23
N (19-23)

Dem Antennenstromkreis geht Energie in Form der
abgestrahlten elektromagnetischen Wellen verloren.
Die Strahlungsleistung @ der Antenne (19-21) ist
gleich der durch die Abstrahlung bedingten elek-
trischen Verlustleistung P der Antenne, die durch
die eingespeiste effektive Stromstarke | wie bei
den Wechselstromkreisen (siehe 15.3) ausgedriickt

Bild 19-5. Schnitt durch die Strahlungsintensitatscharakte-
ristik eines Hertz’schen Dipols (rotationssymmetrisch um
die Dipolachse)

werden kann:

@ =P =Rgl?. (19-24)

Rrg wird Strahlungswiderstand der Antenne genannt
und hat die Dimension eines Ohm’schen Widerstan-
des.
Einsetzen von (19-9), (19-13), (19-21) und (19-23)
in (19-24) ergibt fiir den Strahlungswiderstand eines
Hertz’schen Dipols

27 12

75 =

Fa(3)

2 fmo(1)_
_3 So/l_

2
z789(%)§2 fir l<a.

er

(19-25)

Der Strahlungswiderstand einer auf leitender Erde
stehenden (halben) Dipolantenne ist doppelt so groR,
da nur das halbe Wellenfeld (Erdoberflache wirkt als
Spiegelebene) und damit die halbe Energie ausge-
strahlt wird.

Bei technischen Wechselstromfrequenzen ist 1 > |
und demzufolge Ryq gegeniiber dem Ohm’schen Lei-
tungswiderstand R zu vernachl&ssigen. Die Abstrah-
lung steigt jedoch mit steigender Frequenz v (sinken-
der Wellenl&nge 2) stark an (19-21). Der Strahlungs-
widerstand erreicht ein Maximum bei | = 1/2 (Stan-
dardform der Antenne) und betragt R,y ~ 70 Q flr
den 2A/2-Dipol ((19-25) ist dann nicht mehr giiltig).

Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

durch beschleunigte Ladungen

Das Dipolmoment des schwingenden Hertz’schen Di-
pols p(t) = p sin wt wurde bei konstanter Dipollange |
durch eine zeitperiodische Ladung q(t) gebildet, die
vom eingespeisten, hochfrequenten Wechselstrom er-
zeugt wurde. Derselbe Sachverhalt kann auch darge-
stellt werden durch eine schwingende konstante La-
dung g mit zeitperiodisch verénderlicher Dipollange
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I = isinwt:

p(t) = gl(t) = gl sin wt . (19-26)

Zweifache zeitliche Ableitung ergibt einen Zusam-
menhang zwischen dem Dipolmoment p und der Be-
schleunigung a = I der Ladung, fiir die Maximalwerte
geschrieben:

ﬁ2w4
Wird dies in (19-20) und (19-21) eingefiihrt unter
Verwendung des quadratischen Mittelwertes der Be-
schleunigung a2 = &2/2, so erhalten wir fur die Strah-
lungscharakteristik einer beschleunigten Ladung g

= ga?% . (19-27)

ka2 sin?®
16m2g0cs 1

, (19-28)

wobei ¢ der Winkel zwischen dem Poynting-Vektor S
und der Beschleunigung a ist. Fur die Gesamtaus-
strahlung einer beschleunigten Ladung q folgt ent-
sprechend die Larmor’sche Formel

232

a

D = a 3
65‘[8000

(19-29)

Gleichungen (19-28) und (19-29) gelten nicht nur fur
den betrachteten Fall der schwingenden Ladung, son-
dern generell fur eine mit a beschleunigte Ladung:

Eine beschleunigte Ladung strahlt elektro-
magnetische Energie ab.

Die Strahlungscharakteristik entspricht (im nichtrela-
tivistischen Fall) derjenigen eines Dipols (19-28) mit
der Achse in Beschleunigungsrichtung. Die beschleu-
nigte Ladung strahlt also vorwiegend senkrecht zur
Beschleunigungsrichtung.

Leitungsgefiihrte elektromagnetische Wellen

Bei Frequenzen v = 100 MHz (UKW- und Fernseh-
frequenzen) wird die Wellenldnge elektromagneti-
scher Wellen 4 < 3m. Fir Leitungsldngen dieser
GroRenordnung kann daher die endliche Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen
nicht mehr vernachléssigt werden. Es werde eine
Doppelleitung (Lecher-System) betrachtet, die keine
Ohm’schen Leitungsverluste habe (ideale Doppellei-
tung). Dann wird das elektromagnetische Verhalten

| |
pAS ] L
EL u : = ('dx “ —
H U rdxs2
@i ———-——
Bild 19-6. Doppelleitung (Lecher-System) mit Ersatzschalt-
bild fur die L&nge dx

durch die l&ngenbezogene Induktivitit, den Induk-
tivitdtsbelag L’ der Doppelleitung und durch die
langenbezogene Kapazitdt, den Kapazitatsbelag C’
zwischen den Leitern bestimmt (Bild 19-6). Hinsicht-
lich der verlustbehafteten Doppelleitung siehe G 9.
Betragt der Abstand der beiden Leiter d und der
Drahtradius r, so erhdlt man fir Induktivitits- und
Kapazitatsbelag néherungsweise (ohne Ableitung)

d
r=£mnl, =22 (19-30)
Tor d
In F

Fur einen differenziell kleinen Leitungsabschnitt der
Lange dx ist eine quasistatische Betrachtung moglich,
und die Kirchhoff’schen Satze (15-14) und (15-18)
sind auf die Momentanwerte von Strémen und
Spannung anwendbar. Die in einem Ersatzschaltbild
(Bild 19-6) zu beriicksichtigenden Induktivitaten
und Kapazitdten betragen dL = L’ dx, dC = C’ dx.
Die Anwendung der Kirchhoff’schen Satze auf das
Ersatzschaltbild liefert

ou i oi ,0U

x a0 xtCw T
Durch partielle Differenziation nach x bzw. t und
Eliminierung des jeweiligen gemischten Differenzial-
quotienten ergibt sich die Wellengleichung flr Lei-
tungswellen

0.  (19-31)

i Lo

ox? o

d2u u

— —-L'C'— =0. 19-32
X2 ot? ( )

Fur die Phasengeschwindigkeit ¢, der Leitungswel-
len erhalt man durch Vergleich mit (19-7) sowie nach
Einsetzen von (19-30)

1 1
CL= =——=¢, (19-33)
- VL'Cr eu
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Bild 19-7. Stehende und laufende Wellen auf der Doppel-
leitung (Lecher-System)

die sich damit als identisch erweist mit der Phasenge-
schwindigkeit freier elektromagnetischer Wellen.
Elektromagnetische Wellen breiten sich daher auf
Leitungen dhnlich aus wie elastische Wellen auf
Seilen, Dréhten oder Staben. Insbesondere werden
sie an den Enden der Leitung reflektiert und bilden
stehende Wellen (vgl. 18.1). Bei offenem Ende
der Doppelleitung wird die Spannungswelle ohne
Phasensprung reflektiert, d.h., am Leitungsende
liegt ein Spannungsbauch und ein Stromknoten,
da hier stdndig i = 0 sein muss (Bild 19-7a). Bei
kurzgeschlossenem Ende der Doppelleitung wird
die Spannungswelle mit einem Phasensprung von
reflektiert, da durch den Kurzschluss ein Spannungs-
knoten erzwungen wird. Die Stromwelle zeigt einen
Strombauch (Bild 19-7b). In beiden Fallen besteht
zwischen Spannungshduchen und Stromb&uchen
eine Phasendifferenz von wt/2 (Wegdifferenz 1/4).
Dies lasst sich durch einen elektrischen (fir Span-
nungsbduche) oder magnetischen Nachweisdipol (fur
Strombéuche) zeigen.

Spannung und Strom einer in +x-Richtung laufenden
Welle auf der idealen Doppelleitung sind darstellbar
durch

u=asin(kx — wt+¢y) ,

i = isin(kx — wt + i) , (19-34)

wobei die Kopplung zwischen u und i durch (19-31)
@y = i erzwingt. Mit (19-33) folgt der Wellenwider-
stand der Doppelleitung
Ll

Z = o=
Wird diese Bedingung, die auch fiir unsymmetrische
Doppelleitungen (z.B. Koaxialkabel) gilt, auch
am Leitungsende eingehalten durch Abschluss mit
einem Ohm’schen Widerstand R von der Grolie des
Wellenwiderstandes (Bild 19-7c), so wird die Welle
vollstdndig vom Abschlusswiderstand absorbiert und
nicht reflektiert (wichtig u. a. bei Antennenleitungen).
Mit (19-30) folgt fur die symmetrische Doppelleitung
n&herungsweise

ZL=£|n(9)\/E’
T r &
d

im Vakuum Z o =~ 1201In (?)Q .

-]

= % . (19-35)

(19-36)

19.2 Elektromagnetisches Spektrum

Nach (19-29) werden elektromagnetische Wellen
bei allen Vorgéngen erzeugt, bei denen elektrische
Ladungen beschleunigt (oder abgebremst) werden.
Der elektrische Feldstérkevektor schwingt dabei wie
bei der Dipolcharakteristik in der durch die Ausbrei-
tungsrichtung k und den Beschleunigungsvektor a
definierten Ebene senkrecht zum Wellenvektor k.
Beispiele fur die Erzeugung kurzwelliger elektro-
magnetischer Strahlung durch beschleunigte oder
abgebremste elektrische Ladungen sind:

Warmestrahlung

Die Warmebewegung in Materie bedeutet, dass
die Bestandteile der Atome, die Elektronen und
lonen, mit einer Vielzahl von Frequenzen schwin-
gen (vgl. 5.6.2 Mehrere gekoppelte Oszillatoren),
d.h. periodisch beschleunigt werden, und damit
elektromagnetische Wellen ausstrahlen, die wir als
Waérmestrahlung (Ultrarot- oder Infrarotstrahlung)
registrieren. Bei hohen Temperaturen treten hohere
Frequenzen auf, die Materie ,,gluht*, d. h., das Spek-
trum der erzeugten elektromagnetischen Strahlung
reicht bis in das Gebiet der sichtbaren Lichtstrah-
lung, bei sehr hohen Temperaturen (Lichtbogen,
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Bild 19-8. Rontgenrdhre

Sonnenoberflache) dariiber hinaus in den Bereich der
Ultraviolettstrahlung. Da die Beschleunigungsrich-
tungen bei der Wéarmebewegung statistisch verteilt
sind, ist die Warmestrahlung unpolarisiert (siehe
auch 20.2).

Réntgenbremsstrahlung

Schnelle geladene Teilchen, etwa Elektronen, die in
einem elektrischen Feld auf eine Energie von z.B.
10 keV beschleunigt wurden, haben nach (12-53)
eine Geschwindigkeit von v ~ 60000 km/s. Treffen
sie dann auf einen Festkdrper, wie die Anode einer
Rontgenrohre (Bild 19-8), so werden sie innerhalb
einer Strecke von 10 bis 100 nm auf die Driftge-
schwindigkeit von Leitungselektronen ((12-61), ca.
1 mmy/s) abgebremst. Der weit Uberwiegende Teil
der Teilchenenergie wird dabei in Wérmeenergie des
Festkorpers umgewandelt. Ein kleiner Teil der Ener-
gie geht jedoch in eine elektromagnetische Strahlung
Uber: Rontgenbremsstrahlung (Rontgen, 1895). Diese
Strahlung, deren Wellencharakter erst spéter durch
Interferenzexperimente an Kristallen nachgewie-
sen wurde (v. Laue, 1912), ist sehr durchdringend
(Anwendung: Rontgendurchleuchtung).

Da es sich bei der Teilchenabbremsung nicht um
periodische, sondern um pulsartige Vorgénge handelt,
ist das Frequenzspektrum der Réntgenbremsstrah-

a Yo Ya Y b Ag An A

Bild 19-9. a Frequenz- und b Wellenldngenspektrum der
Rontgenbremsstrahlung

lung nicht diskret, sondern zeigt nach dem Fourier-
Theorem (siehe 5.5.2) eine breite, kontinuierliche
Verteilung (Bild 19-9).

Die Spektren zeigen eine von der Beschleunigungs-
spannung U abhdangige obere Grenzfrequenz v, bzw.
eine untere Grenzwellenldnge A (Bild 19-9). Die
Erklarung hierfur ergibt sich aus der schon u.a. bei
der Fotoleitung (16.4) und bei der Fotoemission
(16.7.1) verwendeten Lichtquantenhypothese (20.3).
Hiernach tritt auch die Rontgenbremsstrahlung in
Form von Lichtquanten oder Photonen der Energie
E = hv (16-93) auf, hier auch Réntgenquanten ge-
nannt, die durch Einzelprozesse bei der Abbremsung
eines Elektrons entstehen. Die héchste Quantenener-
gie, die auf diese Weise entstehen kann, ergibt sich
bei vollstdndiger Umwandlung der Elektronenenergie
eU in ein einziges Réntgenquant:

eU = hy, . (19-37)

Der im Grunde zu bertcksichtigende Energiege-
winn der Austrittsarbeit von einigen €V durch die
in das Anodenmetall eindringenden Elektronen
(Tabelle 16-6) kann gegenlber der Beschleunigungs-
energie der Elektronen vernachléssigt werden. Fur
die Grenzfrequenz des Rontgenspektrums folgt aus
(19-37)

Ve = %U .
Mit v = ¢/ folgt weiter das Duane-Hunt’sche Gesetz

(19-38)

hc
Ui = e const . (19-39)
Dem kontinuierlichen Spektrum der ROntgen-
bremsstrahlung Uberlagert tritt eine linienhafte

Rontgenstrahlung auf, die aufgrund von Ubergangen
zwischen diskreten Energieniveaus der Anodenatome

a Synchrotron -
Strahlungscharakteristik

f
7N

s c
Elektronenbahn

Bild 19-10. Synchrotronstrahlung bei Kreisbeschleunigern
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Bild 19-11. Spektrum der elektromagnetischen Strahlung

emittiert wird und spezifisch fiir jede Ordnungszahl Z
ist: charakteristische Réntgenstrahlung (siehe 20.4).

Synchrotronstrahlung

Geladene Teilchen, die sich auf gekriimmten Bahnen
bewegen (z. B. infolge von einwirkenden Magnetfel-
dern B), unterliegen einer Normalbeschleunigung a.
Dies ist u.a. bei Hochenergie-Kreisheschleunigern
(z.B. Synchrotrons) der Fall und fiihrt dort ebenfalls
zur Emission von elektromagnetischer Strahlung:
Synchrotronstrahlung (Bild 19-10).

Die Synchrotronstrahlung ist eine Dipolstrahlung,
bei der allerdings die Strahlungscharakteristik des
Dipols (Bild 19-5) durch relativistische Effekte
zu einer schmalen, intensiven Strahlungskeule in
Vorwértsrichtung deformiert ist. In Richtung der
Beschleunigung a wird wie beim Dipol keine
Strahlung emittiert. Die Synchrotronstrahlung ist
wie die Dipolstrahlung polarisiert (Richtung der
Feldvektoren Es und Hs, vgl. Bild 19-10) und hat
ein kontinuierliches Frequenzspektrum, das je nach
Beschleunigungsenergie im Ultravioletten und im
weichen oder harten Rontgengebiet liegen kann.

Eine Ubersicht iber das gesamte Spektrum der
elektromagnetischen Strahlung mit Hinweisen auf
weitere Erzeugungsmechanismen zeigt Bild 19-11.
Das sichtbare Licht nimmt darin nur einen sehr
schmalen Frequenzbereich ein.

20 Wechselwirkung
elektromagnetischer Strahlung
mit Materie

20.1 Ausbreitung elektromagnetischer
Wellen in Materie, Dispersion

Fur die Phasengeschwindigkeit elektromagnetischer
Wellen in Materie folgt aus (19-8) und (19-9)

Co
C= <Cp.

VErkr
Da sowohl die Permittivitatszahl &, als auch die Per-
meabilitatszahl y; bis auf ganz spezielle Félle stets
>1 sind, ist die Phasengeschwindigkeit elektromag-
netischer Wellen in Materie kleiner als die Vakuum-

(20-1)
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lichtgeschwindigkeit. So erweist sich z.B. bei glei-
cher Frequenz v die Wellenl&nge A stehender Wellen
auf einem Lecher-System (Bild 19-7), das in Wasser
getaucht ist, um einen Faktor 9 kleiner als in Luft oder
Vakuum, d.h., Cr,0 = Co/9.

Das Verhéltnis cg/c, > 1 wird als Brechzahl n des
Ausbreitungsmediums bezeichnet, wobei ¢, die Pha-
sengeschwindigkeit im Medium der Brechzahl n sei.
Aus (20-1) folgt dann die Maxwell’sche Relation

-o (20-2)

= Verlr .
Fur nichtferromagnetische Stoffe ist uy ~ 1, sodass
sich (20-2) vereinfacht zu

n=~ e .

Die Maxwell’sche Relation wurde experimentell an
vielen Stoffen, z.B. an Gasen, bestatigt. Auch fur
Wasser mit der aufgrund des permanenten Dipolmo-
ments seiner Molekile (Bild 12-32) hohen Permit-
tivitadtszahl &, = 81 (Tabelle 12-2) ergibt sich n =
V81 = 9 fir elektromagnetische Wellen nicht zu ho-
her Frequenz (siehe oben). Bei Frequenzen des sicht-
baren Lichtes allerdings ist die Brechzahl des Wassers
n = 1,33 (vgl. Tabelle 21-1). Hier liegt offenbar ei-
ne Abhéngigkeit von der Frequenz bzw. Wellenlédnge
vor: n = n(A), die Dispersion genannt wird.

Die Dispersion von Materie fiir elektromagnetische
Wellen l&sst sich als Resonanzerscheinung deuten.
Die positiven und negativen Ladungen g im Atom
kénnen bei kleinen Auslenkungen als quasielastisch
gebunden angesehen werden. Eine &ulere elektrische
Feldstérke E in x-Richtung induziert ein elektrisches
Dipolmoment p = gx = «E: Verschiebungspolari-
sation (a Polarisierbarkeit, siehe 12.9). Eine elektro-
magnetische Welle regt die Ladungen g zu periodi-
schen Schwingungen an und erzeugt damit periodisch
schwingende Dipole. Wird die Dampfung (z. B. durch
Abstrahlung sekundérer elektromagnetischer Wellen,
vgl. 19.1, oder durch Absorption) zunéchst vernach-
lassigt, so folgt aus der fur erzwungene Schwingun-
gen berechneten Amplitudenresonanzkurve der Aus-
lenkung x (5-61) bis auf einen Phasenfaktor flir die
Polarisierbarkeit

(20-3)

(20-4)

wy ist die Resonanzfrequenz der Ladungen q.
Fur Materie geringer Dichte, z.B. fiir Gase, gilt
nach (12-109) mit der Ladungstrégerdichte ng
n n 2
n2:3r21+_qa:1+_q.q—

= e (20-5)

Im Allgemeinen gibt es mehrere Sorten j unterschied-
lich stark gebundener Ladungen mit entsprechenden
Resonanzfrequenzen wj im Atom (Elektronen in ver-
schiedenen Schalen, bei lonenkristallen missen auch
die positiven lonen beriicksichtigt werden). Mit ng =
>, njund der Einfuhrung von Oszillatorenstéarken f; =
nj/N (N Atomzahldichte, anstelle von n zur Vermei-
dung von Konfusion mit der Brechzahl) erhalten wir
die Dispersionsformel
2
=14+ Z _ .
&0 5 mj(of - o?)

Gleichung (20-6) wurde ohne Bericksichtigung
von D&mpfung (Absorption) hergeleitet, gilt daher
nur auBBerhalb der Resonanzbereiche (gestrichelt in
Bild 20-1). Fir dichtere Materie als Gas ist n deutlich
groRer als 1. Hier ist entsprechend den Clausius-
Mosotti-Formeln (12-110) (n? — 1) zu ersetzen durch
3(n? — 1)/(n? + 2). Fiir die Elektronenresonanzen ist
g = e. Bei durchsichtigen Stoffen kommt man meist
mit der Annahme von zwei Resonanzstellen aus,
von denen eine im Ultravioletten liegt (Elektronen),
die andere im Ultraroten (lonen). Fur sehr hohe
Frequenzen jenseits der hochsten Eigenfrequenz w
wird nach (20-6) jedenfalls n < 1. Das fuhrt dazu,
dass Rontgenstrahlen bei sehr streifendem Einfall
totalreflektiert werden (vgl. 21.1).
Die Quantenmechanik liefert eine entsprechende Dis-
persionsformel, bei der lediglich wj durch die Uber-
gangsfrequenz wji = (Ej — E;j)/A fir den Ubergang
vom Grundzustand der Energie Ej zum angeregten
Zustand Ej und f; durch fj; zu ersetzen ist.
Die Dampfung lasst sich am einfachsten durch Ver-
wendung der komplexen Schreibweise in der Theorie
der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in ab-
sorbierenden bzw. leitenden Medien beschreiben, die
hier nicht im Einzelnen dargestellt wird. Dabei wird
die Brechzahl komplex angesetzt (j imagindre Ein-
heit, j> = -1):

(20-6)

fi=n( +jx) . (20-7)
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Als Folge muss, wennn = +/g; weitergelten soll, auch
die Permittivitatszahl komplex angesetzt werden:

& =% =n?(1 +jk)? = n?(1 - x?) +j 2n% . (20-7a)

Weiterhin erh&lt man mit E(r,t) = E(r)exp(—jowt)
aus der Differenzialgleichung fur die durch die ein-
fallende Welle erzwungene, gedampfte Polarisations-
schwingung (nicht dargestellt) anstelle von (20-6)

N « fid5 1
=2 o~ N ] .
fi _er_1+802—mj —(wz_wz)__26 .
j i Jéow
(20-8)

¢ ist der Abklingkoeffizient (vgl. 5.3). Trennung von
Real- und Imaginarteil und Vergleich mit (20-7a) lie-
fert schlieflich den Brechzahlverlauf und den durch
die Dd&mpfung bewirkten Absorptionsverlauf

Re& =n%(1-«%) (20-9)
N fiq? w? — w?
= 1 + — Z L . J 5 s
€0 5 mj (a)i - a)z) + 4520
Im&, = 2n%«
N « fid 26
LI h @ . (20-9)

. 2
&0 4 M; (a)?—wz) + 4620?

Die Grolke x bestimmt den Amplitudenabfall beim
Eindringen der elektromagnetischen Welle in das
dampfende Medium. Bild 20-1 zeigt, dass zwischen

Il
h;/OhneAbsorption |
/

Brechzahl // mit

normale UISD.' j  normale Dispersion f normale Disp.

|
| . .
!| anomale Dispersion

Absorption

I i
| |
| |
| |
| |
1 1
w, w, w

Bild 20-1. Brechzahl- und Absorptionsverlauf in einem dis-
pergierenden Medium mit zwei Resonanzfrequenzen

den Resonanzstellen der Brechzahlverlauf durch die
absorptionsfreie Dispersionsformel (20-6) recht gut
wiedergegeben wird. Hier ist dn/dw > 0, d.h., es
liegt normale Dispersion vor (vgl. auch (18-28)). Im
Absorptionsgebiet ist dagegen dn/dw < 0: anomale
Dispersion (Bild 20-1). Die Absorptionskurve n?«(w)
entspricht im Wesentlichen der Funktion fr die Leis-
tungsaufnahme des gedampften Oszillators (5-73)
und Bild 5-16.

Die Ursache fur die Beobachtung, dass in Materie
Cnh < Cp ist, ist demnach die Anregung von Schwin-
gungen der die Atome bildenden Ladungstréger durch
die einfallende elektromagnetische Welle. Dadurch
werden sekundére Streuwellen gleicher Frequenz er-
zeugt, die sich den priméren Wellen lberlagern, aber
gemé&R den Eigenschaften der erzwungenen Schwin-
gungen phasenverzdgert sind (Bild 5-15). Da dies bei
der weiteren Ausbreitung standig und stetig erfolgt,
resultiert eine Verringerung der Phasengeschwindig-
keit gegenuiber der Ausbreitung im Vakuum.

Fur frei bewegliche Elektronen, etwa im Plasma eines
ionisierten Gases (siehe 16.6.3), fehlt die Rickstell-
kraft. Demzufolge ist hier wy = 0 zu setzen. Berlick-
sichtigen wir nur diese Elektronen, so wird aus (20-6)
die Dispersionsrelation im Plasma:

2
N2 =1 Ne

wﬁ 20-10
goMew? w2’ (20-10)
worin w, die Plasmafrequenz nach (16-84) ist. Auch
hier ist n < 1 mit der Mdglichkeit der Totalreflexion
(z.B. von Radiowellen an der lonosphére), vgl. die
Bemerkung tber Totalreflexion von streifend einfal-
lender Réntgenstrahlung im Anschluss an (20-6).

Spektralanalyse,

Emissions- und Absorptionsspektren

Atome unterschiedlicher Ordnungszahl Z haben
wegen der unterschiedlichen Kernladungszahl ver-
schiedene Eigenfrequenzen, die charakteristisch
sind fir die betreffende Atomsorte. Durch StoR-
oder thermische Anregung kodnnen die Atome zu
Resonanzschwingungen angeregt werden. Sie senden
dann elektromagnetische Wellen der Resonanzfre-
quenz als Dipolstrahlung aus. Wird diese Strahlung
durch einen Spektralapparat mit einem Dispersi-
onselement (Prisma, siehe 21.1; Beugungsgitter,
siehe 23.2) raumlich zerlegt (Spektrum), so erscheint
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die Resonanzstrahlung als diskrete Emissionsli-
nie im Spektrum. Das ergibt die Mdglichkeit der
Spektralanalyse, d.h. der chemischen Analyse von
nach Anregung lichtemittierenden Substanzen durch
Messung der Wellenlangen A; der charakteristischen
Linien im Emissionsspektrum, siehe auch 20.4.
Dieselben Resonanzstellen absorbieren umgekehrt
aus einem angebotenen kontinuierlichen Fre-
quenzgemisch das Licht mit den Frequenzen der
Resonanzstellen. Das Spektrum des verbleibenden
Frequenzgemisches weist dann dunkle Linien auf:
Absorptionsspektrum (siehe auch Bild 20-11). Fraun-
hofer hat 1814 solche Absorptionslinien zuerst im
Sonnenspektrum gefunden: Analysemdglichkeit von
Sternatmosphéren.

Die Behandlung von Atomen als Resonanzsysteme
mit einer oder mehreren diskreten Resonanzfrequen-
zen ist geeignet fur Materie geringer Dichte, z. B. flr
Gase. Bei hoher Materiedichte, z. B. in Festkorpern,
sind die Resonanzsysteme der Atome stark gekoppelt
mit der Folge der Aufspaltung der Atomfrequenzen
entsprechend der Zahl der gekoppelten Atome (Gro-
Renordnung 10% /mol; vgl. 5.6.2 und 16.1.2). Das
diskrete Linienspektrum geht dann in ein kontinu-
ierliches Spektrum uber, das seine charakteristischen
Eigenschaften weitgehend verliert: Glihende Korper
hoher Temperatur emittieren weilles Licht, des-
sen Spektrum kontinuierlich verteilt ist (vgl. dazu
aber 20.4, charakteristische Ré&ntgenlinien), und
dessen vom menschlichen Auge sichtbarer Bereich
sich von Violett (1 = 380 nm, v ~ 790 THz) bis Rot
(A = 780nm, v ~ 385THz) erstreckt. Bei diesen
Grenzwerten geht die Empfindlichkeit des menschli-
chen Auges gegen null, wahrend sie ein Maximum im
Gringelben bei vmax = 540 THz und Anax ~ 555 nm
aufweist und damit dem Strahlungsmaximum der
Sonne optimal angepasst ist, vgl. 20.2, Bild 20-5a.

20.2 Emission und Absorption
des schwarzen Korpers,
Planck’sches Strahlungsgesetz

In jedem Korper der Temperatur T > 0 schwingen
die Atome des Korpers bzw. deren elektrisch gela-
dene Bestandteile (Elektronen, lonen) mit statistisch
verteilten Amplituden, Phasen und Richtungen (sie-
he 19-8). Nach 19.1 hat dies die Abstrahlung elek-
tromagnetischer Wellen zur Folge: Temperaturstrah-

Strahler

Empfinger
dA1 dAZ

Bild 20-2. Zum Grundgesetz der Strahlungsuibertragung

lung. Bei héheren Temperaturen als ungefédhr To =~
273 K wird sie als Warmestrahlung empfunden. Bei
sehr hohen Temperaturen T > Ty tritt dabei auch
Lichtstrahlung auf: der Koérper gliht.
Zur Beschreibung des Strahlungsaustausches eines
Korpers der Temperatur T (,,Strahler”) mit seiner
Umgebung (,,Empfanger”) werden folgende GrdRen
eingefihrt (StrahlergroRen werden mit dem Index 1,
EmpfangergréRen mit dem Index 2 gekennzeichnet,
Bild 20-2):
Strahlungsleistung @: Quotient der emittierten Strah-
lungsenergie dQ durch die Zeitspanne dt
dQ
i
SI-Einheit: [@] = W .

(20-11)

Strahlstarke |: Auf das Raumwinkelelement d©,
(Raumwinkel, unter dem eine Empfangerflache dA;
von dA; aus erscheint) entfallende Strahlungsleis-
tung do

(20-12)
SlI-Einheit: [I]1 = W/sr .

Die Strahlstérke einer Strahlungsquelle ist i. Allg. von
der Abstrahlungsrichtung bzw. deren Winkel &; zur
Flachennormalenrichtung dA; (Bild 20-2) abhéangig.
Besonders fur den Fall der Giltigkeit des Lam-
bert’schen Cosinusgesetzes (diffuse Emission bzw.
Reflexion) ist es zweckméRig, eine neue GrofRe L
einzufiihren durch

dl = LcoserdA; . (20-13)
L wird Strahldichte genannt:
1 dl
T coss; dA; (20-14)

SI-Einheit: [L] = W/(m? - s1) .
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Im Falle der diffusen Emission bzw. Reflexion ist L
konstant, unabh&ngig von der Abstrahlungsrichtung
(Beispiel: Emission der Sonnenoberflache). In allen
anderen Féllen gilt L = L(&y).

Spezifische Ausstrahlung M: Auf ein Flachen-
element dA; des Strahlers bezogene abgestrahlte
Strahlungsleistung d&

M = (20-15)

dA;

SI-Einheit: [M] = W/m?.
Bei einem Lambert’schen Strahler ergibt sich fiir die
spezifische Ausstrahlung in den Halbraum mit (20-12)

bis (20-15) und Wahl des Polarkoordinatensystems
mit dA; als ¢-Achse (g1 = )

M = Lfcowl de,
Q;
2 m/2

Lffsinﬂ cosydddp =mnL.  (20-16)
00

Aus (20-12) und (20-13) sowie mit d€Q, = cose;
dA,/R? folgt ferner das Grundgesetz der Strahlungs-
Ubertragung im Vakuum

COS &1 COS &
—p—dAwdA,

das auch flr den Fall L = L(&;) gilt.
Bestrahlungsstérke E: Auf ein Flachenelement dA;
des Empféangers auftreffender Strahlungsfluss d:

d?® =L (20-17)

E_ do

= Cos ez g A
Die langjahrig gemittelte extraterrestrische Son-
nenbestrahlungsstarke der Erde heifst Solarkon-
stante Eg. In DIN 5031-8 (03.82) ist der Wert
Eeo = 1,37 kW/m? angegeben.
Bezieht man die Strahlungsgréfien auf einen Wellen-
langenbereich dA oder ein Frequenzintervall dv, so er-
halt man die entsprechenden spektralen Groen und
kennzeichnet sie durch einen Index A oder v. Bezogen
auf da erhélt man die spezifische spektrale Ausstrah-
lung

(20-18)

dm
da’
SI-Einheit: [M,] = W/m? ,

M, = (20-19)

und auf dv bezogen

dM
M=

SI-Einheit: [M,] = W/(Hz - m?) .

Entsprechendes gilt fur die spektralen Strahldichten
L,undL,.

Die Emission von Strahlung von der Oberflache ei-
nes Korpers der Temperatur T kann durch die spek-
trale Strahldichte L, = L,(4, T) oder auch durch die
spezifische spektrale Ausstrahlung in den Halbraum
M, = M,(4, T) angegeben werden. Fiir diffuse Strah-
ler gilt nach (20-16) M, = xiL,.

Jeder Korper nimmt andererseits Strahlungsleis-
tung @, aus der Umgebung auf und absorbiert einen
Anteil @,. Der Absorptionsgrad « (integriert tber
alle Wellenlangen) ist

(20-20)

P
a=—251 (20-21)

=5 =1
und der spektrale Absorptionsgrad

D,.a
2) = —»
o) =3

<1. (20-22)

A,e
Sowohl « als auch a(1) haben die Dimension eins.
Schwarz geféarbte Korper haben einen Absorptions-
grad dicht bei 1, z. B. gilt fir Ruf @ ~0,99. Ein ideal
absorbierender Korper mit ¢ = 1, der also samtli-
che auftreffende Strahlung bei allen Wellenldngen
und Temperaturen vollstdndig absorbiert, wird als
schwarzer Kérper bezeichnet. Der Absorptionsgrad
des schwarzen Korpers ist
a=AT)=as=1. (20-23)
Ein solcher schwarzer Kérper kann naherungswei-
se als Hohlraum mit einer kleinen Offnung realisiert
werden (Bild 20-3). Durch die Offnung einfallende

Strahlungshohlraum

Wolframwolle
2 Wolfram |

e
Heizung durch Stromfluss

Strahlung Thermoelement

Bild 20-3. Realisierung eines schwarzen Korpers als Hohl-
raumstrahler
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Strahlung wird vielfach diffus reflektiert und dabei  zeigt aber Abweichungen bei groflen A. Die sog.
nahezu vollstiandig absorbiert, sodass durch die Off-  Rayleigh-Jeans’sche  Strahlungsformel wiederum

nung keine reflektierte Strahlung wieder nach auRen
dringt. Die Offnung erscheint (bei maRigen Tempera-
turen) absolut schwarz.

Die experimentelle Erfahrung zeigt, dass Korper mit
hohem spektralen Absorptionsgrad «(1) auch eine
hohe Emission, d.h. eine hohe spezifische spektrale
Ausstrahlung M, bzw. eine hohe spektrale Strahldich-
te L,, bei htheren Temperaturen aufweisen. Das Ver-
haltnis beider GroRen ist fiir alle Kérper bei gegebe-
ner Wellenl&dnge und Temperatur konstant, bzw. allein
eine Funktion von A und T, vollkommen unabhéngig
von den individuellen Kérpereigenschaften:

L,(2,T)
a4, T)

(Kirchhoff 1860). Das gilt auch fiir den schwarzen
Kdrper. Wegen (20-23) folgt daraus

=const(4,T) (20-24)

LA, T)
a(A,T)

=Lis(4,T) (20-25)
(Kirchhoff’sches Strahlungsgesetz).
Bei gegebener Wellenl&dnge und Temperatur ist daher
die spektrale Strahldichte des schwarzen Korpers, die
schwarze Strahlung oder Hohlraumstrahlung (z.B.
aus einem Hohlraumstrahler gemal Bild 20-3) die
maximal mogliche. Sie h&ngt nicht von der Oberfla-
chenbeschaffenheit und dem Material des strahlenden
Hohlraums ab.
Fur die spektrale Strahldichte eines nichtschwarzen
Kdérpers (a(1) < 1) ergibt sich aus (20-25)
La(A,T) = a2, T) - Li(2,T) (20-26)
Entsprechendes ergibt sich fiir die spezifische
spektrale Ausstrahlung, d.h., wegen a(1) < 1 ist
die Ausstrahlung M, bzw. die Strahldichte L,
von nichtschwarzen Korpern stets kleiner als die
Ausstrahlung M,s bzw. die Strahldichte L,s des
schwarzen Korpers bei gleicher Wellenldnge und
Temperatur.
Sehr genaue Messungen der Hohlraumstrahlung
(Lummer, Pringsheim, 1899) zeigten, dass seinerzeit
existierende theoretische Ansatze nicht bestatigt
werden konnten: Die sog. Wien’sche Strahlungs-
formel (1896) erwies sich fur kleine A als richtig,

gab die experimentellen Werte nur bei sehr grof3en
Wellenlangen wieder, um bei kleinen A Uber alle
Grenzen zu wachsen (sog. Ultraviolettkatastrophe):
Bild 20-4.

Max Planck konnte eine zundchst noch nicht theore-
tisch begriindete Interpolation beider Strahlungsfor-
meln angeben (19.10.1900), die mit den Messungen
von Lummer und Pringsheim sehr genau (berein-
stimmte. Die theoretische Deutung seiner Interpola-
tionsformel gelang Planck kurz danach (14.12.1900)
unter folgenden Annahmen:

1. Die Hohlraumstrahlung ist eine Oszillatorstrah-
lung von den Wénden des Hohlraums, die mit dem
(durch die Maxwell’schen Gleichungen beschrie-
benen) Strahlungsfeld im Hohlraum im Gleichge-
wicht steht.

2. Die Energie der Oszillatoren ist gequantelt geman

E,=nhy=nfiw (n=0,1,2,...). (20-27)

3. Die Oszillatoren strahlen nur bei Anderung ihres
Energiezustandes, z. B. fur An = 1. Dabei wird die
Energie in Quanten der GroRe

AE =hy (20-28)
in das Strahlungsfeld emittiert oder aus dem Strah-
lungsfeld absorbiert.

|
T=3000K

Planck und
Experiment
™

K \/Ruyleigh/leans
/ Wien
| /
0 1 2 3 b um S

A —

Bild 20-4. Spezifische spektrale Ausstrahlung eines schwar-
zen Korpers bei T = 3000 K nach Messungen von Lum-
mer und Pringsheim, die sich mit der Planck’schen Strah-
lungsformel decken, sowie nach der Wien’schen und der
Rayleigh-Jeans’schen Strahlungsformel
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Bild 20-5. Strahlungsisothermen des schwarzen Kdorpers
berechnet nach der Planck’schen Strahlungsformel

Die Annahmen 2 und 3 sind aus der klassischen Phy-
sik nicht begrtindbar: Beginn der Quantentheorie.

Anmerkung: Nach der heutigen Quantenmechanik er-
gibt sich genauer (5-30) anstelle von (20-27). h ist das
Planck’sche Wirkungsquantum (vgl. 5.2.2 u. 25.3).

Fur die zeit- und flachenbezogen von einem schwar-
zen Strahler im Wellenlangenintervall d2 unpolari-
siert in den Halbraum 2st emittierte Energie (spezifi-
sche spektrale Ausstrahlung in den Halbraum) ergibt
sich mithilfe der Planck’schen Annahmen (ohne Ab-
leitung, Bild 20-5) das Planck’sche Strahlungsgesetz

M/ls d/l = JTL/lS d/l (20'29)
2hc da
B exp(hco/AKT) — 1
bzw. mit |dA/dv| = co/v?
Mysdy = JTLVS dV
3 J_52h1/3 dv
c2  exp(hv/kT) -1
(20-30)
Das Wien’sche Strahlungsgesetz ergibt sich daraus
als Grenzfall des Planck’schen Strahlungsgesetzes
(20-29) bzw. (20-30) fir kleine Wellenlangen, das
Rayleigh-Jeans’sche Strahlungsgesetz als Grenzfall
fur grof’e Wellenlangen (Bild 20-4).
Bild 20-5 zeigt, dass das Maximum der spektralen
Ausstrahlung eines schwarzen Strahlers sich mit

steigender Temperatur zu kirzeren Wellenldngen
verschiebt. Aus (20-29) folgt durch Bildung von

dM,s/dA = 0 das Wien’sche Verschiebungsgesetz

/lmaxT = b (20'31)

mit b = 2897,7685 um-K: Wien-Konstante. Beispiel:
Die Oberflachentemperatur der Sonne betrdgt ca.
6000 K. Daraus folgt ein Strahlungsmaximum bei
Amax~500nm, dem die Empfindlichkeitskurve des
menschlichen Auges optimal angepasst ist (sie-
he 20.1). Glihlampen haben dagegen Temperaturen
T < 3000K, ihr Strahlungsmaximum demnach
bei Amax & 1um. Der grofte Teil der elektrischen
Energie zum Betreiben von Gliihlampen geht daher
als Infrarot-, d.h. als Wéarmestrahlung verloren
(Bild 20-5).

Durch Integration des Planck’schen Strahlungsgeset-
zes (20-29) uber alle Wellenlangen erhélt man die spe-
zifische Ausstrahlung des schwarzen Korpers in den
Halbraum

00

MsszAsd/lzaT‘l.
0

(20-32)

Das ist das Stefan-Boltzmann’sche Gesetz mit der
Stefan-Boltzmann-Konstante

275k? mek4

o==—= —
15¢3h®  60c3n®

=5,670400- 10° W/ (m? - K*) . (20-33)

Die insgesamt von der Flache A; eines schwarzen
Strahlers der Temperatur T; abgegebene Aus-
strahlung (Strahlungsleistung) betrdgt mit (20-15)
unter Berucksichtigung der Zustrahlung durch eine
Umgebung der Temperatur T,

ADs = oA (TT-T3) . (20-34)

Nichtschwarze Korper strahlen nach (20-26) geringer,
da ihr Absorptionsgrad a < 1 ist:

A® = ach (T -T3) (20-35)

(Strahlungsleistung eines Kérpers).

Fotometrie

Zusétzlich zu den auf der Strahlungsenergie auf-
bauenden GroRen wie der Strahlungsleistung, der
Strahlstérke oder der Bestrahlungsstérke, werden fir
ingenieurwissenschaftliche Zwecke solche GréRen
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Bild 20-5a. Spektrale Empfindlichkeit des helladaptierten
Auges (photopisches Sehen), gemittelt iber viele Testper-
sonen (V(2)-Kurve)

benétigt, die die Lichtwahrnehmung des menschli-
chen Auges beriicksichtigen (fotometrische GroRen).
Evolutionshedingt hat das menschliche Auge bei
Tageslicht eine spektrale Empfindlichkeit entwickelt,
dessen Maximum etwa bei einer Wellenldnge von
555 nm liegt und zu groReren und Kleineren Wel-
lenl&ngen hin stark abnimmt. Die auf empirischen
Messungen an vielen Testpersonen basierende nor-
mierte Hellempfindlichkeitskurve V(1) bei Tageslicht
(photopischer Bereich) ist in DIN 5031 festgelegt
(Bild 20-5a).

Ebenso festgelegt sind Empfindlichkeiten fur das
Dé&mmerungs- und Nachtsehen: skotopisches Se-
hen. Die folgenden Ausfuhrungen beziehen sich
auf den photopischen Bereich. Die fotometrische
Sl-Basiseinheit (siehe 1.3) ist das Candela (cd)
fir die Lichtstarke, deren Definition gerade beim
Maximum der Hellempfindlichkeitskurve erfolgt mit
V(555 nm) = 1. (Eine haushaltstbliche Kerze hat eine
Lichtstarke von etwa 1cd, eine 60 W-Glihlampe
von 70 cd.) Soll nun eine Strahlstarke I, (12) in die
entsprechende Lichtstirke 1, umgerechnet werden
(der Index ¢ kennzeichnet die energetischen GréRen,
v die visuellen bzw. fotometrischen), so muss das
Produkt aus der spektralen Strahlstarke e, und
der Hellempfindlichkeitskurve ber den sichtbaren
Spektralbereich integriert werden:

780 nm
ly = K f
380 nm

Hierin ist K, = 683 cd - sr/W bzw. Im/W das foto-
metrische Strahlungséquivalent. Zur Bestimmung des

le.s (A) V () dA. (20-35a)

Lichtstroms &,, der fotometrischen GréRe, die der
Strahlungsleistung @, (11) entspricht, muss das Pro-
dukt aus der spektralen Strahlungsleistung und der
Hellempfindlichkeitskurve tiber den sichtbaren Spek-
tralbereich integriert werden:

780 nm

[ v,
380 nm
Sl-Einheit: [@,] = cd - sr = Im (Lumen).

@, = Kn (20-35b)

(Ein Videoprojektor liefert z.B. einen Lichtstrom
von 1000Im, etwa vergleichbar mit dem einer
70 W-Glihlampe.) Die fotometrische Entsprechung
der Strahldichte L, (14) ist die Leuchtdichte L, die
die vom Menschen wahrgenommene Helligkeit einer
strahlenden Flache angibt. Ihre Einheit ist cd/m?. Von
technischer Bedeutung ist auch die Beleuchtungsstar-
ke Ey, die fotometrische Entsprechung der Bestrah-
lungsstarke E. (20-18). Wahrend die Leuchtdichte
eine strahlende Flache beschreibt (Strahlergrofe),
dient die Bestrahlungsstirke der Charakterisierung
einer bestrahlten Flache (Empfangergrofe). Wie
bei (20-18) ergibt sich die Beleuchtungsstarke als
Quotient aus dem Lichtstrom &, und der bestrahlten
Flache unter Berticksichtigung des Winkels zur Fl&-
chennormalen. Die Einheit der Beleuchtungsstarke ist
Ix (Lux) mit Ix = Im/m?. (Sommerliches Sonnenlicht
erzeugt eine Beleuchtungsstérke von etwa 70 - 10° Ix,
eine als angenehm empfundene Beleuchtungsstérke
fur Blroarbeitsplatze ist 500 Ix.)

20.3 Quantisierung des Lichtes, Photonen

Die Strahlungsverteilung des schwarzen Korpers
(Hohlraumstrahlers) konnte nach Planck nur erklart
werden durch die Quantisierung der Energie der
Hertz’schen Oszillatoren auf der Hohlraumwandung,
sodass die Emission und Absorption von Licht nur in
Energiemengen einer MindestgrolRe AE =hv=rhw er-
folgen kann (vgl. 20.2). Das legt die Vermutung nahe,
dass das Wellenfeld des von einer Lichtquelle ausge-
strahlten Lichtes selbst im Ausbreitungsraum nicht
kontinuierlich verteilt ist, sondern sich in diskreten
»Portionen®, Quanten genannt, ausbreitet: Licht-
quanten oder Photonen, die als raumlich begrenztes
Wellenpaket, z.B. wie in Bild 18-6, darstellbar
sind (18-26). Damit bekommt das elektromagnetische



B250

B Physik

Wellenfeld auch Teilcheneigenschaften in Form der
Lichtquanten, die rdumlich begrenzt sind und denen
Energie, Impuls und Drehimpuls zugeschrieben wer-
den konnen (Einsteins Lichtquantentheorie, 1905).

Photonenenergie
Zur Erklarung des lichtelektrischen Effektes (Fotoef-
fekt, siehe 16.7) hatte Einstein angenommen, dass das
Licht einen Strom von Lichtquanten (Photonen) der
Energie

E=hv=ho (20-36)
darstellt (h = 6,626... - 1073* Js: Planck’sches Wir-
kungsquantum; 7 = h/2x = 1,0545. .. - 10734 Js). Fir
die Frequenz v bzw. w kann dabei die Mittenfrequenz
des Frequenzspektrums der Wellenpakete (Bild 18-5)
angesetzt werden.
Dieselbe Annahme lieferte auch die Erklarung fir ei-
nige andere hier bereits behandelte Phdnomene, wie
z.B. fir die Frequenzgrenze bei der Fotoleitung in
Halbleitern (16-60), oder fir die kurzwellige Grenze
des Rontgen-Bremsspektrums (19-37, Bild 19-9). In
Bild 20-6 sind die diesen Erscheinungen zu Grunde
liegenden energetischen Effekte zusammengestellt.

Photonenimpuls
Strahlungsquanten (Photonen) transportieren neben
ihrer Energie E = hy auch einen Impuls p,. Er

Bild 20-6. Zur Deutung von Fotoeffekt, Fotoleitung und
Rontgen-Bremsstrahlung durch die Lichtquantenhypothese
(@ Austrittsarbeit; AE = E4 Energieliicke zwischen Valenz-
band VB und Leitungshand LB eines Halbleiters)

lasst sich berechnen, indem dem Photon (ber die
Einstein’sche Masse-Energie-Beziehung (4-42) eine
Masse m, zugeordnet wird: E = hy = m,c3. Mit
v = Cg/A ergibt sich die Photonenmasse

hy h

m,=—=—. 20-37
Y C(Z) Co/l ( )

Daraus folgt der Impuls eines Photons durch Multi-
plikation mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit cy:

Py, =m,Co = (20-38)

A

Da das Photon der Masse m,, sich mit Lichtgeschwin-
digkeit bewegt, ist die relativistische Massenbezie-
hung (4-35) anzuwenden. Mit (20-37) und v = ¢p er-
hélt man dann fir die Ruhemasse m,o des Photons

hy f C(Z)
_C—z 1—0—220.
0 0

Das Photon hat also die Ruhemasse null, es ist im Ru-
hezustand nicht existent.

Mithilfe des Photonenimpulses p, lasst sich der
Strahlungsdruck des Lichtes pyq sehr einfach berech-
nen. Dazu wenden wir die Beziehung (6-48) Uber
den durch die elastische Reflexion eines gerichteten
Teilchenstromes auf eine Wand ausgelbten Druck
p = 2nmv?cos?> ¥ auf einen Photonenstrom der
Teilchendichte n an, der an einer Spiegelflache
vollstandig reflektiert wird. Mit (20-36), (20-37) und
v = ¢g folgt

(20-39)

h
Prd = 2nC—Zc(2, cos® ¢ = 2nhycos? 9 . (20-40)

0
nhv ist jedoch gerade die rdumliche Energiedichte des
Photonenstromes, dem entspricht im klassischen Bild
der elektromagnetischen Welle die Energiedichte w
(19-16). Bei senkrechtem Einfall (¢ = 0) betrégt da-
her der Lichtdruck auf eine vollstdndig reflektierende
Flache

Prg = 2w = ZE , (20-41)
Co
auf eine vollstandig absorbierende Flache dagegen
Prd = w = E , (20-42)
Co

S: Poynting-Vektor (19-18). Bei einer vollstandig ab-
sorbierenden Flache wird nicht der doppelte, sondern
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nur der einfache Photonenimpuls auf die Flache tiber-
tragen, dadurch halbiert sich der Strahlungsdruck. Bei
diffuser Beleuchtung gilt eine Betrachtung analog zu
(8-6) und (8-7), die statt 2 und 1 die Faktoren 2/3 und
1/3 fir reflektierende bzw. absorbierende Flachen er-
gibt.

Das Photon, dem wir nun eine Energie E = hy und
einen Impuls p, = h/A zuschreiben, also typische
Teilcheneigenschaften, zeigt diese noch deutlicher
beim StoR mit klassischen Teilchen, z.B. freien
Elektronen. Dabei gelten Energie- und Impulssatz in
gleicher Weise wie beim StoRR zwischen klassischen
Teilchen (vgl. 6.3.2, Bild 6-13): Compton-Effekt
(1923). Lasst man monochromatische Rontgenstrah-
lung der Frequenz v und der Wellenldnge A an einem
Korper streuen, der quasifreie Elektronen enthélt
(z.B. aus Graphit), so wird in der Streustrahlung
neben einem Anteil mit derselben Frequenz v ein
weiterer Anteil mit niedrigerer Frequenz ' bzw.
groRerer Wellenldnge A’ beobachtet (Bild 20-7).
Waéhrend die Streustrahlung mit derselben Frequenz
durch Dipolstrahlung der durch die einfallende Welle
zu Schwingungen angeregten gebundenen Elektro-
nen zustande kommt, l&sst sich der frequenz- bzw.
wellenldngenverschobene Anteil nur durch nichtzen-
tralen, elastischen StoR (siehe 6.3.2) zwischen den
einfallenden Rontgenquanten und freien Elektronen
quantitativ erklaren, wenn flr die Rdntgenquanten
Energie und Impuls gemal (20-36) bzw. (20-38)
angesetzt werden.

Bild 20-7. a Compton-Streuung und b zugehoriges Impuls-
diagramm

Unter der Annahme, dass das gestof3ene Elektron ur-
spriinglich in Ruhe ist, liefert der Energiesatz mit der
relativistischen kinetischen Energie (4-38) und mit
(20-36)

hv = Ex + v = (Me —Mgg) C2+ v/ . (20-43)

Mit dem relativistischen Zusammenhang zwischen
Gesamtenergie und Impuls eines Teilchens (4-45)
erhdlt man durch Eliminierung von mecg fir den
Impuls pe = mev des Elektrons nach dem Stol3

pg = Ciz [(hv —hv')? + 2(hv - hv’)meocg] . (20-44)
0
Der Impulssatz liefert fir die beiden zueinander senk-
rechten Impulsanteile (Bild 20-7)

J

hy %
x-Komponente: — = mgvCOSy + cos,
Co Co
(20-45)
y-Komponente: 0 = —mgusiny + CV sin?d .
0
(20-46)

Durch Eliminierung von vy folgt hieraus fiir den Im-
puls des Elektrons

p2 = Ciz[hzv2 +h%/2 - 2h%yv cos¥].  (20-47)
0
Gleichsetzung von (20-44) und (20-47) liefert
schlieRlich fur die Wellenldngenénderung bei
Compton-Streuung in  Ubereinstimmung mit der
experimentellen Beobachtung (Index 0 bei der Ruhe-
masse des Elektrons ab jetzt wieder weggelassen):

h
A-a= 1-cos® 20-48
ooy ) (20-48)
mit der Compton-Wellenlénge des Elektrons:
Ac,e = =2,42631...-1072m.  (20-49)

eCo

Die Wellenlangenverschiebung ist danach am groR-
ten fr 180°-Streuung und verschwindet fur ¢ = 0°.
Die Compton-Streuung ist ein wichtiger Energiever-
lustprozess von elektromagnetischer Strahlung héhe-
rer Energie in Materie.

Anmerkungen: Der klassische Ausdruck fir die Kine-
tische Energie Ex = mv?/2 in (20-43) liefert das Er-
gebnis (20-48) nur ndherungsweise.
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Das zur Compton-Wellenlédnge gehdérige Lichtquant
hat nach (20-37) gerade die Masse des ruhenden Elek-
trons.

Ein weiterer Effekt des Impulses von elektromagneti-
schen Strahlungsquanten l&sst sich bei der y-Emission
von Atomkernen (vgl. 17.3) beobachten. Ist E, = hy
die Energie des emittierten y-Quants, so betragt nach
(20-37) und (20-38) sein Impuls p, = E,/co = —pn,
worin py der nach dem Impulssatz dem Kern tber-
tragene RickstoRimpuls ist. Das bedeutet einen Ener-
gieubertrag an den Kern, die Rickstol3energie

2 2
Pn E)
2my - 2myed

AE, = (20-50)
die der Energie des y-Quants entnommen wird. Bei
der 14,4-keV-y-Linie des Eisennuklids >'Fe betrigt
die RuickstoRenergie AE, ~ 2-10-3 eV und die relative
»Verstimmung* desy-QuantsAE, /E, =Av/v ~ 107",
Die Energieniveaus der Atomkerne haben jedoch
eine aulerordentliche Schérfe, in diesem Falle eine
relative Breite von AE/E, = 3- 107131 Das bedeutet,
dass die durch die abgegebene RickstoRenergie
Lverstimmten® y-Quanten nicht mehr von anderen
STFe-Kernen absorbiert werden kénnen. Baut man die
5"Fe-Atome jedoch in einen Kristall ein, so besteht
eine gewisse Wahrscheinlichkeit dafiir (besonders bei
tiefen Temperaturen), dass der RickstoR nicht vom
emittierenden Atom, sondern vom ganzen Kristall
aufgenommen wird (MoRbauer-Effekt, 1958). In
(20-50) ist dann statt my die um einen Faktor von
ca. 1022 groRere Kristallmasse einzusetzen, womit die
RuckstolRenergie praktisch vernachléssigbar wird und
das rlckstoRfreie y-Quant von anderen (&hnlich ein-
gebauten) 5”Fe-Atomen nunmehr absorbiert werden
kann: riickstoRfreie Resonanzabsorption.

Wegen der aulRerordentlichen Resonanzscharfe riick-
stoRfreier y-Quanten kénnen mit dem MoRbauer-
Effekt Kleinste Energie- bzw. Frequenzénderungen
gemessen werden, z. B. die Frequenzé&nderung durch
den Doppler-Effekt (18-49) bei einer Relativge-
schwindigkeit zwischen y-Strahler und Absorber von
nur wenigen mm/s. Auf diese Weise gelang es auch,
die nach dem Einstein’schen Aquivalenzprinzip (all-
gemeines Relativitatsprinzip, siehe 3.4) zu erwarten-
de, duBerst geringe Frequenzanderung von y-Quanten
durch den Energiegewinn oder -verlust beim Durch-
laufen einer vertikalen Strecke im Erdfeld zu messen.

Photonendrehimpuls

Licht kann in verschiedener Weise polarisiert sein
(siehe 21.2), z.B. linear (der elektrische \ektor
schwingt in einer Ebene, Bild 19-3) oder zirkular (der
elektrische Vektor rotiert um die Ausbreitungsrich-
tung, seine Spitze beschreibt eine Schraubenbahn).
Zirkular polarisiertes Licht ist mit einem Drehimpuls
verknlipft, der sich experimentell durch Absorption
zirkular polarisierten Lichtes durch eine schwarze
Scheibe nachweisen lasst, die in ihrem Schwerpunkt
an einem Torsionsfaden drehbar aufgehéngt ist: Die
Scheibe Ubernimmt den Drehimpuls des absorbierten
Lichtes (Beth, 1936). Statt der geschwérzten Scheibe
kann auch ein Glimmerblattchen verwendet werden,
das als A/4-Bléattchen wirkt und zirkular polarisiertes
in linear polarisiertes Licht umwandelt. Die quantita-
tive Messung ergibt die GréRenordnung von 7 fr den
Drehimpuls (Spin) des Photons. Der genaue Wert 7
fir den Photonendrehimpuls ergibt sich aus spektro-
skopischen Beobachtungen (siehe 20.4). Hier ist der
Spin 7 des emittierten oder absorbierten Photons zur
Drehimpulserhaltung bei Ubergangen zwischen zwei
Energieniveaus eines Atoms zwingend notwendig, da
sich bei solchen Ubergangen i. Allg. der Drehimpuls
des Atoms um 7 &ndert.

Fir die Orientierung des Spins der Photonen gilt:

Rechtszirkular polarisiertes Licht: Photonenspin
parallel zur Ausbreitungsrichtung,

linkszirkular polarisiertes Licht: Photonenspin
antiparallel zur Ausbreitungsrichtung.

Linear polarisiertes Licht: Gleich viele Photonen-
spins in beiden Richtungen.

Elektromagnetische Strahlungsquanten verhalten sich
also wie Teilchen mit Energie, Impuls und Drehim-
puls, wobei sich der Teilchencharakter der Photonen
mit steigender Frequenz, d. h. mit steigender Energie
zunehmend deutlicher bemerkbar macht.

20.4 Stationadre Energiezustande,
Spektroskopie

Die theoretische Beschreibung der Hohlraumstrah-
lung (Planck, 1900) erzwang die Annahme von quan-
tisierten Oszillatoren, die nur diskrete (stationére)
Energiezustande annehmen und elektromagnetische
Strahlung nur ,,portionsweise* entsprechend den
Energiedifferenzen der stationdren Zustdnde emit-
tieren oder absorbieren konnen (vgl. 20.2). Zur
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Bild 20-8. Franck-Hertz-Versuch: Anregung eines diskre-
ten Energiezustandes in Quecksilberatomen durch Elektro-
nenstof

Erklarung des Fotoeffektes (siehe 16.7) wurde in
Weiterfuhrung dieser Vorstellung angenommen, dass
das Licht selbst quantisiert ist: Lichtquantenhypothe-
se (Einstein, 1905), spater durch den Compton-Effekt
(1923) untermauert (20.3). Zur Beschreibung der
diskreten Emissions- und Absorptionslinien in den
Spektren von Gasatomen wurde schlieBlich das
Bohr’sche Atommodell formuliert (1913; siehe 16.1),
dessen Kernstiick die Annahme diskreter, nichtstrah-
lender Energiezustande im Atom ist. Mithilfe der
Drehimpulsquantelung (16-7) lieRen sich die Ener-
giezustdnde des H-Atoms mit grofRer Genauigkeit
berechnen (16-10).

Ein sehr direkter Nachweis fur die Existenz
diskreter Energiezustdinde von Atomen ist der
Franck-Hertz-Versuch ~ (1914). Hierbei werden

Elektronen zwischen einer Glihkathode und einer
Gitterelektrode durch eine Spannung U beschleunigt
und gelangen durch das Gitter hindurch auf eine
Auffangelektrode. Im VakuumgefaR dieser Elek-
trodenanordnung befindet sich Quecksilberdampf
(Bild 20-8). Die Auffangelektrode wird schwach
negativ gegen das positive Gitter vorgespannt.
Mit steigender Spannung U steigt zundchst der
Auffangerstrom | entsprechend der Kennlinie der
Vakuumdiode (Bild 16-34b) an. Bei U = 4,9V geht |
jedoch sehr stark zuriick, um bei weiterer Spannungs-
erhéhung wieder anzusteigen. Dieselbe Erscheinung
wiederholt sich bei 9,8V, 14,7V usw. AE = 4,9¢eV

£ =el=zAE
N T & — &
E=hv=AE
AE ~NNA | AE
— £ —]—£
a Stofanregung b Absorption von Photonen
T —T & hv
E=hv=AE E=hv=AF | ArAS~—
AE |~ AN~ NN A [ AANAAA -
AE hy
——5 =t
¢ spontane Emission von Photonen  d induzierte Emission vaon
Photonen

Bild 20-9. Ubergangsmechanismen zwischen Energieni-
veaus in Atomen (zur induzierten Emission vgl. 20.5)

entspricht der Quantenenergie E = hy der ultraviolet-
ten Quecksilberlinie der Wellenldnge A = 253,7 nm.
Die Deutung erfolgt durch die Annahme zweier
um AE = 4,9eV differierender Energiezustande im
Hg-Atom: Wenn die Energie der Elektronen diesen
Wert erreicht hat, kdnnen sie die Hg-Atome anregen,
verlieren durch diesen unelastischen Sto3 die Anre-
gungsenergie und kdnnen dann zunéchst nicht mehr
die Gegenspannung des Auffangers Uberwinden.
Dasselbe wiederholt sich bei entsprechend hoheren
Beschleunigungsspannungen U nach zweifacher,
dreifacher usw. StoRanregung.

Durch StoRBanregung wird also ein Ubergang von ei-
nem niedrigen Energiezustand E; zu einem hoheren
Zustand E; bewirkt (Bild 20-9a). Dieselbe Anregung
kann auch durch Absorption eines Lichtquants pas-
sender Energie E = hy = AE = E; — E; bewirkt
werden (Bild 20-9b).

Der angeregte Zustand E, geht meist innerhalb sehr
kurzer Zeit (ca. 10®s) wieder in den Grundzu-
stand E; Uber, wobei entsprechend der Bohr’schen
Frequenzbedingung gewdhnlich ein Lichtquant der
Energie

E=hy=AE=E,-E; (20-51)

emittiert wird: Spontane Emission (Bild 20-9c;
vgl. 16.1). Die Wechselwirkung zwischen dem
elektromagnetischen Strahlungsfeld und einem Atom
kann in folgender Weise zusammengefasst werden:

Der Ubergang zwischen zwei Energieniveaus
E; und E; eines Atoms kann durch Absorpti-
on oder Emission eines Photons der Energie
E = hv = AE = E, — E; erfolgen.
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In diesem Bild entsprechen die Frequenzen der
Emissionslinien denjenigen der Absorptionslinien, da
es sich jeweils um Ubergénge zwischen den gleichen
Energieniveaus handelt. RiickstoReffekte brauchen
bei den Ubergangsenergien in der Elektronenhiille
(anders als bei den Kernniveaus, vgl. 20.3) im
Normalfall nicht beriicksichtigt zu werden, da die
Rickstolenergien klein gegen die energetischen Li-
nienbreiten sind. Insoweit kommt das Bohr’sche Bild
zum gleichen Ergebnis wie die klassische Vorstellung
des Atoms als Resonanzsystem (vgl. 20.1).

Fur das Wasserstoffatom erhdlt man aus den Ener-
gietermen (16-10) mit der Bohr’schen Frequenzbe-
dingung (20-51) die Frequenzen des Wasserstoffspek-
trums:

Em— En 1 1
Vv = T = Rv(n—z - W) (20-52)
mit der Rydberg-Frequenz
4
L= 328984210851, (20-59)
8g5h3

n und m sind die Haupt-Quantenzahlen (vgl. 16.1) des
unteren und des oberen Energieniveaus, zwischen de-
nen der Ubergang stattfindet. Die Linien, die zu einer
vorgegebenen unteren Quantenzahl n gehdren, wo-
bei m die Werte n + 1, ..., co durchlaufen kann, bil-
den Serien: Lyman- (n=1), Balmer- (n=2), Paschen-
(n = 3), Brackett- (n = 4), Pfund-Serie (n = 5) usw.
(Bild 20-10). Jeder Differenz zweier Energieterme
m, n entspricht demnach eine definierte Spektrallinie
(Ritz’sches Kombinationsprinzip).

Bild 20-10. Termschema des Wasserstoff-Atoms mit einge-
zeichneten Serieniibergangen

Bild 20-11. Verschiedene Arten der Spektroskopie

Bei Anregung mitPhotonenenergienhy > E.,— E, = Ej
(lonisierungsenergie) findet lonisierung (Fotoeffekt)
statt, d. h., ein Elektron aus dem Niveau n wird vollig
aus dem Atomverband gelést. Die Uberschussenergie
Ex = hv — E; nimmt das Elektron als kinetische
Energie mit. Da Ex nicht quantisiert ist, schlief3t
sich an die Seriengrenzen des Absorptionsspektrums
jeweils ein Grenzkontinuum an.

Die experimentelle Bestimmung der Ubergangs-
energien und damit die Bestimmung der relativen
energetischen Lage der Energieniveaus der Atome
erfolgt mittels verschiedener Formen der Spektrosko-
pie (Bild 20-11), wobei flr die jeweilige Strahlung
geeignete  Dispersionselemente  (Spektrometer)
die Strahlung nach der Wechselwirkung mit dem
Untersuchungsobjekt (meist in Gasform) ortlich
nach Frequenzen oder Energieverlusten zerlegen:
Spektrum.

Bei Atomen mittlerer und héherer Ordnungszahlen Z
sind die Anregungsenergien innerer Elektronen
bereits so grof3, dass sie in das RoOntgengebiet
fallen. Charakteristische Rontgenstrahlung tritt
daher neben der Bremsstrahlung (Bild 19-9) bei
Anregung von Elektronen in inneren Schalen durch
StoR mit hochenergetischen Elektronen auf, wenn
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Bild 20-12. Anregung charakteristischer Réntgenlinien
durch ElektronenstoR. a Vorgénge im Termschema: 1: Ein-
geschossenes Elektron héherer Energie; 2: StoRanregung
eines Elektrons einer inneren Schale; 3: Auffiillung der ent-
standenen Licke durch ein Elektron einer hoheren Scha-
le; dabei 4: Emission eines Rontgenquants; b Réntgenspek-
trum

der dadurch freigewordene Platz der inneren Schale
durch ein Elektron aus einer weiter aul’en liegenden
Schale aufgefillt wird (Bild 20-12). Das dabei
emittierte Rontgenquant ergibt eine scharfe, fur das
Material charakteristische Rdéntgenlinie, die dem
Bremsspektrum tberlagert ist (Bild 20-12).

Die Rontgenlinien innerer Schalen sind auch bei
Atomen im Festkdrperverband scharfe Linien, da
die Kopplung mit den Nachbaratomen wegen der
Abschirmung durch die besetzten &ufReren Schalen
gering und die dementsprechende Niveauaufspaltung
(vgl. Bild 16-5) klein ist.

Charakteristische Rontgenlinien kdnnen zur Analyse
chemischer Elemente genutzt werden: Réntgenspek-
troskopie. Die Anregung charakteristischer Réntgen-
linien kann auch durch ein kontinuierliches Réntgen-
spektrum erfolgen: Rontgenfluoreszenzanalyse.

20.5 Induzierte Emission, Laser

Als Ubergangsmoglichkeiten zwischen zwei Ener-
gieniveaus E; und E; eines Atoms wurden bisher
neben der StofRanregung die Anregung des Atoms
durch Absorption von Photonen aus einem elek-
tromagnetischen Strahlungsfeld und der Ubergang
aus dem angeregten in den unteren Energiezustand
durch spontane Emission von Photonen betrachtet
(Bild 20-9a,b,c). Fur eine einfache Herleitung des
Planck’schen Strahlungsgesetzes (20-29) bzw. (20-30)
hat Einstein (1917) einen weiteren Ubergangsprozess

angenommen: Erzwungene oder stimulierte oder
induzierte Emission. Diese stellt die Umkehrung
der Absorption aus dem elektromagnetischen Strah-
lungsfeld dar: Ein angeregtes, d.h. im Zustand E,
befindliches Atom kann durch ein Strahlungsfeld
aus Lichtquanten der Energie E =hv=AE zur
induzierten Emission eines Lichtquants hy = AE
zum Zeitpunkt der Wechselwirkung mit dem Strah-
lungsfeld veranlasst werden, wobei das Atom in den
unteren Zustand E; (bergeht (Bild 20-9d).

In einem System von N Atomen wird die Wahrschein-
lichkeit der Ubergénge der Zahl der Atome im je-
weiligen Ausgangszustand (E; oder E;) proportional
sein. AuBerdem wird die Ubergangswahrscheinlich-
keit bei der Absorption und der induzierten Emission
der Energiedichte w des elektromagnetischen Feldes
(19-16) proportional sein. Sind N; Atome im Energie-
zustand E; und N, Atome im Energiezustand E», so
ergibt sich die Zahl dZ der Ubergénge in der Zeit dt
fur

Absorption: dZaps = B w Nq dt

spontane Emission: dZem, sp = A N dt (20-54)

induzierte Emission: dZem, inga = B w N2 dt

A, B sind die die Ubergangswahrscheinlichkeit be-
stimmenden Einstein-Koeffizienten, wobei angenom-
men ist, dass die durch das elektromagnetische Feld
der Energiedichte w hervorgerufenen Ubergéinge
in beiden Richtungen gleich wahrscheinlich sind.
Im Strahlungsgleichgewicht des Hohlraumstrahlers
(vgl. 20.2) muss die Bilanz gelten:

UZem, sp + 0Zem, ind = 0Zaps - (20-55)
Durch Einsetzen von (20-54) erhalt man
A 1
(20-56)

YTB NN, -1

Das Verhéltnis der Besetzungsdichten Ny/N;i re-
gelt sich im thermischen Gleichgewicht nach der

Boltzmann-Statistik (20-8-20-40):
N V.
2 _ ez, (20-57)
Ny

Zwischen der auf den Raumwinkel 1 bezogenen
Strahldichte L und der Energiedichte w besteht der
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Bild 20-13. Energetische \orgénge beim Laserprozess:
a Drei-Niveau-System (z. B. Rubin-Laser) und b Vier-Ni-
veau-System (z.B. Nd-Glas- oder Nd-YAG-Laser (Neo-
dym-dotierter Yttrium-Aluminium-Granat-Laser), Gasla-
ser)

Zusammenhang (ohne Herleitung)

Co
LV = - >
4nw
sodass flr die spezifische Ausstrahlung M,s = L
(20-16) eines schwarzen Korpers schlielich die Be-

ziehung folgt

(20-58)

A Co 1

—_ m 5 (20'59)

die bereits die Form des Planck’schen Strahlungsge-
setzes (20-30) hat. Hierin stammt die 1 im Nenner
vom Anteil der induzierten Emission, der bei niedri-
geren Frequenzen von Bedeutung ist, wo der Wellen-
charakter starker hervortritt. Der Faktor A/B lasst sich
durch Vergleich mit dem Rayleigh-Jeans’schen Strah-
lungsgesetz erhalten, das sich im Grenzfall niedriger
Frequenzen v durch Abzahlung der moglichen stehen-
den Wellen in einem Hohlraum und Anwendung des
Gleichverteilungssatzes (vgl. 8.3) gewinnen lasst:

A 8xhy?
B cg

(20-60)

Bild 20-14. ElektronenstoRgepumpter Gaslaser

Da die Einstein-Koeffizienten A die spontane Emissi-
on und B die induzierte Emission beschreiben, folgt
daraus, dass die spontane Emission gegenuber der in-
duzierten mit v* ansteigt.

Maser, Laser

Es zeigt sich, dass die durch induzierte Emission
erzeugten Photonen kohdrent zu den Photonen sind,
die den Ubergang E, — E; angeregt haben, d.h.,
sie stimmen in Ausbreitungsrichtung, Schwingungs-
ebene und Phase Uberein. Trifft daher ein Photon
der Energie E =hv =AE = E; — E; nacheinander
auf mehrere angeregte Atome im oberen Energiezu-
stand E,, so kann es durch nacheinander induzierte
Emissionen entsprechend verstarkt werden (z.B.
Bild 20-14). Da bei gleichen Besetzungszahlen die
Absorption nach (20-54) genauso wahrscheinlich
wie die induzierte Emission ist, muss zur Erreichung
einer effektiven Verstarkung die Zahl N, der Atome
im oberen Niveau E, groBer sein als die Zahl N;
der Atome im unteren Niveau E;: Besetzungszahl-
Inversion N2 > Nj. Im thermischen Gleichgewicht
ist das nach der Boltzmann-Statistik nicht der
Fall, da die Besetzungszahlen sich nach (20-57)
regeln. Eine Besetzungszahl-Inversion lasst sich
nur durch ein System mit mindestens drei Niveaus
(Bild 20-13) erreichen. Solche Systeme gestatten
die kohérente Verstarkung von Mikrowellen (Maser,
microwave amplification by stimulated emission
of radiation, Townes u.a., 1954) oder Lichtwellen
(Laser, light amplification by stimulated emission
of radiation, Schawlow u. Townes, 1958; Maiman,
1960).

Drei-Niveau-System

Eine Maoglichkeit, eine Uberbesetzung des oberen
Niveaus E, eines Laseriiberganges zu erreichen,
ist die Anregung von hoheren Niveaus, hier in Ej3
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Bild 20-15. Optisch gepumpter Festkdrperlaser

zusammengefasst dargestellt (Bild 20-13a), vom
unteren Laserniveau E; aus (Pumpvorgang) durch
ElektronenstoRanregung (z. B. in einer Gasentladung,
Bild 20-14) oder durch optische Pumpstrahlung (z. B.
durch eine Blitzlampe, Bild 20-15). Dadurch kann
eine Besetzungszahlangleichung zwischen E; und E3
erreicht werden. Wenn fiir die Ubergangszeiten
731 > T3 gilt, gehen die Atome liberwiegend durch
spontane Emission oder durch strahlungslose Uber-
génge (Energieabgabe an das Gitter: Warme) in das
benachbarte Niveau E, Uber. Bei langer Lebens-
dauer 7,; dieses Niveaus (metastabiles Niveau mit
nur geringer spontaner Emission) und fortgesetztem
Pumpen entsteht hier schlieBlich eine Uberbeset-
zung oder Besetzungszahl-Inversion gegenuber dem
Grundniveau E1: Np > Nj.

Vier-Niveau-System

Sehr viel glinstiger arbeitet das Vier-Niveau-System
(Bild 20-13b). Hier ist das untere Laserniveau E;
nicht identisch mit dem Grundzustand Eq des Atoms.
Ist der energetische Abstand E; — Eq nicht zu Klein,
so ist im thermischen Gleichgewicht die Beset-
zungszahl Ny sehr klein. Ist ferner die Ubergangszeit
T10 << T21, SO bleibt das Niveau E; auch bei Ubergén-
gen E, — E; praktisch leer. Eine Uberbesetzung von
E, gegenuber E; durch den Pumpvorgang wird daher
sehr leicht erreicht.

Dem Aufbau der Uberbesetzung von E; gegentiber E;
wirkt die spontane Emission E; — E; entgegen. Da
diese nach (20-60) mit v® ansteigt, ist das Erreichen
einer Besetzungszahl-Inversion bei hoheren Frequen-
zen entsprechend schwieriger.

Laser-Anordnungen
In einem Medium, in dem durch einen geeigneten
Pumpprozess eine Besetzungszahl-Inversion erzeugt

worden ist, etwa in einer Gasentladung eines geeig-
neten Helium-Neon-Gemisches (Bild 20-14), wird
ein Lichtquant der Energie hy = AE, das z. B. durch
spontane Emission eines angeregten Atoms entstan-
denist, durch induzierte Emission weiterer angeregter
Atome verstarkt. Jedoch betragt die \Verstarkung je
Meter L&nge nur wenige Prozent. Deshalb wird das
verstarkte Licht durch parallele Spiegel, die einen
optischen Resonator bilden, immer wieder durch das
aktive Medium geschickt und weiter verstérkt. Sind
die Verluste geringer als die Gesamtverstarkung, so
hat diese Rickkopplung eine Selbsterregung zur Fol-
ge: Die Anordnung emittiert koharentes, polarisiertes
Licht, in dem die einzelnen Photonen phasengerecht
mit gleicher Schwingungsebene gekoppelt sind. (Ein
gluhender Korper sendet dagegen vollig unkorrelierte
Photonen mit statistisch wechselnden Schwingungs-
ebenen aus: unpolarisiertes, natirliches Licht.) Die
das Gasentladungsrohr abschlieBenden Glasplatten
sind unter dem Brewster-Winkel (siehe 21.2) geneigt,
um Reflexionsverluste zu vermeiden. Sie legen damit
gleichzeitig die Polarisationsebene des vom Gaslaser
emittierten Laserlichtes fest.

Festkdrperlaser (Bild 20-15) werden optisch ge-
pumpt. Der lichtverstarkende Festkorper (z.B.
Rubin, Neodymglas, Nd-YAG-Kristalle) wird bei-
spielsweise in der einen Brennlinie eines elliptischen
Spiegels (Pumplicht-Kavitat) angeordnet, in dessen
zweiter Brennlinie sich die Pumplichtquelle (Blitz-
lampe) befindet, sodass das von der Pumplichtquelle
ausgehende Licht weitgehend in das aktive Medium
Uberfuhrt wird.

Der Laserprozess kommt zum Erliegen, wenn die
Besetzungsinversion abgebaut ist. Blitzlichtgepumpte
Laser arbeiten daher im Pulsbetrieb, wahrend konti-
nuierlich gepumpte Gaslaser im Dauerstrichbetrieb
arbeiten kdnnen.

Ein Laserlichtstrahl l&sst sich mit einer optischen Lin-
se (22.1) nahezu ideal fokussieren. Der Fokusfleck-
durchmesser d ist im Wesentlichen durch die Beu-
gung infolge der Strahlbegrenzung bestimmt (vgl. 23
u. 24) und ergibt sich in erster N&herung zu

Af
d~ —. 20-61
5 (20-61)

(2 Wellenléange des Laserlichtes, f Brennweite der

Fokussierungslinse, D Durchmesser des Laser-
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strahls.) Es sind daher Fokusfleckdurchmesser in
der GrolRenordnung der Wellenlénge erreichbar und
dementsprechend extrem hohe Leistungsdichten
(10 MW/um? und mehr) im Fokus.

Bei Anwendungen des Lasers wird z. B. ausgenutzt:
Extreme Leistungsdichte: nichtlineare Optik, Mate-
rialbearbeitung (Bohren, Schneiden, Hérten); Fusi-
onsexperimente.

Hohe Kohérenz: kohéarente Optik, Holographie (vgl.
24.2), Interferometrie (vgl. 23).

Extrem Kleine Divergenz: Entfernungsmessung tber
groRRe Strecken, Satellitenvermessung, Vermessungs-
wesen (z. B. Tunnelbau).

21 Reflexion und Brechung,
Polarisation

Zur Beschreibung des makroskopischen geometri-
schen Verlaufes der Ausbreitung elektromagnetischer
Wellen (Licht) in Materie lassen sich zu den Wel-
lenflachen (Flachen konstanter Phase, siehe 18.1)
senkrechte (orthogonale) Linien verwenden: Licht-
strahlen (Bild 21-1). In isotropen Medien stimmen
die Lichtstrahlen mit der Richtung des Poynting-
Vektors (19-18) Uberein und kennzeichnen den Weg
der Lichtenergie im Raum. Satz von Malus:

Die Orthogonalitat zwischen Strahlen und
Wellenflachen (Orthotomie) bleibt bei der
Wellenausbreitung, d.h. auch bei Reflexion
und Brechung, erhalten.

Der Zeitabstand zwischen korrespondierenden Punk-
ten zweier Wellenflachen ist gleich fur alle Paare von
korrespondierenden Punkten A und A’, B und B’,
Cund C" usw. (Bild 21-1).

;V"_J
Wellenfldchen

Bild 21-1. Strahlen und Wellenflachen stehen tberall auf-
einander senkrecht

Fur viele Zwecke genligt es, die Lichtausbreitung
anhand des Strahlenverlaufes zu betrachten (siehe 22
Geometrische Optik), insbesondere wenn die das
Lichtwellenfeld begrenzenden Geometrien (Schirme,
Blenden) Dimensionen besitzen, die grofl gegen
die Wellenlénge sind. Ein Kriterium hierfir ist die
Fresnel-Zahl (siehe 23.1).

21.1 Reflexion, Brechung, Totalreflexion

Unter Reflexion und Brechung von Licht versteht man
die Ausbreitung von Lichtwellen in optisch inhomo-
gener Materie, d.h. in Materie mit drtlich variabler
Lichtgeschwindigkeit, inshesondere die Ausbreitung
an Grenzflachen zwischen zwei (sonst homogenen)
Materiegebieten verschiedener Lichtgeschwindig-
keit. Hiertber existieren folgende Erfahrungsgesetze
(Bild 21-2): Fir die Reflexion von Lichtstrahlen an
einer solchen Grenzflache gilt das Reflexionsgesetz

ad=a. (21-1)

Fur die Brechung (Refraktion) von Lichtstrahlen beim
Durchgang durch die Grenzflache gilt (Snellius 1621)

sina = const - sing . (21-2)

Die Konstante setzt sich aus den optischen
Materialeigenschaften  beider Medien  zusam-
men. Fuhrt man fur jedes Material eine eigene
Konstante, die optische Brechzahl n ein, so folgt das
Snellius’sche Brechungsgesetz

nysina = nysinB
oder (21-3)
sine  ny
—— = — =const.
sing  ng

Bild 21-2. Reflexion und Brechung von Licht an einer
Grenzflache
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Fur Vakuum wird gesetzt:

np=1. (21-4)

Die empirischen Gesetze der Reflexion und Brechung
lassen sich mit dem Konzept der Wellenausbreitung,
insbesondere des Huygens’schen Prinzips (siehe 23.1)
verifizieren. Danach werden von jeder Wellenflache
(Phasenfléache) Kugelwellen (Elementarwellen) pha-
sengleich angeregt, deren Uberlagerung (tangieren-
de Hillflache) eine neue Wellenflache der urspriing-
lichen Welle ergibt.

Wir betrachten eine ebene Welle, die unter dem Ein-
fallswinkel « gegen das Einfallslot (Bild 21-3) auf ei-
ne Grenzflache zwischen zwei Medien mit den Brech-
zahlen n; und n, sowie den Lichtgeschwindigkeiten
¢, und c, fallt. Die Phasenflache AB 16st beim weite-
ren Fortschreiten auf der Grenzflache AB’ Elementar-
wellen sowohl im Medium 1 als auch im Medium 2
aus, die sich zu neuen ebenen Phasenflachen A’B’
im Medium 1 bzw. A”B’ im Medium 2 (iberlagern.
Deren unterschiedliche Neigungen ergeben sich aus
den unterschiedlich angenommenen Lichtgeschwin-
digkeiten ¢; im Medium 1 bzw. ¢, im Medium 2 (hier:
C, < C1). Nach dem Satz von Malus sind die Lauf-
zeiten T zwischen den korrespondierenden Phasenfla-
chenpunkten A und A’, B und B’ sowie A und A”
gleich.

Geometrisch ergibt sich aus Bild 21-3:

BB’ =cir = AB'sina, (21-5a)
AA’ =ci7 = AB’sine , (21-5b)
AA” =c,r = AB’sing . (21-5c)

Aus (21-5a) und (21-5b) folgt sina = sina’ und da-
mit das Reflexionsgesetz (21-1). Fir das Brechungs-
gesetz (21-3) ergibt sich aus (21-5a) und (21-5c)

sina np; ¢

— = — =const,

== = (21-6)
smﬂ Ny Co

d.h., die Brechzahlen verhalten sich umgekehrt wie
die Lichtgeschwindigkeiten. Ist das Medium 1 Vaku-
um, d.h., ny = 1, so gilt mit n, = n sowie mit ¢; = ¢p
(Vakuumlichtgeschwindigkeit) und ¢, = c, fiir die
Brechzahl n eines an Vakuum grenzenden Stoffes

n=
Cn

(21-7)

Bild 21-3. Reflexion und Brechung einer ebenen Welle
an der Grenzflache zweier Ausbreitungsmedien mit unter-
schiedlichen Brechzahlen n bzw. Lichtgeschwindigkeiten ¢

in Ubereinstimmung mit (20-2). Im Normalfall ist
n>1 (Tabelle 21-1), d.h., die Lichtgeschwindig-
keit ¢, in einem Stoff der Brechzahl n ist kleiner
als die Vakuumlichtgeschwindigkeit, was durch
Messungen der Lichtgeschwindigkeit in durchsich-
tigen Stoffen, z.B. von Foucault, bestéitigt wurde.
In Grenzféllen, z.B. bei Rontgenstrahlen, kann n
geringfiigig Kleiner als 1 werden (siehe 20.1).
Das bedeutet, dass die Phasengeschwindigkeit des
Lichtes hier >co wird. In solchen Fallen bleibt
jedoch, wie genauere Uberlegungen zeigen, die
Gruppengeschwindigkeit (siehe 18.1) und damit die
Signalgeschwindigkeit stets kleiner als co. Wie aus
der Betrachtung zur Brechung (Bild 21-3) erkennbar
ist, ist fir die Ausbreitung einer Lichtwelle in einer
vorgegebenen Zeit = nicht der geometrische Weg s
allein maRgebend, sondern eine GroRe ns, die bei
gleichem Betrag von der Lichtwelle in gleicher Zeit
durchlaufen wird. Man definiert daher als optische
Weglange
p

sznds.

P

Mithilfe der optischen Weglange lassen sich
Reflexions- und Brechungsgesetz auch aus einem
Extremalprinzip gewinnen (hier nicht durchgefthrt),
das Fermat’sche Prinzip:

p

L= fn ds = Extremum .
P

(21-8)

(21-9)
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Das Licht verlauft zwischen zwei Punkten
P und P’ so, dass die optische Weglange
einen Extremwert, meist ein Minimum,
annimmt.

In der Formulierung der Variationsrechnung

(vgl. A 32) lautet (21-9):

p p pr

6L=6fnds=006 ?:coé dt=0. (21-10)

n
P P P

Aus (21-10) folgt:
Laufzeit und optische Lange der physikalisch

realisierten Wege des Lichtes sind Minimal-
werte.

Das Fermat’sche Prinzip (1650) I&sst sich als Grenz-
fall fur A — 0 aus der Wellengleichung (19-7) herlei-
ten und kann auch in der Form der sog. Eikonalglei-

chung

(grad L)? = n? (21-11)

geschrieben werden. Die Eikonalgleichung stellt die
Grundgleichung der geometrischen Optik (siehe 22)

dar.

Aus dem Fermat’schen Prinzip folgen unmittelbar die

drei Grundsétze der geometrischen Optik:

— Geradlinigkeit der Lichtstrahlen im homogenen

Medium,

— Umkehrbarkeit des Strahlenganges (in der zeitfrei-

en Formulierung),

— Eindeutigkeit und Unabhéangigkeit der Lichtstrah-

len.

Bild 21-4. Lichtlibergang vom optisch dichteren in ein op-
tisch diinneres Medium: Partielle Reflexion (1) und Total-

reflexion (3)

Totalreflexion

Geht eine Lichtwelle aus einem Medium mit héherer
Brechzahl n; (optisch dichteres Medium) in ein Me-
dium mit niedrigerer Brechzahl n, < n; (optisch diin-
neres Medium) 0ber, so ist 8 > a und es lassen sich
drei Falle unterscheiden (Bild 21-4):

1. a= a1 <a: Lichtstrahl 1 wird geméal Brechungs-
gesetz (21-3) und Reflexionsgesetz (21-1) gebro-
chen und reflektiert.

2. a = ag: Lichtstrahl 2 verlauft nach der Brechung
genau entlang der Grenzflache: 8 = 90°.

3. @ = a3 > ac: Lichtstrahl 3 kann nach dem Bre-
chungsgesetz nicht mehr in das optisch diinnere
Medium Ubertreten. Stattdessen wird das Licht an
der Grenzflache vollstandig reflektiert: Totalrefle-
xion.

Der Grenzwinkel der Totalreflexion «. ergibt sich aus
dem Brechungsgesetz (21-3) und mit 8 = t/2 gemal

. n
sinae = —2 . (21-12)
Ny
Grenzt das Medium an das Vakuum (n, = 1,n; = n),
so vereinfacht sich (21-12) zu

sinag = % . (21-13)

Die Totalreflexion wird z.B. in den Umkehrpris-
men (Bild 21-5) ausgenutzt (Prismenferngldser,
Ruckstrahler).

Von grofRer technischer Bedeutung fur die Nachrich-
tentechnik (optische Signaliibertragung) ist die Aus-
nutzung der Totalreflexion in diinnen Glasfasern, die
bei einem Durchmesser von 10 bis 50 um flexibel
sind: Lichtleiterfasern (Bild 21-6).

Das an einem Ende der Glasfaser eingekoppelte Licht
wird durch vielfache Totalreflexion bis an das ande-
re Ende geleitet. Das funktioniert (bei etwas einge-

Bild 21-5. Totalreflexion im Umkehrprisma und im Riick-
strahler
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Tabelle 21-1. Brechzahlen einiger Stoffe fur Licht bei den Wellenl&ngen wichtiger Fraunhofer’scher Linien

Stoff Fraunhofer-Linie (Bezeichnung und Wellenlange in nm):
A©) B(@©) CH) D(Na?* E(Fe) F(H) G (Fe) H(Ca)
760,8 686,7 656,3 589,3 527,0 486,1 430,8 396,8
Brechzahl n gegen Luft
Wasser 1,3289 11,3304 11,3312 1,3330 11,3352 11,3371 11,3406 1,3435
Ethanol 1,3579 11,3593 11,3599 11,3617 1,3641 13662 1,3703 1,3738
Quarzglas 1,4544 14560 1,4568 14589 1,4614 14636 14676 1,4709
Benzol 1,4910 1,4945 1,4963 15013 1,5077 15134 15243 1,5340
Borkronglas BK1 1,5049 15067 1,5076 1,5100 1,5130 1,5157 1,5205 1,5246
Kanadabalsam 1,542
Steinsalz 1,5368 15393 1,5406 15443 15491 15533 15614 1,5684
Schwerkronglas SK1 1,6035 1,6058 1,6070 1,6102 1,6142 16178 1,6244 1,6300
Flintglas F3 1,6029 1,6064 1,6081 1,6128 1,6190 1,6246 1,6355 1,6542
Schwefelkohlenstoff 1,6088 1,6149 1,6182 1,6277 1,6405 1,6523 1,6765 1,6994
Diamant 2,4173

2 Dy(Na): Ap; = 589,5932 nm; D,(Na): Ap, = 588,9965 nm (— Ap = 589,29 nm)

schrénktem Akzeptanzwinkel 97,,) auch bei gekrimm-
ten Lichtleiterfasern.

Geordnete Bindel solcher Lichtleiterfasern leiten ein
auf die eine Stirnflache projiziertes Bild zur ande-
ren Stirnflache weiter: Glasfaseroptik (medizinische
Anwendung: endoskopische Untersuchung des Kor-
perinneren).

Brechung am Prisma

Lichtstrahlen werden durch Prismen von der Prismen-
Dachkante weggebrochen (Bild 21-7). Fir kleine
Dachwinkel y und senkrechten Einfall auf die erste

Bild 21-6. Lichtleitung mittels Vielfach-Totalreflexion in
Glasfasern

Prismenflache ergibt sich fuir den Ablenkwinkel 6 aus
dem Brechungsgesetz (21-3) ndherungsweise

S~yn-1). (21-14)

Der Ablenkwinkel § steigt also mit dem Dachwinkel y
und der Brechzahl n des Prismas an. Qualitativ gilt
das auch fir groRere Dachwinkel und schrdagen Ein-
fall.

Da die Brechzahl n(1) eine Funktion der Wellenlan-
ge ist (Dispersion, siehe 20.1 und Tabelle 21-1), wird
bei normaler Dispersion kurzwellige Strahlung durch
ein Prisma starker gebrochen als langwellige Strah-
lung (Bild 21-8).

Prismen koénnen daher zur spektralen Analyse von
Lichtstrahlung angewendet werden: Prismenspektro-
graphen. Bei voller Ausleuchtung betragt das spek-

Bild 21-7. Ablenkung eines Lichtstrahls durch ein Prisma
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Bild 21-8. Dispersion eines Prismas

trale Auflésungsvermégen (ohne Ableitung):

A dn

— =B—. 21-15
Ad da ( )
Das spektrale Auflésungsvermégen eines Prismas
héngt nur von seiner Basislange B und der Disper-
sion dn/dA des Prismenmaterials, nicht aber vom

Prismenwinkel v ab.

21.2 Optische Polarisation

Bei longitudinalen Wellen (z. B. Schallwellen) ist die
Schwingungsrichtung mit der Ausbreitungsrichtung
identisch (siehe 18.1 und 18.2) und damit eindeutig
festgelegt. Bei transversalen Wellen (z.B. elektro-
magnetische Wellen) ist die Schwingungsrichtung
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung und muss zur
eindeutigen Beschreibung zusatzlich angegeben
werden. Eine Welle, die nur in einer, durch die
Schwingungs- und die Ausbreitungsrichtung aufge-
spannten Ebene schwingt, hei8t linear polarisiert.
Bei elektromagnetischen Wellen (z.B. Licht) wird
die Schwingungsebene des elektrischen Feldstérke-
vektors (vgl. Bild 19-3) als Schwingungsebene, die
des magnetischen Feldstérkevektors als Polarisations-
ebene bezeichnet. Rotieren die Feldstarkevektoren
wahrend des Ausbreitungsvorganges um die Ausbrei-
tungsrichtung, so handelt es sich um elliptisch oder
zirkular polarisierte Wellen.

Bei der Erzeugung elektromagnetischer Wellen durch
einen Sendedipol (Bild 19-2) ist die Schwingungs-
ebene durch die Orientierung des Sendedipols festge-
legt. Zum Nachweis muss auch der Empfangerdipol
in der gleichen Richtung orientiert sein. Die Beob-
achtung solcher Polarisationserscheinungen beweist
daher die Transversalitat des betreffenden Wellenvor-
ganges. Die Beobachtung von Polarisationserschei-
nungen bei Licht ist dementsprechend ein Nachweis
dafir, dass Licht ein transversaler Wellenvorgang ist.

Polarisator

Analysator

natirliches Licht

§

linear
polarisiertes
Licht

(o

~

Bild 21-9. Erzeugung und Nachweis linear polarisierten
Lichtes aus natlrlichem Licht mittels Polarisatoren

Die von den Atomen eines glihenden Korpers
oder einer normalen Gasentladung (nicht beim
Laser) emittierten Lichtquanten haben beliebige
Schwingungsebenen. So entstehendes, naturliches
Licht ist daher unpolarisiert: Alle Schwingungsebe-
nen kommen gleichmé&Rig verteilt vor. Durch sog.
Polarisatoren, die nur Licht mit einer bestimmten
Schwingungsebene passieren lassen (siehe unten),
kann aus natlrlichem Licht linear polarisiertes Licht
erzeugt werden. Durch einen weiteren Polarisator,
den Analysator, konnen die Tatsache der Polarisation
und die Lage der Polarisationsebene festgestellt
werden (Bild 21-9).

Beim schrégen Einfall einer elektromagnetischen
Welle S auf eine ebene Grenzflache zwischen zwei
durchsichtigen Medien unterschiedlicher Brechzah-
len n; und n; h&ngen sowohl der Reflexionsgrad o
(= reflektierte Intensitét/ einfallende Strahlungsinten-
sitat) als auch der Transmissionsgrad = (= Intensitat
der gebrochenen Welle/einfallende Strahlungsin-
tensitadt) von der Lage der Schwingungsebene zur
Einfallsebene ab. Reflexions- und Transmissionsgrad
seien o, und 7, flr eine einfallende Welle S., bei
der der elektrische Feldstarkevektor E, senkrecht
zur Einfallsebene schwingt (d. h. parallel zur Grenz-
flache), und gy und 7 fir eine einfallende Welle
Sy, deren elektrischer Feldstarkevektor E; in der
Einfallsebene schwingt.

Aufgrund des Huygens’schen Prinzips (siehe 21.1
und 23.1) sowie der Strahlungscharakteristik des
Dipols (Bild 19-5) ist es anschaulich verstandlich,
dass die Anregung der Elementarwellen, die sich
von der Grenzflache ausgehend zum reflektierten
Strahl Uberlagern, bevorzugt durch S, erfolgt (E, L
Einfallsebene, d.h. || Grenzflache). Die Elemen-



Bild 21-10. Polarisation durch Reflexion unter dem
Brewster-Winkel & = a,

tarwellen, die durch S,(E; || Einfallsebene) in der
Grenzflache angeregt werden, haben aufgrund der
Dipol-Strahlungscharakteristik nur eine geringe
Amplitude in Reflexionsrichtung. Fir einen Einfalls-
winkel & = ap, bei dem gebrochener und reflektierter
Strahl einen Winkel von 90° bilden (Bild 21-10),
wird die Amplitude von S; null: Das von einem
einfallenden Strahl S unpolarisierten, naturlichen
Lichtes an einer Grenzflache reflektierte Licht S” ist
partiell, im Falle @ = ap vollstandig linear polarisiert.
Der gebrochene Strahl S” st stets nur partiell
polarisiert (Bild 21-11).

Der Winkel ap (Brewster-Winkel) lasst sich unter Be-
achtung von ap + 8 = 90° aus dem Brechungsgesetz
(21-3) berechnen. Mit ny = n, = 1 (Vakuum) und

ny = n folgt das Brewster’sche Gesetz:
tanap =n. (21-16)

Aus den Maxwell’schen Gleichungen (14-41) und
(14-42) lassen sich Grenzbedingungen fir die
elektrische und magnetische Feldstarke an der

100

0,75

/
050 / /
A . /

/ 8y

0 15° 30° 45°

O ————

75° 90°

Bild 21-11. Reflexionsgrad der Grenzflache Vakuum/Glas
(bzw. Luft/Glas) fiir linear polarisiertes Licht

21 Reflexion und Brechung, Polarisation  B263
Grenzflache zwischen den beiden Medien herleiten,
und aus diesen wiederum Beziehungen fir das Re-
flexionsvermogen o = 1 — 7 (durchsichtige Medien,
Absorptionsgrad @ = 0), die Fresnel’schen Formeln:
in2
sin“(a —
0= 1-7, = nle=h @117)
sin“(a + B)
tan?(a —
Q)= 1 -7 = —2( IB) . (21-18)
tan?(a + B)

Fir a + 8 = 90° wird gy = 0, in Ubereinstimmung mit
dem Brewster’schen Gesetz (21-16). Zusammen mit
dem Brechungsgesetz (21-3) ergibt sich aus (21-17)
und (21-18) fiir o, (@) und o () der in Bild 21-11 dar-
gestellte Verlauf fir die Reflexion an Glas.

Fur Glas (n = 1,50) erh&lt man fir den Brewster-
Winkel ap = 56,3°. Wird das unter diesem Winkel
von Glasflachen reflektierte, polarisierte Licht durch
ein Polarisationsfilter (siehe unten) betrachtet, so I&sst
es sich durch geeignete Filterstellung (Durchlassebe-
ne L Polarisationsebene) stark abschwéchen: oy — 0
(Anwendung bei der Fotografie durch Fensterschei-
ben hindurch).

Linear polarisiertes Licht mit der Schwingungsebene
in der Einfallsebene (E; in Bild 21-10) wird unter dem
Brewster-Winkel ap ohne Reflexionsverluste gebro-
chen: Fir oy — 0 wird nach (21-18) das Durchlassver-
mogen 7 = 1 (Anwendung bei den Brewster-Platten
des Gaslasers, Bild 20-14).

Bei Ubergang zu senkrechtem Einfall wird
0. =0 =0 (Bild 21-11). Aus (21-17) bzw. (21-18)
folgt durch Grenzibergang fir kleine Winkel

Q_l_T_(n—l)z

21-19
n+2 ( )

Fir Glas erhadlt man mit n= 1,50 einen Refle-
xionsgrad o = 0,04, d.h., an jeder Grenzflache
Vakuum/Glas oder Luft/Glas gehen 4% der Lichtin-
tensitdt durch Reflexion verloren, sofern nicht durch
geeignete  Aufdampfschichten  (,,Entspiegelung*
bzw. ,\Vergitung®) flr eine \erminderung des
Reflexionsvermdgens gesorgt wird.

Doppelbrechung
Manche durchsichtigen Einkristalle (z.B. Quarz,
Kalkspat, Glimmer, Gips) sind optisch anisotrop,
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d. h., die Phasengeschwindigkeit elektromagnetischer
Wellen hangt von der Ausbreitungsrichtung ab. Bei
optisch einachsigen Kristallen stimmen die Phasen-
geschwindigkeiten lediglich in einer Richtung, der
optischen Achse, Uberein.

Bei Auftreffen eines Strahlenbiindels natlrlichen
Lichtes auf einen optisch einachsigen Kristall tre-
ten im Allgemeinen zwei senkrecht zueinander
linear polarisierte Teilbundel auf, die sich mit un-
terschiedlicher Phasengeschwindigkeit ausbreiten:
Der ordentliche Strahl folgt dem Brechungsgesetz,
der auferordentliche Strahl nicht, er wird unter
anderem Winkel gebrochen. Diese Erscheinung wird
Doppelbrechung genannt.

Manche Kristalle (z. B. Turmalin) haben die Eigen-
schaft, den auRerordentlichen Strahl sehr viel starker
zu absorbieren als den ordentlichen Strahl: Dichro-
ismus. Geht ein Strahl natirlichen Lichtes durch ei-
ne diinne Platte eines solchen dichroitischen Materi-
als, so wird im Wesentlichen der ordentliche Strahl
mit nur geringer Schwachung durchgelassen. Solche
Stoffe sind als Polarisationsfilter (siehe oben) geeig-
net.

22 Geometrische Optik

Das in 21.1 eingefuhrte Strahlenkonzept fir die
makroskopische Beschreibung der Wellenausbrei-
tung hat sich insbesondere bei Problemen der
praktischen Optik (optische Abbildung) bewéhrt
und sich zu einem besonderen Zweig der Optik
entwickelt: geometrische oder Strahlenoptik. Hier
geht es um die Bestimmung des Lichtweges in opti-
schen Geréten und um die Klarung der Grundlagen
zur optimalen Konstruktion solcher Gerate. Die
Grundannahmen des Strahlenkonzeptes (gradlinige
Ausbreitung im homogenen Medium, Unabhéngig-
keit sich Uberlagernder Strahlen, Umkehrbarkeit des
Strahlenganges, Reflexionsgesetz, Brechungsgesetz)
bedeuten eine starke Vereinfachung der Realitat, da
Beugungserscheinungen (vgl. 23) und nichtlineare
Erscheinungen (bei Laserstrahlen sehr hoher Inten-
sitdt in Materie) nicht beriicksichtigt werden. Die
Grenzen der geometrischen Optik liegen daher dort,
wo Abbildungsdetails oder die den Strahlengang
begrenzenden Abmessungen (Schirme, Blenden

i optis_che
g Achse]

optisches
System

Bild 22-1. Zur Herleitung der Abbildungsbedingung

usw.) in den Bereich der Wellenldnge des Lichtes
kommen (siehe 23 u. 24).

22.1 Optische Abbildung

Eine Abbildung im GauR’schen Sinne der geome-
trischen Optik liegt dann vor, wenn Lichtstrahlen,
die von einem Gegenstandspunkt ausgehen, in einem
Bildpunkt wieder vereinigt werden, und wenn ver-
schiedene Punkte eines ausgedehnten ebenen Gegen-
standes in einer Bildebene derart abgebildet werden,
dass das Bild dem Gegenstand geometrisch ahnlich
ist. Ein optisches System, das eine derartige Abbil-
dung bewirkt, muss folgende Bedingungen erfillen
(Bild 22-1):
Das abbildende optische System sei in seiner Wir-
kung auf eine Ebene S senkrecht zur optischen Achse
GOB konzentriert. Ein von G unter dem Winkel a3
gegen die optische Achse ausgehender Strahl mége
in S so gebrochen werden, dass er die optische Achse
hinter dem brechenden System in B unter dem Win-
kel 81 schneidet. Eine Abbildung von G nach B liegt
dann vor, wenn auch unter anderen Winkeln a, von
G ausgehende Strahlen so gebrochen werden, dass sie
durch B gehen.
Nach Bild 22-1 gilt r/g = tana = a und r/b =
tan 8 ~ B fir achsennahe Strahlen. Die zur Abbildung
notwendige Strahlablenkung ¢ ergibt sich dann zu
1 1

5_a+ﬂ~r(g+b). (22-1)
Bei gegebener Gegenstandsweite g muss die Bildwei-
te b fur alle von G ausgehenden Strahlen gleich sein,
darf also nicht von r abhdngen. Das ist nach (22-1)
dann erfullt, wenn die Ablenkung proportional zu r
erfolgt:

o=a+p=const-r. (22-2)
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Bild 22-2. Zur Berechnung der Linsenformel

Eine analoge Betrachtung fir nicht auf der optischen
Achse liegende, aber achsennahe Gegenstandspunkte
fiihrt zu derselben Beziehung. Die geometrische Ahn-
lichkeit folgt ebenfalls aus (22-2): Fir Strahlen die
durch den Mittelpunkt O des optischen Systems ge-
hen, ist r = 0 und damit § = 0, d.h., diese Strah-
len werden nicht abgelenkt. Anhand solcher Strah-
len lasst sich aber die geometrische Ahnlichkeit zwi-
schen Bild und Gegenstand sofort einsehen. Glei-
chung (22-2) ist daher die zur Erzielung einer Abbil-
dung notwendige Bedingung.

Die Realisierung einer derartigen Eigenschaft ist z. B.
durch um die optische Achse rotationssymmetrische,
konvexe Glas- oder Kunststoffkérper moglich, die
durch Kugelflachen begrenzt sind. Wegen ihrer Form
werden sie optische Linsen genannt. Die Abbildung
eines Punktes in endlicher Entfernung durch eine
dinne Sammellinse (z.B. eine Plankonvexlinse mit
der Brechzahl n und dem Krimmungsradius R,
Bild 22-2) kann mithilfe der Ablenkformel (21-14)
fur das diinne Prisma berechnet werden, da die Linse
als ablenkendes Prisma mit vom Achsenabstand r
abhéngigen Dachwinkel y aufgefasst werden kann
(Bild 22-2). Der Begriff diinne Linse bedeutet, dass
der optische Weg (vgl. 21-8) in der Linse L = nd klein
gegen die Gegenstandsweite g und die Bildweite b
ist.

Fur das Dreieck GBC mit dem Ablenkwinkel & als
AuRenwinkel zu den Dreieckswinkeln a und 3 gilt un-
ter Berticksichtigung von (21-14)

a+B=06=y(n-1). (22-3)

Fur achsennahe Strahlen (kleine Winkel) ist & ~ r/g
und B =~ r/b. Ferner liefert y ~ r/R zusammen mit
(22-3) die erforderliche Abbildungsbedingung (22-2).
Damit folgt aus (22-3)

1 1 n

-1
— 4+ = =—— =const.

St R (22-4)

b(g) ist hiernach unabhéngig von «, eine notwen-
dige Voraussetzung fir die optische Abbildung. Fir
g — oo (parallel einfallende Strahlen) wird die zuge-
horige Bildweite b, als Brennweite f bezeichnet. Die
reziproke Brennweite heil3t Brechkraft D, sie ist fur
eine diinne Sammellinse

1 1

n-1
b f P R

Gesetzliche Einheit:
[D] =1 m™t = 1 dpt (Dioptrie) .

(22-5)

Damit folgt aus (22-4), immer fiir achsennahe Strah-
len, die Abbildungsgleichung (Linsenformel)

1 1 1

g+b_f. (22-6)
Bildkonstruktion
Die beiden Brechungen eines Lichtstrahls an den
Oberflachen einer Linse kdénnen bei dinnen Lin-
sen in guter N&herung durch eine einzige an der
Mittelebene, der Hauptebene H, der Linse ersetzt
werden. Zur geometrischen Konstruktion der Lage
des Bildes ist nach (22-6) lediglich die Kenntnis
der Brennweite f der abbildenden Linse und die
Vorgabe der Gegenstandsweite g erforderlich. Die
Konstruktion selbst kann dann mittels zweier von
drei ausgezeichneten Strahlen erfolgen (Bilder 22-3
bis 22-5):

» Parallelstrahl (1), geht nach der Brechung durch
den Brennpunkt F* (1);

» Mittelpunktsstrahl (2), durchdringt die Linse un-
gebrochen (2');

» Brennpunktsstrahl (3), verlauft nach der Brechung
parallel zur optischen Achse (3').

Bild 22-3. Bildkonstruktion bei der Sammellinse
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Bild 22-4. Zuordnung von Bild und Gegenstand
bei der Abbildung durch Sammellinsen

Tabelle 22-1. Die verschiedenen Abbildungsfélle bei der Sammellinse

Gegen- Lage Bild By Bildlage und -art Anwendungen

stand

G g > 2f B <1 f<b<2f (reell) Fernrohr, Kamera
G, g =2f B, =1 b=2f (reell) Korrelator

Gs 2f >g>f Bg >1 b>2f (reell) Projektion

G” g=f B* -0 b—o oo (reell) Projektor, Mikroskop
G, g<f B, >1 b<0 (virtuell) Lupe

Fur die Sammellinse (plankonvexe oder bikonvexe
Linsenflachen) erhdlt man aus der Linsenformel
(22-6) fur die Bildweite

b 19

-7 (22-7)
Furg > fistb > 0, es erfolgt eine reelle Abbildung,
wobei das Bild umgekehrt erscheint (Bildhdhe B < 0,
Bild 22-3). Reelle Abbildung bedeutet, dass das Bild
auf einem Schirm an dieser Stelle sichtbar wird. Flr
g < f wird b < 0, das Bild scheint nach dem verlan-
gerten Strahlenverlauf hinter der Linse an einem Ort
auf der Gegenstandsseite aufrecht aufzutreten, ohne
dass ein Schirm dort das Bild zeigen wirde: Virtu-
elle Abbildung. Der AbbildungsmaRstab ergibt sich
mittels des Strahlensatzes aus Bild 22-3 bzw. 22-4
zu

b_b_y.
g f
Die verschiedenen Félle der Abbildung bei einer
Sammellinse sind in Bild 22-4 und Tabelle 22-1
dargestellt.

Bei der Zerstreuungslinse (plankonkave oder bikon-
kave Linsenflachen) entsteht stets ein aufrechtes, ver-
kleinertes, virtuelles Bild (Bild 22-5).

_|B| _hs _

Bild 22-5. Bildkonstruktion bei der Zerstreuungslinse

Kombination diinner Linsen

Systeme aus diinnen Linsen der Brennweiten f; und f,
mit geringem Abstand d (< fi, f;) voneinander wir-
ken wie eine Linse mit der Brechkraft

11,1 d
f L L fif
bzw. (22-9)

D=D1+D2—dD1D2.

Bei sehr kleinen Abstédnden d kann das letzte Glied
vernachléssigt werden. Flr diesen Fall l&sst sich
(22-9) sofort anhand des Verlaufs des Brennpunkt-
strahls herleiten.

Dicke Linsen
Bei dicken Linsen gelten die Abbildungsgesetze
(22-6) bis (22-8) nur dann, wenn man zwei Hauptebe-
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nen H und H’ einflhrt, zwischen denen alle Strahlen
als achsenparallel laufend angenommen werden
(Bild 22-6). Brennweiten, Gegenstands- und Bild-
weiten beziehen sich dann stets auf die zugehdrige
Hauptebene.

Zusammengesetzte optische Gerdte
Optische Gerdte bestehen meist aus mehreren Linsen
oder Linsensystemen, die verschiedene Abbildungs-
oder Beleuchtungsfunktionen haben.

Projektor. Bild 22-7a zeigt einen Strahlengang zur
vergrofRerten Projektion, z. B. eines Diapositivs auf
eine Leinwand. Dabei wird jedoch der von der Licht-
quelle ausgehende Lichtstrom nur zu einem geringen
Teil ausgenutzt (Q; /4mx), wahrend der Anteil (4m—Q;)
/4m verloren geht. Deshalb setzt man zwischen
Lichtquelle und Gegenstand eine Kondensorlinse,
die den ausgenutzten Raumwinkel auf Q, > @
vergréfRert, sowie einen Kondensorspiegel ein
(Bild 22-7Db).

Die Kondensorlinse bewirkt ferner, dass der Licht-
strom im Wesentlichen durch den achsennahen
Projektivbereich geht, wo die Abbildungsfehler

Bild 22-6. Bildkonstruktion bei einer dicken Linse

Bild 22-7. Projektionsstrahlengang und Projek-
toranordnung

(siehe 22.2) am geringsten sind. Beim Projek-
tor ist i.Allg. b > g, sodass aus (22-8) flr den
Abbildungsmalistab folgt

B (22-10)

b
~ 7
Mikroskop. Zur Beobachtung sehr kleiner Gegen-
stinde wird eine zweistufige Abbildung benutzt
(Bild 22-8). In der ersten Stufe wird mit dem
Objektiv ein stark vergroRertes reelles Bild B des
Gegenstandes G hergestellt (g ~ f1). In der zweiten
Stufe wird das reelle Zwischenbild B mit dem Okular,
das als Lupe wirkt, weiter vergroRert. Es entsteht ein
virtuelles Bild B'.

Fernrohre benutzen wie Mikroskope eine mindes-
tens zweistufige Abbildung. Hier wird ein weit ent-
fernter Gegenstand (g — o : b ~ f) durch das Ob-
jektiv in der N&he des bildseitigen Brennpunktes reell
abgebildet. Dieses Zwischenbild wird dann wiederum
durch ein Okular als virtuelles, vergréRRertes Bild be-
trachtet.

Auf die das Reflexionsgesetz (21-1) ausnutzende Ab-
bildung mit Spiegeln wird hier aus Platzgriinden nicht

Bild 22-8. Strahlengang im Mikroskop
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eingegangen. Man erhélt jedoch fir die Abbildung
mit gekrimmten Spiegeln grundséatzlich analoge Be-
ziehungen wie fur die Abbildung mit Linsen.

22.2 Abbildungsfehler

Sphérische Linsen erzeugen nur ndherungsweise eine
fehlerfreie Abbildung, in der jeder Bildpunkt eindeu-
tig einem Gegenstandspunkt zugeordnet ist, und in
der die geometrische Ahnlichkeit zwischen Bild und
Gegenstand gewahrt ist. Die folgend geschilderten
Abbildungsfehler (Linsenfehler, Aberrationen) kon-
nen teilweise durch Kombinationen geeigneter Linsen
(und heute auch durch Verwendung asphérischer Lin-
sen) reduziert (korrigiert) werden.

Offnungsfehler (sphirische Aberration)

Die Gultigkeit der Abbildungsgleichung (22-6)
ist auf achsennahe Strahlen begrenzt (Bereich der
GauR’schen Abbildung). Achsenferne Strahlen in
den Randbereichen einer sphérischen Linse werden
starker gebrochen, als es der Abbildungsbedingung
(22-2) entspricht. Die zugehdrige Bildweite (bei
Abbildung eines oo fernen Gegenstandpunktes:
Brennweite) ist daher kirzer als die der achsenahen
Strahlen (Bild 22-9a). Die Differenz der Bildweiten
(bzw. der Brennweiten 6; = f — f;) wird im engeren
Sinne als Offnungsfehler bezeichnet.

Die Einhullende des bildseitigen Strahlenbiindels
heiRt Kaustiklinie. Ihr Schnitt mit dem gegenuber-
liegenden Randstrahl definiert die Ebene kleinster
Verwirrung (Radius rs). Infolge des Offnungsfehlers
wird ein Gegenstandspunkt nicht als Punkt abge-
bildet, sondern am Ort des GauR’schen Bildes als
Fehlerscheibchen vom Radius 4. Der mithilfe des
Abbildungsmalistabes By, auf die Gegenstandsseite
zurlickgerechnete Radius des Fehlerscheibchens 6

Bild 22-9a. Offnungsfehler einer spharischen
Linse

steigt mit der 3. Potenz des Linsenaperturwinkels «
(ohne Ableitung; Seidel’sche Fehlertheorie):

(22-11)

Je nach Linsenform liegt der Offnungsfehlerkoeffi-
zient Cg in der GrolRenordnung mehrerer Brennwei-
ten f. Er ist am kleinsten, wenn die gegenstands-
seitigen und die bildseitigen Randstrahlen etwa die
gleichen Winkel zur Linsenoberflache haben. Das er-
fordert je nach Abbildungsproblem meist eine asym-
metrische Linsenform (z. B. plankonvex, vgl. Mikro-
skopobjektiv, Bild 22-8). Der Offnungsfehler kann
durch Abblendung auf kleine Aperturwinkel « redu-
ziert werden. Dem stehen jedoch die damit verbunde-
ne Lichtschwéachung und der steigende Beugungsfeh-
ler (siehe unten) entgegen.

Eine spezielle Form des Offnungsfehlers ist die
Koma: Das Offnungsfehlerscheibchen wird asym-
metrisch, wenn die Linse seitlich ausgeleuchtet
wird (Bild 22-9b). Komafiguren werden daher bei
schlechter Linsenzentrierung beobachtet.

Bild 22-9hb. Zur Entstehung der Komafigur
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Bild 22-10. Astigmatismus einer Linse mit unterschiedlichen
Krimmungen: anstelle eines Brennpunktes treten zwei zueinan-
der senkrechte Brennlinien auf

Bild 22-11. Zur Entstehung von Tonnen- und Kissenver-
zeichnung

Astigmatismus

Linsen mit nicht ganz sphdrischen Flachen zeigen
in zueinander senkrechten, die optische Achse
enthaltenden Schnittflichen unterschiedliche Zy-
linderlinsenwirkung, d.h., die Brennweiten sind
fur solche Schnittflichen verschieden. Ein Ge-
genstandspunkt kann dann bestenfalls in zwei
unterschiedlichen Bildebenen als Strich abgebildet
werden, wobei die beiden Strichbilder aufeinander
senkrecht stehen (Bild 22-10). Derselbe Effekt tritt an
spharischen Linsen bei schiefer Durchstrahlung auf.
Fur den Astigmatismus korrigierte Linsensysteme:
Anastigmate.

Kissen- und Tonnenverzeichnung

Zu geometrischen Verzeichnungen infolge des
Offnungsfehlers kommt es, wenn das abbildende
Strahlenbiindel auferhalb der abbildenden Linse
durch Blenden eingeengt wird. Eine Blende im
Gegenstandsraum bewirkt, dass fur die Abbildung
der duBeren Gegenstandsbereiche Randbereiche der

Bild 22-12. Zur Entstehung des Farbfehlers

Linse genutzt werden. Das fiihrt zu kleineren Abbil-
dungsmalistaben im Randbildbereich als im zentralen
Bildbereich: Tonnenverzeichnung (Bild 22-11a).
Eine Blende im Bildbereich bewirkt das Gegenteil:
&ulere Bildbereiche werden stérker vergréRert wie-
dergegeben als innere Bildbereiche: Kissenverzeich-
nung (Bild 22-11b).

Farbfehler (chromatische Aberration)

Die Dispersion des Linsenmaterials bewirkt, dass
vor allem im Linsenrandbereich blaues Licht starker
gebrochen wird als rotes Licht (vgl. Bilder 21-8
und 22-12). Mit weillem Licht erzeugte Bilder
bekommen dann Farbsdume. Der Farbfehler kann
fur zwei Wellenl&ngen durch Kombination einer
Konvexlinse aus Kronglas und einer Konkavlinse
aus Flintglas, die unterschiedliche Dispersion haben
(Tabelle 21-1), korrigiert werden: Achromat.

Bildfeldwdlbung

Ein ebener Gegenstand wird durch eine Linse in einer
gewdlbten Flache scharf abgebildet. Auf einem ebe-
nen Bildschirm werden dann die Randbereiche un-
scharf. In dieser Hinsicht korrigiertes Linsensystem:
Aplanat.

Beugungsfehler

Die Beruicksichtigung der Welleneigenschaften des
Lichtes zeigt, dass Lichtbiindel von begrenztem
Durchmesser D durch Beugung (siehe 23 und 24)
aufgeweitet werden. Bei der Abbildung eines fernen
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Bild 22-13. Zur Berechnung des Beugungsfehlers

8

P b/l

Gtfnungsfehler
Sj=Cye’ //r

T e———

—

|
0 Qgpt 22

Bild 22-14. Abbildungsunschérfe als Funktion des Off-
nungswinkels (qualitativ)

Gegenstandspunktes durch eine Linse des Durchmes-
sers D entsteht daher ein Beugungsfehlerscheibchen
vom Radius g (Bild 22-13).

Der Beugungswinkel betrdgt nach (23-13) ¢ ~ 1/D
mit 2 = Wellenldnge des verwendeten Lichtes. Mit
D ~ 2af folgt fur den Radius des Beugungsfehler-
scheibchens

Af A

Op ~ 1 ~ D 2a

Beugungsunschirfe ¢z und Offnungsfehlerunschar-

fe 0 (22-11) hangen also gegensinnig vom Offnungs-

winkel (Aperturwinkel) « ab. Die geringste Unschérfe

ist daher fiir einen optimalen Offnungswinkel Qopt ZU
erwarten, der nahe bei 64 =~ g liegt (Bild 22-14).

(22-12)

23 Interferenz und Beugung

Unter Interferenz versteht man die Erscheinungen,
die durch Uberlagerung von am gleichen Ort zusam-
mentreffenden Wellenziigen gleicher Art (elastische,
elektromagnetische, Materiewellen, Gravitationswel-
len usw.) hervorgerufen werden, z. B. gegenseitige

Verstarkung oder Ausldschung, stehende Wellen
usw. (bei Wellen gleicher Frequenz, vgl. 18), oder
Schwebungen (bei Wellen von etwas verschiedener
Frequenz) usw.

Bringt man in das Feld einer fortschreitenden Welle
ein Hindernis (Schirm, Blenden&ffnung), so gelangt
z.B. auch in den geometrischen Schattenraum eine
Wellenerregung: Beugung. Die Beugungserscheinun-
gen lassen sich durch die Interferenz der von der pri-
méren Welle nach dem Huygens’schen Prinzip aus-
geldsten Elementarwellen (siehe unten) beschreiben.

23.1 Huygens’sches Prinzip

Die Ausbreitung von Wellen beliebiger Form kann
auf die Ausbreitung von Kugelwellen, sogenann-
ten Elementarwellen, und deren phasenrichtige
Uberlagerung (Interferenz) zuriickgefiinrt werden
(Huygens’sches Prinzip, ca. 1680):

Jeder Punkt einer Wellenflache (Phasenfla-
che) ist Ausgangspunkt einer neuen Elemen-
tarwelle (Kugelwelle), die sich im gleichen
Medium mit der gleichen Geschwindigkeit
wie die urspringliche Welle ausbreitet. Die
tangierende Hullflache aller Elementarwel-
len gleicher Phase ergibt eine neue Lage der
Phasenflache der urspringlichen Welle.

Beispiele fur die Anwendung dieses Prinzips zeigt
Bild 23-1.

alte  neve alte  neue
Wellenfldche Wellenfldche
=
————
——
a b

Bild 23-1. Entstehung neuer Wellenflachen nach dem Huy-
gens’schen Prinzip a fiir ebene Wellen, b fiir Kugelwellen
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Die Anwendung des Huygens’schen Prinzips werde
fir den Durchgang einer ebenen Welle durch eine
Schirmdéffnung der Breite D betrachtet (Bild 23-2):
Sind die Abmessungen der Schirmoffnung groR
gegenuber der Wellenlédnge (D > 4, Bild 23-2a), so
erhalt man hinter dem Schirm ein nahezu ungestértes
Wellenfeld von der Breite der Schirméffnung. Fur
diesen Fall ist das Strahlenkonzept offenbar brauch-
bar. Es treten lediglich geringe Randstérungen auf,
die daher rihren, dass im Schattenbereich keine
Elementarwellen vom hier ausgeblendeten priméren
Wellenfeld angeregt werden.

Kommt hingegen die Spaltbreite D in die Nahe der
Wellenlénge A (D > 4, Bild 23-2b), so wird die Inten-
sitatsverteilung zunehmend stérker durch Interferenz-
maxima und -minima strukturiert, sowohl innerhalb
als auch aulerhalb des geometrischen Strahlbereichs.
Wird schliellich D < A4 (Bild 23-2c¢), so wird
gewissermalen nur noch eine einzelne Elemen-
tarwelle von der Schirmdffnung freigegeben. Das
Strahlenkonzept ist hier véllig unbrauchbar, wéhrend
das Huygens’sche Prinzip die zu beobachtenden
Beugungsphanomene richtig beschreibt.

Das Huygens’sche Prinzip, insbesondere in der Er-
weiterung von Fresnel (siehe unten) ist die Grundlage
der quantitativen Theorie der Beugung.

Huygens-Fresnel’sches Prinzip:

Die Amplitude einer Welle in einem beliebi-
gen Raumpunkt ergibt sich aus der Uberlage-
rung aller dort eintreffenden Elementarwel-
len unter Berlcksichtigung ihrer Phase.

Bei der Beugung von elektromagnetischen Wel-
len, insbesondere von Lichtwellen, ist es fiir viele
Zwecke ausreichend, den vektoriellen Charakter
des elektromagnetischen Feldes zu vernachléssigen,
d.h. eine skalare Wellentheorie zu betreiben. Zur

Bild 23-2. Durchgang einer Welle durch eine
Spaltdffnung bei verschiedenen Spaltbreiten D

> im Vergleich zur Wellenlange A

Vereinfachung der mathematischen Schreibweise
werden cos- und sin-Wellen nach der Euler’schen
Formel (vgl. A 7.1) komplex zusammengefasst:

u(r,t) = a[cos (wt — kr) + jsin (wt — kr)]

= (elt=kn) = ggikrglet (23-1)
u ist hierin die Erregung. Das kann z.B. der Betrag
der elektrischen oder der magnetischen Feldstarke
sein. Eine auslaufende Kugelwelle (vgl. (18-10) lau-
tet in dieser Schreibweise

u(r,t) = %e‘jkre"“’t ) (23-2)
Fur die Berechnung der Beugungsintensitdaten durch
phasenrichtige Uberlagerung der elementaren Kugel-
wellen ist der Zeitfaktor el“! nicht wesentlich und
wird daher abgespalten. Im Schlussergebnis der Beu-
gungsrechnung kann, wenn nétig, der Realteil der
Lichterregung u wiedergewonnen werden durch Ad-
dition der konjugiert komplexen Erregung u*.

Die mathematische Ausformulierung des Huygens-
Fresnel’schen Prinzips durch Kirchhoff berechnet die
Lichterregung u(P) in einem beliebigen Punkt P als
Integral der Lichterregung u Uber eine den Punkt P
einschliefende Flache. Handelt es sich um die Beu-
gung an einer Offnung in einem Schirm (Flache A),
so wird man als Integrationsflache den Schirm ein-
schlieBlich Offnung wahlen. Da die Erregung auf dem
Schirm jedoch nicht bekannt ist, wird nach Kirch-
hoff angenommen, dass in der freien Offnung die
Erregung vorliegt, die auch ohne Vorhandensein des
Schirmes dort auftreten wiirde, wéhrend die Erregung
(und deren Gradient) auf dem Schirm selbst gleich
null gesetzt wird. Da die Materialeigenschaften des
Schirms dann gar nicht mehr in die Rechnung einge-
hen, muss das Ergebnis fiir die unmittelbare Néhe des
Schirmrandes nicht in jedem Falle zutreffen. Davon
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abgesehen ist jedoch die Kirchhoff’sche Beugungs-
theorie aulerordentlich erfolgreich.

Fur einen ebenen Schirm an der Stelle z=0
(Bild 23-3) lautet die Kirchhoff’sche Beugungsformel
in der Formulierung von Sommerfeld

H —jkr
u(P) = %ffu(g, n)e cos(n,r)dédn. (23-3)
A

r

u(P) und u(¢,n) sind die Erregungen im Beobach-
tungspunkt P(x,y,z) bzw. in der Schirmdffnung
(Schirmkoordinaten ¢ und n), n ist die Flachennor-
male des Schirms. Gleichung (23-3) formuliert genau
die Huygens’sche Vorstellung: Die resultierende
Erregung ergibt sich als Uberlagerung aller von der
beugenden Offnung ausgehenden Kugelwellen. Der
Faktor cos (n, r) entspricht dabei dem Lambert’schen
Cosinusgesetz (siehe 20.2). Ferner ist r > A vor-
ausgesetzt. Die Erregungsverteilung u(é,n) in der
Schirmoffnung kann z.B. durch eine Lichtquelle
Q(Xo, Yo, Zo) im Abstand Ry erzeugt werden.

Sind die linearen Abmessungen der beugenden Off-
nung D < r,R, so kann r im Nenner durch den mitt-
leren Wert R ersetzt werden und zusammen mit dem
dann wenig veranderlichen Faktor cos (n, r) aus dem
Integral herausgezogen werden. Wegen R > &, p kann
dann r im Exponenten entwickelt werden:

1
r=R-aé-pBn+ ﬁ[§2+n2—(a§+ﬁn)2+...].
(23-4)
Hierbei sind

(23-5)

\ \\
A2y

Bild 23-3. Zur Beugung an einer Schirméffnung nach
Kirchhoff

Fresnel-Zahl : F=0%z4
®

]

Pl ) Fzl : F=<l
geometrische| Fresnel-Beugung  |Fraunhofer-Beugung
Optik ! (Fernfeld)

(Nahfeld)

Bild 23-4. Zur Einteilung der Beugungserscheinungen hin-
ter einer Offnung der Breite D > A in charakteristische Be-
reiche mithilfe der Fresnel-Zahl

die Richtungscosinus von R gegen die &- bzw.
n-Achse. Diese Entwicklung gestattet eine Einteilung
der Beugungserscheinungen:

Fraunhofer-Beugung. Fiur groBe Entfernungen
von Lichtquelle Q und Beobachtungspunkt P vom
Schirm, d.h. R,Ry — oo, kdnnen die quadratischen
Glieder vernachléssigt werden. Aus (23-3) ergibt sich
dann unter Weglassung des konstanten Phasenfaktors
exp(-JkR)

up) = LEBB [ ekt ey,
A

(23-6)

Fresnel-Beugung. In Féllen, in denen die Bedin-
gung fur Fraunhofer-Beugung nicht erfullt ist, mis-
sen mindestens die quadratischen Glieder in (23-4)
berticksichtigt werden.

Entsprechend den genannten Einschrankungen lassen
sich die verschiedenen Beugungsbereiche mithilfe der
Fresnel-Zahl

D2
7

(D lineare Abmessung des beugenden Objekts) cha-
rakterisieren (Bild 23-4):

(23-7)

1. Bereich der geometrischen Optik, F > 1(F — 0):
Die Ausbreitung erfolgt entsprechend der von der
Lichtquelle ausgehenden geometrischen Projekti-
on des Schirms. Kennzeichen sind: Geradlinigkeit
der Ausbreitung in homogenen Medien (siehe 22),
scharfe Schattengrenzen, Einfluss der Wellenlange
vernachl&ssigbar.

2. Bereich der Fresnel-Beugung, F ~ 1
(1072 < F < 10%) :
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Die Ausbreitung erfolgt nur néherungsweise im
Bereich der geometrischen Schattenprojektion.
Mit abnehmenden Werten von F steigt die seitli-
che Abstromung der Strahlungsenergie und geht
in den Beugungswinkel & (siehe 23.2) (iber. Die
Intensitatsverteilung hinter der Offnung ist stark
strukturiert und zeigt eine ausgepragte z-Abhén-
gigkeit in der Zahl der Interferenzmaxima.
3. Bereich der Fraunhofer-Beugung, F < 1

(F — 0):

Die Ausbreitung erfolgt hauptséchlich innerhalb
des Beugungswinkels ¢ = arcsin (1/D). Die Form
der Intensitétsverteilung hangt nicht mehr von z ab.

23.2 Fraunhofer-Beugung
an Spalt und Gitter

Die Beobachtung der Fraunhofer-Beugung setzt
voraus, dass Lichtquelle Q und Beobachtungspunkt P
sehr weit von der beugenden Offnung entfernt sind
(Ro,R — o0). Im Experiment lasst sich dies durch
eine Parallelstrahl-Beleuchtung (z. B. mithilfe einer
Linse vor dem Objekt, in deren gegenstandsseitigem
Brennpunkt sich eine Punktlichtquelle befindet)
und eine hinter dem Beugungsobjekt angeordnete
Linse erreichen, in deren hinterer Brennebene das
Fraunhofer-Beugungsbild auftritt (Bild 23-5).

Nimmt man an, dass die Erregung direkt hinter dem
Schirm durch eine konstante Priméarerregung U er-
zeugt wird (etwa durch eine Punktquelle Q(0, 0, —c0),
sodass die Schirmebene eine Phasenflache ist), die
durch den Schirm (und seine Offnung) 6rtlich modu-

Bild 23-5. Erzeugung des Fraunhofer-Beugungshildes ei-
nes Spaltes in der Brennebene einer Linse

liert wird, so l&sst sich die Erregung auch durch eine
Objektfunktion O(¢, ) beschreiben:

U(f, 77) = Ue O(f, 77) . (23'8)

Das Kirchhoff’sche Integral (23-6) lautet dann bis auf
nur langsam mit x und y variierende Vorfaktoren

u(P) = const f f O(&, n) elkeeshnges dy - (23-9)
A

und stellt mathematisch eine Fourier-Transformation
(A 23.1) dar.

Beugung am Einfachspalt
Die Objektfunktion fir einen in p-Richtung oo-lang
ausgedehnten Spalt der Breite s lautet

1fur -s/2 2
O m) = O() = {0 s‘(‘);st s)2<¢<s/2
(23-10)

Mit dieser Objektfunktion ergibt das leicht auszufiih-
rende Kirchhoff’sche Integral (23-9) fuir den Intensi-
tatsverlauf 1(X) ~ u?(X) in der Beugungsebene die
Spaltbeugungsfunktion
sin? X

I(X) = IOT .
lo ist die Intensitat an der Stelle X =0, also in
Geradeausrichtung. X = kas/2 = mas/A = nsxs/Af

(23-11)

ist eine normierte Koordinate in der Bildebe-
ne (Brennebene der nachgeschalteten Linse) — mit
X ~ af und a = sin¥ (Bild 23-5):
S .
X = ”7 sind . (23-12)

Bild 23-6 zeigt die Intensitatsverteilung 1(X). Sie hat
Nullstellen bei X = =, 27, ..., nx, . ... Hier interferie-
ren alle von der Spaltfldche ausgehenden Elementar-
wellen so miteinander, dass sie sich insgesamt auslo-
schen. Die zu den Minima gehdrenden Beugungswin-
kel beim Einfachspalt ergeben sich aus (23-12) zu

Sin Imin = ing (n=1,2,..)). (23-13)
Wird die Spaltbreite s verringert, so wird die Vertei-
lung umgekehrt proportional zu s breiter (die Intensi-
tat dabei geringer), bis schlielich eine einfache Ku-
gelwelle mit nahezu richtungsunabhéangiger Intensitét
lbrigbleibt (vgl. auch Bild 23-2c).
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Bild 23-6. Spaltfunktion: Fraunhofer-Beugungsintensitat
hinter Einfachspalten verschiedener Breite s; und s, =
0,1s;

Beugung am Doppelspalt
Die Beugungsintensitét hinter zwei oder mehr unend-
lich dunnen Spalten mit dem Abstand g l&sst sich
auf direktem Wege berechnen. Die Interferenzampli-
tude der Erregung auf einem weit entfernten Schirm,
die durch Uberlagerung der an zwei Spalten gebeug-
ten Wellen entsteht (Bild 23-7), ergibt sich aus dem
Gangunterschied (Differenz der optischen Weglan-
gen, siehe 21.1) AL = gsin« bzw. der daraus resul-
tierenden Phasendifferenz

Ag = KAL = 2775 gsind . (23-14)
Die Interferenzamplitude der beiden Wellen mit der
Einzelamplitude ue betragt in der Beugungsrichtung ¢
aufgrund der Phasendifferenz gemaf (23-14)

Ag

Uy = 2Ue COS — .

> (23-15)

Daraus ergibt sich flr die Beugungsintensitat 1y ~ u§
(siehe 19.1) des Doppelspaltes (Bild 23-7)

ng

ly = 41, cos? (7 sin 19) . (23-16)

Diese Beugungsintensitatsverteilung hat Maxima an
den Stellen

SiN Fmax = J_rng (n=0,1,...) (23-17)
und Minima bei
. 1\ 1
Sin 9min = * (n + 5)5 (n=0,1,..)). (23-18)

Bild 23-7. Beugung am unendlich diinnen Doppelspalt

Die cos?-formige  Beugungsintensititsverteilung
beim Doppelspalt ist die typische Erscheinungsform
der Zweistrahlinterferenz, die sehr héufig z. B. auch
bei Interferometern ausgenutzt wird. Da man es in
praxi mit endlichen Wellenziigen zu tun hat (vgl.
18.1), treten Interferenzerscheinungen zwischen
beiden Wellenzligen nur dann auf, wenn der Weg-
langenunterschied AL nicht groRer ist als die Lange
der Wellenziige, die in diesem Zusammenhang als
Koharenzlange bezeichnet wird.
Zweistrahlinterferenzen treten u. a. bei zwei vom glei-
chen Verstarker angesteuerten Lautsprechern auf, bei
zwei Antennen eines Senders usw.

Beugung am Gitter
Erhoht man die Zahl N der Spalte tber 2 hinaus, so
gilt die Bedingung (23-17) flr das Auftreten fir Maxi-
ma weiterhin, da bei dem Beugungswinkel #max auch
die weiteren Spalten phasenrichtig zur Beugungsin-
tensitét beitragen (Bild 23-8):

n=0,1....

. A
SINYmax = = na, (23-19)

Ue
1 UeexpljkAL)
a 2/ veexp (j2kAL)

'/e/uef-'xp[j(,v—l VKAL)
\
N

i W-DAL

Beugungswelie
in Richtung &

einfgufende
ebene Welle

Bild 23-8. Zur Beugung am Gitter mit N Spalten
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N=3

A A A Al A A A

N=16

Bild 23-9. Verteilung der Fraunhofer-Beugungsintensitat
eines Gitters mit zunehmender Spaltzahl N

Der Abstand g der Gitterspalte wird auch Gitterkon-
stante genannt.
Zwischen den Hauptmaxima verteilt sich die Beu-
gungsintensitat jedoch anders als beim Doppelspalt,
da bei diesen Richtungen jeweils viele unterschiedli-
che Phasen auftreten, die zur destruktiven Interferenz
fiihren. Die Uberlagerung der von den einzelnen Spal-
ten ausgehenden Teilwellen in Richtung ¢ ergibt

Ug = Ue[1 + eIt 4 4 ekN-DALT - (23.20)
Mit der Summenformel fiir geometrische Reihen er-
gibt sich daraus

1-— ejkNAL

Uy =u - =u
P el—eJkAL

sin(kNAL/2)

jK(N-1)AL/2
¢ sin(kAL/2) ‘

(23-21)

Der Exponentialterm ist ein Phasenfaktor mit dem
Betrag 1. Die Fraunhofer-Beugungsintensitat eines
Gitters mit N unendlich diinnen Spalten, die sog. Git-
terbeugungsfunktion, betragt demnach mit kKAL/2 =
(rtg/A) sindd

sin® (N ™9 sin 19)
A

N2 sin? (n_g sin 19)
A

Iy = 1eN? (23-22)

Der Bruchausdruck hat in den durch (23-19) gegebe-
nen Hauptmaxima den Wert 1. Hier wéchst demnach
die Intensitat quadratisch mit der Zahl N der Spaltoff-
nungen des Gitters. Gleichzeitig sinkt die Halbwerts-
breite mit N (Bild 23-9). Fir N — oo erhélt man eine
Folge von Deltafunktionen (vgl. A 8.3) an den Stellen
der Hauptmaxima: ,,Delta“-Kamm.

Reale Gitterspalte haben immer eine endliche Brei-
te s. Daher Uberlagert sich der Gitterbeugungsfunkti-
on (23-22) stets die Spaltbeugungsfunktion (23-11) als
Intensitatsfaktor (Bild 23-10).

Kreuzgitter sind Beugungsschirme mit Gitterstruktu-
ren in zwei verschiedenen Richtungen. Sie erzeugen
dementsprechend ein zweidimensionales Beugungs-
punktmuster. Bei der Beugung an vielen, in einer Ebe-
ne liegenden, statistisch orientierten Kreuzgittern ord-
nen sich die Beugungspunkte gleicher Ordnung zu
ringférmigen Beugungsstrukturen um die 0. Ordnung
als Zentrum. Dies ist das Analogon zu den Debye-
Scherrer-Ringen bei der Beugung von Réntgen- und
Elektronenstrahlen an Kristallpulvern oder polykris-
tallinen Schichten (siehe unten und 25.4).

Gitter-Dispersion

Nach (23-19) ist der Beugungswinkel firr das Auftre-
ten von Beugungsmaxima von der Wellenldnge A des
gebeugten Lichtes abhé&ngig. Bei der Gitterbeugung
von weillem Licht sind danach die Beugungswinkel

100 7TN
N=16 / \/Spoltbeugungsfunkﬁon
5=9/3 / \
075 /
l // \ Gitterb
itterbeugungs -
0501 / intensitét
~ / \
// \
025 / \
A \
[]’—-J\ L2 J;L_J! i A\ LK T
n-S -4 -3 -2 - 0 1 A 3 4 Kl
(g/A) sin®

Bild 23-10. Beugungsintensitatsverteilung eines Gitters mit
der Gitterkonstante g und der Spaltbreite s = g/3
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Bild 23-11. Rdntgenbeugung am Raumgitter

des blauen Strahlungsanteils kleiner als die des ro-
ten Anteils. Jede Beugungsordnung spreizt sich daher
zu einem Spektrum auf. Anwendung bei der Spektral-
analyse: Gitterspektrograf.

Beugung an Raumgittern

Licht wird (wie jede Welle) nicht nur an Offnun-
gen gebeugt, sondern ebenso an Hindernissen wie
kleinen Kugeln o. &. Sind solche beugenden Objek-
te dreidimensional periodisch angeordnet, so liegt ein
Raumgitter vor. Fallt eine ebene Welle auf ein sol-
ches Raumgitter (Bild 23-11; die Gitterperiodizitat ist
senkrecht zur Zeichenebene fortgesetzt zu denken), so
lasst sich die Beugung daran als sukzessive Beugung
an hintereinander angeordneten Flachengittern dar-
stellen (im Bild 23-11 untereinander liegende Kreuz-
gitter). Wahrend das Entstehen von Beugungsstrahlen
an einem einzelnen Flachengitter nicht an bestimmte
Einfallswinkel geknipftist, tritt bei einem Raumgitter
durch die Periodizitat auch in der dritten Raumrich-

Rontgenfilm
oder
Leuchtschirm

Blende

Rontgenrdhre

mi
Beugungsbild

l Einkristall

oder
Kristallputver

Laue -
Diagramm

tung noch eine dritte Bedingung fur die phasenrichti-
ge Uberlagerung aller Beugungswellen zu Beugungs-
maxima hinzu. Das hat zur Folge, dass Beugungs-
maxima von bestimmten Netzebenen des Raumgit-
ters nur bei Einstrahlung unter dem Bragg-Winkel ¢g
auftreten (Bild 23-11). Phasenrichtig tberlagern sich
Beugungswellen dann in der Richtung 29g.

Der Bragg-Winkel ergibt sich aus der Bragg’schen
Gleichung:

2gsindg =nd (n=1,2,..). (23-23)

Die Bragg’sche Gleichung folgt aus der Forderung,
dass der durch die Strecke AA’A” gegebene Gang-
unterschied ein ganzzahliges Vielfaches n der Wel-
lenldnge A sein muss. Der Beugungsstrahl tritt dann
unter dem Winkel 2¢g auf, wird also gewissermalen
an den vertikalen Netzebenen ,,gespiegelt”. Auch die
unter dem obersten Flachengitter liegenden beugen-
den Objekte, z. B. bei C’, liefern dann phasenrichtige
Beugungswellen in Richtung 2¢g, wie aus Bild 23-11
sofort abzulesen ist (die Strecken BB’ und CC’ sind
gleich lang).

Solche Raumgitter liegen als Atomgitter in den Kris-
tallen vor. Mit Lichtwellen (1 ~ 500 nm) sind dar-
an jedoch keine Beugungsmaxima zu erzielen, da die
Gitterkonstanten g in der GroRenordnung 0,1 bis 1 nm
liegen und (23-23) nicht erfullbar ist. Hingegen lassen
sich mit Rontgenstrahlen (siehe 19.2) oder mit Elek-
tronenstrahlen (vgl. 25.4) an Kristallen Beugungsma-
xima beobachten, da in beiden Féllen 2 < g gemacht
werden kann.

Durch Roéntgenstrahlbeugung an Kristallen haben
v. Laue, Friedrich und Knipping (1912) erstmals
zugleich den Gitteraufbau von Kristallen als auch
die Welleneigenschaften der Rontgenstrahlung durch
fotografische Registrierung der Laue-Diagramme

Bild 23-12. Rontgenbeugung an Einkristallen
(Laue-Diagramm) und an polykristallinen Ma-
terialien oder Kristallpulvern (Debye-Scherrer-
Diagramm)

Debye -
Scherrer -
Diogromm
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nachgewiesen. Seitdem hat sich die Réntgenbeugung
als wichtiges Hilfsmittel zur Strukturuntersuchung
entwickelt, da durch Messung der Beugungswin-
kel g Uber die Bragg’sche Gleichung (23-23) die
zugehorigen  Gitterkonstanten  bestimmt werden
kénnen. Bei der Rontgenbeugung an polykristal-
linen Stoffen oder an Kiristallpulvern erhdlt man
(analog zur oben erwéhnten Beugung an vielen
statistisch orientierten Kreuzgittern) statt der Laue-
Punktdiagramme ringférmige Beugungsdiagramme:
Debye-Scherrer-Diagramme (Bild 23-12).

24 Wellenaspekte
bei der optischen Abbildung

Die optische Abbildung ist in 22 im Rahmen der geo-
metrischen Optik behandelt, d. h. unter Verwendung
des Strahlenkonzeptes ohne Beriicksichtigung der
Welleneigenschaften der zur Abbildung verwendeten
Lichtstrahlung (Vernachlédssigung der Beugung).
Nach Behandlung der Beugung in 23 wird die
optische Abbildung hier nochmals vom Standpunkt
der Wellenausbreitung aus dargestellt.

24.1 Abbe’sche Mikroskoptheorie

Wie dhnlich ist bei der optischen Abbildung die geo-
metrische Struktur des Bildes derjenigen des abge-
bildeten Gegenstandes (Objektes)? Dazu werde die
Abbildung eines Beugungsgitters (Gitterkonstante d)
mittels einer Linse betrachtet (Bild 24-1).

Die vom Objektgitter ausgehenden Beugungsstrahlen
werden in der hinteren Brennebene der Abbil-
dungslinse (Objektiv) fokussiert, hier entsteht das
Fraunhofer-Beugungsbild des Objekts (siehe 23.2,
Bild 23-5), im Falle eines Gitters ein System von
hellen Punkten, die die verschiedenen Beugungsord-
nungen reprasentieren. Das im Verlauf der weiteren
Wellenausbreitung von den Beugungspunkten aus-
gehende Licht interferiert in der Bildebene zur
Lichtverteilung des Bildes. Im dargestellten Beispiel
(Bild 24-1) werden von der Objektivoffnung die
-1., 0. und +1. Beugungsordnung erfasst und in der
Brennebene abgebildet. Dementsprechend ergibt sich
in der Bildebene eine Intensitatsverteilung, die der
Beugungsintensitétsverteilung eines Dreifachspaltes

entspricht (Bild 23-9 fir N = 3). Ersichtlich ist die
Ahnlichkeit der Bildintensititsverteilung mit der des
Objekts nur sehr gering. Im Wesentlichen kann aus
dem Bild in diesem Falle nur die Gitterkonstante
des Objekts (um den VergolRerungsmalistab gedehnt)
entnommen werden. Um eine gréRere Ahnlichkeit
des Bildes mit dem Objekt zu erzielen, mussen
offenbar mehr Beugungsordnungen vom Objektiv
erfasst und damit zur Abbildung zugelassen wer-
den. Dann verbessert sich die Wiedergabe gemaR
Bild 23-9 mit zunehmender Zahl der Quellpunkte in
der Brennebene des Objektivs.

Demnach erfolgt vom Beugungsstandpunkt her die
Abbildung in zwei Schritten: Zundchst entsteht in
der Brennebene das Fraunhofer-Beugungsbild des
Objekts. Im zweiten Schritt entsteht in der Bilde-
bene das Bild des Objekts als Beugungsbild der
Lichtverteilung in der Brennebene. Beide Schritte
lassen sich mathematisch durch das Kirchhoff’sche
Integral (23-9) beschreiben, das formal eine Fourier-
Transformation (vgl. A 23.1) darstellt. Das Bild
entsteht also aus der Objekt-Lichtverteilung durch
zweifache Fourier-Transformation. Dies sind die
Grundgedanken der Abbe’schen Mikroskoptheorie
(Ernst Abbe, 1890).

Die Abbe’sche Vorstellung lasst sich durch kinstli-
che Eingriffe in das Beugungsbild in der Objektiv-
brennebene experimentell Uberprifen: Werden alle
Beugungsordnungen bis auf eine am weiteren Bild-
aufbau gehindert (gestrichelte Blende in Bild 24-1),
so entsteht lediglich die breite Helligkeitsverteilung
auf dem Schirm, die durch eine einzelne Kugelwelle
erzeugt wird, ohne jede Strukturinformation tber das
abzubildende Objekt. Eine Mindestinformation tber
das abgebildete Objekt ergibt sich offenbar erst dann,
wenn mindestens zwei Beugungsordnungen zum
Bildaufbau beitragen und eine cos?-Verteilung in der
Bildebene erzeugen (vgl. (23-16)).

Betragt der Offnungswinkel des Objektivs 9, so ist
der groRte noch vom Objektiv zu erfassende Beu-
gungswinkel ¢ ~ @, (bei schrager Beleuchtung des
Objektgitters, sodass 0. und 1. Ordnung gerade noch
durch die Objektivlinse gehen, vgl. Bild 24-2). Dem
entspricht ein kleinster, noch abzubildender Gitter-
spaltabstand d ~ A/sindy, den man fir n = 1 aus
der Beugungsformel (23-19) erhélt. Da dieselbe Beu-
gungsformel auch fur den Doppelspalt gilt (23-17),
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gilt offenbar generell fiir den kleinsten bei gegebe-
nem Objektiv-Offnungswinkel ¥ noch abzubilden-
den Abstand, die sog. Abbe’sche Aufldsungsgrenze,

A

N . 24-1
sin ¥g ( )

min
Fur das Mikroskop ist als untere Grenze sin ¢y = 1
zu erreichen, d. h., die Auflésungsgrenze des Mikro-
skops ist
dmin = 1. (24-2)
Das Lichtmikroskop kann daher prinzipiell keine
Strukturen auflésen, deren Abstand kleiner als die
Wellenlénge des Lichtes von etwa 0,5 um ist. Hohere
Auflésungen lassen sich nur mit Strahlungen klei-
nerer Wellenlange erzielen (Elektronenmikroskop,
siehe 25.5).
Beim Fernrohr ist die Gegenstandsweite g sehr grof3
gegen den Objektivdurchmesser D. Dann ist ¢ ~
D/g =~ sindy, womit aus (24-1) fir die Auflésungs-

Bild 24-1. Zur Abbildung eines Gitterobjekts
nach der Abbe’schen Mikroskoptheorie

Bild 24-2. Zur Auflésungsgrenze bei der opti-
schen Abbildung

grenze des Fernrohrs folgt:

A
Amin = 5 g. (24-3)
Beispiel: Bei einer sonst stérungsfreien Abbildung
mit einem Fernrohrobjektivvon D = 5 cm Durchmes-
ser betragt die Auflésungsgrenze fir Gegenstande in
g = 100 km Entfernung dmin = 1 m.

24.2 Holografie

Die Abbe’sche Theorie (24.1) stellt die optische
Abbildung als zweistufigen Vorgang dar, bei dem
zundchst das Beugungsbild des Objekts in der
Brennebene des Objektivs erzeugt wird. Anschlie-
Rend entsteht durch Interferenz aus der Lichtvertei-
lung des Beugungsbildes das Bild in der Bildebene.
Diese \orstellung legt nahe, dass im Grunde die
Lichtverteilung nicht nur in der Brennebene des
Objektivs, sondern in jeder Ebene zwischen Objekt
und Bild die vollstandige Objektinformation enthalt.
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Gelingt es, diese Lichtverteilung nach Betrag und
Phase z.B. fotografisch zu speichern (Holografie,
von griech. hélos = ganz und graphein = schreiben),
so muss im Prinzip das Bild daraus rekonstruiert
werden kdnnen (Gabor, 1948).

Wird danach einfach eine Fotoplatte in die vom Ob-
jekt ausgehende Objektwelle gestellt und anschlie-
RBend entwickelt, so erhalt man eine vom Objekt be-
stimmte Schwarzung, die jedoch nur den Betrag der
Amplitude (bzw. deren Quadrat) der Objektwelle am
Orte der Fotoplatte wiedergibt, wahrend die Phase
nicht registriert wird. Eine Rekonstruktion der Ob-
jektwelle, z. B. durch Beleuchtung der (zur Erhaltung
eines Positivs umkopierten) Fotoplatte, ist daher so
i. Allg. nicht mdéglich.

Eine gleichzeitige Registrierung von Betrag und Pha-
se der Objektwelle in einem Hologramm ist durch zu-
sitzliche Uberlagerung einer Referenzwelle erreich-
bar (Bild 24-3).

Die Objektwelle in der Ebene der Fotoplatte (x, y), die
hier durch Beleuchtung eines teiltransparenten Ge-
genstandes (Objekt) erzeugt wird, werde nach Ab-
spaltung des Zeitfaktors exp (—jwt) dargestellt durch

Us (X.Y) = ug (X,y)| eleetey (24-4)

worin der Betrag der Erregung |ug (X,Y)| sich als
Beugungserregung aus der Lichtverteilung im Objekt
durch Anwendung des Kirchhoff’schen Integrals (fur
ein ebenes Objekt z. B. aus (23-9)) bestimmen lasst.
Bei einiger Entfernung vom Objekt ist ug(x,y) dem
Obijekt i. Allg. nicht mehr erkennbar &hnlich. ¢g(X,Y)
ist die Phase in der Registrierebene (x, y).

Bild 24-3. Aufnahme eines Hologramms durch Uberlage-
rung der Objektwelle mit einer kohérenten Referenzwelle

Eine gleichzeitig auf die Registrierebene (Holo-
grammebene) eingestrahlte, zur Objektwelle ko-
harente Referenzwelle (gemeinsame Erzeugung
von Beleuchtungs- und Referenzwelle mittels eines
Lasers, Bild 24-3)

Ur(X,Y) = [ur(x, y)| e¥¥=®¥) (24-5)

interferiert mit der Objektwelle und ergibt eine
Intensitat in der Hologrammebene

[(X,Y) ~ lug + Ugl?

24-6
= |ugl® + url* + 2|ug| |ur|CcOS (¢ — ¢R) - (24-6)

Hierin sind

lul?, |url?: Intensititen der Objektwelle
bzw. der Referenzwelle ohne Interferenz,
2|ug| |url cos(ps — ¢Rr): Interferenzglied,
beschreibt ein Interferenzstreifensystem im
Hologramm, dessen Amplitude durch den
Betrag der Objektwelle |ug| und dessen Ort-
liche Streifenlage durch die Phasendifferenz
wc — ¢r zur Referenzwelle bestimmt ist.

Das im Hologramm registrierte Interferenzstreifen-
system enthdlt daher die vollstdndige Objektwellen-
information.

Nach fotografischer Entwicklung der Holo-
grammplatte ist deren Amplitudentransmission
t(x,y) ~ I(x,y). Nunmehr werde das Hologramm in
derselben Anordnung allein durch die Referenzwelle
beleuchtet (Bild 24-4). Die Lichtverteilung unmittel-
bar hinter dem Hologramm ist dann mit (24-6) unter
Weglassung des Imaginarteils

~1.0rdnung
/ /
/ /
/ /
/ 0.0rdnung
virtuelles

A
rgumliches Bild ~Tixy s // /

&
N

+1.0rdnung
= rekonstruierte

— P

o Objektwelle
U < N J
N \éeﬂt}g@ Hologramm (umkopiert)
A
N\

Bild 24-4. Rekonstruktion der Objektwelle aus dem Holo-
gramm: +1. Ordnung der Beugung des Beleuchtungsstrahls
an den Gitterstrukturen des Hologramms
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u(x, y) = t(x,y) ur(x.y)
~[lugl? + |ur[? + 2ugllur| cos (s — ¢c)]
X |UR| €OS ¢r

u(x, y) ~ |ugl[lugl® + |ugl?] cos g transmittierte
Referenzwelle
Zwillingsbild
Objektwelle
(24-7)

+|ur[?|ug| cos(¢s — 2¢r)
+|ugr[?|ug| cos(¢a)

Bis auf einen konstanten Faktor |ug|? stellt der drit-
te Term die gesuchte Lichtverteilung der urspringli-
chen Objektwelle dar, die jetzt nicht mehr durch die
Beleuchtung des Objekts, sondern des Hologramms
erzeugt (rekonstruiert) wird. Damit ist aber nach dem
Huygens’schen Prinzip die sich von dieser Lichtver-
teilung weiter nach rechts ausbreitende neue Objekt-
welle identisch mit der urspriinglichen, sodass beim
Blicken durch das so beleuchtete Hologramm das Ob-
jekt an der urspriinglichen Stelle (und zwar raumlich)
gesehen wird, ohne dass das Objekt dort vorhanden
sein muss. Im Bild der Gitterbeugung ist die rekon-
struierte Objektwelle die 1. Ordnung der Beugung der
Referenzwelle am Hologrammagitter. Der erste Term
in (24-7) stellt die 0. Ordnung, der zweite Term die
—1. Ordnung dar, die hier nicht weiter betrachtet wird.

Achtung: Beim Betrachten eines Holo-
gramms darf zur Vermeidung von Au-
genschéden nicht in die 0. Ordnung des
beleuchtenden Laserstrahls geblickt werden!

Die Holografie ist demnach ein zweistufiges Verfah-
ren zur Aufzeichnung und rdumlichen Wiedergabe
von Bildern beliebiger Gegensténde, das im Prinzip
keine Linsen erfordert. Insbesondere bei der Aufnah-
me der Hologramme werden Wellen zur Interferenz
gebracht, die sehr unterschiedliche Wege zuriickge-
legt haben. Die Anforderungen an die Koharenz des
verwendeten Lichtes sind daher sehr hoch, sodass im
Normalfall Laserlicht verwendet werden muss (sie-
he 20.5). Die hier dargestellte Form der Holografie
wird aufgrund der Art der Referenzstrahlfiihrung als
Off-axis-Holografie bezeichnet (Leith u. Upatnieks,
1963).

25 Materiewellen

25.1 Teilchen, Wellen, Unscharferelation

Es gibt zwei physikalische Phdnomene, die Erhal-
tungsgroRen wie Energie, Impuls und Drehimpuls
speichern und transportieren kénnen (Tabelle 25-1):
Teilchen (Partikel) und Wellen.

Die Teilchen und ihr Verhalten kénnen im Wesentli-
chen durch die Erhaltungsgesetze fur Energie, Impuls
und Drehimpuls beschrieben werden (vgl. 3 und 4).
Im makroskopischen Bereich der Physik sind da-
her keine Einschrénkungen hinsichtlich der Werte
dieser Grolen erkennbar. Solche Einschréankungen
werden jedoch im mikroskopischen Bereich der
Physik (Atomphysik, Kernphysik) beobachtet, wo
die experimentellen Ergebnisse dazu zwangen,
Quantenhypothesen fir Energie und Impuls bzw.
Drehimpuls einzufiihren: Quantisierte Oszillato-
ren in der Planck’schen Strahlungstheorie (siehe
20.2), quantisierte Energien und Drehimpulse in der
Atomtheorie (vgl. 16.1). Viel langer akzeptiert sind
Quantenvorstellungen, soweit es die Grundbausteine
der Materie, die Elementarteilchen, die elektrische
Ladung usw. betreffen. Schlielich ist es ein Merkmal
der Partikel in der klassischen Mechanik, dass ihr Ort,
Impuls usw. im Prinzip zu jedem Zeitpunkt genau
angegeben werden kann: Partikel sind lokalisiert.

Bei der Ausbreitung von Wellen handelt es sich
dagegen um die rdumliche Fortpflanzung eines
Schwingungsvorganges, der typischerweise ausge-
dehnt, nicht lokalisiert ist. Es handelt sich nicht wie
bei den Teilchen um einen Materietransport, dennoch
wird auch hier Energie und Impuls transportiert
(vgl. 18.1 und 19.1). Quantisierungsvorschriften gibt
es hier bereits im makroskopischen Bereich der
klassischen Physik: Ist das Medium, in dem sich
Wellen ausbreiten, rdumlich begrenzt, so gibt es
stehende Wellen, die nur fur diskrete Wellenléngen,
die durch die Abmessungen des Mediums bestimmt
sind, stationdr existieren kénnen (vgl. 18.1). Im mi-
kroskopischen, atomphysikalischen Bereich musste
jedoch auch das Wellenbild modifiziert werden. Die
Erklarung der Planck’schen Strahlungsformel (siehe
20.2), des Fotoeffektes (siehe 16.7 und 20.3) und des
Compton-Effektes (siehe 20.3) erforderte die Ein-
fuhrung partikeldhnlicher Wellenpakete (siehe 18.1):
Quantisierung des Lichtes (siehe 20.3).
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Tabelle 25-1. Charakteristika von Teilchen und Wellen im makroskopischen und im mikroskopischen Bereich

Makroskopischer Bereich

Teilchen raumlich lokalisiert;

(Partikel) Energie, Impuls, Drehimpuls,. ..
koénnen beliebige Werte annehmen

Welle raumlich ausgedehnt;

Energie, Impuls,. . . kénnen
beliebige Werte annehmen, aber:
Quantelung bei stehenden Wellen

Damit erhebt sich die Frage der Lokalisierbarkeit von
Wellen. Bei einem klassischen Partikel ist die Ortsbe-
stimmung im Prinzip kein Problem, der Ort eines Par-
tikels 1&sst sich angeben. Eine Welle hingegen erfullt
immer ein gewisses Gebiet, das beliebig groR sein
kann. Dann wird eine Ortsangabe flr die Welle un-
maglich. Erst der Ubergang zu einer endlich langen
Welle, einem ortlich begrenzten Wellenpaket (18.1),
lasst eine Ortsangabe mit einer gewissen Unschér-
fe Ax zu, die etwa der Lange des Wellenpakets ent-
spricht (Ausbreitung in x-Richtung angenommen):

AX = 'UpT . (25'1)

vp Phasengeschwindigkeit der Welle,
7 zeitliche Dauer des Wellenzuges.

Mit der Ortsunscharfe ist eine weitere Unschérfe ver-
knipft. Nach dem Fourier-Theoremiist ein zeitlich be-
grenzter Wellenzug der Zeitdauer r als Uberlagerung
eines kontinuierlichen Spektrums von unbegrenzten
Wellen anzusehen, deren spektrale Amplitudenvertei-
lung (Bild 5-23) die Halbwertsbreite

(25-2)

aufweist: Frequenzunschérfe. Die Frequenz eines
Lichtquants h&dngt gemé&R (20-38) mit seinem Impuls
p, = h/A zusammen:

_ % Y

y = /l - pr . (25'3)

Aus der Frequenzunschérfe Ay folgt danach eine Im-
pulsunscharfe
h

h
Ap, = 2Ay =1
Up UpT

(25-4)

Mikroskopischer Bereich
Wellenverhalten:
Materiewellen,

nicht streng lokalisiert Energie, Impuls,

Drehimpuls,
Partikelverhalten: e
Lichtquanten, quantisiert
nicht beliebig ausgedehnt
woraus sich mit (25-1) ergibt:
Apx AX=h. (25-5)

Eine genauere Ableitung ergibt die Heisenberg’sche
Unscharferelation (Heisenberg, 1927):

Apx AX =T . (25-6)
Die Unschérferelation verknlpft die aufgrund der
Struktur von Wellenpaketen entstehenden prinzi-
piellen Messungenauigkeiten korrespondierender
physikalischer GroRen (Kennzeichen: das Produkt
korrespondierender GréRen hat die Dimension einer
Wirkung) miteinander:

Ort und Impuls eines Wellenpakets sind nicht
gleichzeitig genau messbar. Je genauer der
Ort bestimmt wird, desto weniger genau l&sst
sich sein Impuls bestimmen und umgekehrt.

Wegen der Verwendung von (20-38) gilt die obige
Ableitung der Unschérferelation zundchst fir elek-
tromagnetische Wellen (Lichtquanten), erweist sich
aber auch fir Materiewellen (25.2), elastische Wel-
len usw. als zutreffend. Dass man in der makrosko-
pischen Physik von der Unschérferelation nichts be-
merkt, liegt daran, dass das Planck’sche Wirkungs-
quantum h = 6,62606896 - 107%*J - s so auReror-
dentlich klein ist.

25.2 Die De-Broglie-Beziehung

Die Zuordnung von im Sinne der klassischen Physik
typischen Teilcheneigenschaften, wie Lokalisierbar-
keit, Energie, Impuls usw., zu Wellen legt aus Sym-
metriegriinden die Idee nahe (vgl. Tabelle 25-1), um-
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gekehrt den Materieteilchen auch Welleneigenschaf-
ten zuzuordnen: Materiewellen (de Broglie, 1924).
Zwischen dem Impuls p = mo der Teilchen und der
Wellenlédnge A der den Teilchen zugeordneten Ma-
teriewelle wurde derselbe Zusammenhang wie beim
Licht (20-38) vermutet:
=—. 25-7
p=- (25-7)
Mit (12-53) folgt daraus fiir die Materiewellenldange
die De-Broglie-Beziehung:

h h h
=—=—= . 25-8
p mv  +2emuU ( )

Fur Elektronen gilt (25-8) nur fur Beschleuni-
gungsspannungen U < (10*...10%) V (vgl. 12.5).
Bei relativistischen  Geschwindigkeiten — muss
(12-55) verwendet werden. Werte fir die De-
Broglie-Wellenldnge von Elektronen finden sich in
Tabelle 25-2 (siehe 25.4).

Natrlich wird man hier wie bei den Lichtquanten
annehmen, dass die den Teilchen zugeordneten Ma-
teriewellen eine begrenzte Lange haben, sodass es
sich um Wellenpakete (18.1) handelt, die etwa am Ort
des betreffenden Teilchens ihr Zentrum haben. Da-
mit gilt aber die Heisenberg’sche Unschérferelation
(25-6), die aus den Wellengruppeneigenschaften und
p = h/A resultierte, auch fir Materiewellen.

In weiterer Verfolgung der Analogie zur Lichtquan-
tenvorstellung lasst sich die Energie bewegter Teil-
chen mit einer Frequenz v entsprechend (20-36) ver-
kniipfen. Nehmen wir ferner die Aquivalenz von Mas-
se und Energie hinzu, so folgt mit (4-42) fur die Fre-
quenz einer Materiewelle

h
Damit ergibt sich fur die Phasengeschwindigkeit ei-
ner Materiewelle mithilfe der De-Broglie-Beziehung
(25-8)

(25-9)

2 2
meol _ % (25-10)

h v
Da die Teilchengeschwindigkeit v die Vakuumlicht-
geschwindigkeit co nicht tbersteigen kann (vgl. 4.5),
ist offenbar die Phasengeschwindigkeit einer Materie-
welle immer groRer als ¢o. Weil nach (10) die Phasen-
geschwindigkeit von der Wellenlange A abhéngt, liegt

Uvp =vA =

auch Dispersion vor. Fir diesen Fall bestimmt sich die
Gruppengeschwindigkeit vg, also die Ausbreitungs-
geschwindigkeit des dem Teilchen zugeordneten Wel-
lenpaketes (siehe 18.1) aus (18-27)

dUp _ dv

Ug = ’Up -A
Beschrénken wir uns zur Vereinfachung der Rech-
nung auf nichtrelativistische Teilchen (v < ¢g), S0 ist
nach (4-36) bis (4-38)

1 1 Mov
—m0v2 =

2 _ 2 - -
mcy = MoCo + 7 und /l H (25-12)
Damit folgt aus (25-9), (25-11) und (25-12)
d (0(2) + %1}2)
vg= ———L =0, (25-13)

dv

d. h., die Teilchengeschwindigkeit ist gleich der Grup-
pengeschwindigkeit der dem Teilchen zugeordneten
Wellengruppe (de Broglie), ein Ergebnis, das befrie-
digend zur Beschreibung eines Teilchens durch eine
Wellengruppe passt. Mit (25-10) ergibt sich schlieR3-
lich die fur Materiewellen glltige Beziehung
vgUp = C3 (25-14)
die nicht auf elektromagnetische Wellen (Lichtquan-
ten) Ubertragen werden darf.
Anmerkung: Da die Energie mc3 in (25-9) nicht
eindeutig ist, sondern durch eine potenzielle Energie
Ep =6V mit frei wahlbarem Nullpunkt ergéanzt
werden kann, ist die Phasengeschwindigkeit (25-10)
willkirbehaftet. Andere Rechnungen liefern z.B.
vp = vg/2. Dies zeigt, dass die Phasengeschwindig-
keit von Materiewellen unbestimmt und eine nicht
direkt beobachtbare Grof3e ist. Beobachtet wird stets
nur die Gruppengeschwindigkeit.
Der erste Erfolg des Materiewellenkonzepts war eine
Deutung der stationdren Bohr’schen Bahnen im Atom
(siehe 16.1) als stehende Materiewelle der Bahnelek-
tronen auf dem Bahnumfang. Dazu betrachten wir
zwei Félle: Bild 25-1a zeigt den instationdren Fall,
in dem der Bahnumfang 2zr nicht durch die Mate-
riewellenldnge A teilbar ist. Bei weiterer Verfolgung
der Amplitudenverteilung der Materiewelle Uber den
gezeichneten Bereich hinaus wird deutlich, dass sich
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Bild 25-1. Materiewellen auf einer Bohr’schen Bahn. a in-
stationdrer Fall, b stationarer Fall firn = 3

die Welle durch Interferenz selbst ausléscht. Mit der
in der Zeichnung angenommenen Wellenlénge kann
sie auf der vorgegebenen Bahn nicht stationdr existie-
ren.
Ein stationdrer Fall ist nur dann mdglich, wenn die
Bedingung

2nr,=nd (n=1,2,..)) (25-15)
erflllt ist. Mit der De-Broglie-Beziehung (25-8) folgt
dann sofort die Bohr’sche Quantenbedingung (16-7)
fiir den Drehimpuls

h
L=rp=n—=nh,

o (25-16)

die sich hier ganz zwanglos aus der Forderung statio-
nérer, stehender Materiewellen ergibt.

Mit den den Elektronen im Atom zugeordneten
Materiewellen lasst sich auch die im Bohr’schen
Atommodell postulierte  Strahlungslosigkeit der
stationdren Bohr’schen Bahnen deuten (vgl. 16.1):
Eine langs der klassischen Elektronenbahn schwin-
gende Materiewelle bedeutet, dass das Elektron
(besser: seine Aufenthaltswahrscheinlichkeit bzw.
die Wellenfunktion, vgl. 25.3) gewissermalien Uber
den Bahnumfang verschmiert ist. In diesem Bild
stellt das System Atomkern — Elektron keinen
schwingenden elektrischen Dipol mehr dar, und die
Strahlungsnotwendigkeit entfallt.

Noch deutlicher zeigt dies die Unschéarferelation
(25-6), wenn wir sie z.B. auf das Wasserstoffatom
anwenden. Legt man den Ort des Elektrons nur
etwa auf den Bereich des Atoms fest, wahlt man
also als Ortsunschérfe den Durchmesser der ersten
Bohr’schen Bahn Ax = 2r; = 106 pm (siehe 16-9),
so ergibt sich eine aus der Impulsunschérfe folgende
Geschwindigkeitsunscharfe, die von gleicher GroRen-
ordnung wie die klassisch nach (16-4) zu berechnende

Umlaufgeschwindigkeit des Elektrons ist! Die klas-
sische Rechnung verliert hier also véllig ihren Sinn,
d. h., ein solches System darf nicht wie ein klassischer
elektromagnetischer Dipol behandelt werden.

25.3 Die Schrodinger-Gleichung

Uber die physikalische GroRe, die bei einer Mate-
riewelle schwingt, ist bisher nichts ausgesagt wor-
den. Zur mathematischen Beschreibung wird daher
zundchst eine allgemeine Wellenfunktion ¥ einge-
flihrt, die z. B. fiir ein sich in x-Richtung bewegendes
Elektron lauten kann

P(x,t) = Pelled) = y(x)e et | (25-17)

Das Quadrat der Wellenfunktion eines Teilchens
|P(x, 1)) = P¥* gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte
dafur an, das Teilchen zur Zeit t am Ort x anzutreffen.
Demgemal wird ¥ auch als Wahrscheinlichkeitsam-
plitude bezeichnet (genauer: deren Dichte). Handelt
es sich um viele Teilchen, die durch dieselbe Wellen-
funktion beschrieben werden kénnen, so ist || ~ n
(n Teilchenzahlkonzentration).

Die Wellenfunktion muss der Wellengleichung (18-7)
genugen

1 9%y

-=.2 o,

a4
v% o2

o (25-18)

Einsetzen der Wellenfunktion (25-17) liefert flr den
ortsabhéngigen Teil y(x) der Wellenfunktion
dZw w?

2% y=0.
Uzw

(25-19)
dx? 2

Mit der de-Broglie’schen Beziehung p = h/A und mit
vp = vA wird

a)Z pZ
=== (25-20)
v% h?
Aus dem Energiesatz folgt
p? = 2m(E - Ep), (25-21)

und aus (25-19) bis (25-21) schlieRlich die eindimen-
sionale zeitfreie Schrodinger-Gleichung (1926):
2m

dZ
v —(E-Ep)y=0.
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Wird fiir Ej die potenzielle Energie des Elektrons in
dem jeweiligen System eingesetzt, so beschreibt die
Schradinger-Gleichung dieses System. Beispiele sind
(ohne Durchrechnung im Einzelnen):

Freies Elektron: Ep = 0.

Hierflr ergibt sich aus (25-22) eine raumliche
Schwingungsgleichung. Mit dem Ldsungsansatz

w(x) = e (25-23)
erhalt man
H2K2 2
= m = 2p—m N (25-24)

d. h. die kinetische Energie eines freien Elektrons. Da-
bei ist eine Losung fir jeden Wert von E mdglich, die
Energie des freien Elektrons ist demnach nicht quan-
tisiert.

) ) Mw)
Harmonische Bindung: E, = sz (vol. (5-26)).
Bei diesem Potenzial ergeben sich stationdre Ldsun-
gen flr ¢ nur bei bestimmten Eigenwerten der Ener-
gie:

E=E,= (n + E)hv. (25-25)

2
Dies sind die schon bei der Behandlung des har-
monischen Oszillators angegebenen mdglichen
Energiewerte (vgl. 5.2.2). Die Energiequantelung
erhdlt man hier also als Losung des Eigenwertpro-
blems der Schrddinger-Gleichung. Berechnet man
die zugehorigen Wellenfunktionen fir die verschie-
denen Quantenzahlen n = 0,1,..., so zeigt sich,
dass es sich auch hier um eine Art stehender Wellen
im Parabelpotenzial des harmonischen Oszillators
(Bild 25-2, vgl. auch Bild 5-8) handelt.
Coulomb-Potenzial des H-Atoms:

2

e
E, = —
P Amegr

(siehe 16.1) .

In diesem Falle erhdlt man stationdre Losun-
gen fir die Wellenfunktion der Elektronen im
Wasserstoffatom nur fir die Energie-Eigenwerte

mee* 1
E,=- = 25-26
: 88%h2 n2 ( )

¥ |l

£ ly)? £
\ ¥

/ lnl?
i N\ c

¥
by
v \/ \wﬂ/\/
X X

a b

2
|

Bild 25-2. a Wellenfunktion (Wahrscheinlichkeitsamplitu-
de), b Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte fir ein Teil-
chen im Parabelpotenzial der harmonischen Bindung (har-
monischer Oszillator)

Dies sind die stationdren Energiewerte des
Wasserstoff-Atoms, wie sie sich auch aus der
Bohr’schen Theorie ergeben haben (16-10).

Die Schradinger’sche Wellenmechanik, deren Grund-
gleichung die Schrodinger-Gleichung z.B. in der
Form (25-22) ist, hat sich in der Atomphysik und
in der Chemie (vgl. C 1.4) als aulerordentlich
erfolgreich erwiesen.

25.4 Elektronenbeugung,
Elektroneninterferenzen

Der Erfolg der Materiewellenhypothese von de
Broglie bei der Deutung der stationdren Elektronen-
zustdnde im Atom wadre unvollstdndig ohne einen
direkten experimentellen Nachweis fir die Wel-
leneigenschaften von Teilchen. Dieser Nachweis
wurde &hnlich wie bei den Rontgenstrahlen (vgl.
23.2) durch Beugung am Atomgitter von Kristallen
erbracht, und zwar einerseits durch Reflexionsheu-
gung langsamer Elektronen (E = (30...300) eV) an
Nickel-Einkristallen (Davisson u. Germer, 1927) und
andererseits durch Beugung mittelschneller Elektro-
nen (E = (10...100) keV) bei der Durchstrahlung
(Transmission) dunner kristalliner Schichten (G.P.
Thomson, 1927). Bild 25-3a zeigt im Prinzip die
Anordnung nach Thomson. Dunne einkristalline
Schichten verhalten sich dabei &hnlich wie Kreuzgit-
ter (vgl. 23.2), d.h., sie ergeben ein zweidimensio-
nales Beugungsmuster (Bild 25-3b). Trifft dagegen
der Elektronenstrahl auf viele kleine, statistisch
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Uy Beugungsbilder :

Kathode
Anode

— e ¥
e

Kristallschicht L7

b

Einkristallschicht

Leuchtschirm, Photo -

a platte mit Beugungsbild c polykristalline Schicht

Bild 25-3. Elektronenbeugung an kristallinen Schichten (in
Transmission): Beugung von 100-keV-Elektronen an Zinn-
schichten (Dicke: 80 nm). a Prinzip der Anordnung, b ein-
kristalline Schicht, ¢ polykristalline Schicht. (Aufnahmen:
G. Jeschke, I. Phys. Inst. TU Berlin)

orientierte Kristallite, wie sie in einer polykristallinen
Schicht vorliegen, so Uberlagern sich die von den
einzelnen Kristalliten stammenden Beugungsreflexe
zu Beugungsringen (Bild 25-3c), ganz entsprechend
den Debye-Scherrer-Beugungsdiagrammen bei der
Rontgenbeugung an Kristallpulvern (vgl. 23.2).

Aus den Beugungswinkeln g der beobachteten Re-
flexe lassen sich Uber die auch hier giltige Bragg’sche
Gleichung (23-23)

2gsindg =na (25-27)

die zugehdrigen Netzebenenabstdnde g bzw. Git-
terkonstanten bestimmen, wenn man fir A die
De-Broglie-Wellenlange ((25-8), Tabelle 25-2) ein-
setzt. Ahnlich wie die Réntgenbeugung ist daher die
Elektronenbeugung heute ein wichtiges Hilfsmittel
der Kristallstruktur- und Substanzanalyse, und jedes
(Transmissions-)Elektronenmikroskop (vgl. 25.5)
ist heute auch fur Elektronenbeugungsaufnahmen
eingerichtet.

Die aus der Elektronenbeugung an Kristallen resul-
tierenden Beugungsdiagramme (Bild 25-3) stellen
Fraunhofer’sche Beugungsdiagramme an atomaren
Strukturen dar. Letzte mdgliche Zweifel an der
Aussagekraft solcher Wechselwirkungen von Elek-
tronen mit atomaren Abstdnden als Nachweis fur

Bild 25-4. Fresnel’sche Elektronenbeugung an der Kante
nach Boersch. E = 38 keV, a = 140 um (H. Boersch: Na-
turwiss. 28 (1940) 909; Phys. Z. 44 (1943) 202)

die Wellennatur der Elektronen kénnen durch die
Fresnel’sche Beugung von Elektronen an einer ma-
kroskopischen Kante, wie Bild 25-4 zeigt (Boersch,
1940), als beseitigt gelten.

In der Lichtoptik ist es mdglich, das Licht einer
Lichtquelle mittels zweier mit den Basisflichen
gegeneinandergesetzter  Prismen  (Fresnel’sches
Biprisma) in zwei kohérente Teilbiindel aufzuteilen
und diese damit gegenseitig zu tiberlagern. Im Uber-
lagerungsbereich beobachtet man auf einem Schirm
Zweistrahlinterferenzen.

Das entsprechende Experiment lasst sich auch mit
kohédrenten  Elektronenstrahlbiindeln  durchfiihren
(Méllenstedt u. Diiker, 1956). Zur Uberlagerung

Tabelle 25-2. De-Broglie-Wellenl&ngen von Elektronen

Beschleunigungsspannung Wellenldnge A/pm

v 1200
10V 390
100 V 120
1kV 39
10 kV 12
100 kV 3,78
1MV 0,872
10 MV 0,12%

2 relativistisch korrigiert
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Bild 25-5. Zweistrahl-Elektroneninterferenzen am elektro-
nenoptischen Biprisma nach Méllenstedt (G. Méllenstedt,
H. Diiker: Z. Phys. 145 (1956) 377)

beider Teilbundel wird ein elektronenoptisches
Biprisma (Bild 25-5) verwendet, das im Wesent-
lichen aus einem sehr dinnen Draht (1 bis 10 um
Durchmesser) besteht, der gegeniiber der Umgebung
positiv aufgeladen wird und die Umlenkung der
Elektronenbiindel bewirkt. Im Uberlagerungsbe-
reich erhdlt man Zweistrahlinterferenzen der beiden
Elektronenwellenbiindel (Bild 25-5).

Mit einer solchen Anordnung kann im Prinzip auch
Elektronenholografie betrieben werden. Die beiden
Teilblindel des elektronenoptischen Biprismas kon-
nen ndmlich als Objektwelle einerseits und als Re-
ferenzwelle andererseits benutzt werden, in volliger
Analogie zur lichtoptischen Holografie (vgl. 24.3).
Dazu wird das Untersuchungsobjekt (z. B. eine sehr
dinne Schicht) in das eine Teilbindel gebracht. Das

Kathode
Anode

elektrostatische Dreielektrodentinse

(Einzellinse)

im Uberlagerungsbereich unter dem Biprisma (ge-
gebenenfalls nach elektronenoptischer VergroRerung
fotografisch) aufgezeichnete Interferenzmuster stellt
das Elektronenhologramm dar, das die Amplituden-
und Phaseninformation der Objektwelle enthalt (vgl.
24.2). Die Rekonstruktion des Objektbildes aus dem
aufgezeichneten Hologramm kann nun beispielswei-
se mit Licht oder rechnerisch per Computer erfolgen.
Da sich hierbei die Abbildungsfehler elektronen-
optischer Linsen (25.5) kompensieren lassen, hat
dieses Verfahren eine besondere Bedeutung bei der
modernen Hdchstauflésungs-Elektronenmikroskopie
(Lichte, 1986).

25.5 Elektronenoptik

Das Auflésungsvermdgen des Lichtmikroskops ist
auf die Wellenldnge des Lichtes von etwa 500 nm
begrenzt (vgl. 24.1). Ein besseres Aufldsungsver-
mdgen ist nach Abbe (24-1) nur durch Verwendung
einer Strahlung kleinerer Wellenldnge erreichbar.
Elektromagnetische Strahlung wesentlich kleinerer
Wellenlédnge bzw. hoherer Frequenz (z. B. Rontgen-
strahlung) scheidet praktisch aus, da die Brechzahl
der Stoffe bei solchen Frequenzen sehr nahe bei 1
liegt (siehe 20.1), sodass sich keine Linsen flr
derartige Strahlungen herstellen lassen.

Dagegen haben Elektronen bei Energien um 100 keV
Wellenlangen von etwa 4 pm (Tabelle 25-2), die damit
weit Kleiner als die Atomabstédnde in kondensierter
Materie sind. AuBerdem lassen sich Elektronen durch
elektrische oder magnetische Felder (wie Licht durch
ein Prisma) ablenken, sodass eine Elektronenop-
tik z.B. mit rotationssymmetrischen elektrischen
oder magnetischen Feldern als Elektronenlinsen mog-

Kathode L/ Uy

Anode

magnetische Linse mit Eisenmantelung

b Ringspalt

Bild 25-6. Elektronenlinsen. a elektrische Einzellinse; b magnetische Linse
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Hochspannungszufihrung
(-50...~300)kV

Elektronenquelle

Kondensor
Objekt
Objektiv ——3 magnetische

Linsen

Zwischenbild

Projektiv

| Einblickfenster

Endbild auf Leucht-
schirm oder Photoplatte

Bild 25-7. Prinzipieller, stark vereinfachter Aufbau eines
abbildenden Transmissions-Elektronenmikroskops

lich ist (Hans Busch, 1926). Bild 25-6 zeigt Ausflh-
rungsformen solcher Elektronenlinsen, und zwar eine
elektrostatische Dreielektrodenlinse (a) sowie eine ei-
sengekapselte magnetische Linse mit Ringspalt (b).
Die Brechkrafte solcher Linsen berechnen sich nach
Busch flir achsennahe Elektronenstrahlen folgender-
malen (ohne Ableitung):

Brechkraft der elektrischen Einzellinse:

11 du\?
gy _f(—) U2dz. (25-28)
f 80U, dz
Brechkraft der magnetischen Linse:
? = m fBZ dz . (25'29)

Die Integrale sind langs der optischen Achsen zu er-
strecken, soweit die Achsenfeldstarken E; = dU/dz
oder B, von 0 verschieden sind. Uy, ist die Beschleu-
nigungsspannung der Elektronen, und U = U(z) das
variable Potenzial auf der optischen Achse (bei der
elektrischen Linse). Zur Erzielung kurzer Brennwei-
ten muss der Feldbereich kurz, aber von hoher Feld-
starke sein. Es kommt daher z. B. bei den magneti-
schen Linsen sehr auf geeignete Formung der Pol-
schuhe am Ringspalt an.

Entsprechend den beiden Linsentypen hat man zwei
Entwicklungslinien  von  Elektronenmikroskopen
verfolgt: magnetische Elektronenmikroskope (Knoll

u. Ruska, 1931, Bild 25-7) und elektrostatische
Elektronenmikroskope (Briiche u. Johannson, 1932).
Aus technischen Griinden haben sich heute die
magnetischen Elektronenmikroskope weitgehend
durchgesetzt.

Elektronenlinsen haben sehr groRe Offnungsfehler-
koeffizienten Cg (siehe 22.2) im Vergleich zu licht-
optischen Linsen. Fir eine minimale Unschérfe (vgl.
Bild 22-14) muss daher die Objektivoffnung bei Elek-
tronenlinsen auf einen Aperturwinkel 9 ~ 4-1072 rad
(= 2°) beschrankt werden, sodass die der Wellenlan-
ge entsprechende Grenzauflésung nicht erreicht wird.
Die Abbe’sche Auflésungsgrenze (24-1) betrégt da-
bei etwa dnin = 0,1 nm, sodass dennoch eine atomare
Auflosung heute mdglich ist.

Ein ganz anderes elektronenmikroskopisches Ver-
fahren stellt das Rasterelektronenmikroskop (Knoll,
1935; v. Ardenne, 1938) dar. Hierbei werden die
Objektpunkte durch eine sehr feine elektronen-
optisch verkleinerte Elektronensonde von 1 bis 10 nm
Durchmesser nacheinander rasterformig abgetastet
(Bild 25-8). In der getroffenen Objektstelle werden
Elektronen riickgestreut (RE) und Sekundarelektro-
nen (SE) ausgelost und von Elektronendetektoren
registriert. Das daraus entstehende elektrische Signal
wird verstarkt und zur Helligkeitssteuerung des Elek-
tronenstrahls einer Fernsehbildrohre verwendet, der
synchron mit dem Abtaststrahl im Rastermikroskop
zeilenweise Uber den Leuchtschirm gefiihrt wird, auf
dem dadurch das Bild der abgetasteten Objektflache
erscheint. Dieses Verfahren gestattet damit auch
die elektronenmikroskopische Direktabbildung von
Oberflachen massiver Objekte. Bei dlinnen Schichten
als Objekt kdnnen auch die transmittierten Elektronen
(TE) als Bildsignal dienen.

Eine vom Prinzip her extrem einfache Art der Ab-
bildung durch Oberflachenabtastung ist die Raster-
Tunnelmikroskopie (Binnig u. Rohrer, 1982). Eine
mittels piezoelektrischer Verstellelemente dreidimen-
sional verschiebbare, feine Metallspitze wird der zu
untersuchenden Oberflache auf ca. 1nm genahert
(Bild 25-9). Wird zwischen Spitze und Objektober-
flache eine elektrische Spannung Ut angelegt, so
flieRt ein Strom I+, obwohl keine metallisch leitende
Verbindung vorliegt. Ursache ist der quantenmecha-
nische Tunneleffekt, der auch fir die Feldemission
(siehe 16.7) maRgebend ist. Der ,, Tunnelstrom* Iy
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Hochspannung
-1...-100 kv

elektronenoptische
Sdule

Kathode
Elektronen- Wehnelt

quelle Anode

magnetische /

Ablenk~

Linsen \ spulen

Raster -

generator Ablenkstrome

Bildrohre

Ablenkstrome

~ Detektoren fdr RE Bild-
Ruckstreuelektronen RE — 7 : schirm
Sekunddrelektronen SE —g\SE Signal -

Objekt \_e-Signal | Verstdrker |Helligkeitssignal
TrunsmissionselektronTeE TE ~o

Abtastteil Wiedergabeteil

Bild 25-8. Prinzipieller Aufbau eines Raster-Elektronenmikroskops zur Abbildung von Oberflachen mit Rickstreuelektro-
nen (RE) oder Sekundarelektronen (SE), bzw. von diinnen Schichten mit transmittierten Elektronen (TE)

hangt exponentiell vom Abstand s zwischen Spitze  Beim rasternden Abtasten der Objektoberflache
und Objektoberflache ab. Man erhélt nach Binnig  mittels der piezoelektrischen y- und x-Verstellung (P

und Rohrer fir den Tunnelstrom die Beziehung und Py) werden mithilfe einer Riickkopplung auf die
Abstandsverstellung P, der Tunnelstrom I und damit
It ~ — \/_ e‘ﬁ‘/_S (25-30)  der Abstand s der Spitze von den Oberflachenstruk-

) ) ) turen konstant gehalten. Die Spitze folgt dann allen
mit & mittleres Austrlttspotenzml von Spitze und Ob-  Hshenveranderungen der Objektoberflache. Wird das
jektoberflache fir Elektronen und 8 = 2 V2mee/h = Regelsignal U, als Bildsignal tiber der x, y-Ebene auf-

10.25 V=% nm™t. gezeichnet, so erhalt man ein Rasterbild der Objekt-

Bildsignal
Rickkopplung fiir z-Regelung i
|
A
. el
|/
Uy I/ ! P2 plezoelektrische Bahn der Spitze
— Stbe bei y- Abtastung
Metallspit Z e e ./

Projektion der

Regel- | ;/ = qemmmmmm—ee V== i
ele%tronik b 5} I i Abtastspur
l / Tunnelstrom
k (rifalloberfigche mit Stufe
NSRS NN

Bild 25-9. Objekt-Abtastverfahren beim Raster-Tunnelmikroskop nach Binnig und Rohrer



Literatur

B289

oberflache. Der Raster- und Wiedergabeteil entspricht
dabei demjenigen im Raster-Elektronenmikroskop
(Bild 25-8). Die Auflgsung konnte mit sehr feinen
Spitzen soweit getrieben werden, dass einzelne
Atome aufgeldst werden kénnen.
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