Kapitel 2

Spezielle Klassen von Verbinden

In diesem Kapitel stellen wir einige wichtige Klassen von Verbdnden vor, wie sie oft in
der Mathematik und Informatik auftreten. Wir schreiten dabei in den ersten drei Ab-
schnitten zu immer groferer Spezialisierung fort und lernen nacheinander modulare, dis-
tributive und Boolesche Verbéande kennen. Im letzten Abschnitt betrachten wir schliefflich
noch vollsténdige Verbéande. Es gibt noch weitere wichtige Verbandsklassen, etwa Heyting-
Algebren, Brouwer’sche Verbénde, beziiglich derer wir jedoch auf weiterfithrende Literatur
verweisen miissen.

2.1 Modulare Verbiande

In allen Verbénden gilt die modulare Ungleichung
aCc = alUbMNceC(alUb)Me

fiir alle Elemente a, b, c € V; siche Beispiel 1.4.2.2. Fordert man rechts des Implikations-
pfeiles sogar Gleichheit, so definiert diese Verstédrkung der modularen Ungleichung eine
bedeutende Klasse von Verbanden, mit der wir uns nun beschéftigen.

2.1.1 Definition Ein Verband (V,U, M) heifit modular, falls fiir alle a, b, ¢ € V' das mo-
dulare Gesetz (auch Modulgesetz oder modulare Gleichung)

aClc = alU(bMNc)=(albd)Mec
gilt, wobei C die Verbandsordnung ist. |

Die Bezeichnung ,,Modulgesetz* wurde im Jahr 1897 vom Mathematiker R. Dedekind ein-
gefiihrt, auf den auch die Definition der natiirlichen Zahlen mittels der nun Peano-Axiome
genannten Eigenschaften zuriickgeht, sowie die Definition der reellen Zahlen mittels Schnit-
ten. Man spricht deshalb in der Literatur manchmal auch von Dedekindschen Verbdnden.
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Weil die duale Form des Modulgesetzes, analog zur modularen Ungleichung, dquivalent
zum Modulgesetz ist, haben wir sofort die folgende wichtige Eigenschaft:

2.1.2 Satz Das Dualitatsprinzip gilt auch fiir die Klasse der modularen Verbénde. O

Man kann das Modulgesetz auch als Gleichung ausdriicken, wie es im nachstehenden Satz
geschieht.

2.1.3 Satz Uber einem Verband (V, L, M) ist die (implizit iiber a, b, ¢ € V allquantifizierte)
Implikation
aCc = alU(bMNe)=(alb)Mec

(also das Modulgesetz) dquivalent zur (wiederum implizit iiber a, b, c € V' allquantifizierten)
Gleichung
afl((anb)Uec) = (aMb)U(aMe).

Beweis: ,,=—“: Es seien drei beliebige Elemente a, b, c € V' gegeben. Dann haben wir die
Beziehung aMb C a und wir kénnen mit Hilfe des Modulgesetzes die gewiinschte Gleichung
wie folgt beweisen:

afl((anb)ue) = ((aNdb)Uc)Ma Kommutativitét
= (amb)U(cMa) Modulgesetz (von rechts)
= (alb)U(alMc) Kommutativitét

,<="“: Nun seien a,b,c € V mit a C ¢ vorausgesetzt. Dann beweist man die rechte Seite
des Modulgesetzes wie folgt:

(aUb)MNe = ((aNcudb)ne aCec
= c¢MN((ecMa)Ub) Kommutativitét
= (cMa)U(cMb) Voraussetzung
= alU(cMb) aCec
= aU(bMe) Kommutativitét
Damit sind beide Richtungen der Aquivalenz gezeigt. O

Modulare Verbénde sind also algebraische Strukturen, die durch (allquantifizierte) Glei-
chungen definiert werden konnen. Solche Strukturen heiflen in der Literatur des mathema-
tischen Teilgebiets ,, Universelle Algebra® (einer Erweiterung der klassischen Algebra) auch
Varietiten. Aus der Universellen Algebra ist bekannt, dafl bei Varietéiten die definierenden
Gesetze auch fiir die Unterstrukturen, die direkten Produkte und die homomorphen Bilder
gelten!. Als unmittelbare Konsequenz erhalten wir somit das folgende Resultat:

Dies ist ein bekannter Satz von G. Birkhoff: Varietiten sind abgeschlossen bzgl. Unterstrukturen,
direkten Produkten und homomorphen Bildern. Einen Beweis findet man im Anhang des in der Einleitung
zitierten Buchs von H. Hermes. Er basiert unter anderem darauf, daf fiir einen Ausdruck t(z1,...,zy)
iiber z1, ..., x, das Bild unter einem Homomorphismus gegeben ist durch ¢(f(z1),..., f(zy)).
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2.1.4 Satz Jeder Unterverband, jeder Produktverband und jedes homomorphe Bild eines
modularen Verbands (also jeder Verband V, zu dem es einen surjektiven Verbandshomo-
morphismus f : W — V mit einen modularen Verband W gibt) ist modular. O

Bevor wir noch etwas genauer auf die Theorie modularer Verbénde eingehen, insbesondere
eine exakte Charakterisierung beweisen, wollen wir erst einige Beispiele behandeln.

2.1.5 Beispiele (fiir modulare/nicht-modulare Verbinde) Nachfolgend sind einige
Beispiele fiir modulare Verbénde angeben, sowie ein Beispiel fiir einen Verband, der nicht
modular ist.

1. Ist (G,-) eine Gruppe, so heifit eine Untergruppe N von G Normalteiler; falls
g 'Ng C N fiir alle g € G gilt. Definiert man auf der Menge N (G) der Normal-
teiler von G zwei Operationen Ll und M durch

NUM = {zy|lreN,ye M} Komplexprodukt
NNMM = NNM Durchschnitt,

so ist (M(G), U, M) ein modularer Verband. Dies ist durch elementare Gruppentheorie
relativ einfach nachzuweisen.

2. Weitere Beispiele fiir modulare Verbénde, die aus der klassischen Algebra kommen,
sind etwa die Untervektorrdume eines Vektorraumes (mit W + Z als der Supre-
mumsbildung und W N Z als der Infimumsbildung), die Ideale eines Ringes und die
Teilmodule eines Moduls.

3. Als Beispiel fiir einen nichtmodularen Verband betrachten wir (V_s, U, 1), wobei das
Ordnungsdiagramm von V_j;; wie in der nachfolgenden Figur angegeben aussieht:
Die drei Elemente, die das Modulgesetz? nicht erfiillen, sind a,b und c. Aus der

/\
\/

Abbildung 2.1: Beispiel fiir einen nicht-modularen Verband

—\]\1

Abschitzung a C ¢ folgt ndmlich sofort die Ungleichung

U®dne = aUl siehe Bild
= a L kleinstes Element
#* ¢ siehe Bild
= Thec T groBtes Element
= (alUb)Mec sieche Bild. O

2Man vergleiche mit Definition 2.1.1.



30 Spezielle Klassen von Verbédnden

In der Literatur wird der zuletzt gezeigte Verband V_,; auch als Pentagon-Verband Nj
bezeichnet. Durch das Beispiel V., ist nicht nur ein zufilliger Verband angegeben, der
nicht modular ist, sondern genau die Nichtmodularitdt von Verbédnden getroffen. Dies ist
der Inhalt des folgenden wichtigen Charakterisierungssatzes fiir modulare Verbénde. Eine
erste Formulierung mit Beweis findet man in der in der Einleitung zitierten grundlegenden
Arbeit von R. Dedekind aus dem Jahr 1900; siche das dortige Theorem IX auf Seite 389.

2.1.6 Satz (Charakterisierung modularer Verbinde) Ein Verband (V,LU, M) ist ge-
nau dann nicht modular, wenn er einen Unterverband besitzt, der isomorph zum in Abbil-
dung 2.1 angegebenen 5-elementigen Verband V., ist.

Beweis: ,,<=*: Diese Richtung wurde schon im Beispiel 2.1.5.3 mit der Angabe von V_,
und der entsprechenden Rechnung begriindet.

»,=—=": Es sel V' ein nichtmodularer Verband. Also gibt es Elemente a,b,c¢ € V mit den
beiden folgenden Eigenschaften:

a C c (*)
al(ne) © (alUbd)Me (xx)

Man beachte, dafl in Eigenschaft («x) die Beziehung ,,C¢ immer giiltig ist, da die modulare
Ungleichung® stets gilt.

1. Es gilt die Ungleichheit a # ¢. Wére néamlich a = ¢, so bekommt man einen Wider-
spruch zur Nichtmodularitédt wie folgt:

al(Me) = al(bMa) Annahme a = ¢
= a Absorption
= ¢ Annahme a = ¢
= (cUb)Mec Absorption
= (aUb)Nec Annahme a = ¢

2. Die zwei Elemente a und b sind unvergleichbar, insbesondere gilt also auch a # b.
Wire ndmlich a C b, so impliziert dies

(aUb)Me = bMe C al(bMe)
und mit Hilfe der modularen Ungleichung folgt daraus die Gleichung
ald(bNe) = (allb)Me,

was ein Widerspruch zur Eigenschaft (xx) ist. Analog zeigt man b Z a, d.h. man
fithrt b C a zu einem Widerspruch.

3. Die Elemente b und ¢ sind ebenfalls unvergleichbar. Hier folgt der Beweis analog zum
Beweis von (2).

3Man vergleiche dazu mit dem Beispiel 1.4.2.2.
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Nun betrachtet man die folgende Teilmenge von V:
N5 == {bNe¢byal(bMe), (aUb)Me,allb}
In dieser Teilmenge haben wir zwei Ketten, ndmlich die Kette

bMe C b bMc = b wire Widerspruch zu (3)
C aUb b= alUb wire Widerspruch zu (2)

mit drei Elementen und die Kette

bMe © al(bMe) bMe=al (bMc) impliziert a C b, Wsp. zu (2)
C (aUb)Me wegen ()
C aUb (aUb)Me=aUbimpliziert b C ¢, Wsp. zu (3)

mit vier Elementen. Weiterhin ist das Element b sowohl mit a U (b M ¢) als auch mit
(a U b) M ¢ unvergleichbar. Dazu sind nochmals vier Fille zu iiberpriifen. Wir fithren nur
die zwei ersten Félle als Beispiele durch: Es gilt

bCal(bMe) = bC(alUb)Nec Modulare Ungleichung
= bLCc¢

also wir haben beim Vorliegen von b C a Ul (bM¢) einen Widerspruch zu (3). Ferner gilt
ald(bNe)Cb = al,

und dadurch bekommen wir aus a U (bM¢) C b somit einen Widerspruch zu (2). Die
Behandlung der zwei verbleibenden Fille b C (a LUb) M ¢ und (aUbd) Me C b erfolgt in
vollkommen analoger Weise.

Als unmittelbare Folgerung bekommt man fiir die Menge N5 das folgende Ordnungsdia-
gramm (welches zu einer Raute entarten wiirde, wenn «a gleich ¢ wire):

alb
/
(aUb)Me
\ b
al(bMe)
N

bMe

Damit ist es klar, wie der Isomorphismus f von N5 nach V., aussieht. Es bleibt noch zu
verifizieren, da8 N ein Unterverband (d.h. abgeschlossen gegeniiber LI und M) ist und f
die Isomorphie-Gleichungen erfiillt.
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Bei der Verifikation der Abgeschlossenheit miissen nur die Paare des obigen Diagramms
betrachtet werden, die unvergleichbar sind; fiir die restlichen Paare ist offensichtlich das
grofiere Element das Supremum und das kleinere Element das Infimum. Die Ergebnisse
der Supremums- und Infimumsbildungen sind aus dem Diagramm ebenfalls ersichtlich.
Hier kommen nun die entsprechenden formalen Beweise: Die Herleitungen

((aUb)Me)Mb = bNe Absorption
((aUb)Ne)Ub C albUDb
= al(bMcudbUbd Absorption
C ((aub)nic)ud Voraussetzung

zeigen, dafl das Supremum a U b und das Infimum dMe¢ von (aUb) Me und b in der Menge
N liegen und die Herleitungen

(aU(Me))Ub = ald Absorption

(aU(Me)Mb E (alUb)MemNb Voraussetzung
= bMNeNb Absorption
C (abU(bMe) b

zeigen, dafl das Supremum a L b und das Infimum bMe von a U (bM¢) und b ebenfalls in
der gleichen Menge liegen.

Das konkrete Hinschreiben von f und das Nachrechnen der Isomorphie-Gleichungen ist
trivial und wird deshalb unterdriickt. O

In einem modularen Verband kann man zwei vergleichbare Elemente stets mittels eines
beliebigen dritten Elements und LI, M auf Gleichheit testen. Dies ist sogar charakteristisch
fiir modulare Verbénde, wie der nachfolgende Satz zeigt.

2.1.7 Satz Essei (V,U, M) ein Verband. V ist genau dann modular, wenn fiir alle Elemente
a,b,c € V die folgende Implikation gilt:

aflc=0bM¢c, albc=blUc,alh = a=0>

Beweis: ,,="; Es seien Elemente a,b,c € V mit allec=bMc,allc=blUcundaC b
gegeben. Die Annahme a C b macht das Modulgesetz anwendbar und bringt

a = al(cMa) Absorption
= al(eMd) ale=bMec
= (alUe)Mb Modulgesetz
= (bUe)Mb alde=bUc

= b Absorption.
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,<="; Diese Richtung kann man mit Hilfe von Satz 2.1.6 durch Widerspruch zeigen. Wére,
bei Giiltigkeit der Implikation

alMe=bM¢, alec=bUc, aCb = a=0b

fiir alle a,b,c € V, der Verband V' néamlich nicht modular, so gibt es einen Unterverband
isomorph zu V_);, und damit existieren a,b,c € V mit alMc=bMc¢c,alc=bUc, a C b,
aber auch a # b. Das ist ein Widerspruch zur vorausgesetzten Implikation! O

Die Richtung ,,<=* dieses Satzes ohne den Charakterisierungssatz 2.1.6 zu beweisen ist
ebenfalls moglich, aber technisch wesentlich aufwendiger. Solch einen Beweis findet man
beispielsweise in dem Lehrbuch L. Skornjakow, Elemente der Verbandstheorie, WTB Band
139, Akademie Verlag, 1973 auf den Seiten 114 und 115.

Als letzten Satz dieses Abschnitts beweisen wir nun noch das sogenannte Transpositions-
prinzip, das ebenfalls auf R. Dedekind zuriickgefiihrt werden kann (Theorem XVI seiner
berithmten Arbeit in Band 53 der Mathematischen Annalen, Seite 393). Zu seiner Formu-
lierung benotigen wir den Begriff des (abgeschlossenen) Intervalls, der die von den reellen
Zahlen her bekannte Schreibweise [a, b] auf beliebige Ordnungen verallgemeinert.

2.1.8 Definition Ist (M, C) eine Ordnung, so definiert man zu zwei Elementen a,b € M
das Intervall von a nach b durch [a,b] := {z € M |a C z C b}. O

Insbesondere ist das Intervall leer, falls a echt grofler als b ist. Man nennt a und b auch die
unteren und oberen Intervallgrenzen. Bei Verbédnden bilden nichtleere Intervalle offensicht-
lich Unterverbédnde. Nach dieser Festlegung konnen wir nun den folgenden wichtigen Satz
beweisen. Er wird uns zwar im Laufe dieses Werks direkt nicht mehr begegnen, hat aber
viele Anwendungen in der Mathematik, insbesondere bei Kettenbedingungen.

2.1.9 Satz (Transpositionsprinzip von R. Dedekind) Ist (V,U,M) ein modularer
Verband, so gilt fiir alle a,b € V, daf§ die Abbildung

Ja:[b,albl — [amMb,al falz) = zMNa
und die Abbildung

gy :lanb,al — [b,allb] w(y) = yub

invers zueinander sind und die Verbandsstruktur der durch die (nichtleeren) Intervalle
induzierten Unterverbénde erhalten. Sie sind also Verbandsisomorphismen zwischen diesen
Unterverbénden.

Beweis: Der Beweis des Satzes besteht aus den beiden folgenden Teilbeweisen:

1. Wir zeigen zuerst die Tatsache, daf§ die beiden Abbildungen f, und g, zueinander
invers (d.h. also bijektiv) sind. Diese Tatsache findet dann spéter bei den beiden
Homomorphie-Beweisen Verwendung. In dem nachfolgenden Bild ist das Abbildungs-
verhalten der Abbildungen f, und g, auf Intervallen graphisch dargestellt:
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Die Abbildungen f, und g, sind zueinander invers. Dazu nimmt man = € [b,a LU b]
und y € [aMb, a] beliebig und zeigt die erforderlichen Gleichungen wie folgt (beachte
bei der Anwendung des dualen Modulgesetzes, dafl @ 3 b wegen = € [b,a LI b]):

g(fa(x)) = gz Ma) Definition f,
= (zMNa)Ub Definition g,
= zM(ald) Modulgesetz, duale Form
= z z € [b,allb]

fala(w)) = falyUbd) Definition g,
= (yUb)Na Definition f,
= yU(bMa) Modulgesetz, y C a
=y y € [amb,a

2. Beweis der Homomorphie-Gleichungen. Im Fall der Operation M bekommen wir fiir
die Abbildung f, die Gleichung

falxNy) = zNyNa Definition f,
= (zMNa)N(yNa) Idempotenz
= falz) M fuly) Definition f,
und analog zeigt man fiir g, die geforderte Gleichung fiir die duale Operation durch
gplxUy) = zUyUD Definition g,
= (rub)u(yubd) Idempotenz
= g(z)Uagy) Definition gy

Die restlichen beiden Félle folgen durch die Anwendung dieser Gleichungen mit (1),
d.h. in Verbindung mit der Bijektivitit: Wir haben fiir f,, da8

falzUy) = falgs(u) U gs(v)) mit z = gy(u),y = go(v)
= faulgp(ulUw)) siehe oben
= ulw nach (1) (Bijektivitét)
= fa(l‘)ufa(y) mit u:fa(x)77):fa(y)a
und fiir g, daf
g(xNy) = g(fa(u) N fa(v)) mit z = fo(u),y = fa(v)
= g(falulv)) siehe oben
= ulw nach (1) (Bijektivitét)
= g(zx) Ng(y) mit u = gy(z),v = gy(y).

Damit ist der Beweis des Transpositionsprinzips erbracht. O
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2.2 Distributive Verbiande

Das Modulgesetz ist eine spezielle Eigenschaft, die fiir die ,,géingigen” Operationen auf Zah-
len usw. nicht zutrifft. Ein viel bekannteres Gesetz ist beispielsweise das Distributivgesetz,
wie es in Ringen (R, +,-,0,1) vorkommt. Dort distributiert Multiplikation iiber Addition:

a-(b+c) = a-b+a-c
Dieses Gesetz zeichnet die Multiplikation gegeniiber der Addition aus.

Bei Verbénden entféllt so eine Auszeichnung einer der beiden Operationen. Dafl dies so
sein muf, ergibt sich aus dem Dualitétsprinzip. Distributivitdat in Form von Ungleichungen
gilt in Verbdnden immer:

2.2.1 Satz In einem Verband (V,U, M) gelten fiir alle Elemente a,b,c € V' die folgenden
distributiven Ungleichungen:

1.au(nNe) C (aUb)MN(alc)

2.an(bUce) J (anb)U(aMec).

Beweis: Man beachte, da§ (2) aus (1) und dem Dualitdtsprinzip folgt. Wir zeigen des-
halb nur (1). Seien also a, b, ¢ € V vorausgesetzt. Dann gelten die folgenden Beziehungen:

al(Nec) C alb al(Me) E ale

Daraus folgt, dafl das Element a L (bM¢) eine untere Schranke der Menge {a b, a ¢} ist.
Nun bekommen wir die gewiinschte Eigenschaft wie folgt:

al(®ne) C | HaUb,alce} = (aUb)M(alc) 0

Wird eine der beiden Ungleichungen (1) und (2) von Satz 2.2.1 zu einer Gleichung, so gilt
dies auch fiir die andere. Dies wird nachfolgend gezeigt.

2.2.2 Satz Essei (V,U,MN) ein Verband. Dann sind die folgenden (implizit allquantifizier-
ten) Distributivgesetze dquivalent:

1.aU(bMe)

(aUb)M(alc)

2. an(bUc) (amb)U (aMe).

Beweis: Die Richtung ,,(1) = (2)“ folgt aus der Rechnung

afl(bUe) = (aN(ale))M(bUc) Absorption
= af(cUa)M(cUb) Kommutativitét
= aN(cU(aMd)) Gleichung (1)
= ((anb)Ua)M(cU(ambd)) Absorption
= ((enb)Ua)((aMb)lc) Kommutativitét
= (aNb)U(aMc) Gleichung (1)
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fiir alle a,b, ¢ € V und die noch ausstehende Richtung ,,(2) = (1)¢ folgt unmittelbar aus
dem Dualitatsprinzip. O

Man beachte, dal im Beweis dieses Satzes die implizite Allquantifizierung der beiden Dis-
tributivgesetze wichtig war. Dies gilt sowohl fiir die gezeigte Rechnung, wo fiir die Ele-
mente a,b und ¢ von (1) Terme eingesetzt wurden, als auch fiir die Anwendung des Dua-
litatsprinzips. Verschérft man die distributiven Ungleichungen zu den Distributivgesetzen,
so fithrt dies auch zu einer wichtigen Klasse von Verbénden.

2.2.3 Definition Ein Verband heiflt distributiv, falls eines der Distributivgesetze aus Satz
2.2.2 gilt (und somit beide gelten). O

Die Distributivgesetze sind (allquantifizierte) Gleichungen und gehen durch Dualisierung
ineinander iiber. Unmittelbare Folgerungen hiervon sind in dem folgenden Satz formuliert.

2.2.4 Satz 1. Jeder Unterverband, jeder Produktverband und jedes homomorphe Bild
eines distributiven Verbands ist distributiv.

2. Das Dualitatsprinzip gilt auch fiir distributive Verbénde.

Beweis:  Wir argumentieren genau wie bei den modularen Verbédnden: Distributive
Verbénde sind , gleichungsdefiniert (Satz von G. Birkhoff) und das Dualitatsprinzip gilt
nach Satz 2.2.2, da das duale Axiom dquivalent zum Originalaxiom ist. O

Dies sind die Entsprechungen der Sétze 2.1.4 und 2.1.2 fiir modulare Verbéande. Bei dieser
Verbandsklasse hatten wir in Abschnitt 2.1 erst Beispiele angegeben, bevor wir genauer
auf die Theorie eingingen. Hier wollen wir es genauso halten.

2.2.5 Beispiele (fiir distributive/nicht-distributive Verbinde) Nachstehend ge-
ben wir einige Beispiele fiir distributive Verbédnde an und auch ein Beispiel fiir einen
nicht-distributiven Verband.

1. Alle in den Beispielen 1.1.2 angegebenen Verbinde (B,V,A), (2X,U,N) und
(N, kgV, ggT) sind distributiv. Beim Teilbarkeitsverband (N, kgV, ggT) ist der Nach-
weis der Distributivgesetze jedoch sehr miihselig.

2. Es sei (M,C) eine Totalordnung und (M,U, M) der induzierte Verband. Dann ist
(M, U, M) distributiv und wir haben:

C
alb = max(a,b) = {Z iilrllss tb =4 ,das groBere der Elemente®
afb = min(a,b) = {Z iilflita Eb »das kleinere der Elemente*
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3. Ein Beispiel fiir einen nicht-distributiven Verband ist (V.p, U, M), wobei das Ord-
nungsdiagramm fiir V_p wie folgt aussieht:

AN
N%

Abbildung 2.2: Beispiel fiir einen nicht-distributiven Verband

def
= Vop

Die Elemente, die das Distributivgesetz (1), und damit auch (2), nicht erfiillen, sind
a,b,c € V_p, wie die folgende einfache Rechnung zeigt:

al(Me) = alL siehe Bild
= a L kleinstes Element
£ T siehe Bild
= TNT Idempotenz
= (alUb)MN(alc) siehe Bild

Die distributiven Verbinde bilden eine (wie wir sogar zeigen werden echte) Teilklasse der
Klasse der modularen Verbénde, d.h. aus den Distributivgesetzen folgt das Modulgesetz.
Wie dies geht, wird nachfolgend gezeigt.

2.2.6 Satz Ist ein Verband distributiv, so ist er auch modular.

Beweis: Essei (V, U, M) ein distributiver Verband. Wir haben das Modulgesetz zu zeigen.
Seien also a,b,c € V mit a C ¢. Dann gilt:

al(ne) = (alb)M(alc) Distributivgesetz
= (alb)Me daa Cc,
was den Beweis des Satzes beendet. O

Die Umkehrung von Satz 2.2.6 gilt nicht. Somit sind die distributiven Verbénde, wie schon
vor Satz 2.2.6 angegeben wurde, eine echte Teilklasse der Klasse der modularen Verbénde.
Zum Beweis dieser Eigenschaft betrachten wir die sogenannte Klein’sche Vierergruppe Vy
mit V3 = {e,a,b,c} und den folgenden Gruppentafeln fiir die Gruppenoperation und die
Inversenbildung?:

4Ein in klassischer Algebra geiibter Leser wird sicherlich erkennen, daf die Klein’sche Vierergruppe
isomorph zur Gruppe Zy X Zg ist. Sie ist, neben der Z4, bis auf Isomorphie die einzige Gruppe mit 4
Elementen.
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~‘eabc —1|
ele a b ¢ e |e
ala e ¢ b a | a
b|b ¢ e a b|b
clc b a e c|c

Nach Beispiel 2.1.5.1 bildet die Menge A/(V}) der Normalteiler der Gruppe Vj einen modu-
laren Verband, mit der Durchschnittsbildung als Infimumsoperation und somit der Men-
geninklusion als Ordnung. Die Normalteilermenge der V besteht, wie man leicht sieht, aus

genau fiinf Mengen:
NV = {{e}.{e.a},{e; b}, {e,c}, Vi}

Fiir die Ordnungsrelation auf A/(V}), welche ja die Mengeninklusion ist, bekommen wir al-
so sofort das nachfolgend angegebene Ordnungsdiagramm. Dies ist genau (formal: bis auf
Isomorphie) das Ordnungsdiagramm des Verbands V_.p aus dem Beispiel 2.2.5.3. Somit
haben wir die Isomorphie-Beziechung V_.p = N (V}), und damit ist der modulare Normal-
teilerverband der Klein’schen Vierergruppe nicht distributiv.

Vi

{e,a} {e, b} {e, c}

Man kann natiirlich, durch Uberpriifung aller méglichen Fille, auch direkt zeigen, daB der
Verband V_,p modular ist.

Wie im Fall der modularen Verbédnde durch V_,; ist im Fall der distributiven Verbéinde
durch V_p genau die Nicht-Distributivitdt charakterisiert, wenn man Modularitét an-
nimmt. Wir formulieren diesen Sachverhalt nachfolgend als Satz. Auf einen Beweis des
Satzes verzichten wir jedoch, da er sehr dhnlich zum Beweis von Satz 2.1.6 ist und wir dort
schon im Detail demonstriert haben, wie man solche Charakterisierungssétze beweist.

2.2.7 Satz (Charakterisierung distributiver Verbiinde) Ein modularer Verband ist
genau dann nicht distributiv, wenn er einen zum in Abbildung 2.2 angegebenen 5-
elementigen Verband V_p isomorphen Unterverband enthélt. O

In der Literatur wird der spezielle Verband V_p auch als Diamant-Verband M3 bezeichnet.
Dabei spricht man allgemein von einem Diamant-Verband M), wenn eine Menge aus k
Elementen dadurch zu einem Verband wird, dal man zwei Elemente T und | so hinzufiigt,
dal T das grofite Element ist, L das kleinste Element ist, und alle restlichen Elemente
paarweise unvergleichbar sind.
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Insgesamt haben wir nach den vorangegangenen Resultaten das folgende Bild, welches die
Hierarchie der bisher untersuchten Verbandsklassen graphisch darstellt. In dem Bild sind
auch jeweils Vertreter aus den entsprechenden Klassen angegeben. Dadurch soll insbeson-
dere auch die Echtheit der Klasseninklusionen angezeigt werden.

4 N

92X , B Vop
\ Vom

distributive Verbénde

\
K modulare Verbénde J

alle Verbinde

Abbildung 2.3: Hierarchie von Verbandsklassen

Bei den modularen Verbénden hatten wir in Satz 2.1.7 ein Kriterium formuliert, um eine
Gleichheit a = b testen zu konnen. Im distributiven Fall kann man auf die dritte Bedingung
a £ b von Satz 2.1.7 verzichten. Es gilt also:

2.2.8 Satz Ein Verband (V, U, M) ist genau dann distributiv, wenn fiir alle a,b,c € V die
nachfolgende Implikation gilt:
aflc=bMNc,aldec=bUc = a=b

Beweis: ,,=—“: Es seien Elemente a,b,c € V mit allc =0Mcund allc = bl c gegeben.
Dann zeigen wir a = b wie folgt:

a = al(aNc) Absorption
= al(bMe) Voraussetzung
= (a ub)Malc) Distributivgesetz
= (aUb)m1(bUc) Voraussetzung
= (b U a) n{Uc)
= bU(aMc) Distributivgesetz
= bU(bMe) Voraussetzung
= b Absorption

,<="“: Angenommen, V sei nicht-distributiv. Ist V' modular, so ist der nach Satz 2.2.7
existierende Unterverband ein Widerspruch zur vorausgesetzten Implikation. Andernfalls
fithrt der nach Satz 2.1.6 existierende Unterverband zu einem Widerspruch. O
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Zum Schluf dieses Abschnitts formulieren wir noch eine Aussage iiber Atome in distribu-
tiven Verbénden, die wir im néchsten Abschnitt benttigen.

2.2.9 Satz Es seien (V,U,MN) ein distributiver Verband mit kleinstem Element O und
a € At(V) ein Atom. Dann gilt fiir alle by,...,b, € V:

aCll b = 3je{l,....n}:aCb
Beweis: Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis, wobei wir am Anfang den Indexbereich

von j unterdriicken. Zuerst haben wir die nachstehende Implikation:

Vitalfb; <= Vj:aNb;#a Definition von C
= Vj:anb;=0 aeAt(V),anb; Ca

Aus der letzten Formel folgt mit Hilfe der endlichen Distributivgesetze (welche durch
vollstéandige Induktion trivial beweisbar sind), daf3

n n . . .
afl I b = i1 (amb;) Distributivgesetz
n

=1 0 siehe oben

|
|
= 0.
Wir haben aber auch die Beziehung
afnl I?ZI b = a wegen der Voraussetzung,

also insgesamt die Gleichung a = O. Diese Gleichung ist aber ein Widerspruch zur Eigen-
schaft a € At(V). O

2.3 Komplemente und Boolesche Verbidnde

Die Booleschen Verbénde, die in der Literatur auch Boolesche Algebren genannt werden,
sind nach den modularen und distributiven Verbanden die dritte bedeutende Klasse, wel-
che wir betrachten. Sie sind spezielle distributive Verbénde, fiir die man die Existenz einer
zusétzlichen Operation postuliert. Thr Studium fithrt uns zuriick zu den logischen Aus-
gangspunkten der Verbandstheorie im 19. Jahrhundert, wie wir sie schon in der Einleitung
erwiahnten. Um die Verbindung von den Verbdnden zur Aussagenlogik herzustellen, wird
genau die oben erwéhnte zusétzliche Operation bendtigt. Diese entspricht der Negation
und wird auch so, oder Komplement, genannt.

2.3.1 Definition Essei (V,U, M) ein Verband mit dem kleinsten Element O € V' und dem
groBten Element L € V.

1. Zua € V heiit b € V ein Komplement, falls alUb=L und aMb = 0.
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2. Besitzt in V jedes Element ein Komplement, so heift V' komplementir. O

Komplemente miissen nicht immer existieren. In der Regel sind Komplemente nicht ein-
deutig, auch wenn sie existieren. Ein Beispiel fiir nicht-eindeutige Komplemente ist der
nicht-modulare Verband V_,, von Beispiel 2.1.5.3. Man beachte dazu die nachfolgend an-
gegebene rechte Tabelle:

Elemente ‘ Komplemente

C/T\ T 1

a b
C\L b b a,c
\ / c b
1 1 T

Fiir distributive Verbiande wird die Komplementbildung jedoch eindeutig, d.h. zu einer par-
tiellen Abbildung. Dies wird im folgenden Satz gezeigt. In diesem Satz bezeichnet wiederum
O € V das kleinste Element von V und L € V das grdéfite Element von V. Diese Bezeich-
nungen werden im restlichen Text immer verwendet, sofern keine speziellen Symbole (wie
etwa L und T im Fall von V) oder V.p) explizit eingefiihrt werden.

2.3.2 Satz Es seien (V,U, M) ein distributiver Verband und a, by, by, € V, so dafl b; und
auch by Komplemente von a sind. Dann gilt by = bs.

Beweis: Wir starten mit den folgenden zwei Gleichungen:

bijlba = L = bhlUa b1, bo Komplemente
biNa O = 0bhMa b1, by Komplemente

Also gelten die beiden Gleichungen by LI a = by L a und by Ma = by Ma. Satz 2.2.8 liefert
uns dann sofort die gewiinschte Eigenschaft b; = bs. O

Hat man also einen komplementéren, distributiven Verband, so ist die Komplementbildung
eine Abbildung. Diese spezielle Situation definiert eine neue Verbandsklasse.

2.3.3 Definition Ein Boolescher Verband (auch: eine Boolesche Algebra) ist ein komple-
mentérer, distributiver Verband mit O # L. Dabei bezeichnet a das (eindeutig existieren-
de) Komplement (oder die Negation) von a. O

Ein Boolescher Verband stellt also genaugenommen eine spezielle algebraische Struktur der
Form (V,U,M, ,L,0) dar, mit zwei zweistelligen Operationen LI und M, einer einstelligen
Operation , und zwei Konstanten L und O, so daB (V,U,M) ein Verband ist, fiir alle
a € V die Gleichungen all a =L, aMa =0,0Ma=0,alNL =a gelten und O # L
zutrifft. Wegen der letzten Forderung liegt keine Varietét vor und damit ist der Satz von
G. Birkhoff nicht anwendbar. Es sollte an dieser Stelle erwéhnt werden, dafl es Autoren
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gibt, die auf die Forderung O # L verzichten. Normalerweise wird sie aber dazugenommen,
um den trivialen Fall auszuschliefien.

2.3.4 Beispiele (fiir Boolesche Verbinde) Nachfolgend sind zwei Beispiele fiir Boo-
lesche Verbénde angegeben.

1. Die Verbdnde von Beispiel 1.1.2.1 und 1.1.2.2 sind Boolesche Verbénde, mit

tt = ff =t
im Falle der Wahrheitswerte (B, V,A) und
Y = X\Y = CxY

im Falle des Potenzmengenverbands (2%, U, N), wobei nun X nicht leer sein darf.

2. Sind V und W Boolesche Verbinde, so ist auch der Abbildungsverband WV ein
Boolescher Verband, wenn man das Komplement einer Abbildung wie folgt definiert:

fvow fla)= f(a)

Kleinstes Element im Booleschen Abbildungsverband ist die Abbildung, die alles
nach O abbildet, und grofites Element im Booleschen Abbildungsverband ist die
Abbildung, die alles nach L abbildet.

Ist der Urbildbereich ein n-stelliger Produktverband des Verbands der Wahrheits-
werte und der Bildbereich der Wahrheitswerte-Verband, so nennt man eine solche
Abbildung eine n-stellige Schaltabbildung. Diese sind z.B. in der Rechnerarchitektur
von besonderer Bedeutung. Wir gehen in Abschnitt 6.1 etwas genauer darauf ein. O

Weil Boolesche Verbédnde einen reicheren Vorrat an Operationen und Konstanten haben,
betrachtet man, neben den bisherigen Unterverbénden, noch solche Unterstrukturen, die
auch beziiglich der zusétzlichen Operation abgeschlossen sind. Die Konstanten braucht
man nicht zu betrachten, wie wir spéter noch zeigen werden.

2.3.5 Definition Ist ein Unterverband U eines Booleschen Verbands V' auch abgeschlos-
sen beziiglich der Operation  von V', so heifit er ein Boolescher Unterverband oder eine
Boolesche Unteralgebra von V. O

Man beachte, dafl die Elemente O und L eines Booleschen Verbands V' in jedem Booleschen
Unterverband U von V enthalten sind, da mit a € U auch a € U zutrifft und somit auch
O=aNaelUudlL=alaecU.

Im Fall von Booleschen Verbdnden mufl man also zwischen einem Unterverband im ur-
spriinglichem Sinne (der nicht auf das Komplement Bezug nimmt) und einem Booleschen
Unterverband genau unterscheiden. Ein Boolescher Unterverband eines Booleschen Ver-
bands ist natiirlich auch ein Unterverband im urspriinglichen Sinn. Die Umkehrung gilt
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hingegen nicht. Beispielsweise ist in einem Potenzmengenverband jede einelementige Teil-
menge ein Unterverband, der jedoch kein Boolescher Unterverband ist.

Auch Homomorphismen (und, analog dazu, Isomorphismen) werden im Fall von Booleschen
Verbénden auf die Komplementoperation erweitert.

2.3.6 Definition Ein Verbandshomomorphismus f : V' — W heiit im Fall von Boo-
leschen Verbdnden V und W ein Boolescher Verbandshomomorphismus oder Boolescher
Algebrenhomomorphismus, falls f(a) = f(a) fiir alle a € V gilt. Bijektive Boolesche
Verbandshomomorphismen heiflen Boolesche Verbandsisomorphismen oder Boolesche Al-
gebrenisomorphismen. O

Wiederum ist natiirlich ein jeder Boolescher Verbandshomomorphismus f : V — W zwi-
schen Booleschen Verbdnden V und W ein Verbandshomomorhismus im urspriinglichen
Sinne und die Umkehrung gilt wiederum nicht. Hier sind konstantwertige Funktionen Ge-
genbeispiele. Sie sind offensichtlich Verbandshomomorphismen aber im allgemeinen keine
Booleschen Verbandshomomorphismen, wie wir gleich zeigen werden.

Boolesche Verbandshomomorphismus f : V' — W bilden kleinste auf kleinste und grofite
auf grofite Elemete ab; man braucht diese Eigenschaft also nicht zu postulieren, wie es
eigentlich nach dem Vorgehen der universellen Algebra erforderlich wére. Hier ist der Beweis
fiir den ersten Fall:

f(0) = f(OMO) = f(O)nf(0) = f(O)n f(0) =0
Analog zeigt man die Gleichung f(L) = L:
fL) = ftul) = fOUAL) = fFOUfL) =L

Der folgende Satz zeigt, dafl die eben bewiesenen Gleichungen sogar charakteristisch fiir
Boolesche Verbandshomomorphismen sind.

2.3.7 Satz Gegeben sei ein Verbandshomomorphismus f : V' — W zwischen Booleschen
Verbanden V' und W. Dann gilt:

f Boolescher Verbandshomomorphismus <= f(O) = O und f(L) =L

Beweis:  Wir haben nur die Richtung ,,<=" zu beweisen. Dazu sei a € V beliebig
vorgegeben. Dann gilt die Gleichheit

fl@Uf(a) = flaUa) f Verbandshomomorphismus
= f(L)
= L Voraussetzung

und auch die Gleichheit

fla)mf(a)

flaU a) f Verbandshomomorphismus

/(0)
0

Voraussetzung.



44 Spezielle Klassen von Verbédnden

Nach Definition heifit dies aber, daB f(a) das Komplement von f(a) ist. Als Gleichung ist
dies genau das, was wir wollen: f(a) = f(a). Die beiden anderen Eigenschaften gelten,
weil f als Verbandshomomorphismus vorausgesetzt ist. O

Will man Quotienten von Booleschen Verbénden bilden, so ist schliefllich noch der Begriff
einer Verbandskongruenz zum Begriff einer Booleschen Verbandskongruenz zu erweitern
und dann die Komplementbildung von Aquivalenzklassen entsprechend festzulegen. Dies
sei dem Leser als Ubung iiberlassen.

Wir kommen nach diesen Bemerkungen zu Unterstrukturen, Homomorphismen und Kon-
gruenzen nun zu einer der Hauptanwendungen fiir Boolesche Verbéande. Durch die Boole-
schen Verbénde stellt man nédmlich die Verbindung zur Aussagenlogik her. Die Entspre-
chung ist in der nachfolgenden Tabelle angegeben:

Boolesche Verbdnde | Aussagenlogik
Trégermenge Aussagenformen
LJ V
M A
C =
= =

Auch die Regeln der Aussagenlogik iibertragen sich in die Verbandstheorie. Nachfolgend
geben wir wichtige aussagenlogische Regeln als verbandstheoretische Gesetze an.

2.3.8 Satz In einem Booleschen Verband gelten die folgenden Gesetze:

1. a =a Involution
2.allb=amb und aflb=alb de Morgan
3.aCh — alUb=L << anb=0

4. aCblUc < alNbLCc < bLC alc

Beweis: Es sei also (V,U, M) ein Boolescher Verband.

1. Es sei a € V. Dann gilt:

a Komplement vona <= aUa=Lund a Ma=0 Definition
<= a Komplement von a Definition
= a =a Definition

Da die erste Aussage dieser Kette nach Definition der Komplementoperation wahr ist,
gilt dies auch fiir das letzte Glied. Dieses ist aber genau die gewiinschte Gleichung.

2. Seien a,b € V. Dann gelten die folgenden zwei Gleichungen:
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(aUb)U(ambd) (abUa)N(adbU b) Distributivgesetz
LoL

= L

(ab)N(anbd) = (aNbd)N(albd) Kommutativges.
(aMbNa)U(aMbnb) Distributivgesetz
ouo

=0

Damit haben wir, dal a M b das Komplement von a LI b ist, d.h. es gilt
afb=albd.

Die zweite de Morgan’sche Gleichung erhalten wir aus den folgenden Gleichungen:

(aMb)U(ab) (aUb)U(amb) Kommutativges.
(aUbUa)N(albUbd) Distributivgesetz
LML

= L

(@anb)N(alUb) = (aNbNa)U(anbnb) Distributivgesetz
ouo
= 0

3. Seien a,b € V. Wir zeigen zuerst die linke Aquivalenz: Die Richtung ,,==* folgt aus
der Rechnung

alCb = aUalC alUb Monotonie
<— LCaUD

und die verbleibende Richtung ,,<="* beweist man durch

aldb=L = a=alll
=alM(a Ub)
=(aMa)U(amb)
=alb
<— alb Definition Ordnung.

Ein Beweis der rechten Aquivalenz verlauft wie folgt:
alUb=L <= aUb=1L

< aNb=0 nach (2)
< alb=0 nach (1)

4. Dieser Beweis kann vollkommen analog zum Beweis von (3) erbracht werden. ad
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Fiir Ordnungen folgt aus der ersten und dritten Eigenschaft von Satz 2.3.8: a T b impliziert
b C a. Die Komplementabbildung :V — V ist somit ein involutorischer Ordnungsiso-
morphismus von (V, C) nach (V, J), auch dualer Isomorphismus genannt. Dabei ist J die
zu C konverse Ordnung, d.h. a 3 b ist dquivalent zu b C a.

Endliche Boolesche Verbénde kénnen nicht von beliebiger Kardinalitdt sein, sondern haben
immer eine Zweierpotenz als Kardinalitét. Dies ist der Inhalt des nachfolgenden Haupt-
satzes iiber endliche Boolesche Verbénde, der aber noch mehr zeigt, ndmlich, dafl jeder
endliche Boolesche Verband isomorph zu einem speziellen Potenzmengenverband ist.

2.3.9 Satz (Hauptsatz iiber endliche Boolesche Verbinde) Es sei (V,U,M, ) ein
endlicher Boolescher Verband. Dann ist die Abbildung

[V —2r) flx) = {aeA(V)|aC 2}

ein Boolescher Verbandsisomorphismus von (V, 1,1, ) nach (22() U, N, ). Insbesondere

gilt also die Kardinalititsaussage |V| = 2/4€V)l.

Beweis: Da 2 < |V] < oo gilt, ist nach Satz 1.5.3 f(z) # 0 fiir alle z € V mit z # O.
Wir zeigen nun der Reihe nach die behaupteten Eigenschaften.

1. Die Abbildung f ist injektiv, d.h. es gilt fiir alle z,y € V' die Implikation
vty = [fla)# [(y)

Beweis: Es sei also x # y. Dann gilt x [Z y oder y £ x, denn x C y und y C x wiirde
x =y implizieren.

Es sei 0.B.d.A. 2 [Z y. Dann gilt x M y # O, da aus M y = O nach Satz 2.3.84
x C y folgen wiirde.

Nach Satz 1.5.3 ist V' atomar. Folglich gibt es a € At(V) mit a« £ 2 M y. Wir haben
somit insbesondere a C z, und dies impliziert a € f(x). Aus a C x M y folgt aber
auch a C gy . Diese Ungleichung zeigt nun a [Z y. Wére ndamlich a C y, so wiirde dies
a T y My = O implizieren, und somit ein Widerspruch zu der Annahme, dafl a ein

Atom ist. Wegen a Z y gilt nun a € f(y). Konsequenterweise sind die beiden Mengen
f(z) und f(y) verschieden.

2. Die Abbildung f ist surjektiv. Die Gleichung f(O) = §) ist klar. Es sei also A € 2AtV)
nicht leer mit A = {ay,...,a,}. Es gilt

n

f(J:|1 ai) = {ar,...,an}.

Beweis der Inklusion ,C*: Es sei b € f(I li_, a;), also b € At(V) und b C | |;_, a;.
Nach Satz 2.2.9 gibt es ein ip,1 < 49 < n, mit b T a;. Wegen b € At(V) und
a;, € At(V) gilt nun b = a,,, also auch b € {a1,...,a,}.

Inklusion ,,0“: Es sei a;, € {a1,...,a,}. Dann gilt a;, € At(V). Es bleibt noch die
Abschétzung a;, C | |ZL:1 a; zu verifizieren, welche aber offensichtlich gilt.
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3. Strukturerhaltung der Negation, d.h. fiir alle x € V gilt

Zum Beweis sei b € At(V) beliebig angenommen. Dann gilt:

be f(z) < bLC x Definition von f
<~ bLUx (*)
— b¢ f(v) Definition von f
— be f(x) Mengentheorie

Es bleibt noch der Ubergang () zu verifizieren, d.h. die Aquivalenz von b C z und
b IZ . Wir spalten den Beweis in zwei Richtungen auf.

,=="“: Wire b C z, so folgt daraus sofort die Abschéitzung b C x Mz = O, was ein
Widerspruch zur Eigenschaft b € At(V) ist.

,<="“: Es gilt offensichtlich b C z L x. Nach Satz 2.2.9 in Kombination mit der
Annahme b IZ z folgt daraus b C x .

4. Strukturerhaltung des Infimums, d.h. fir alle z,y € V gilt

fxny) = flz)n f(y).

Zum Beweis sei wiederum b € At(V') beliebig angenommen. Dann gilt:

be f(zNy) <= bCzMy Definition von f
<— bLCzAbLCy (%)
— be f(x)Abe f(y) Definition von f
<~ be f(x)Nfly) Mengentheorie

Es verbleibt wiederum die Aufgabe, den Ubergang (%) zu verifizieren, d.h. zu zeigen,
da b C zMy und b C x Ab C y dquivalent sind. Analog zu oben betrachten wir zwei
Richtungen:

,=—": Es gelten die Abschitzungen b C x My C z und b C x My C y im Fall von
bCxznMy.

,<=": Diese Richtung verifiziert man wie folgt:

bCazAbCy < beMi({z,y}) Definition Minorante
= bC| Hz,y} =2y Infimumseigenschaft

5. Strukturerhaltung des Supremums, d.h. fiir alle z,y € V gilt

flxUy) = flx)U f(y)

Der Beweis folgt aus der nachstehenden Gleichheit:
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flzuy) = f(zny) de Morgan, Involution
= f(zNy) nach (3)
= f(z)nf(y) nach (4)
= f(z)U f(y) Mengentheorie
= f(z)U f(y) nach (3) und Involution

Durch diese Reihe von Beweisen ist schlieflich der gesamte Beweis des Hauptsatzes fiir
endliche Boolesche Verbénde erbracht. O

Statt die Strukturerhaltung der Negation kann man in dem eben erbrachten Beweis auch
die des Supremums analog zu der des Infimums , direkt“ beweisen. Aus der so gezeigten
Verbandsisomorphie und den offensichtlichen Gleichungen f(O) = @ und f(L) = At(V)
folgt dann die Strukturerhaltung der Negation mit Hilfe von Satz 2.3.7.

Die Struktur eines endlichen Booleschen Verbands ist also nach diesem Hauptsatz immer
im Prinzip eine Potenzmengenstruktur mit Vereinigung, Durchschnitt und Komplement
als Operationen, der vollen und der leeren Menge als extremen Elementen, der Inklusi-
on als Ordnung und einer Zweierpotenz als Méchtigkeit. Eine abgeschwéchte Aussage gilt
(natiirlich ohne die Kardinalitétsgleichung) auch fiir beliebige atomare Boolesche Verbiinde,
denn eine sorgfiltige Analyse des Beweises des Hauptsatzes zeigt, dafi eigentlich nur die
Atomizitat verwendet wurde: Jeder atomare Boolesche Verband ist isomorph zu einem Un-
terverband von (22%V) U, N). Die Abgeschlossenheit von {f(z) |z € V'} beziiglich Durch-
schnitt ist trivial, die beziiglich Vereinigung folgt aus Satz 2.2.9.

Aufgrund des Hauptsatzes kann man viele Eigenschaften endlicher Boolescher Verbénde
dadurch beweisen, dal man sie fiir Potenzmengenverbénde verifiziert. Hier ist ein Beispiel
fiir eine einfache Anwendung:

2.3.10 Satz In einem endlichen Booleschen Verband (V,U, M, ) mit 2" Elementen gilt
n+1=max{|K| | K CV ist Kette}

und es gibt in V' genau n! Ketten der Kardinalitiat n + 1.

Beweis: Wir haben den Satz nur fiir den Potenzmengenverband (24,U,N, ) mit der
Menge A = {1,...,n} von n natiirlichen Zahlen zu zeigen. Offensichtlich ist durch

pc{iyc{,2}c...c{1,2,...,n—1}C{1,2,...,n}

eine Kette K C 24 mit |K| = n + 1 gegeben. GroBlere Ketten kann es nicht geben und fiir
jede Permutation der Menge A bekommt man eine Kette der Kardinalitat n 4 1. Also gibt
es mindestens n! Ketten der Kardinalitét n + 1.

Jede Kette K = {My,...,M,} in (24,U,N, ) mit n + 1 Elementen kann man in der
speziellen Form My, C M, C ... C M, schreiben. Damit mufl die Menge M;.; aus der
Menge M; durch die Hinzunahme genau eines neuen Elements entstehen. Somit gibt es
genau n! Ketten der Kardinalitat n + 1. O
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Das néchste Beispiel ist von einer &hnlichen Schwierigkeit. Bei endlichen algebraischen
Strukturen ist man oft daran interessiert, wie grof§ Unterstrukturen sind und fiir welche
Groflen sie existieren. Im Fall von Gruppen weifl man etwa, dafl Groflen |U| von Unter-
gruppen U von G immer die Kardinalitdt von G teilen (Satz von J.-L. Lagrange) und fiir
jede groBte Primzahlpotenz p*, die |G| teilt, Untergruppen der Kardinalitéiten p’, 1 <i < k
existieren (erster Satz von P.L. Sylow). Bei Booleschen Verbiéinden sind solche Fragen genau
zu entscheiden. Es gilt ndmlich das folgende Resultat:

2.3.11 Satz In einem endlichen Booleschen Verband V' mit 2" Elementen hat jeder Boole-
sche Unterverband die GroBe 2%, wobei 1 < k < n, und fiir jedes k mit 1 < k < n, existiert
ein Boolescher Unterverband von V' mit 2% Elementen.

Beweis:  Wir haben den Satz wiederum nur fiir den speziellen Potenzmengenverband
(24,u,N, ) mit A = {1,...,n} zu zeigen. Es sei k mit 1 < k < n vorgegeben. Wir
betrachten die folgende Partition von A in k Teilmengen:

M= {1}, {k— 1} {kk+1,....n}}

Wenn man M iterativ unter Vereinigungen abschliefit und in diesen Abschluff — er sei
mit N bezeichnet — noch @ einfiigt, so bekommt man einen distributiven Unterverband
(NU{0},U,N) mit den k& Atomen {1},...,{k—1}{k,k+1,...,n}. Man zeigt leicht, daB

NeN = A\NeN

zutrifft. Folglich ist (MU{0},U,N, ) sogar ein Boolescher Unterverband von (24,U,N, ).
Der erste Teil des Satzes gilt nach dem Hauptsatz. O

Die Komplementabgeschlossenheit eines Unterverbands schrénkt die Anzahl der Unter-
verbiinde drastisch ein. Von den 731 Unterverbinden von 2{1234} sind nur 15 Boolesche
Unterverbénde. Bei 212345} veréindert sich die Anzahl sogar von 12084 auf 52.

Und hier ist schliefllich noch ein komplizierteres Beispiel, der bekannte Satz von E. Sper-
ner aus dem Jahr 1928 (Band 27 der Mathematischen Zeitschrift). In ihm verwenden wir
Binomialkoeffizienten (Z), welche durch k!(ﬁk)! definiert sind und angeben, wie viele Teil-
mengen der Kardinalitét k es in einer Menge der Kardinalitét n gibt. Weiterhin verwenden
wir |n| als Bezeichnung fiir die grofite natiirliche Zahl & mit k£ < n. Dann gilt:

2.3.12 Satz (E. Sperner) In einem Booleschen Verband mit 2" Elementen ist die Kar-

dinalitét jeder Antikette beschrankt durch (Ln% J)'

Beweis: Nach dem Hauptsatz diirfen wir den Verband als Potenzmengenverband der
Zahlen {1,...,n} annehmen und miissen zeigen, daf jede Teilmenge von 2{1m} bei der

keine verschiedenen Elemente in einer Inklusionsbeziehung stehen, maximal aus (U:/l? J)
Mengen besteht.

Im ersten Teil beweisen wir die folgende Zerlegungseigenschaft durch Induktion nach n:
Es gibt eine Partition von 25} in (disjunkte) Ketten K, ..., K,,, wobei die folgenden
Eigenschaften gelten:
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a) Jede der Ketten K; der Form A; C ... C A, mit r > 2 Gliedern erfiillt |4;] +1 =
|Aiq| fiir alle i,1 <4 <r —1, und auch |4;| + |A,| =n.

b) Jede der Ketten K; der Form A; mit einem Glied erfiillt [A;| = 7. (Dies besagt, daf
einelementige Ketten nur in der Partition vorkommen, wenn n eine gerade Zahl ist.)

Induktionsbeginn n = 1: Eine Kettenpartition von 2{'' = {), {1}} ist gegeben durch
0 C {1} und es gilt fiir diese Kette offensichtlich auch die Eigenschaft a).

Induktionsschluf (von n — 1 nach n): Es sei K, ..., K,, eine Partition von 2{\-"=1} in m
Ketten, wobei die beiden Eigenschaften a) und b) gelten. Man konstruiert eine Kettenpar-
tition I von 2817t wie folgt:

1. Fiir jede Kette K; die Form A; C ... C A, mit mindestens r > 2 Gliedern nimmt
man die folgenden beiden Ketten in die Kettenpartition IC von 257} auf:

Ay C...CA C A U{n} AU{n}C...Cc A_1U{n}

2. Fiir jede einelementige Kette K; die Form A; nimmt man die folgende zweielementige
Kette in die Kettenpartition K von 2t auf:

A1 C Al U {TL}

Unter Verwendung der Induktionsvoraussetzung bekommt man dadurch offensichtlich eine
Menge K von Ketten, die 2{%"} partitionieren. Auch der erste Teil der Eigenschaft a) gilt,
denn (Induktionshypothese!) alle Glieder einer Kette von K wachsen wiederum um genau
ein Element an. Den zweiten Teil der Eigenschaft a) der Ketten von K zeigt man fiir die
drei vorkommenden Kettenformen (mit r > 2 bei der zweiten Form) wie folgt:

|[Ay| + A, U {n}| |Ai] + A +1

= n—1+4+1 Induktionsvoraussetzung

[A; U {n}| + |A,—1 U {n}]| | Ay |+ A 1]+ 2

= |A|+]A,]—1+2 Induktionsvoraussetzung

= [Af+ 4] +1

= n—1+4+1 Induktionsvoraussetzung
|A| + A1 U{n}] = |Ai|+[Af+1

= ";1 + ”;1 +1 Induktionsvoraussetzung

= n

Trifft bei der zweiten Form r = 2 zu, d.h. A; U {n} als neue Kette, so haben wir hier nach
der Induktionshypothese [A;] + [As] =n — 1, also [A;| + Ay +1=n—1, was [4;] = ",
bringt. Hieraus folgt |4, U {n}| = [A;| + 1 =1, also genau die Eigenschaft b).

Nun sei K = {K,...,K,} eine Kettenpartition von 2{""} die a) und b) erfiillt. Tm
zweiten Beweisteil zeigen wir: Jede Kette von K enthélt genau eine Menge der Kardinalitét
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|5 ). Der Fall mit einem Glied A, ist, wegen |A;| = § (Eigenschaft b)) und dem daraus
folgenden Geradesein von n, klar. Hat die Kette die Form A; € ... C A, mit r > 2,
so haben wir (Eigenschaft a)) |A;] < § < [A,], also auch [A;] < |}] < |A,|. Weil die
Kardinalitdten der Kettenglieder von |A4;| bis |A,| in Einserschritten zunehmen, kommt

also genau eine Menge der Kardinalitét [ | vor.

Jetzt beenden wir den Gesamtbeweis wie folgt: Es gibt genau (|, ) Teilmengen von

n/2)
{1,...,n} der Kardinalitat |%] und somit hochstens (VL'/LQ J) Ketten in der Kettenparti-
tion KC des zweiten Beweisteils. Jede Kette von IC kann aber héchstens eine Menge einer
Antikette A von 2{L--"} enthalten und damit kann die Antikette A maximal aus (Lnr/l2 j)
Mengen bestehen. [m]

genau die Teilmengen dieser Kardinalitét. In der zeichnerischen Darstellung des Hasse-
Diagramms befinden sich diese auf einer oder zwei Ebenen genau in der Mitte, je nachdem,
ob n gerade oder ungerade ist.

2.3.13 Beispiel (zum Satz von E. Sperner) Wir wollen nachfolgend die schrittweise
Konstruktion einer Kettenpartition im Beweis des letzten Satzes verdeutlichen. Imgrunde-
genommen stellt sie einen Algorithmus dar und kann in einer modernen Programmierspra-
che mit vorimplementierten Listen oder Mengen trivial implementiert werden.

Im Beweis von Satz 2.3.12 haben wir bereits die spezielle Kettenpartition

0 c{1}
von 28 = {(}, {1}} mit einer Kette angegeben. Daraus erhalten wir die Kettenpartition
bc{tyc{1,2} {2}

von 2102F = {0 {1}, {2}, {1,2}} mit zwei Ketten. Wenden wir das Verfahren des Beweises
auf diese beiden Ketten an, so erhalten wir

fc{1}c{1,2} c{1,2,3} {3} c {1,3} {2} c {2,3}

als Partition von 2123} = {0 {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} mit Hilfe von
drei Ketten. Der Leser mache sich die Lage der Ketten durch das Zeichnen der jeweiligen
Hasse-Diagramme und entsprechende Markierungen klar. O

Der Satz von E. Sperner war der Ausgangspunkt bei der Untersuchung von Kettenparti-
tionen. Eines der bekanntesten Resultate in dieser Richtung ist ein Satz von R. Dilworth
aus dem Jahr 1950. Er besagt, daB man jede Ordnung in n Ketten partitionieren kann,
wobei n die Machtigkeit der grofiten Antiketten ist.

Kehren wir nach diesen Anwendungen wieder zum Thema des Hauptsatzes zuriick. Bei
Nichtatomizitit ergibt sich ein zum Hauptsatz bzw. der erwidhnten Variante sehr dhnliches
Resultat. Dies ist der bekannte Satz von M.H. Stone, den wir aber mit den bisher bereit-
gestellten Mitteln noch nicht beweisen konnen. Wir geben deshalb nachfolgend nur das
Resultat ohne Beweis an. Dazu brauchen wir noch einen Begriff.
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2.3.14 Definition Eine Menge von Teilmengen eines Universums U heifit ein Men-
genkdrper, wenn sie abgeschlossen ist unter der Bildung von bindren Vereinigungen AU B,
bindren Durchschnitten AN B und undren Komplementen A :=U \ A. O

Ein Mengenkérper® ist also mit den entsprechenden Mengenoperationen ein Boolescher Un-
terverband in einem Booleschen Potenzmengenverband (2V,U,N, , U, ). Im Gegensatz zur
obigen Definition werden Unterverbiinde von (2V,U, N, , U, ) im urspriinglichem Sinn (al-
so ohne Komplement) Mengenringe genannt. Wahrend Mengenkorper entscheidend bei der
Darstellung von Booleschen Verbénden sind, ist der Anwendungsbereich der allgemeineren
Mengenringe in Darstellungsfragen bei den allgemeineren distributiven Verbédnden.

Nach diesen Vorbemerkungen kommen wir nun zum angekiindigten Resultat von M.H.
Stone. Im Jahre 1936 zeigte er das folgende weitreichende Resultat iiber die Darstellung
beliebiger Boolescher Verbénde:

2.3.15 Satz (Darstellungssatz von M.H. Stone) Jeder Boolesche Verband V ist iso-
morph zu einem Mengenkorper K und fiir den Verbandsisomorphismus f : V' — K gilt
ebenfalls die Zusatzeigenschaft f(z) = f(z), d.h. er ist ein Boolescher Verbandsisomor-
phismus. O

Zum Abschlufl dieses Abschnitts erwéhnen wir noch ein Resultat, mit dem der Anschlufl der
Booleschen Algebra an die klassische Algebra gekniipft wird. Diese Resultat geht ebenfalls
auf M.H. Stone zuriick.

2.3.16 Satz 1. Essei (R, +,-) ein Ring mit Nullelement 0, Einselement 1 und r-r =r
fiir alle » € R. Definiert man Operationen U,M: R X R — Rund : R — R durch

rids =r+s—r-s rfls =r-s r =1-—n

so ist die algebraische Struktur (R,U, T, ) ein Boolescher Verband mit groftem
Element 1 und kleinstem Element 0.

2. Es sei (V,U,1, ) ein Boolescher Verband mit groftem Element L und kleinstem
Element O. Definiert man Operationen +,-: V x V' — V durch

a+b = (aMNb)U(anb) a-b = allb,

so ist die algebraische Struktur (V,+,-) ein Ring mit Nullelement O, Einselement L,
in dem zusétzlich a - a = a fiir alle a € V' gilt.

Beweis: Der Beweis ergibt sich durch relativ einfaches Nachrechnen der behaupteten
Eigenschaften. Beim ersten Teil hat man als Vorbereitung zu zeigen, daf§ der Ring kom-
mutativ ist. O

®Wegen der Gleichung B\ A = BN A kann man in der Definition von Mengenkérpern auch binire
statt undre Komplemente verwenden. Diese Festlegung findet sich manchmal ebenfalls in der Literatur.
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Die in diesem Satze betrachteten Ringe mit a-a = a werden in der Literatur auch Boolesche
Ringe genannt. Sie sind, in der etwas abgeschwéchten Form der Booleschen Semiringe, etwa
bei einer Verallgemeinerung von graphentheoretischen Wegealgorithmen bedeutend. Von
M.H. Stone stammt schliellich auch noch eine topologische Charakterisierung Boolescher
Verbénde, auf die wir aber nicht eingehen kénnen. Einzelheiten findet man in dem in der
Einleitung zitiertem Buch von H. Hermes.

Boolesche Verbande stellen eine Algebraisierung der Aussagenlogik durch Mittel der Ver-
bandstheorie dar. Genaugenommen handelt es sich um die Algebraisierung der klassischen
Aussagenlogik, in der das sogenannte Gesetz vom ,ausgeschlossenen Dritten gilt. Die in-
tuitionistische Aussagenlogik, in der dieses Gesetz nicht gilt, kann ebenfalls verbandstheore-
tisch algebraisiert werden. Man braucht dazu (relative und absolute) Pseudokomplemente,
welche zu Heyting-Algebren, Brouwerschen Verbénden und #dhnlichen Strukturen fithren.
Der interessierte Leser sei etwa auf das Buch von H. Hermes verwiesen.

2.4 Vollsténdige Verbinde

Ist (V,U,M) ein Verband, so existiert das Supremum | | N und das Infimum | | N fiir alle
endlichen Teilmengen® N von V. Es gibt nun viele Beispiele, wo man auf die Endlich-
keit verzichten kann, d.h. das Supremum | | N und das Infimum | | NV fiir alle Teilmengen
N C V existieren. Dies fiihrt zur wichtigen Klasse der vollstandigen Verbénde, die, in Kom-
bination mit den Booleschen Verbénden, spéter bei den Relationen entscheidend sein wird.
Wir beginnen diesen Abschnitt mit einer Abschwichung, den sogenannten Halbverbanden.
Davon gibt es zwei Arten, die man wie folgt einfiihrt.

2.4.1 Definition Ein Verband (V,U, M) heiBt vollstindiger oberer Halbverband, falls | | N
fiir alle N C V mit N # () existiert. Existiert dagegen | | N fiir alle N C V mit N # ), so
heiit (V,U, M) vollstindiger unterer Halbverband. O

Offensichtlich gelten in einem Verband (V, U, M), in dem die speziellen Suprema und Infima
[ 1V,] |V,] |® und | | existieren, die nachstehenden zwei Gleichheiten:

[V =110 =L 1V =110 =0

(Dies folgt aus der Tatsache, daf eine Allquantifizierung mit der leeren Menge als Bereich
des Quantors immer wahr ist.) Damit hat ein oberer vollstindiger Halbverband immer ein
gréfites Element | [V und ein unterer vollstéindiger Halbverband immer ein kleinstes Ele-
ment | | V. Daf die Einschrankung N # () in Definition 2.4.1 notwendig zur beabsichtigten
Unterscheidung ist, wird durch nachfolgenden Satz demonstriert, der zwei sehr bekannte
(und duale) Satze der Verbandstheorie zusammenfafit. Er scheint erstmals von E.F. Moore
publiziert worden zu sein.

SFiir eine unendliche Menge N brauchen weder | | N noch | | N zu existieren.
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2.4.2 Satz (von der oberen bzw. unteren Grenze)

1. Satz von der oberen Grenze: Es sei (V, U, M) ein vollstdndiger unterer Halbverband.
Existiert zu einer gegebenen Teilmenge N C V eine obere Schranke, d.h. ist Ma(V) #
0, s0 gilt | [N =1 |Ma(N).

2. Satz von der unteren Grenze: Es sei (V,U, M) ein vollstéandiger oberer Halbverband.
Existiert zu einer gegebenen Teilmenge N C V eine untere Schranke, d.h. ist Mi(N) #
0, s0gilt | IN =1 [Mi(N).

Beweis: Wir beweisen nur den Satz von der oberen Grenze, also die erste Aussage, da
der Satz der unteren Grenze unmittelbar durch Dualisierung dieses Beweises gezeigt wird.
Es sei a € V angenommen. Dann gilt:

a=1|Ma(N) «— a € Mi(Ma(N)) A a € Ma(Mi(Ma(N)))
—_—
a untere Schranke von Ma(N) a groBer oder gleich allen anderen un-

teren Schranken von Ma(N)

Nach Satz 1.2.10 bekommen wir daraus die folgende Aquivalenz:

a=|IMa(N) — a € Ma(N) A a € Mi(Ma(N))
—_————
a obere Schranke von N a kleiner oder gleich allen an-

deren oberen Schranken von N

Dies zeigt, daB | |Ma(N) das Supremum von N ist, also | | N = | |Ma(N) gilt, und dies
beendet den Beweis. i

Existiert in einem vollstindigen oberen (bzw. vollstindigen unteren) Halbverband ein
groBtes Element | [@ (bzw. ein kleinstes Element | [0), so existieren | |N und | | N fiir
alle Teilmengen N von V| auch die leere Teilmenge. Solche Verbédnde zeichnet man durch
eine spezielle Namensgebung aus:

2.4.3 Definition Ein Verband (V, U, M) heifit vollstindig, falls fiir jede Teilmenge N C V
sowohl | | NV als auch | | N existieren. 0

Vollsténdige Verbénde haben zahlreiche Anwendungen in der Praxis und kommen auch
zahlreich vor. Offensichtlich gilt etwa die folgende Eigenschaft, welche fiir das praktische
Rechnen mit dem Computer sehr wichtig ist (da dieser im Regelfall eine endliche Beschrei-
bung der Daten voraussetzt):

2.4.4 Satz Jeder endliche Verband V ist vollstandig.

Beweis: Fiir eine endliche und nichtleere Teilmenge N des Verbands V' der Form N =
{a1,...,a,} gilt | IN =a;U...Ua, und | | N =ayM...MNa,. Die Existenz des Supremums
und des Infimums von N folgt nun aus der Totalitéit der bindren Abbildungen U und M.
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Der Fall N = () wird durch das kleinste Element | |V und das grofite Element | [V
abgedeckt. O

Weiterhin haben wir: Ordnungen (M, C), in denen fiir alle Teilmengen N C M sowohl | | N

als auch | | N existieren, induzieren mit der Konstruktion von Satz 1.3.2 einen vollstéindigen
Verband.

2.4.5 Beispiele (fiir vollstindige/nicht—vollstindige Verbinde) Wir geben nach-
folgend zwei Beispiele fiir vollstandige Verbédnde an, aber auch zwei Beispiele fiir nicht-
vollstdndige Verbénde.

1. Der Wahrheitswerteverband (B, V, A) ist vollstéindig, da endlich, und der Potenzmen-
genverband (2%, U, N) ist vollsténdig, auch, falls X unendlich ist.

2. Die relationale Struktur (R, <) ist eine totale Ordnung und induziert einen Verband
(R, min, max). Dieser Verband ist nicht vollstdndig. Es gibt ndmlich weder kleinste
noch grofite Elemente.

Man beachte, daff das bekannte Vollstandigkeitsaxiom der Analysis fiir die reellen
Zahlen nicht ihre Vollstédndigkeit als Verband fordert. Es fordert nur, dafl jede nach
oben beschrinkte nichtleere Menge von reellen Zahlen ein Supremum besitzt oder,
gleichwertig dazu, daf§ jede nach unten beschrinkte nichtleere Menge von reellen
Zahlen ein Infimum besitzt.

3. Die Ordnung (N, <) bildet eine Kette mit kleinstem Element 0, aber keinem grofiten
Element. (N, <) induziert einen vollstdndigen unteren Halbverband aber keinen
vollstdndigen oberen Halbverband. O

Wie im Fall der Booleschen Verbande kommen auch bei den vollstdndigen Verbénden zwei
zusitzliche Operationen | [,] |: 2" — V zur Bestimmung allgemeiner Suprema und Infima
in das Spiel, die man bei den Unterstrukturen und den strukturerhaltenden Abbildungen
manchmal zu berticksichtigen hat. Wir definieren nachfolgend nur den entsprechenden neu-
en Unterstrukturbegriff, da die analoge Einschrankung der bisher betrachteten Homomor-
phismen und Isomorphismen von den allgemeinen auf die vollstdndigen Verbénde im Rest
des Buchs nicht gebraucht werden.

2.4.6 Definition Es sei (V, U, M) ein vollstindiger Verband. Ein Unterverband U von V
heifit ein wvollstindiger Unterverband von V| falls fiir alle Teilmengen N C U die Eigen-
schaften | [N € U und | [ N € U gelten. O

Ein vollstédndiger Unterverband U ist also ein Unterverband eines vollstdndigen Verbands
V', der, fiir sich selbst betrachtet, einen vollstdndigen Verband bildet und bei dem zusétzlich
alle Suprema und Infima von Teilmengen beziiglich der durch U induzierten Teilordnung
(U, Ejy) mit denen beziiglich der Originalordnung (V,C) iibereinstimmen.
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So eine Ubereinstimmung muB, wie man sich leicht klar macht, in der Allgemeinheit nicht
immer vorliegen. Hier ist so ein Gegenbeispiel fiir einen Unterverband der ein vollstandiger
Verband ist, aber keinen vollsténdigen Unterverband darstellt.

2.4.7 Beispiel (fiir einen nicht vollstéindigen Unterverband) Wir betrachten die
natiirlichen Zahlen und erweitern sie zweimal um jeweils ein grofites Element. Dies fiihrt
somit zur folgenden Kette:

0<1l<2<...<T1 < Ty

Der durch diese Ordnung induzierte Verband ist vollstandig. Man macht sich dies schnell
durch die Uberpriifung aller unendlichen Teilmengen der Menge N U {T, To} klar.

Nun betrachten wir die Teilmenge N U {T5}. Auch sie induziert einen vollsténdigen Ver-
band. Dieser ist ein Unterverband von NU {Ty, To}. Er ist jedoch kein vollstdndiger Un-
terverband. Fiir die Teilmenge N ist das Supremum in NU {T»} nédmlich das Element To,
wihrend N in NU {T1, Ty} offensichtlich T; als Supremum bestitzt. O

Man hat also in der Wortwahl genau zu unterscheiden zwischen einem Unterverband, der
vollsténdig ist (und dessen Suprema und Infima ggf. mit denen des Originals wenig oder
nichts zu tun haben), und einem vollstdndigen Unterverband. Die Kurzform , vollstandiger
Unterverband* fiir die erste Klasse von Unterverbanden kommt leider in der Literatur vor,
ist aber ungenau und irrefithrend.

Wenn man die Vollstdndigkeit eines Verbands V' zu zeigen hat, verwendet man in der
Regel Satz 2.4.2. Statt die Existenz von | [N und | | N fir alle N C V zu beweisen,
geniigt es beispielsweise nur | | N fiir alle N C V zu verifizieren. Damit ist nimlich N
ein vollstdndiger unterer Halbverband mit groftem Element L := | |{). Der Satz von der
oberen Grenze zeigt nun die Existenz von | | N :=| [Ma(XN) fiir alle N C V, denn L ist
trivialerweise eine obere Schranke fiir jede dieser Teilmengen.

Durch vollstdndige Induktion zeigt man leicht, dafl die Distributivgesetze bzw. die Gesetze
von de Morgan auf endliche Suprema bzw. Infima erweitert werden kénnen. Wir haben das
schon beim Beweis von Satz 2.2.9 verwendet. Als Verallgemeinerung gelten nun die in dem
folgenden Satz angegebenen vier Gleichungen.

2.4.8 Satz In einem vollstindigen und Booleschen Verband gelten die beiden verallgemei-
nerten Distributivgesetze

1.an| IN | {amb|be N}

2. aUl IN = | H{aUb|be N}
und, analog dazu, die beiden verallgemeinerten Gesetze von de Morgan
3. 1IN =1HalaeN}

4 1IN =1{alaeN}
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Beweis: Essei (V, U, M) der vollstdndige und Boolesche Verband und es seien ein Element
a € V und eine Teilmenge N von V gegeben.

a) Wir behandeln vom ersten Teil nur die Gleichung (1), denn die zweite Gleichung folgt
dual dazu. Wir unterscheiden zwei Fille.

Der erste Fall N = () ist klar. Hier ist die zu zeigende Gleichung (1) dquivalent zur
Gleichung a MO = O, welche gilt. Es sei nun N # (). Wir beweisen die Gleichheit
durch zwei Abschitzungen:

Beweis der Abschétzung ,C“: Es sei u :=| [{aMb|b € N}. Dann gilt ull a € Ma(N),
da fiir alle b € N die Beziehung

b C bUa
= LN@®Ua)
= (aUa)n(U a)
= (anb)Ua Distributivgesetz
C ula daalbCu

zutrifft. Aus w U a € Ma(N) folgt die Abschitzung | | N C w U a und Satz 2.3.8.4
bringt schlieflich a M| INCu=| I[{aMb|be N}.

Beweis der Abschiitzung , 3% Fiir be N gilt bE | | N, also auch aMb E all| | N.
Diese Ungleichung zeigt a1l | N € Ma({aMb|b € N}), und der Rest ist die Definition
des Supremums.

b) Von den beiden Gleichungen des zweiten Teils beweisen wir nur (3) und orientieren
uns dabei direkt am Beweis des fritheren Satzes 2.3.8.2. Es gilt

(TN Ul {alae N}

= | {0 IN)ublbe{a|ae N}} nach (2)
= |l IN)Ub|be N}

= | {l HaUblae N}|be N} Eigenschaft Supremum
= | {L|be N} weil a = b vorkommt
= L

und auch

(IIN)Ml Halae N}

= | {alae N}1(I IN) Kommutativitéit
= | {l Hala€e N}nb|be N} nach (1)
= | {l {aMblae N}|be N} Eigenschaft Infimum
= | {O|be N} weil @ = b vorkommt
= 0.

Aus diesen beiden Gleichungen folgt | [N =1 [{a |a € N} nach der Definition des
Komplements. O
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Ein Verband, in dem die Gleichungen (1) und (2) von Satz 2.4.8 gelten, heifit volldistri-
butiv. Vollstandige Boolesche Verbénde sind somit volldistributiv. Auf die Voraussetzun-
gen , Boolesch, also die Komplementbildung, kann dabei nicht verzichtet werden. Es gibt
vollsténdige nicht-komplementére Verbéande, in denen die endlichen, aber nicht die verall-
gemeinerten Distributivgesetze gelten. Das folgende Beispiel wird in dem Buche , Theorie
der Verbiande“ von H. Gericke gegeben, das 1967 als BI Hochschultaschenbuch 38/38a
erschienen ist.

2.4.9 Beispiel (fiir einen nicht volldistributiven Verband) Die natiirlichen Zahlen
bilden mit der {iblichen Ordnung einen distributiven Verband. Der Verband der Wahrheits-
werte ist ebenfalls distributiv. Somit ist der Produktverband V := N x B ein distributiver
Verband.

Der eben angegebene Verband V' bleibt distributiv, wenn man zu ihm ein neues Element T
als grofites Element hinzunimmt. Dazu hat man beim Beweis eines Distributvgesetzes (die
Verbandseigenschaft ist offensichtlich; man vergleiche mit den Bemerkungen zum Lifting
in Abschnitt 1.6), etwa der Gleichung

al(bMe)=(alb)MN(alc)

fir alle a,b,¢ € V U {T}, nur einige Félle zu unterscheiden: Der Fall, dafl keines der
Elemente a, b, ¢ gleich dem Element T ist, ist klar. Falls a = T gilt, dann haben wir

TUGNeg=T=TNT=(Tub)N(TUec).
Analog behandelt man auch die restlichen Félle a # T, b =T und a # T, b # T und
c=T.

Der erweiterte Verband VU{ T} ist, wie man sich durch einige offensichtliche Fallunterschei-
dungen klar macht, auch vollstiandig. Am besten ist es, sich dazu das Hasse-Diagramm zu
veranschaulichen. Es besteht (vergl. nachfolgende Skizze) aus zwei ,,fast“ parallelen Ketten

o,mMmc(,fHc...cT O,y (L) ... T
und allen Verbindungen zwischen ihnen der Form (n, ff) C (n, ¢t) fir alle n € N.
/ T

<2,tt>

<l,tt>

<2,ff>
<1.ff>
<0,ff>

Abbildung 2.4: Hasse-Diagramm eines nicht volldistributiven Verbands
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Am Ende dieses Abschnitts werden wir noch einen allgemeinen Satz angeben, aus dem
ebenfalls die Vollsténdigkeit des erweiterten Verbands V U {T} folgt.

Der erweiterte Verband V U {T} ist jedoch nicht volldistributiv. Dazu betrachtet man die
Menge N, definiert durch die Paare (n, ff) mit n € N, also die Elemente der ,unteren*
Kette (0, ff) C (1, ff) C ..., und das Element a, definiert als Paar (0, ¢t), also als kleinstes
Element der ,oberen® Kette (0,¢t) = (1,¢) = ... = T. In der obigen Skizze ist dieses
Element umrandet.

Es ist offensichtlich das Element T das Supremum der unteren Kette und somit gilt die
Gleichheit

afll IN = anT = a.

Auf der anderen Seite gilt aber auch die Gleichung
| Hamb|be N} = (0,ff),

weil die Eigenschaft amb = (0, ff) fiir alle b € N zutrifft. Also haben wir ein Gegenbeispiel
fiir die bei Volldistributivitit geltende Eigenschaft. O

Im Hinblick auf die Vollstdndigkeit beschéftigten sich Verbandstheoretiker schon friih
mit Fragen der Einbettbarkeit. Kann etwa jeder Verband W als Teilverband in einen
vollstdndigen Verband V' eingebettet werden, d.h. gibt es einen Unterverband V’ von V|
der verbandsisomorph zu W ist, und geht das eventuell sogar schon fiir geordnete Mengen,
die keine Verbande sind? Die Antwort ist positiv und wird beispielsweise gegeben durch die
Schnittvervollstdndigung, welche die Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen
Zahlen mittels Dedekind-Schnitte verallgemeinert. Zu Vervollstdndigungen von Ordnungen
und Verbédnden kommen wir spéter.

Wir wissen bisher, daf§ alle endlichen Verbinde vollstindig sind. Es gibt aber auch
vollstdndige Verbiinde, die nicht endlich sind. Eben haben wir mit V' U {T} ein Beispiel
hierfiir angegeben.

Die Vollstéandigkeit von Verbénden steht in einer sehr engen Beziehung zu Noetherschen
Ordnungen (benannt nach E. Noether), welche auflergewohnlich wichtig in Mathematik
und Informatik sind. Wir beginnen die Diskussion mit der formalen Festlegung, was es
heifit, eine Noethersche Ordnung zu sein.

2.4.10 Definition Eine Ordnung (M,C) heifit Noethersch geordnet oder Noethersche
Ordnung, falls jede Teilmenge N # () von M ein minimales Element besitzt. O

Auch eine Beschreibung von Noetherschen Ordnungen durch die sogenannte absteigende
Kettenbedingung (im Englischen zu DCC abgekiirzt) wird sehr oft in der Literatur verwen-
det, da sie fiir viele Menschen anschaulicher ist. Wir formulieren den Zusammenhang in
dem nachfolgenden Satz. Dabei verwenden wir fiir abzdhlbar-unendliche Ketten die friiher
eingefithrte einfach zugénglichere Notation.
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2.4.11 Satz Eine Ordnung (M, C) ist genau dann Noethersch geordnet, wenn fiir jede
Kette der Form ... C ay C a; C ag gilt: Es gibt ein n € N mit a,,., = a,, fiir alle k € N.

Beweis: ,=—“: Gébe es in M eine Kette der Form
.Cax Car C a,

bei der also a,y1 C a, fiir alle n € N zutrifft, so besitzt offensichtlich die Teilmenge
N :={a, | n € N} kein minimales Element. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung,.

,<="“: Auch diese Richtung beweist man durch Widerspruch. Es sei N eine nichtleere
Teilmenge von M ohne minimale Elemente. Man w#hlt ag € N. Da ag nicht minimal ist,
gibt es ein a; € N mit a; T ag. Auch a; ist nicht minimal. Also gibt es ein a; € N mit
as C ay, was as C a; C ag impliziert. Auf diese Weise gelangt man, formal natiirlich durch
vollstdandige Induktion, zu einer Kette ... C ay T ay T ag, bei der a, 41 C a, fiir allen € N
zutrifft. Das ist ein Widerspruch. O

Man nennt die in diesem Satz auftretenden Ketten ... C ay C a; C ag abzéhlbar-absteigend
und die Ketten ... C as C a3 C ag echt abzdhlbar-absteigend. Die Bedingung, dafl es
ein n € N gibt mit a,.r = a, fir alle &k € N, heifit ,die Kette wird stationéir®. Diesem
Sprachgebrauch folgend ist eine Ordnung also genau dann Noethersch, wenn alle abzéhlbar-
absteigenden Ketten stationdr werden oder alle echt abzéhlbar-absteigenden Ketten endlich
sind.

Ist die duale Ordnung (M, 3) von (M, C) Noethersch, so nennt man die Originalordnung
(M, C) manchmal auch Artinsch (nach dem ostereichischen Mathematiker E. Artin). We-
sentlich gebrauchlicher ist hier aber der Ausdruck ,, M erfiillt die aufsteigende Kettenbedin-
gung“ (im Englischen ACC). Sie besagt, da8 es fiir jede Kette der Form ay C a1 C ay. ..
ein n € N gibt mit a,.r = a, fiir alle & € N. In einer Kurzversion liest sich dies wie
folgt: Eine Ordnung ist genau dann Artinsch, wenn alle abzdhlbar-aufsteigenden Ketten
stationar werden oder alle echt abzidhlbar-aufsteigenden Ketten endlich sind.

Man beachte, da} wir in , Folgendarstellungen®“ ag C a; C ... bzw. ... C as C a1 C ag
von Ketten auch Wiederholungen zulassen, es sich eigentlich um einen etwas anderen Ket-
tenbegriff als den urspriinglich eingefithrten mengentheoretischen Kettenbegriff handelt.
Wir sprechen deshalb in diesem Zusammenhang immer von abzéhlbar-aufsteigenden oder
abzéhlbar-absteigenden Ketten.

Es sollte an dieser Stelle noch bemerkt werden, dafl es eigentlich sinnvoller wére, Ordnun-
gen als Artinsch zu bezeichnen, wenn sie die absteigende Kettenbedingung erfiillen, und
als Noethersch, wenn sie die aufsteigende Kettenbedingung erfiillen. Der Ursprung beider
Begriffe liegt namlich in der klassischen Ringtheorie und da sind die Artinschen Ringe (be-
nannt nach E. Artin) genau die, bei denen jede absteigende Kette von Idealen stationér
wird, und die Noetherschen Ringe (benannt nach E. Noether) sind genau die, bei denen
jede aufsteigende Kette von Idealen stationér wird.

Obwohl die beiden Begriffe Noethersch und Artinsch bisher nur mit der Nichtexistenz
von gewissen abzdhlbaren Ketten im Sinn von Folgen in Verbindung gebracht wurden,
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kann man durch sie auch die Nichtexistenz von allgemeinen Ketten im urspriinglichen
mengentheoretischen Sinn behandeln. Dies geschieht im nachfolgenden Satz. Der Beweis
dieses Satzes zeigt auch, wie vorteilhaft es ist, beide Beschreibungsméglichkeiten (also die
Definition und Satz 2.4.11) zur Verfiigung zu haben.

2.4.12 Satz Gegeben sei eine Ordnung (M, C). Es ist (M, C) genau dann Noethersch und
Artinsch, wenn jede Kette K C M endlich ist.

Beweis: ,=—“: Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dafl K eine
unendliche Kette in M sei.

Zuerst zeigen wir, dafl jede nichtleere Teilmenge N von K ein kleinstes Element besitzt. Die
Existenz eines minimalen Elements a € N folgt aus der Eigenschaft der Ordnung (M, C),
Noethersch zu sein. Ist nun b € N ein beliebiges Element, so gilt b C a oder a C b wegen
N C K und der Ketteneigenschaft von K. Die Minimalitdt von a in N zeigt a = b falls
b C a zutrifft. Somit gilt fir alle b € N entweder a = b oder a C b und hierdurch ist a als
kleinstes Element von N nachgewiesen.

Aufgrund dieser Eigenschaft konnen wir nun eine abzéhlbar-aufsteigende Kette ag E ay C
as C ... konstruieren, die nicht stationér wird. Man nimmt ay € K als kleinstes Ketten-
element, a; als kleinstes Element der Teilkette K \ {ap}, dann as als kleinstes Element der
Teilkette K \ {ag, a1} und so weiter. Damit gilt offensichtlich:

apCarCayC ...

Moglich ist dieser Proze$3, weil die Kette K als unendlich angenommen wurde. Somit haben
wir nach der Version von Satz 2.4.11 fiir Artinsch geordnete Mengen den gewiinschten
Widerspruch zur Voraussetzung (M, C) ist Artinsch®.

,<=":Ist jede Kette in (M, C) endlich, so muf} jede abzihlbar-absteigende Kette stationér
werden. Gleiches gilt auch fiir jede abzdhlbar-aufsteigende Kette. Satz 2.4.11 bzw. seine
Version fiir Artinsch geordnete Mengen bringt somit die Behauptung. O

Analog zu der im Beweis gezeigten Hilfseigenschaft gilt natiirlich auch: Jede nichtleere
Teilmenge einer Kette X' C M einer Artinschen Ordnung (M, C) (und damit insbesondere
die Kette K selbst) besitzt ein grofites Element.

In Satz 2.4.12 sind beide Eigenschaften notwendig. Gilt nur eine, so kann es durchaus un-
endliche Ketten geben. Ein Beispiel hierzu sind die natiirlichen Zahlen mit der kanonischen
Ordnung.

Bei Noetherschen Ordnungen gilt ein wichtiges Induktionsprinzip. Es wird in dem nachfol-
genden Satz formuliert. In der Praxis wird es haufig auch bei Noetherschen Quasiordnungen
eingesetzt, bei denen alles bisher Gesagte mit Ausnahme der Antisymmetrie gilt. Ein Bei-
spiel fiir eine Noethersche Induktion mit einer Quasiordnung ist die Induktion nach der
Lange von Sequenzen. Bezeichnet man mit M* die Sequenzen mit Elementen aus M und
mit |s| die Lange von s € M*, so wird durch s; < so falls |s1] < |sg| ndmlich nur eine
Noethersche Quasiordnung (M*, x) festgelegt und keine Noethersche Ordnung.
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2.4.13 Satz (Noethersche Induktion) Es sei P ein Pridikat auf einer Noetherschen
Ordnung (M,C). Gilt P(a) fiir alle minimalen Elemente a von M und folgt fiir alle nicht-
minimalen Elemente a von M aus P(b) fiir alle b € M mit b C a auch P(a), so gilt P(a)
fiir alle Elemente a von M.

Beweis: Angenommen, es gibe ein Element, fiir das die Eigenschaft P nicht gilt. Wir
definieren eine nichtleere Menge S C M durch

S = {z € M|P(z) gilt nicht}.

Dann hat S ein minimales Element a. Ist ¢ minimal in M, so gilt nach der ersten Vor-
aussetzung P(a), was a € S widerspricht. Ist a nicht minimal in M, so gilt b ¢ S fiir alle
b e M mit b C a, dh. P(b) fiir alle b € M mit b C a. Die zweite Voraussetzung zeigt nun
P(a), was ebenfalls a € S widerspricht. O

Man nennt in Satz 2.4.13 die erste Voraussetzung den Induktionsbeginn und die zweite
Voraussetzung den Induktionsschlufi. Nach diesen fundamentalen Eigenschaften sind hier
nun einige Beispiele fiir die eben eingefiihrten Begriffe.

2.4.14 Beispiele (zu Noethersch und Artinsch) Nachfolgend findet man Beispiele
fiir Noethersche und Artinsche Ordnungen und auch entsprechende Gegenbeispiele.

1. Jede endliche Ordnung ist offensichtlich sowohl Noethersch als auch Artinsch geord-
net.

2. Die natiirlichen Zahlen sind beziiglich ihrer kanonischen Ordnung 0 < 1 < ...
Noethersch aber nicht Artinsch geordnet.

3. Die reellen Zahlen sind beziiglich ihrer kanonischen Ordnung weder Noethersch noch
Artinsch geordnet. Auch die ganzen Zahlen sind beziiglich ihrer kanonischen Ordnung

L2102 <

weder Noethersch noch Artinsch geordnet. Sie konnen aber z.B. Noethersch geordnet
werden, indem man Sie durch

0,1,-1,2,-2,3,-3,..

aufzahlt und die Ordnung durch diese Aufzéhlung festlegt. g

Bei einer nicht streng formalen mathematischen Vorgehensweise wird eine Menge M oft
als endlich bezeichnet, wenn sie entweder leer ist oder es n > 0 Objekte aq,...,a, gibt,
so daBl M die explizite Darstellung M = {ay,...,a,} besitzt. Ohne die Verwendung von
natiirlichen Zahlen und expliziten Darstellungen kann man beispielsweise die Endlichkeit
von M, einem Ansatz von B. Bolzano folgend, dadurch charakterisieren, dafl es keine bi-
jektive Abbildung von M in eine echte Teilmenge von M gibt. Mit den oben eingefiihrten
Begriffen kann man die Endlichkeit von M ebenfalls ohne die Verwendung von natiirlichen
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Zahlen und expliziten Darstellungen beschreiben. Es ist M némlich (im nicht streng for-
malen Sinn) genau dann endlich, wenn die Ordnung (2™, C) Noethersch ist. Zum Beweis
dieser Aussage bedient man sich im Fall M # () z.B. des Kontrapositionsprinzips der Lo-
gik, also indirekter Beweise, und der Charakterisierung von Noethersch geordneten Mengen
durch das Stationdrwerden von allen abzihlbar-absteigenden Ketten. Nachfolgend ist so
ein Beweis skizziert.

Es sei M eine Menge. Gilt M = (), so auch 2" = {0} und in ({0}, ) gibt es nur die
abzihlbar-absteigende Kette # O () D ..., die stationdr wird. Nun sei M nicht leer. Ist
M unendlich, so kann man durch Induktion in (2, C) eine abziihlbar-absteigende Kette
M D M\ {ao} 2 M\ {ag,ar1} 2 M\ {ap,a1,a2} D ... konstruieren, bei der alle Objekte
an, mit n € N, paarweise verschieden sind. Folglich wird die Kette nicht stationdr. Gibt
es umgekehrt in (ZM, C) eine abzdhlbar-absteigende Kette Ny 2 Ny DO Ny D ..., die nicht
stationédr wird, so mul Ny eine unendliche Menge sein. Wegen Ny C M ist dadurch auch
M unendlich.

Wir beenden nun die allgemeinen Betrachtungen zu Noetherschen Ordnungen und wenden
wir uns nun wieder den Verbdnden zu. Wichtig ist die folgende Aussage. Sie zeigt, dafl
aufgrund der Kettenbedingungen beliebige Suprema und Infima auf endliche Suprema und
Infima zuriickgefiithrt werden kénnen.

2.4.15 Satz Es seien (V,U, M) ein Verband und N C V eine nichtleere Teilmenge.

1. Ist die Verbandsordnung (V,C) eine Noethersche Ordnung, so gibt es eine endliche
Teilmenge F von N, so daf | | F' das Infimum von N ist.

2. Ist die Verbandsordnung (V,C) eine Artinsche Ordnung, so gibt gibt es eine endliche
Teilmenge F von N, so daf | | F' das Supremum von N ist.

Beweis: Nachfolgend verwenden wir die Eigenschaft, dafl sich bei der Vergroferung einer
Menge das Infimum verkleinert.

1. In V ist offensichtlich fiir jede endliche und nichtleere Teilmenge das Infimum defi-
niert. Somit ist auch die folgende Teilmenge von V' definiert:

M := {l |X|X C N, X endlich und nichtleer}

Natiirlich ist M nichtleer, denn die Menge enthélt z.B. die Infima der einelementigen
Teilmengen von N.

Wegen der Voraussetzung ,,die Ordnung auf V' ist Noethersch* gibt es also ein mini-
males Element a € M und dieses sei das Infimum von F', wobei F' C N endlich und
nichtleer ist. Dieses F' erfiillt die Behauptung, wie wir nun zeigen.

Es sei b € N beliebig. Dann ist F'U {b} endlich und nichtleer, also | |(FU{b}) € M.
Weiterhin haben wir

| | F nach Annahme

a =
J [ (Fu{b}) Eigenschaft Infimum
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und dies impliziert a = | [(FU {b}), denn es gilt | [(FU{b}) € M und a ist minimal
in M. Aus a = | [(FU{b}) folgt nun a C b. Weil dies fiir alle b € N zutrifft, ist damit
a, also | | F, eine untere Schranke von N.

Es ist a = | | F aber auch grofer oder gleich jeder unteren Schranke von N. Zum
Beweis sei b € V' eine weitere untere Schranke von N. Dann haben wir:

| F nach Annahme

a |
b b auch untere Schranke von F

[

2. Diese Aussage folgt sofort aus der ersten Aussage, indem man zum dualen Verband
iibergeht. O

Aufgrund dieser Aussagen konnen wir nun hinreichende Bedingungen fiir die Vollstén-
digkeit eines Verbands angeben, die sich nicht mehr auf Suprema und Infima von Teil-
mengen beziehen, sondern auf Kettenbedingungen. Letztere sind in der Regel einfacher zu
iiberpriifen.

2.4.16 Satz Es sei (V,U, M) ein Verband.

1. Ist die Verbandsordnung (V,C) eine Noethersche Ordnung und hat V' ein grofites
Element, so ist V' vollstandig.

2. Ist die Verbandsordnung (V,C) eine Artinsche Ordnung, und hat V' ein kleinstes
Element, so ist V' vollsténdig.

Beweis:  Wir gehen der Reihe nach vor.

1. Nach Satz 2.4.15 besitzen alle nichtleeren Teilmengen von V ein Infimum. Es liegt
also ein unterer Halbverband vor. Die Vollstandigkeit folgt nun aus der Existenz des
grofiten Elements und dem Satz von der oberen Grenze.

2. Auch diese Aussage folgt, wie in Satz 2.4.15, unmittelbar aus der ersten Aussage,
indem man zum dualen Verband iibergeht. O

Der erste Teil dieses Satzes zeigt, dafl der Verband V U {T} von Beispiel 2.4.9 vollstindig
ist. Er besitzt ndmlich T als grofites Element und alle absteigenden Ketten werden offen-
sichtlich stationér. Es gilt allgemein: Ist die Verbandsordnung (V, C) eine Noethersche und
Artinsche Ordnung, so ist (V, L, M) ein vollstdndiger Verband. Dies folgt aus der Existenz
von | |V = O im ersten Fall bzw. aus der Existenz von | |V = L im zweiten Fall.
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