Ubungsaufgaben

1 Aufgabe

a Macht die folgende Beschreibung einer Menge Sinn? M= { 1,2, 2,3,2}

Nein, die Elemente einer Menge mussen ,,wohl unterschieden* sein, es kann
nicht zweimal (oder mehrmals) dasselbe Element drin vorkommen.

b. Sind die beiden folgenden Mengen gleich?
A={1,327},B={7213}
Ja, sie bestehen aus denselben Elementen

2. Aufgabe

Welche Elemente enthalten die folgenden Mengen? N ist die Menge der natirlichen
Zahlen 0, 1, 2, 3, ... Falls die Menge endlich ist, geben Sie samtliche Elemente an,
Falls sie unendlich viele Elemente hat, geben Sie mindestens 5 Elemente an.

{xeN|xistungerade A 2:x = 32} = {}
{xeN]|xistPrimzahl A x — 2ist Primzahl}l ={7,13,19,31,43, ...}

a {xeN| xistgerade A xistPrimzahl} = {2}

b. {xeN]| xistgerade v xistPrimzahl} ={2,3,4,56,7,8,10, ...}
C. {xeN|3x —12 = 123} = {45}

d. {xeN|3x —12 = 124} = {}

e

f.

1 Esist unbekannt, ob diese Menge unendlich ist oder nicht. Geben Sie 5 Elemente an.



Aufgabe

Prifen Sie, ob die Menge B in der Menge A enthalten ist. Q ist die Menge aler Bri-
che (positive und negative)

a A=Q,B={1}
BcA

b. A= {XGNlanEN X = 4-n}, B = {xeN|xisteinegerade Zahl }
Esgilt nicht: B < A, denn beispielsweiseist 10 € B, aber 10 ¢ A.

C. ={XEN|xisteinegeradeZahI},B={XGN|3n6Nx=4-n}
BcA

d A=2Z B={}
BcA

e A={1, 2 3},B={xeN|[x < -1}
B < A ,dennB istdieleere Menge

Aufgabe
Geben Sie jeweils den Durchschnitt der Mengen A und B an:

a A={xeQ|x<5},B={xeQ|x>5}
AnB={5}

b. A={xeQ|x>-1},B={xeQ|x<1}
AnNnB={xeQ|-1<x<1}

d. A={xeQ|x<1},B={xeQ|x >5}
AnB={}
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5.

Aufgabe

Geben Sie die Vereinigungsmenge der Mengen A und B an.
A={xeQ|x<1},B={xeQ|x>1}

AUB=0Q

Aufgabe

Sei M = {0, 1}. Geben Sie ale Elementevon M* = M x M x M an.
0,0,0,(,0,1),(0,1,0,(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1, 1,1
(Das sollte Sie an etwas erinnern).

Aufgabe

a EsseeM = {0,1,2}. Weitersei R={ (a,b) e MxM |a < b}. Geben Sie
ale Elementevon R an.

R={(01.02.(12}

b. Esse R = { (Matthias, Carsten) , (Matthias, Karim) , (Martin, Matthias) } ei-
ne Relation auf M x M mit M = { Carsten, Karim, Martin, Matthias }. Die Re-
lation sei definiert durchR = { (a, b) € M x M | aunterrichtet b }. Wie viele
Schiller hat Matthias? Welche Beziehung besteht zwischen Martin und Matthi-
as?

Matthias hat 2 Schiler (Carsten und Karim), Martin unterrichtet Matthias



8.

9.

Aufgabe

EsseiR={ (ab)c QxQ|a < b}.Ist esmdglich, eine Funktionf: Q — Q
zu definieren, sodass gilt: R = { (&, f(8) |ac Q}

Nein, dasist nicht moglich. Es gibt zu jedem a € Q unendlich vieleb € Q , so-
dass gilt: (a, b) € R. Da aber eine Funktion f jedem a € Q hdchstens einen
Funktionswert zuordnen kann, kann unsere Relation R niemals mit Hilfe einer
Funktion dargestellt werden.

Esse R={ (a b) e QxQ| b = &}. Ist esmdglich, eine Funktionf: Q — Q
zu definieren, sodass gilt: R = { (a, f(@) |]ae Q}

Ja, man nehme die Funktion f: Q — Q mit f(x) = x%

Esse R={ (a b) € Qx Q| b? = a}. Ist esméglich, eine Funktionf: Q — Q
zu definieren, sodass gilt: R = { (&, f(8) |ac Q}

Nein, das ist aus mehreren Griinden nicht moglich. Zunéchst gibt es fir negati-
ve akein b € Q so, dass b? = a Die Quadrate von rationalen Zahlen sind alle
groRer oder gleich 0. Zum anderen gibt es auch beispielsweise fir 2 keine rati-
onale Zahl x, fir die gilt: x* = 2. Wir werden in einem spéteren Kapitel (Kapitel
9, Abschnitt 9.1) sehen: Es gibt unendlich vidlea € Q , die zwar alle > 0 sind,
fir die es aber trotzdem keine rationale Wurzel gibt. Fir alle diese a kann f
nicht definiert werden.

EsseiR={(aab) e QxQ| 7-b + 5 = a}. Ist esmdglich, eine Funktion f:
Q — Q zu definieren, sodass gilt: R = { (&, f(d)) |]a€ Q}

Ja, man nehme die Funktion f: Q —» Q mitf(x) = (x — 5)/7.

Aufgabe

Istf: Q - Q mitf(x) = x* injektiv? Begriinden Sie Ihre Antwort.
Nein, dennf(-1) = f(1) = 1.

Zeigen Sie: f: N — N mit f(x) = x? istinjektiv.
Essei m=n,wobei n=m+dmitd> 0. Dannist

n=m?+2md + d®> = m%
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10.

11

c. Istf: Q - Q mitf(x) = x* injektiv? Begriinden Sie lhre Antwort.
Ja, denn aus x = y folgt: x* = y*

d. Istf: Q > Qmitf(x) = 7-x + 5 bijektiv? Begrinden Sie Ihre Antwort.

Ja, dennausx =y folgt: 7-x + 5 # 7.y + 5.Und weiter ist flr beliebiges
y € Q dieZahl x = (y — 5)/7 der Wert mit der Eigenschaft: f(x) =y

e Geben Sieeina e Q an, fur dasdie Abbildungf: Q - Q mitf(x) = a-x + b
bei beliebigem b weder injektiv noch surjektiv ist.

Wahlea=0.
Aufgabe

Sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und M := { n'® | n € N } die Menge aller
zehnfachen Potenzen von natlirlichen Zahlen: {0, 1, 1024, 59049, 1048576, ... }. Zei-
gen Sie: N und M sind gleich grof3, sie haben die gleiche Mé&chtigkeit.

f:N— M mit f(x) = x™° ist bijektiv
Aufgabe

a Seien A und B beliebige Mengen. Dann gilt:
|IAUB|=]A|+|B|-|AnNB]

Bei der Addition |A | + | B | wird der Durchschnitt |[A n B | zweimal ge-
zahlt, darum muss er einmal wieder abgezogen werden.
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b. Seien A, B und C beliebige Mengen. Dann gilt:
[AuBuUC|=]|A|+|B|+|C|-|AnB|-|AnC|-
-|IBnC| +|AnBnC|
Mit Hilfe von 11a) und dem ersten Distributivgesetz sieht man:
[AuBuUC|=|(AuB)uUC|=
=|[AUB|+|C|-|]AuB)nC|=
=|[AuB|+|C|-]|ANnCuBNQ|=
=|[AUB|+|C|-(|AnC|+|IBNC|-]IANnCnNnBANCJ|)=
=|Al+ B+ |C| -
- |[AnB|-|AnC|-|BNnC|+
+|AnCnBnNC|
12.  Aufgabe

Angenommen, 60 % Professorinnen und Professoren eines Informatik-Fachbereichs
geben as Lieblingsprogrammiersprache C# an, 65% Java und 20% C++. 45 % pro-
grammieren in jeweils zwei der Sprachen. Wie viel Prozent programmieren in allen
drei Sprachen?

Wir nehmen an, dass ale eine dieser drei Sprachen as Lieblingssprache angegeben
haben. Dann folgt aus Aufgabe 11 b):

|[C# N JAVA N C++| = |CH U JAVA U C++| — | CH#| — | JAVA| — | C++|
+ |C# N JAVA| + |C# N C++| + |JAVA N C++|,ds0

|C# N JAVA n C++| = 100- 60 — 65 — 20 + 45 = 0, aso programmiert
niemand in allen drei Sprachen.

(Meine vorher fehlerhaft angegebene Losung wurde kritisiert und korrigiert vom Kurs
»Mathematik fur Informatiker* an der Universitdt Jena in einer Korrespondenz mit
Andreas Cavazzini)



