Ubungsaufgaben

1

Aufgabe

SeM={ab,c}.

EsseiR = {(a d, (a ©), (c, ¢) } Ist R reflexiv? Ist R symmetrisch? Ist R
trangitiv?

Rist nicht reflexiv, da(b, b) ¢ R
R ist nicht symmetrisch, da(a, c) € R, aber (c, @) ¢ R
Rist transitiv

Sie erweiternjetzt RzuR+ = { (8,8, (& ©), (¢, d) , (c, €) }? Ist R+ eine A-
quivaenzrelation?

R+ ist nicht reflexiv, da(b, b) ¢ R
R+ ist symmetrisch

R+ ist trangitiv

R+ ist keine Aquivalenzrelation

SeR++ = { (8 3d,(@&¢0),(c,a,(cc),(bb)}? Zegen Sie: R++ ist eine
Aquivalenzrelation. Geben Sie auerdem die Klassen an, in die R++ die Menge
M aufteilt.

R++ ist reflexiv, daauch (b, b) e R

R++ ist symmetrisch

R++ ist transitiv

R++ ist eine Aquivalenzrelation

M wird in die zwei Klassen {a, ¢} und {b} aufgeteilt.



Aufgabe

Achtung: Diese Aufgabeist sehr schwer und keineswegs so einfach zu bearbeiten,
wieich esmir bei der Formulierung gedacht habe!

a M sei eine Menge mit 3 Elementen. Es M? die Menge der 2-Tupel mit Elemen-
ten aus M. Es s&i R die Relation auf M? x M?, die folgendermalRen definiert
ist:

(a,az2) R(by,b2) & (a,az) = (bi,b2) v (&,az2) = (b2,by)
Zeigen Sie: R ist eine Aquivalenzrelation.

In wie viel Klassen teilt R die Menge M? ein? (Hinweis: Die Antwort steht ex-
plizit in Kapitel 3)

Man sieht unmittelbar: R ist reflexiv, R ist symmetrisch und R ist transitiv. Also
ist R eine Aquivalenzrelation.

Aus der Formel von Aufgabenteil ¢ (die wird dort auch erklért) ergibt sich:
Anzahl der Klassen = 6.

Fur Ungléubige:
(Sei M ={a, b, c}. Dann haben wir die Klassen [(a,3)], [(b,b)], [(c,0)]. [(ab)],
[(@c)], [(b,c)] )

b. M sei eine Menge mit 10 Elementen. Es M* die Menge der 4-Tupel mit Ele-
menten aus M. Es sei R die Relation auf M* x M*, die folgendermafen defi-
niert ist:

(al,... ,a4) R (bl,... ,b4) L d
< (by,...,by,) isteine Permutationvon (&, ... ,a4)

Zeigen Sie: Rist eine Aquivalenzrelation.

In wie viel Klassen teilt R die Menge M* ein? (Hinweis: Die Antwort steht ex-
plizit in Kapitel 3)
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Man sieht unmittelbar: R ist reflexiv, R ist symmetrisch und R ist transitiv. Also
ist R eine Aquivalenzrelation.

Aus der Formel von Aufgabenteil ¢ (die wird dort auch erklart) ergibt sich:
Anzahl der Klassen = 715

Fir Unglaubige: Testen Sie das mit dem Programm , Aufgabe2 im Ordner
Kapitel 6 auf meiner Homepage

C. M sei eine Menge mit n Elementen. Es M* die Menge der k-Tupel mit Elemen-
ten aus M. Es sai R die Relation auf M* x M*, die folgendermafien definiert
ist:

(a,,...,ax) R (bg,...,by) &
< (by,...,by) isteinePermutationvon (&, ..., ax)

Zeigen Sie: Rist eine Aquivalenzrelation.

Auch hier sieht man sieht unmittelbar: R ist reflexiv, R ist symmetrisch und R
ist transitiv. Also ist R eine Aquivalenzrelation.

In wie viel Klassen teilt R die Menge M* ein? (Hinweis: Die Antwort steht ex-
plizitin Kapitel 3)

k —
Die Antwort ist: Anzahl(n,k) = Z[nJ(k J:j Hierbei setzen wir —wie Ub-
iz | =
0

lich — fiir den Fall b > a den Wert ‘;j _

Diese Formel erklért sich folgendermalien:

Sei M ohne Beschrankung der Allgemeinheit die Menge {1, ... , n}. Der
Wert i bezeichnet die Anzahl der voneinander verschiedenen Elemente von
M, die sich in einem Tupel befinden. Es gibt bei einem festen i gerade (das

wissen wir aus Kapitel 3) (n
i

J verschiedene Tellmengen von M mit genau i



Elementen. Wenn wir jetzt eine Tupel mit k Komponenten haben, dann lau-
tet die Frage:

Seien i, k e N\{0} beliebig. Wie viele Méglichkeiten gibt es, genau i fest
vorgegebene Elemente auf k Komponenten ohne Berticksichtigung der Rei-
henfolge zu verteilen?

. k-
Die Antwort lautet: ( 1)
| —

Beweis:

Wir beweisen diese Behauptung durch Anwendung des Satzes 3.9:

Sei dazu

Totiot ={ Xz, . X)) € MK xg < ..o < % und
Fur genaui — 1 Indizesj(1), .., j(i — 1) gilt:
Xi@ < Xj@+1 und
Fir genauk —i Indizesj(i), .. j(k —1) gilt:
Xi@ = Xj@+1 }

Bel dieser Definition haben wir genau i verschiedene Elemente in unserem
Tupel.

Wir haben also k — 1 Stellen, an denen ein < - Zeichen steht. Dieses < - Zei-
chen kann an genau i — 1 Stellen durch ein echtes < - Zeichen ersetzt wer-

i—1
Teilmengen mit i — 1 Elementen, die eine Menge mit k — 1 Elemente hat.

den. Daflr gibt es ( )M(‘jglichkeiten, das entspricht der Anzahl der

Ich gebe ein Beispiel:

Essee M ={1,2,34,5,6,7,8,9, 10}, Essal k=5, i = 3 und unsere 3 E-
lemente, die wir in einem 5-Tupel verteilen wollen, seien: 1, 3 und 8.
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Wir erhalten folgende M 6glichkeiten:

{ab} ={1,234} | X1 <X2<X3<X4< X5 Tupelelemente Tupel
{1,2} X1<Xp<Xg=Xs=Xs | 1<3<8=8=8| (1,3,8,8,98)
{1, 3} X1<Xp=Xz<Xs=Xs | 1<3=3<8=8 (1,3,3,8,8
{1, 4} X1 <Xp=Xz=Xs<Xs | 1<3=3=3<8 | (1,3,3,3,98
{2, 3} X1=Xo<Xg<Xs=Xs | 1=1<3<8=8 | (1,1,3,8,8)
{2, 4} Xi=Xo<Xzg=Xs<Xs | 1=1<3=3<8 | (1,1,3,3,98)
{3, 4} Xi=Xo=Xz<Xs<Xs | 1=1=1<3<8 | (1,1,1,3,98)
3. Aufgabe

Sei M die Potenzmenge P(N) der naturlichen Zahlen. Man untersuche die beiden Rela-
tionen c und & , diebeide auf P(N) x P(N) definiert sind, auf Reflexivitét, Symmetrie
und Transitivitét.

c
Eigenschaft Liegt vor Begriindung/Gegenbeispiel
Reflexivitét ja Jede Menge ist Teilmenge von sich selber
Symmetrie nein {1} {1, 2}, aber {1, 2} {1}
Transitivitat ja (AcBundBcC) - (AcCO)
o4
Eigenschaft Liegt vor Begr iindung/Gegenbeispiel
Reflexivitat nein Jede Menge ist Teilmenge von sich selber
Symmetrie nein {1,2} « {1}, aber {1} < {1, 2}
Transitivitét nein {1} {9} und {9} «{1,2}, aber {1} = {1,2}




Aufgabe

Es sei M die Menge { Anton, Bastian, Cesar }. Anton spricht die Sprachen Deutsch
und Franzosisch, Bastian spricht nur Deutsch, Cesar spricht nur Franzdsisch. Die Re-
lation R auf M x M sei definiert durch:

XRy <« x und y sprechen eine gemeinsame Sprache.

Untersuchen Sie R auf Reflexivitét, Symmetrie und Transitivitédt. Ist R eine Aquiva
lenzrelation?

R ist keine Aquivalenzrelation, denn man sieht zwar, dass R reflexiv und symmetrisch
ist, Rist aber nicht transitiv, denn:

Bastian R Anton (beide sprechen Deutsch) und Anton R Cesar (beide sprechen Fran-
zdsisch), aber: Es gilt nicht, dass Bastian R Cesar (es gibt keine Sprache, die beide
gemeinsam haben)
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5.

Aufgabe

Es sei R? die Menge von reellen Zahlenpaaren. (Eine genaue Kl&rung des Begriffs der
reellen Zahlen finden Sie in Kapitel 9 — wird hier aber nicht gebraucht). Auf dieser
Menge sai die folgende Relation R definiert:

(X Y1) R (X2 y2) < X2+yid = X+ y)°
Zeigen Sie: Rist eine Aquivalenzrelation.

Ich behaupte: Die Aquivalenzklassen entsprechen genau den verschiedenen Kreisen,
die man um den Koordinatenursprung im R? zeichnen kann. Dabei denke ich an unse-
ren weisen Vorfahren Pythagoras. Was meineich hier genau?

R ist eine Aquivalenzrelation, weil das Gleichheitszeichen reflexiv, symmetrisch und

transitiv ist. Eine Aquivalenzklasse ist genau die Menge der Punkte (x, y) € R? dieal-
le den gleichen Abstand vom Nullpunkt haben:

»
»

v

2= 52+ P




