Ubungsaufgaben

1 Aufgabe
Welche der folgenden Gleichungen haben eine Losung in Q?

a x* — 64 =0
Diese Gleichung hat eine Lésung in Q, namlich 4

b. X% — 4,9729 =0
X2 — 49729 =0 x> —=22¥ =0« x =223 v Xx = —-223
Diese Gleichung hat also zwei Lésungen in Q.

C. x> -5 =0

2.2 = 4 <5, 33 =9 >5,dsoist nach Satz 9.3 die Zahl /5 irrational und
diese Gleichung hat keine Losung in Q.

d. XX—x2—-2x+2 =0

Seip(x) = x} = x* — 2x + 2. Dannistp(l) =1-1-2+2=0, aso hat diese
Gleichung eine Lésung in Q. Man kann jetzt x — 1 herausdividieren (Satz

9.12):
X - X2 - 2 + 2 X - 1 = x* - 2
3 _ 2
- 2 + 2
0 0 0 0

Underhdt: x> — x> = 2x + 2 = (x* — 2)-(x — 1).
Da \/E irrational it, ist 1 die einzige rationale L ésung dieser Gleichung.



Aufgabe

Fur die folgenden Funktionen f: Q — Q gilt ale: f(-10) < 0, f(10) > 0. Prifen Sie,
ob diese Funktionen eine Nullstelle in Q zwischen —10 und 10 haben.

a f(x) =x*-125
125=555asoist x =5 eine Nullstellein Q.

b. f(x) = x®-124
124 = 2-2-31, aso hat 124 als Primzahlzerlegung kein Produkt von Dreierpo-
tenzen von Primzahlen. Damit ist nach Satz 9.3 die Zahl /124 irrational.

c. f(x)=x>-232
32=222-2-2,dsoist x =2 eine Nullstellein Q.

d  f(x) =x>-33
33 =311, aso hat 33 a's Primzahlzerlegung kein Produkt von Fiinferpotenzen
von Primzahlen. Damit ist nach Satz 9.3 die Zahl i/f% irrational.

Aufgabe

Die folgenden Polynome haben nur rationale Nullstellen. Finden Sie sie alle. Konsul-
tieren Sie gegebenenfalls den Beginn des nachsten Kapitels zur Ldsung von quadrati-
schen Gleichungen.

a fx)=x*-9
x2 — 9 = (x+3)(x—3), d.h. f hat die Nullstellen —3 und 3

b. f(x) = x*-3x + 2
x> =3 +2 =(x-15?-025=(x —15?% - 05 =
=(x-15+05xx-15-05 = (x-1)(xx-2)
d.h. f hat die Nullstellen 1 und 2
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C. f(x) = x° + 27
Mit Satz 9.11 folgt:
XA 27 = X = (3 = (x = (R + x(J) + (B)) =
(x + 3)-(x* = 3x + 9) = (x + 3)((x — 1,5)*> + 6,75)
=0 & x=-3
Denn: (x — 1,5% + 6,75 > 6,75 > 0 furalex € R.

d  f(x) = x>+ 4x* — 9x — 36
Esistf(-3) = —27 + 36 + 27 — 36 = 0. Also (Satz 9.12) kann man
(x = (3)) = (x +3) herausdividieren:

X+ 4AxE - 99X - 36 : x + 3 = X + x
X+ 32
X2 - O
X2+ 3x
-12x - 36
-12x - 36
0
Und man erhalt:

XX+ 4 —9x —36 = (x+3)(x* + x — 12) =
= (x+3)((x+0,5° — 12,25) =
= (x+3)((x+05)* - 35%) =
= (x+3)(x+05+35)(x+05-35) =
= (x+3)(x+4)-(x-3)
Dasbedeutet: f(x) =0 < x=-4 v x=-3 v x=3
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f(x) = x> + 6x* + 11x + 6
Esistf(-1) = -1 + 6 — 11 + 6 = 0. Also (Satz 9.12) kann man
(x = (1)) = (x +1) herausdividieren:

X + 6x2 + Ux + 6  : x + 1 = x* + 5%
X+ X2

5% + 11x

5x> +  bBx

6x +
6x + 6
0 0

Und man erhdt:

x>+ 6x+ 11x + 6 = (X+1)(x* + 5x + 6) =

= (x+1)-((x +2,5?% - 0,25) =

= (x+1)-((x+25)?* - 05" =

= (x+1(x+25+05)(x+25-05) =
= (x+1)-(x+3)(x+2)

Dasbedeutet: f(x) =0 <> x=-3 v x=-2 v x=-1
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4.

Aufgabe

Finden Sie Polynomein der Formp(x) = x" + g,_x" !

weils genau die folgenden Nullstellen haben:

a 0

p(x) = x
b. 7

p(x) = x-7
C. Ound1

p(x) = x(x—=1) = x* — x

d. —2und?2
pX) = (x+2)(x-2) = x* - 4

e —5und 3
p(x) = (x+5)(x=3) = x* + 2x — 15

f. 0, 1und 2
p(x) = x:(x—1)-(x-2) = x> — 3x* + 2x

g. 0, -2 und 2
p(x) = x-(X +2)-(x-2) = x> — 4x

h. -5 1und 7
p(x) = (X +5)-(x-1)(x-7) = x> - 3x* — 33 + 35

+ ..

+ a X + a, dieje



Aufgabe

Man kann folgendermal3en vorgehen, um die Multiplikation reeller Zahlen vollstandig
zu definieren:

(i)

(i)

(iii)

Man definiert: 0={ x e Q| x<0}

Man definiert dann:

Se ae R Danist —a:={xe Q| —-xga,—xzmnQ\a}

Das will ich ein wenig erlautern:

Sei a={x € Q|x<4} dieZahl 4. Dann wére:

{xeQ|-xga} ={xeQ|-x24} ={xeQ| x £ -4} zwar un-
serer Vorstellung von — 4 ziemlich dhnlich, aber keine reelle Zahl, denn diese
Teilmenge von R enthielte ein groftes Element, ndmlich — 4.

Esistaber Q\a = {xe Q| x > 4},asomnQ\a=4,asowird
{xeQ|—-xga,—xzmnQ\a} ={xeQ| -xga,—-x=#4} =
{xeQ|—-Xx24n-xz24} ={xeQ| X< -4 AXx%—-4} =
{xe Q| x <-4} genaudas, waswir wollen.

Jetzt kdnnen wir den Absolutbetrag fir reelle Zahlen definieren:

Sel o e R Danist |a| =
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(iv)  Undwir sind bereit fir die vollstandige Definition der Multiplikation in R:
Wir hatten definiert:

Seena, B e R,a>0,p>0beiebig. Dannist:
a-B={xy|xeo,x>0undyep,y>0} u{zeQ|z< 0}

Und wir kénnen hinzuftgen:

0.fdlsa=0vB=0

o-B = lo|-|B], falsa<0O A B <O

—(la]-|B]), fals (a>0AB<0) v (a<O0AB> 0)

Zeigen Sie: Die Addition und Multiplikation in & sind wohl definiert, d.h. ihr Ergeb-
nisist wieder ein Element aus #

Die Addition:
Seien aund b Teilmengen von Q, aund b € R.

Dannwar: a+b = { x+y|xeaund y e b}. Damita+b e R gilt, missen wir
zeigen:

0] DieMengea+ b ist Teilmenge von Q

(i) (xea+tbAayeQmity<x) > yeath
@iii) a+b = {}

(ivy a+b=0Q

(v) vx63+b3yea+b y >Xx (d.h. esgibt kein groftes Element in a+ b)

Zu (i): Diese Eigenschaft ist klar.

Zu(ii): Seix=Xx;+X, e a+bmitx; e aundx, € b. Sei weiterhiny € Q mit
y <x.Dannistauchx; — (x—y) € a dennx; — (x—Yy) < X;. Damit
isty = (Xy — (X—-Y)) + X, € a+ bwiebehauptet.



Zu (iii):  Nach Voraussetzung ist a= {} und b = {}. Sel x; € aund x, € b.
Dannistx=x; +x, e a+bundasoa+b={}.

Zu(iv): Nach Voraussetzungist a= Q und b = Q. Sei x; ¢ a. Dann gilt fir ale
y e Qmity>x;: y ¢ a Sel weiterhin x, ¢ b. Dann gilt genau so flr
dley e Q mity>x,: y ¢ b. Sel nun z = x; + x,. Fur jede Darstellung
Z =273 + Z, muss gelten: z; > x; oder z, > X,. Das bedeutet aber: z; ¢ a
oderz, ¢ b. Injedem Fallegilt z ¢ a+b. Alsoistaucha+ b= Q.

Zu(v): Sel x =x; + X, € a+ bbeliebig mit x;, € aund x, € b. Dann gibt es
y1 € aso, dassy; > X;. Genauso gibt esy, € b so, dassy, > x,. Dann
isty; +y, € a+ b ein Element mit der Eigenschaft y; +y, > X; + X,

Die Multiplikation:
Damita- b € R gilt, missen wir zeigen:

() DieMengea- bist Teilmenge von Q

(i) (xXea-bAayeQmity<x) >yea-b
@iii)y a-b={}

(iv) a-b=Q

(v) Vxea.bflyea.b y >Xx (d.h. esgibt kein groftes Element in a+ b)

Ich zeige alle 4 Eigenschaften nur fur den Fall, dassa> 0 und b > 0 ist. Alle anderen
Félle folgen dann leicht aus der Tatsache, dass 0 € R ist und dass fir oo € # auch
—aeRist

Zu (i): Diese Eigenschaft ist klar.

Zu(ii): Falsy <0ist, ist die Eigenschaft (i) unmittelbar erfillt. Sei alsox >y >0,
X € a-b. Dann muss gelten:

Esgibt x; € 8 X3 >0undx; € b, X, >0s0dassx = Xy Xo.

Weiterist 0 < ¥ < 1 und y = Yox = Ex-xlj-x2
X X X

Esfolgt:
Esfolgt: (X‘le < X, und daher(z'xlj € aundasoyea-b
X X

Zu (iii):  Folgt sofort aus der Definition der Multiplikation
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Zu(iv): Folgtausa = Q und b = Q

Zu (v):  Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit X = X; - X, € a- b mit x; € &,
X1>0und X, € b, x, > 0. Dann gibt esy, € aso, dassy; > x;. Genauso gibt
esy, € b so, dassy, > x,. Dannisty; -y, € a- b ein Element mit der Ei-
genschaft y; -y, > Xy - Xo.

6. Aufgabe

Finden Sie beztiglich der Addition und Multiplikation in R:

Das additive neutral e Element
Das additive neutrale Element ist0={ x € Q| x<0}

Das additive Inverse zu einem beliebigem x aus R
Das additive Inverse zu einem beliebigem x aus R ist

—-x={yeQ|-yegx,—y=zminQ\x} (vergleiche Aufgabe5)

Das multiplikative neutrale Element
Das multiplikative neutrale Element ist 1 ={ x e Q| x<1}

Das multiplikative Inverse zu einem beliebigem x aus & , wobei aber x nicht
das additive neutrale Element ist

Sei x > 0. Dannist:
l:{yeQ|(y¢0/\£§£x/\E;«tminQ\x)vy:o}
X y y

. 1 1
Sex < 0.Danist; — = ——
X ||

Betrachten Sie dazu zwei Beispiele:
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Esseix =4 ={yeQ|y < 4}. Dannist:

l:{yeQ|(y¢O/\1e4/\£¢minQ\4]vy:o}
4 y y

:{yeQ|(y¢0/\124/\1¢4jvy:0}
y y

:{yeQ|(y¢O/\y£%/\y¢%)vy:0} =

={yeQIy<%}

Nunseix = -4 ={yeQ|y < -4}.
Dannist: |[x| ={yeQ|y < 4} unddaher_

Lt yeaiy< - {yeaiy< L

Also ist alles so, wie erwartet und gewunscht.

}



