Ubungsaufgaben 1 1

1. Aufgabe

) Zeigen Sie: Die Menge der Polynome vom Grad < 3 mit Koeffizienten aus Q
ist ein Vektorraum tber Q

Die Menge der Polynome vom Grad < 3 mit Koeffizienten aus Q Il&sst sich
beschreiben als:

Qs[x] :=
Jlp(x) =a,-x* +a,- x> +a,-x" +a,|a €Q fir 0<i 33}

Seien
p(X) = a;-x° + a, x> + a,-x" + a,und
q(x) = b,-x® + b,-x* + b,-x" + b, beliebige Elemente aus

Qs[x].

Dann ist mit:

p(x) + a(x) =
(@s+ by)-x® + (@, + by)-x* + (a,+ b)-x" +a,+ b,

eine Addition definiert, die (Qs[X], + ) zu einer kommutativen Gruppe macht.
Der Nullvektor ist o(x) = 0 (konstant =0)
Das inverse Element —p(x) zu

p(X) = a,-x> + a,-x> + a,-x" + a,ist
—p(x) = —a,-x* + (-a,) X" + (-a,)-X" + (-a,)

3 2 1
= —a,-X° — a,-X*> — a,-x' — a,

Seinun r € Q beliebig. Dann ist fir beliebiges
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p(x) = a,-x* + a,-x* + a, X" + a, aus Qs[x] mit

r-p(x) =r-a;-x> +r-a,-x> +r-a-x+r-a,

eine Multiplikation zwischen Elementen aus Q und Elementen aus Qs[x] definiert,

die den entsprechenden Axiomen aus der Definition des Vektorraums gendgt.

(i)  Zeigen Sie: Die Menge der Polynome vom Grad < 3 mit Koeffizienten aus R
ist ein Vektorraum tber R
Vollig analog zu (i)

(iii)  Sei K ein Korper. Zeigen Sie: Die Menge der Polynome vom Grad < 3 mit
Koeffizienten aus K ist ein Vektorraum tber K
Ebenfalls vollig analog zu (i).

Aufgabe

M Sei K ein Korper und sei n € N. Zeigen Sie: Die Menge der Polynome vom
Grad < n mit Koeffizienten aus K ist ein Vektorraum uber K
Ebenfalls vollig analog zu 1.(i).

(i)  Sei K ein Korper. Zeigen Sie: Die Menge der Polynome mit Koeffizienten aus

K ist ein Vektorraum tber K

Entsprechend zu 1.(i)
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3. Aufgabe
Sei V = (1,2)

) Zeigen Sie: V ist linear unabhangig in R

r-v=0 <«

(o) (o)
) [o)

r=20
(i)  ZeigenSie:{ o+ V | o € R} istein Vektorraum.
SeiVi={a*V| aeR} Seiend = a-V und b = £ -V beliebige

Elemente aus V. Dannistauch & + b = (a + f)-V ausV, d.h. die Addi-
~ _ 0
tion ist abgeschlossen, der Nullvektor 0 = 0-V = [Oj ist aus V und fur

jedes Element & = -V istauch —8 = (—)-V aus V. Also ist (V, +) ei-
ne kommutative Gruppe.

Auch die Multiplikation mit reellen Zahlen fiihrt nicht aus V heraus. Sei r eine
beliebige reelle Zahl. Dann ist fiir ein beliebiges Element @ = « -V aus V
auch r-a = (r-a)-V aus V. Die Axiome fir die Multiplikation folgen so-

fort.
(iii)  Geben Sie eine Basis fur diesen Vektorraum an.
Basis = { v }

(iv)  Zeigen Sie: die Dimension dieses Vektorraums ist 1.

Dimension = |{\7}| =1
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4.

Aufgabe

Sei V = (1,2) und W = (2, -3).

(i)

(i)

Zeigen Sie Vund W sind linear unabhangig in R

) o) - (o)

M n+ 2r, =0

i) 21, - 31, =0
(1) n+ 2r, =0
i) -2-G) -7r =0

r, = 0 (folgt aus der 2. Gleichung) und r; = 0 (folgt nach Einsetzen von 0 in
die 1. Gleichung)

R2.

Zeigen Sie: {ae V + Be W | o,Be R}
Sei (x, y) aus R? beliebig. Wir miissen zeigen, dass es o, B aus R gibt so, dass
a*V+BeW =(XY)

Es ist aber:
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(iii)

() a+ 28 =x
i) 2a -38 =y

Q) a + 2-f =X
(i) — 2-(i) -7 =y —-2X

2-X —
Also: f = % (folgt aus der 2. Gleichung)

und a = X _4'7X t2y = 3X J7r 2y (folgt nach Einset-

zen von B in die 1. Gleichung)

Machen Sie die Probe:

3+ #3)-
BEL) e 2 -

3-+ 2y N 4.x — 2.y

7 7 _ (Xj
6-Xx +4-y N -6-X + 3y y
7 7

Ist {V, W } eine Basis fiir R ?

Natiirlich, denn V und W sind linear unabhangig und ich kann den gesamten
R? damit erzeugen.
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5. Aufgabe

Sei V= (1,3) und W = (-7,-21).

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Zeigen Sie: Vund W sind linear abhangig in R?.

) o) - 0

impliziert NICHT, dass r; und r, = 0 sind. Diese Gleichung ist beispielsweise
auch furr; = 7und r, = 1 erfillt.

Zeigen Sie: {o e V + Be W | o, p € R} ist trotzdem ein Vektorraum in R2,

Wieder analog zu Aufgabe 1 (i). Erst muss man sehen, dass die Addition abge-
schlossen ist, dann sieht man, dass man eine Gruppe hat und dann sieht man,
dass auch die Multiplikation mit einer reellen Zahl fiir die Elemente dieser
Menge definiert ist, nicht ais ihr herausfiihrt und den entsprechenden Axiomen
genugt.

Geben Sie eine Basis fiir diesen Vektorraum an.
Basis = {V } oderauch Basis= { W }
Was ist die Dimension dieses Vektorraums?

Dimension = |{\7}| = |{W}| =1
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6. Aufgabe

Sei li=(-32), V= (1) und W = (0, -3).

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Zeigen Sie: U, Vund W sind linear abhangig in R%

(o) o8-+

@ -3rn +m, =0
ay 2, +r, —3r, =0

0] -3 + 1, =0
=3-(ii) = 2-(1) -5, + 9.1, =

|
o

Diese beiden Gleichungen sind natirlich firr; = r, = r; = 0 richtig. Aber
auch fur jede Menge andere Werte vonry, r, und r3

Setze z.B, r; = 5. (Jeder andere Wert ginge auch, ich will aber mdglichst glatte
Were erhalten). Dann folgt aus der 2. Gleichung: r, = 9. Einsetzen in die erste
Gleichung gibt: r; = 3

Und die Probe zeigt: die Werte funktionieren.

Zeigen Sie: {ae U + Be V + yo W | a, B,y € R} isttrotzdem ein Vektor-
raum in R,
Wie zuletzt in Aufgabe 5 (ii) beschrieben.

Geben Sie eine Basis flir diesen Vektorraum an.

Basis = {0,V | oderauch = { T, W } oderauch = {V, W |

Was ist die Dimension dieses Vektorraums?

Dimension = |{U,\7}| :|{U,\7v}| = |{\7,VV}| =2
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Aufgabe
Sei V = (1,2,3)
Q) Zeigen Sie: V ist linear unabhangig in R®.
rv =20 >
1 r 0
rr2zy = |2rf = |0 < r=0
3 3r 0
(i)  ZeigenSie:{a* V | a € R} istein Vektorraum.
Vollig analog Aufgabe 3(ii)
(iii)  Geben Sie eine Basis fur diesen Vektorraum an.
Basis= { V }
(iv)  Zeigen Sie: die Dimension dieses Vektorraums ist 1.
Dimension = |{\7}| =1
Aufgabe

Sei V = (1,2,3) und W = (=3,2,-3).

(i)

Zeigen Sie Vund W sind linear unabhangig in R®,

XV + YW = 0 ©
1 -3 0
{2+ vyl 2] =10 ©
3 -3 0

@ x-3y=0
(b) 2x+ 2y =0
(c) 3x -3y



Ubungsaufgaben

Aus (c) folgt: x = y. Damit folgt aus (b) 4y = 0.
Damit folgt y = x = 0 und diese Lésung erfillt auch die Gleichung a.

(i)  ZeigenSie: {a* V + B+ W | o, p € R} istein Vektorraum
Leichte Rechnung.

(iii)  Geben Sie eine Basis flr diesen Vektorraum an.
Basis = { V, W }

(iv)  Zeigen Sie: die Dimension dieses Vektorraums ist 2.

Dimension = |{ \7,\7V}| =2
9. Aufgabe
Sei U= (2,1,-3), V=(1,23) und W = (-3,2,-3).

(i)  Zeigen Sie U, Vund W sind linear unabhangig in R®.

XU+ yVvV+zw = 0 ©
2 1 -3 0
x| 1|+ y|l2|+ z|2]| =10 -
-3 3 -3 0
€)) 2x+ y-3z =0
(b) X+2y+2z2 =0 >
(c) -3 +3y-3z2 =20
(b) X+2y+22 =0 @)
2(b) - (a) y+72 =0 > (b)
3(b) + (¢) 9y + 3z = 0 (c)
€)) X+2y+ 22 =0 @
(b) 3y+ 7z =0 (b)
(c)-3(b) -182 =0

©
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(i)

Aus (c) folgt : z = 0, damit folgt aus (b) y = 0 und schliel’lich folgt aus (a) x =
0.

Zeigen Sie: {oe U + BV + ye W | o,B,yeR }= R
Ich nehme statt o, p und y die Buchstaben X, y, z. Sei S = (S, Sz, S3) beliebi-
ges Element aus R®. Dann ist

2 1 -3 S,
X1 |+ yl2|+ z| 2| =15, <

-3 3 -3 s,
() X+ y-3z = 35
(b) X+2y+22 =5 4
(c) -3 +3y -3z = s5
(b) X+2y +22 = 5 @
2(b) - @ y + 72 = 25, — 3 > (b)
3(b) + (¢) 9y + 3z = 35, + S5 (c)
@ X+2y+ 22 = 5 @)
(b) y + 7z = 25, - 51 (b)
(c) - 3(b) —-18z = 3s, + 53 — 6s, + 35; )

-3s; +3s, — S,

Aus (c) folgt: z

18
25, =8 —-21s; + 21s, — 7s;
Aus (b) folgt: y = 3 - =2 =
3s, +15s, + 7s,
54
Aus (a) folgt:
C= s 6s, + 30s, +14s, ~ -18s, +18s, — 6s; _

54 54
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10.

11.

12s, + 6s, — 8s,
54

(iii) Ist{U ,V, W} eine Basis fir R®?
Offensichtlich
Aufgabe

Sei U= (1,2,3), V=(-3,-6,-9) und W = (7, 14, 21).

(i)  Zeigen Sie U,Vund W sind linear abhangig in R®.
Esist V.= -3U0 und W = 7 U, also z.B.
~4U0 +V +wW =0
(iiy  ZeigenSie: {oe U + BeV + ye W | o, B,y € R }ist trotzdem ein Vektor-
raum in R®,
{oelU+BeV+yesW|aByeR}y={asl|aecR}
(iii)  Geben Sie eine Basis fur diesen Vektorraum an.
Basis = { U }
(iv)  Was ist die Dimension dieses Vektorraums?
Dimension = |{ u }| =1
Aufgabe

Seili=(21,-3), V=(,23) ud W = (45, 3).

(i)

(i)

Zeigen Sie U, Vund W sind linear abhangig in R®.

Durch Gleichungslésen erkennt man:

U +2Vv =w

AuRerdemsind U = (2, 1,-3) und V offensichtlich linear unabhangig.

Zeigen Sie: {ae U + BeV + ye W | a, B,y € R }ist trotzdem ein Vektor-
raum in R,

Das zeigt man wie in allen anderen Beispielen
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12.

13.

11
(iii)  Geben Sie eine Basis fir diesen Vektorraum an.
Basis= {0,V |}
(iv)  Was ist die Dimension dieses Vektorraums?
Dimension = |{ u,v }| =2
Aufgabe

Sei U= (2,1,-3), V=(1,23),W=(32-3und X=(321)

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Zeigen Sie: U, V, Wund X sind linear abhangig in R®,
Aus Aufgabe 9 (ii) wissen wir:

20 23 6

— U0+ —V W =X
27 27 27

Zeigen Sie: {ae U + BeV + ye W + 5 X | a,B,vy,deR} isttrotz-
dem ein Vektorraum in R®.

Das zeigt man wie in allen anderen Beispielen

Geben Sie eine Basis fur diesen Vektorraum an.

Wir wissen aus Aufgabe 9: U, V und W sind linear unabhangig.
Alsoist{ U, V , W } eine Basis.

Was ist die Dimension dieses Vektorraums?

Die Machtigkeit dieser Basis, also 3

Aufgabe

Man will die Breite eines Flusses messen. Dazu wird ein Punkt C auf der einen Seite
des Flusses von 2 verschiedenen Punkten A und B auf der anderen Seite des Flusses
angepeilt. Es ergeben sich die folgenden Winkel (im BogenmaR) :

w=2X p==x
3 4
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Die Strecke c, die von A nach B geht, hat die L&nge 100 m. Wie groR ist die Entfer-
nung zum Punkt C, also wie grof ist die Hohe h des Dreiecks ABC?

A 100 m B

Wir nennen den Abschnitt von A bis zum FuBpunkt der H6he p und den Abschnitt
vom FuBlpunkt der Hhe bis zu B nennen wir g. Es ist g = 100 — p.

Dann gilt: h=ptan(c) und h = (100 — p) tan(B), also

tan(f)
tan(a) + tan(p)

ptan(a) = (100 - p) tan(B), also p = 100

Es folgt:
h = ptan(e) = 100— 2@ BB) 44, !
tan(a) + tan(p) cot(a) + cot(p)
Und mit cot(c) L und cot(B) = 1 erhalten wir
a) = — = .
V3
h = lOO\/§ ~ 63,40m

1+\/§
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Aufgabe

Finden Sie eine Parametrisierung g(t) = P + te V fir die folgenden Geraden:

(i)  die Gerade im R? die durch die Punkte = (1,4) und T = (-3, - 8) geht.
glt) = (1,4) + t+(1,3)

(i)  die Gerade im R®, die durch die Punkte G = (1,4,2) und T = (7, 4, 1) geht.
g(t) = (1,4,2) + t«(6,0,-1)

Aufgabe

Sei f: R — R definiert durch f(x) = 2-x + 7. Der Graph dieser Funktion ist eine Gera-
de. Parametrisieren Sie diese Gerade jeweils so durch eine Kurve ¢ : R — R? mit
c(t) =P + te V,dass

M man zum Zeitpunkt t = 0 auf dieser Gerade im Punkte (1, 9) startet und sich
auf dieser Geraden mit gleichférmiger Geschwindigkeit in die Richtung der po-
sitiven x-Werte bewegt.

gt) = (1,9 + t«(1,2)

(i)  man zum Zeitpunkt t = O auf dieser Gerade im Punkte (0, 7) startet und sich
auf dieser Geraden mit gleichférmiger Geschwindigkeit in die Richtung der po-
sitiven x-Werte bewegt. Zum Zeitpunkt t = 300 soll man im Punkte (4, 15)
sein.

g(H) = (0,7) + te (4/300, 8/300)

(iii)  man zum Zeitpunkt t = 0 auf dieser Gerade im Punkte (- 1, 5) startet und zum
Zeitpunkt t = 10 im Punkte (4,15) ist. Jetzt soll aber der Abstand vom Punkte
(-1, 5) quadratisch wachsen.

g(t) = (-1,5) + t%+(5/100, 10/100)
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(iv)  man zum Zeitpunkt t = 0 auf dieser Gerade im Punkte (1, 9) startet und immer
zwischen den Punkten (- 1, 5) und (3, 13) hin- und hergeht.

g(t) = (1,9) + sin(t)* (2, 4)
16.  Aufgabe
Sei ¢ : R — R? definiert durch c(t) = (sin(t), cos(t))

0] Zeichnen Sie ein Bild der Kurve, die durch ¢ parametrisiert wird.

v

(i)  Warum gibt es keine Mdglichkeit, so eine Kurve als Graphen einer Funktion
darzustellen?

Weil hier fir (fast) alle x-Werte 2 y-Werte zugeordnet sind.



16 11
17.  Aufgabe
Berechnen Sie den Kosinus des Winkels zwischen den folgenden Vektoren V und W
M V =(1,0), W =(0,1)
0+0 i e .
cos = = 0 (Wir haben natrlich einen rechten Winkel)
(i) V=(1,W=(-14)
-2+ 4 2
cos = =
75 V17 + 85
(i) V=(1,12,wW=(-23-1)
cos = -2+3-2 _ -1
76 V14 2+ 21
18.  Aufgabe
(i) Sei g(t) = (2, 1) + t < (4, 3). Berechnen Sie den Abstand des Punktes

g = (5, 2) von g. Machen Sie eine Zeichnung.

Es war der Abstand d = \/ |q - [3|2 — <Vv,§ - p>® .vmusste
die Lange 1 haben.

.1
Wir setzen V = 5(4,3).Dannist|q -pP= |B1DPF=9+1=10

und <v,q — p> = <%(4,3),(3,1)> = 12;3

Wir erhalten den Abstand d> = 10 — 9 = 1 und damitauchd = 1.

=3
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19.

(i) Seig)=(2,1,-1) + te(-2,1,2). Berechnen Sie den Abstand des Punktes
g = (-3,2,7)vong.
) . 1 . 2 2
Wir setzen V = 5(—2,1,2).Dann ist|qg - pl*=](-518)] =25+
1+ 64 =90 und
1 10 +1+ 16
<vqg-p>=(-(-212),(-518))= ——— =9
3 3
Wir erhalten den Abstand d> = 90 — 81 = 9 und damitd = 3.
Aufgabe

Untersuchen Sie die folgenden Geradenpaare. Entscheiden Sie jeweils, ob die beiden
Geraden g und h windschief oder parallel sind oder sich schneiden. Falls die Geraden
parallel sind, berechnen Sie den Abstand, falls sich die Geraden schneiden, berechnen
Sie den Schnittpunkt.

(i)

git) = (=7,3,-1) +t+(3,-1,-2), Nh(t) = (-1,02) + te(-12,4,8)

Da(-12,4,8) = (-4)+(3,-1,-2) ist, sind die Geraden parallel. Ich be-
rechne den Abstand von (- 1,0,2) von der Geraden g.

= 1
Ichsetze V.= ——(3,-1,—2) Dannist|(-1,0,2) - (-7,3,-1) ] =

N7

|(6,-3,3)]° = 36 +9 +9 = 54 und

Ve 14

1 _ 18+ 3 -6 15
<ﬁ(3,—1,—2),(6,—3,3)> -

Wir erhalten den Abstand d? =

54 _ 225 _ 756 — 225 = 513;1 und damit d ungefahr 6,16

14 14
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(i)

(iii)

gt) = (-1,01) +t+(1,3,-2) ,

Es gilt g(ty) = h(ty) ©
Q) -1+ 4= 11 + 2t
(i) 3n=-4 +
(iii) 1-2-ty= -13 + t;
©

Q) tt - 2, = 12

(i) 3t - t,b= -4

(iii) 24 + b= 14

©

(i) t, - 2t = 12

(i) 5t, = -40

(iii) 5t, = -10

h(t) = (11, -4, -13) + te(2,1,1)

Diese Gleichungen haben offensichtlich keine gemeinsame L&sung, die Rich-
tungsvektoren der Geraden sind linear unabhéngig, d.h. die beiden Gerdaen

sind windschief.

g(t) = (10,-3,-7) + t*(3,-1,-2),

Es gilt g(t;) = h(t,)

0) 10 + 3t = -9
(ii) 3-t = -5
(iii) 7-2t, = -6
<>

(i) 3t, - 2t, = -19
(i) b+ = 2
(iii) 26+ t, = -1
<>

() t+ =2
(ii) 3t - 2t, = -19
(i) 26+ t = -1

h(t) = (=9,-5,-6) + t+(2,1,1)

<>

+ 2 tz
t
t
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<
M f + t, = 2
(i) 5t, = -25
(iii) -t = -5
Alle diese drei Gleichungen werden gel6st durcht, = 5 undt; = -3

Die Geraden schneiden sich, der gemeinsame Schnittpunkt ist:

g(=3) = (10,-3,-7) — 3+(3,-1,-2) = (1,0,-1) =
h(5) = (=9,-5,-6) + 5¢(2,1,1)



