Ubungsaufgaben 1 2

1.

Aufgabe

Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen. Falls fur eine Matrix die
Determinante = 0 ist, bestimmen Sie geeignete Zahlen ry, r, und (im Falle der 3 x 3 -
Matrizen) r; € R mit denen Sie die Zeilenvektoren der Matrizen als linear abhéngig
nachweisen kénnen.

o (r8) (32 (12
W A=y ) ATy 1™ 2

det(A) = 3-10 = -7
det(A;) = 3+8 = 11
det(A;) = -2-10 = -12

1 3 5 -2 1 2

i A=12 -2 1|, A=]1 8 1

-1 1 4 7 22 -1

det(A) = -8-3+10-1-24-10 = -36
det(A,) = 16 +7+44-112+1+44 = 0

einfaches Gleichungsltsen liefert:
(-2)(-2,1,2) + 3(1,8,1) = (7,22,-1)



12

Aufgabe

Geben Sie fir die folgenden Gleichungssysteme immer die vollstdndige Lésungsmen-
ge an:

(i X1 +5.x =14
2-X +3:%x =7 ist dquivalent zu

X1 +5.-%x =14

X
5
1

21 ist &quivalent zu

X, =3, % =14 - 15 = -1

@iy 2-x +6:-x, =14
3:X1+9:-%x, =7 ist dquivalent zu

2:-X +6-%X, =14
0= 28

Das bedeutet: Dieses Gleichungssystem hat keine Lésung

@iii) 7-xy +21-X%,
3:-X1 +9-X%X,

56
24 ist dquivalent zu

7-X4 +21-X, 56

0

1
o

Aus 7 X, +21-X, = 56 folgt: x; = 8-3x,, also gilt:
Die Losungsmenge ist { (X;, Xo) = (8—3t,t) | te R}
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(iv)

v)

X1 +3:X, +5:-x3 =9
2:-X1—2-Xy + Xz = -8
X+ X +4-x; =13 ist &quivalent zu
X1 + 3:Xx, +5:x3 =9
8:X,+ 9-%X3 = 26
4-X, + 9-x5 =22 ist &quivalent zu

X1 + 33X, + 5:-x3 =9
8:X,+ 9-%X3 = 26
9-x3 =18 ist &quivalent zu

X3 = 2,8%x, =26 -18 =8,als0 x, =1, x3,=9-3-10=-4

—2'X1 + X2 + 2-)(3 = 3
X1 + 8-X, + X3 =2
7 X4 + 22X, — X3 =1 ist &quivalent zu
X1 + 8'X2 + X3 =2
-2:X1 + X + 2 X3 =3
7 X4 + 22X, — X3 =1 ist &quivalent zu
X1 + 8'X2 + X3 = 2
+ 17'X2 + 4'X3 =7
34X, + 8:X3 = 13 ist 4quivalent zu
X1 + 8'X2 + X3 = 2
+ 17'X2 + 4'X3 =7
1

Das bedeutet, es gibt keine Ldsung fir diese Gleichungen, die Lésungsmenge
ist leer.
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(vi)

—2'X1 + Xy + 2'X3 =
X1 + 8-X, + X3 =
7'X1 + 22'X2 - X3 =
X1 + 8'X2 + X3 =
-2 - X1 + X + 2-X3 =
7'X1 + 22'X2 - X3 =
X1 + 8'X2 + X3 =
+ 17 - X, + 4-X3 =

34'X2 + 8'X3 =

X1 + 8'X2 + X3 =
+ 17'X2 + 4'X3 =

Damit kann x; beliebig sein, es folgt X,

8

X, = 20 - ?(38—4x3) - X

36 + 15X,

-2
20
64

20
-2
64

20
38
76

20

38
0

3

ist dquivalent zu

ist dquivalent zu

ist dquivalent zu

i(38 — 4X,) und

17

340 - 304 + 32x, — 17X,
17

= —— = Wir erhalten fur die Losungsmenge L:

17

L = {(xl,xz,xs) = %(36+15t,38—4t,17t)| te R}
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3. Aufgabe
d, d, .. d
0 22 2n
Sein e N, und sei D eine (n x n)-Diagonalmatrix, D =
0O O d

nn

= (dij)iié21 mit d; = 0 furi > j.

n
Zeigen Sie: det (D) = [[dy = du-dz ... - dun
i=1

Beweis: folgt mit einem Induktionsargument sofort aus der rekursiven Definition der
Determinante fur n x n — Matrizen.

4, Aufgabe

a'll alZ

Sein = 2und A eine (2 x 2)-Matrix, A = (
ady Ay

J. Weiter sei E =

10
(0 J die Einheitsmatrix, das neutrale Element der Multiplikation.

Zeigen Sie: Es gibt eine Matrix A, fur die gilt: A«A™ = A7 +«A = E genau

1 a —a
dann, wenn det A = 0. Dann gilt A™* = ————. 2 2
det(A) \-a, a,

Beweis :

. _ b11 b12 _ . . . .
Essei B = und es gelte A« B = E. Wir werden jetzt jeweils 2
b21 b22

Gleichungen mit 2 Unbekannten l6sen, dabei sind die bj; unsere Unbekannten.
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Wir erhalten:

anby + a0

a21b11 + a22b21 =0 ist équivalent mit:
anbi +  apby =1
(allazz - 321312) b21 = — an ist équivalent mit:
—a
n = 2L und
det A
b — 1 a12 a21 all a22 — a12 a21 + a12 a21 a22
H a,  a,detA a, det A det A

Genauso erhélt man

a
b, = —2— und b, =

det A
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5.

Aufgabe

Sei Aceine (2 x 2)-Matrix in der Gestalt :

A - [ r-cos(p) r-sin(p)

. ,FeR, r >0, ¢ e R beliebig.
—r-sin(p) r-cos(e)

Vv ~
Sei weiter V= ( lj ein beliebiger Vektor = 0 e R2 Sei schlieBlich
V2

W o= A = (r-CO-S((o) r-sin(@J ‘[VIJ
—r-sin(¢) r-cos(p) v,

Zeigen Sie:
o |wl=r v

rcos(p)v, + rsin(p)v
it = ( ON (@) Vv,

. . Es folgt:
—rsin(p) v, + rcos((p)vj

2 _ .
|W| = (P cos¥(g) + risin’(@))vi® + (P cos’(p) + risin®(Q))v? +

+ (2r% cos(e) sin(¢) — 2 r? cos(e) sin(¢)) vi v, =

(i) cos (Winkel zwischen V und W) = cos(o)

<\7,\Tv> = rcos(e) V12 + rsin(e) ViV, — rsin(e) vy v, + rcos(e) vt =

= |\7||\7V|cos((p)

Wegen dieser beiden Eigenschaften heil3t A eine Drehstreckung.
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6.

7.

Aufgabe

Sei Aceine (2 x 2)-Matrix in der Gestalt :

A (r-cos((p) r-sin(e)

= ] ,FreR, r >0, ¢ R beliebig.
—r-sin(p) r-cos(p)

Zeigen Sie: detA=r
trivial

Aufgabe

Seien A; und A, zwei (2 x 2)-Matrizen in der Gestalt :

A = r-cos(e) 1 -sin(e,) A, = r,-cos(p,) 1,-sin(p,)
- r-sin(g,) 1, -cos(e,) , - r,-sin(p,) T,-cos(g,)

Zeigen Sie: AL+ A2 = ( (rl'rz)‘co-s((/)l +¢,) (r-r)-sin(g, + (02)]
—(r,-rp)-sin(p, + ¢@,) (r,-1,)-cos(e, + @,)

Hinweis: Benutzen Sie die Additionstheoreme fir sin und cos:
sin(ae + B) = sin(a) - cos(B) + cos(a) - sin(P)

cos(a + B) = cos(a) - cos(B) — sin(a) - sin(B)

Der Beweis wird nur flir cy; := das oberste Element in der Hauptdiagonale der Pro-
duktmatrix gefihrt:

Esistcyy =111y cos(1) €oS(p2) — Iy 1y Sin(gq) Sin(pz) = 1y rp cos(er + @)
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8. Aufgabe

ol M = {[r-co.s(go) r-sin(gp)j
—r-sin(¢) r-cos(p)

reR, r>0 ¢ e R beliebig }

Zeigen Sie:
M ist mit der Matrizenmultiplikation eine kommutative Gruppe.
Mit Aufgabe 7 haben Sie schon alle Arbeit getan:

Die Multiplikation zweier Elemente aus M ergibt wieder ein Element aus M, das ha-
ben wir gerade bewiesen.

Das Assoziativgesetz ist erfillt, weil es in der Menge der Matrizen stets gilt.

1
Das neutrale Element (O

O) _ (l-cos(O) 1-sin(0)

. gehort zu M.
1 -1-sin(0) 1- cos(O)J

ol A = { r-cos(p) r-sin(e)

. aus M beliebig. Dann ist
—r-sin(p) r-cos(p)

1 1
Loos-p) =
At=|T { das inverse Element.

~sin(-p)
:

Das Kommutativgesetz schlielich gilt, weil der Multiplikation der Radien r; und r,
und die Addition der Winkel kommutativ sind.



