Ubungsaufgaben 14

1.

Aufgabe

Uberpriifen Sie die folgenden Gleichungen. Wenn sie korrekt sind, beweisen Sie sie
(ohne Wahrheitstafel). Wenn sie nicht korrekt sind, finden sie eine Wahrheitswertebe-
legung fiir die Variablen, bei denen das Gleichheitszeichen falsch ist.

a. Furallea e {0,1}qilt: a-0 = 1
Falsch,denn1-0 = 0

b. Furalleae{0,1}gilt:a + a =1
Wahr,denn0 + 1 = 1
c. Furalleae{0,1}qilt:a-a =0

Wahr,denn1-0 = 0
d.  Firallea,be{0,1}gilt:a-b =a-b

Falsch,denn 11 = 0-1=0 =1, aber1-1 =1.0 = 0
e.  Furalleabe{0,1}gilt:a-b=a + b

Wahr, folgt sofort mit DeMorgan und dem Gesetz der doppelten Verneinung
Aufgabe

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke:;

a. a+(a+a
a+@+a=a+1=1
b. a-a-a
a-a-a=0-a-=
c. a-(b +2a
a-b+a)=ab+aa=ab+0=a-b
d. a-b +b
a-b + b =a + b (Redundanz)
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e. a-b+a-b
a-b+a-b=a-(b+b=al=a

f. @+b)y-(b+2a
@+b)-b+a=ab+aa+b-b+b-a-=
=a-b+0+b+ba=(@+38)b+b=1b+b=Db+b=>b

g. a+ab+b-c
a+ab+bc=a+a+b+hbc=1

h. a+b+ab
a+b+ab=ab+ab=@+a)b=1b=>b

Aufgabe

Das Konsensgesetz lautet in der Priméarform:

Firallex,y, zgilt: X-y + X-Z + y-Z =Xy + X Z

a. Warum kann man daraus nicht folgern:

Firallex,y, zgilt: X-z + y-z = X-z

Ich mdchte, dass Sie ,,gruppentheoretisch® bzw. algebraisch erklaren kénnen,
warum man hier nicht einfach auf beiden Seiten x-y abziehen kann.

Es gibt beziiglich der Addition kein inverses Element, es gibt kein Minus, denn
1+0=1,1+1=1 bedeutet, dass ich durch keine Addition zu 1 das neutrale
Element O der Addition erhalte. Es gibt also kein — 1.
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b. Uberpriifen Sie, ob der Satz
Firallex,y, zgilt: X-z + y-z =X-z

trotzdem gilt. Falls das nicht der Fall sein sollte, finden Sie heraus, flir welche
Wahrheitswerte von x, y, und z dieser Satz nicht gilt.*

<
N

Xz X-Z+Yy-z #

0
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ol O| O O| | O| k| O
| O O O| k| O O O
| O O O k| O] ¥~

Nur hier

c. Machen Sie das entsprechende fiir die Dualform. Erkléaren Sie auch hier zu-
néchst, warum man in der Beziehung:

Furallex,y, zgilt X + ¥)- X +2)- (Y + 2) = (X + YV)- X + 2)

nicht einfach auf beiden Seiten (x + y) ,,kiirzen“ kann.

Man kann (x + y) nicht kiirzen, weil dieser Ausdruck auch den Wert 0 haben
kann und man auch in der Booleschen Algebra die 0 nicht kiirzen kann. Sonst
kénnte man ,,zeigen*:

0=0->10=00—>1=0

Genauso konnte man beispielsweise in der Welt der natiirlichen Zahlen zeigen:
0=0->70=30—>7=32?

Y In diesem Falle muss fiir x, y und z ein ,,Konsens* vorliegen, der wahrscheinlich diesem Gesetz seinen
Namen gegeben hat.
2 Vgl. unser ,,Rétsel* in Abschnitt 5.3 im 5. Kapitel



d. Uberpriifen Sie, ob der Satz

Furallex,y, zgilt: (X + 2)-(y + 2) = (X + 2)

trotzdem gilt. Falls das nicht der Fall sein sollte, finden Sie heraus, fiir welche
Wahrheitswerte von X, y, und z dieser Satz nicht gilt. Wenn Sie Aufgabenteil ¢
richtig gemacht haben, ist Ihnen hier die Antwort sehr schnell klar.*

Dieser Satz ist nicht richtig. Er gilt nur dann nicht, falls (x + y) = 0 ist (sonst
kénnte ich ,,kirzen®, falls also x = 0 und y = 0 sind und auf beiden Seiten des
Gleichheitszeichens verschiedene Wahrheitswerte stehen. Das ist nur fir z =0
der Fall, hier erhalten wir: 0 = 1. Bei z = 1 ist die Gleichung wahr: 1 = 1.

Insgesamt: Es muss x =y =z = 0 sein.

Fur Ungldubige:

N

X+z | Y*+Z | (x+2)-(y+2) #

Nur hier
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! Es gilt dieselbe Bemerkung wie bei Aufgabenteil b.
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4. Aufgabe

f, g und h seien Boolesche Funktionen {0,1}" — {0,1}. Beweisen Sie die folgenden
Aussagen ohne die Benutzung von Wahrheitstafeln:

a. gf +f-hy+f-h = f-.g+f-h
gf +F-h) +F-h = g(f +H-(F+h) +F-h =
— g (fF+h)+F-h =g F+h+Fh=
= g-f +g-h+f-h = g-f + f-h (Konsensgesetz)

b. (f +9)(f + h)(g + h) f(g + h)

F+qF +h@g+h) = Ff+fh+gf+ghe(g+h) =

= (Ff+f-h+gf+g-h(@+h =F@QA+h+7) +7-h)-(g+h) =
(f1+g-h)-(@+h = (F+g-h-(@+h =
f-@+h +g-h-(g+h) =f(g+h)+g-h-g+g-h-h =
f-@+h)+0+0 ="f-(g+h)

c. (f+g+h)(f+g+ﬁ)(f+§+h) f+g-h
F+g+hF+g+hF +g+h) = (daf-f=Ffist) =
= f(1+Rest) + (g + h)(g + h)(@ + h) =
(da x-Xx=0undy + 0 =vyist)y = f+g-h+h-g =7f+g-h

Il
—|
>

d  h(f +g)+f-g-h
h(f + g) + f-g-h

Il
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=

e fg+fg+h+fh="Ff+g
f.g+f-g+h+fh="F.g+
g+ F+9)-h+fh=Ff(
+gf+gh=Ff+g+gh="Ff+g-@1+h) =

+g

Il Il Il
—h| =h| =h
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f. @F+g+h-(f-gh)=Ffg+g-h+hf
f+g+h-(fgh =F+g+h-F+g+h =
0+f-g+f-h+gf+0+g-h+hf+hg+0 =
fg+gh+hf+f-h+gf+hg-=
Konsensgesetz mit x=g,y=h,z=f

+g-h+hf+gf+hg-=

1
—
|

Konsensgesetz mitx=h,y=g,z=f
g+9g-h+hf+hg-=

Il
-
«

Konsensgesetz mit x=f,y=h,z=7
+g-h+hf

I
—h
|

Aufgabe

Benutzen Sie die Methode der Karnaugh-\Veitch-Diagramme, um die folgenden Funk-
tionen zu vereinfachen:

X, | X,
a. X, 1
X_2 1 1
Xp X, Xp X, X, X,
XZ 1 = XZ 1 + X2
X_2 1 1 X_2 1 X_2 1 1
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Xy | Xg X, X,
X, 11 X,
o, | %] Xa
X, 1 1 Xy
X, X,
X3 X3 X3 X3
X; XX, X, X1 Xp 0 X X
X2 1 1 X4 X?_ X4
X, X, * x, 1 1 X,
X, X, X, 1 1 X,
X2 X4 X2 X4
X3 X5 X, X3 X3 X3 X3 X3
= X, X3 X, + X, X,
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x
N
><| N><|

x
N
><| N><|

X, B
X, .
Xl
X, X4
1 1 X4
X, _
1 X4
X, :
X, T
— T
X, :
X3

Xy
Xy
Xy
Xy )
X,
X X_4 X2
1 + . | |
Xy - _
_ .
X, X_2 X3 _
Xs Xl
X, Xl
Xy
Xy
X3 1
X, 1
Xy B X2
X, )
_ X3
Xy - _ X_3
X, X_2 | X3
3
X,
X3
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Xu | X x| %
X, | 1 X,
e 111 X,
x, | 1|1t X,
X, Xs
X3 | X5 | X; | %s
v X% X
X, 1 X,
X, 1 X, *
X, X4
X, Xs
X3 X, Xy X
X XX %
X, X,
X, 1 X,
X, Xs
Xs X3 Xy X
= X X, Xy + XX, + Xy X0 X,

X
N

><| N><| N><

N

X
N
X
<
X
<

X4
1 X,
1 X,
X4



10 14
Xu | X | x| %
X, 1 X,
X, Ll L]k,
X, Xq
Xs | Xy | X5 | Xs
X, XX, X, X, XX, X,
X, 1 X_4 X, Xy
X, 1 4 X, 1 1 4
X, X, X, X,
X, X, X, X,
Xs Xy X3 X Xs X3 X3 %
Xio XX X
X, Lx,
X, 1 x,
X, X4
X, X,
Xs X5 X5 X
Xy Xy Xy + X o Xy X, + Xp X, Xy
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Xp | Xa | x| Xy
X, x_4
.| % L
x, | 1 11 ]x,
X, ' X,
Xs | Xy | X5 | Xs
i Xox, X X0 Xioxg %
X, Z X, X_4
X, 1 1 x, * x X,
X, 1 1 x, x, 1 1 x,
Xi XXy %
X, X,
X2 X4
X, . Xs
X, ! X,
Xs X, X5 Xs
= X "X, + X, X3 X, + X, -X, X
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Ubungsaufgaben
X2
h. X2
X,
X,
X1 X
X, 1
X, 1
X,
%
Xs X,
Xy X
X3
X, 1
X_2 1
X,
Xs X,

Xl Xl
1 1
1 1
1
X3 X3
Xl
1 _
X4
1 X,
X4
X4
XS
Xl
X4
1 X,
1 X,
X4
X3
+ X, + X,

X
N

><| N><| N><

N

X
N

><| N><| N><

N

x| X X X
|2 X

o~

X X X
~ ~ ~

X
~
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Xe | X | X | X
X, 1
X, 1 1 1
X X X X
Xy X, X,
1 X,
X,
X3 X3 X3
X3 Xy Xy
1
X3 X3 X3
10X, Xy + X, Xy + XX,

x
<

X
w

x
<
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Ubungsaufgaben
Xp | X | X | Xy
J X; | Bt
X, ' 1
Xg | X5 | X3 | X3
X1 Xl Xl Xl Xl Xl Xl
+
X, ! . ' -
X, "
“ X X X, X3 X, X,
Xy X X X
X, :
X, ' 1
X3 Xs X3 Xs
X 'XS + il 'YZ



