Ubungsaufgaben 1 5

Sie haben drei Darstellungsmoglichkeiten eines Graphen kennen gelernt: Als Bild, gemaR
der mathematischen Definition und als Matrix. Sie werden in den folgenden Aufgaben immer
wieder aufgefordert, zwischen diesen Darstellungen hin und her zu wechseln

1. Aufgabe

Sie sehen jeweils einen ungerichteten Graphen in einer Darstellung. Geben Sie dazu
die beiden &quivalenten Darstellungen an.

a.
a
E D
b Cc d
B C
A e

V = {ABC,DE} E = {ab,c d}und ¥: E — P(V) mit folgender
Wertetabelle:

¥(x) | {ED} | {EB} | {EC} | {D.C}
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vV = {A/B,C,D,E}, E ={ab,cdefg h}und ¥Y:E - P(V) mitfol-
gender Wertetabelle:

Y(x) | {AB} | {AD} | {AC} | {BC} | {BEE} | {CD} | {CE} | {DE}

A B
C d

b c e
f g

D E
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gender Wertetabelle:

VvV = {AB,C,DE} E={abrcdef}und ¥Y:E — P(V) mitfol-

¥Y(x) | {AB}

{AC}

{AD}

{B.E}

{CE}

{D.E}

Aufgabe

Sie sehen jeweils einen gerichteten Graphen in einer Darstellung. Geben Sie dazu die

beiden &quivalenten Darstellungen an.

Ay

—hw

V = {AB,C,D,E}, E = {ab,c,de ffund ¥: E — V?mitfolgender

Wertetabelle:

Y(x) (B,A)

(AC)

(D.A)

(B.E)

(E.C)

(D.E)
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b. V = {AB,CDE} E = {ab,cdund ¥: E — V?mit folgender Wer-
tetabelle:

¥Y(x) | (ED) | (EB) | (CE) | (D.C)
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V = {AB,CDE} E = {ab,cdefgh}und ¥:E — Vmit folgender Werteta-

belle:
X a b c d E f g h
Y(x) | (AB) (A,C) (B,C) (B,E) (D,A) (D,C) (E,.C) (E,D)
3. Aufgabe

Geben Sie zu den Graphen aus den Aufgaben 2 jeweils die zugeordneten ungerichte-
ten Graphen auf alle drei Weisen an

a
A B
b
C d
c
D E
f

V = {ABCDE} E ={abcdeffund ¥Y:E — P(V) mit fol-
gender Wertetabelle:

Y(x)

{B.A}

{AC}

{D.A}

{B.E}

{EC}

{D.E}
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b VvV ={ABCDE} E={ab,cdund ¥:E — P(V) mit folgender

Wertetabelle:

X a b C d
¥(x) | {E.D} {E.B} {C,E} {D,C}
C o A B
d b
C
Des o E
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VvV = {ABCDE} E = {ab,cdefgh}und ¥Y:E — P(V) mit folgender Werte-
tabelle:

Y(x) | {AB} | {AC} | {BC} | {BE} | {D.A} | {DC} | {EC} | {ED}

4. Aufgabe

Zeichnen Sie einen Graphen mit 4 Knoten vy, vy, v3 und v4 und den zusatzlichen Ei-
genschaften:

Grad(vy) = 3, Grad(v,) = Grad(vs) = 2, Grad(vy) = 1

Geben Sie anschlieBend noch fiir Ihren Graphen die mathematische Beschreibung und
die Charakterisierung mittels einer Matrix.

Vq a Vo

V3 V4
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V = {v, VvV Vvs}, E = {abcdiund ¥Y: E - P(V) mit folgender
Wertetabelle:

W(x) | {vi,va} | {va,va} | {vi,va} | {vs vo}

Vi Vs Vs V4
Vi 0 1 1 1
Va 1 0 1 0
V3 1 1 0 0
Vy 1 0 0 0
5. Aufgabe

Geben Sie zu den folgenden ungerichteten Graphen die Zusammenhangskomponenten
zu den verlangten Punkten an. Machen Sie das immer in Form einer Grafik. Welche
dieser Graphen sind zusammenh&ngend?

a. Zeichnen Sie die Zusammenhangskomponente zum Punkt F, die Zusammen-
hangskomponente zum Punkt A und die Zusammenhangskomponente zum
Punkt I fir den folgenden Graph

B E H
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B E

Zusammenhangskomponente zum Punkt F

B E

Zusammenhangskomponente zum Punkt A

H

Zusammenhangskomponente zum Punkt |
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b. Zeichnen Sie die Zusammenhangskomponente zum Punkt A und die Zusam-
menhangskomponente zum Punkt F fir den folgenden Graph G:

Essei V= {AB,C,DEF} E ={ab,cdefg}und Y:E —» P(V)
mit folgender Wertetabelle gegeben:

v(x) | {AE} | {AB} | {EB} | {B.C} | {CD} | {DF} | {CF}

Bild:
b B d C e
A D
a f
C a
E F

Zusammenhangskomponente zum Punkt A =
Zusammenhangskomponente zum Punkt F:

b B d C e
A y D
a]/\ \lf
C g
E F
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C.

Zeichnen Sie die Zusammenhangskomponente zum Punkt A und die Zusam-
menhangskomponente zum Punkt F fir den Graphen mit der folgenden Adja-
zenzmatrix:

A|B|C|D|E|F
Al0|]0|12|0]1]0
B{0O|O|O|1]0]|1
c|1(0(0|0f1]|O0
D|{0|1|0|0]|]0]1
E{1]0(12|0]0]0O0
Fioj(1(0|212|0]|O0

Bild:
a C B c
A D
b f
e d
E F

Zusammenhangskomponente zum Punkt A:
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Zusammenhangskomponente zum Punkt F:

6. Aufgabe

Entscheiden Sie jeweils, ob der folgende Graph ein Baum ist oder nicht.

a.
A e
B C
W
D E
F e

Baum!
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A o
B C
W G
D
E
F e
Baum!
A
B C
W G
D
E
F e

Kein Baum, da es Zyklen gibt!
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7. Aufgabe

Erkennen Sie bei den folgenden ungerichteten Graphen, ob es Euler-Zyklen gibt oder
ob es andere Euler-Wege gibt und konstruieren Sie gegebenenfalls einen dieser Wege.

a.

A|B|[C|D|E|F|G|H|I|]J
AlO0O|jOfO|1]0O|JO0O|0O]|O0O}|1]0O0
B{ofof1(0j0|212|1|0(0]0O0
c|oj1jo0|1j1j1(1j0/|1}0
bji1(0j1{0f0f0]JO0O|j0O]|0O|O
E{O(Of21|0]JO0O|O0O]1T|0(1]|12
Fl0|j1|1]J]0j0|0f21]|1]|0]0O0
G(o|j1(1|0j1|j12(0|0(0]12
H|0|O|]O|O|O|1|0]|0]|0]1

l{1(0(1(0|1(0|0|0|0]|1
J|ojojojoj1j0f1j1|140

Es gibt genau 2 Punkte mit ungeradem Grad, ndmlich B und G. Falls der Graph zu-
sammenhangend ist, gibt es also einen Eulerweg. Das testen wir, indem wir eine Kante
zwischen B und G hinzufugen und den Algorithmus ablaufen lassen:
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Wir beginnen mit dem Punkt A und erhalten zunéchst den folgenden Weg:

(A,D,C,B,F,C,E,GB,GC,IA)

Jetzt sieht die Matrix folgendermafien aus

A|B|C|D|E|F|G|H|I|]J
AlOjO|jO|O|O|lO|lO|O]O]O
Bfojojo(ojofofoj|jojojo
c|io0jo0ojo0ojo0ojojojojofofo
bfojojojojofofoj|jojojo
E|{O(OjO|O|JOfO]O|O0O]|1]1
F|O|JO|O|JO0O]jO]JO]2]1|0]O
G|o0ojojo0ojo0jo0oj1j0|0|0]1
H|0|j0O|O|]O|O|1|0]|O0]|O0|1
l{fofojofo|j1f0j0|0j0]|1
Jjojofojoj1jo0oj1j1(1]0

Wir missen nun einen breakout machen, der erste
moglich ist, ist der Punkt F:

(rC,E,GB,GC,I,ADC,B,F)

Wir fahren fort und erhalten:
(Fl Cl E1 G! B! G! C! I!A! D! C! B! F1 G! Jl E! I! \]! H!

Jetzt sieht die Matrix folgendermafien aus

Punkt unseres Zyklus, an dem das
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[J[ofofofofofofofofofo]
Wir haben also alle Kanten verbraucht, der Graph war zusammenhéngend, wir haben

einen Eulerzyklus konstruiert. Wenn wir nun noch unsere Hilfskante wieder entfernen,
erhalten wir den Eulerweg:

(Bl G! C! IIAI D! Cl BY FY G! ‘], E1 IY \]! H! F! C! El Gl)

b.
AlB|JC|D|E[F[G]H]I]J
AlojloJo|z1]oloflo]ofo]o
Blo[o|1]ofof[1][1]0o]o]oO
clof1fo]ala]alalo]1]o
D|1]of2]o]lo]o]olofo]o
E[ofofl1]lofofof[1]o]2]12
Flol1]1]o]oflofl2]1]o]o
Glol1]1]of2lz]lofofo]|1
Hlolofofo]o|2]o]ofo]1
1{oflofzs]of2]oflofofo]1
JlofJofofJoJafofl2]z1]1]0
Hier haben 4 Punkte (A, B, G und I) ungeraden Grad, wir brauchen also gar
nicht erst zu versuchen, eine Eulerweg oder Eulerzyklus zu finden.
C.
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Hier haben alle Punkte geraden Grad. Falls der Graph zusammenhdngend ist, gibt es
also einen Eulerzyklus. Das testen wir, indem wir den Algorithmus ablaufen lassen:

Wir beginnen mit dem Punkt A und erhalten zunéchst den folgenden Weg:
(A/D,C,B,F,C,E,GC,I,A)
Jetzt sieht die Matrix folgendermafien aus
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Wir missen nun einen breakout machen, der erste Punkt unseres Zyklus, an dem das
maglich ist, ist der Punkt F:

(FC,E,GC,I,A,D,C,B,F)

Wir fahren fort und erhalten:
(RC,E,GC,I,A,D,C,B,FGJ,EIJHF)
Jetzt sieht die Matrix folgendermafien aus
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Wir haben also alle Kanten verbraucht, der Graph war zusammenhéngend, wir haben
einen Eulerzyklus konstruiert.

8. Aufgabe

Erkennen Sie bei den folgenden gerichteten Graphen, ob es Euler-Zyklen gibt oder ob
es andere Euler-Wege gibt und konstruieren Sie gegebenenfalls einen dieser Wege.
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Hier ist flr alle Punkte Innengrad = AufRengrad. Falls der Graph zusammenhangend
ist, gibt es also einen Eulerzyklus. Das testen wir, indem wir den Algorithmus ablau-
fen lassen:
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Wir beginnen mit dem Punkt A und erhalten den folgenden Weg:
(A,C,G FADFEBA)
Jetzt sieht die Matrix folgendermalien aus:

o o] o] o| o o of >
o| o]l ol o] ol o] ol W
o| o] ol o] ol o] ol O
o| o] ol o] ol o] ol O
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Wir haben also alle Kanten verbraucht, der Graph war zusammenhéngend, wir haben
einen Eulerzyklus konstruiert.

b.

A|/B|C|D|E|F|G
A|lO0OjO|1|1]|]0|0]O
B|1(0|0|0O|0]|O0O]O
c|o0(o0of0joj0|0|1
bDjojojojo|jo0oj1j|0
E|O0O(1]|]0|0]|0]|O0]O
F{1|/0(0]J0]|21]0|0
G|o0oj0ojO0Of1]|]0|1]O0

A|/B|C|D|E|F|G|d
Aj0flOf1]1]0|0|O0] 2
B|1{0]0|0]|0|0]0]1
c|ofojojofojo|1]1
D|oOj0O|O|O|O|1]|0]1
E|O0O|1]0|0]|0|0]0]1
F|1/0(0|J0O]12|0|0] 2
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Hier gilt: g'(A) = g (A)

g'(B) = g(B)

g'(C) = g(C)

g'D) =g -1

g'(E) = g(B)

g'(F) = g(F)

g'(G) = g(G) + 1

Gemal unserem Satz 15.6 gibt es also unter der Voraussetzung, dass der Graph zu-
sammenhdngend ist, einen Eulerweg, der bei G beginnt und bei D endet. Das testen
wir, indem wir eine Kante von D nach G hinzufiigen und den Algorithmus ablaufen
lassen:

A
0
1
0
0
0
1
0

ol ol »r| ol o] ol ol @
o| ol ol ol ol o »| O
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Wir beginnen mit dem Punkt A und erhalten den folgenden Weg:
(A,C,GD,FAD,GFE,BA)
Jetzt sieht die Matrix folgendermaRen aus:

T m| O O @™ >

A
0
0
0
0
0
0
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[e]ofofojofojojo]

Wir haben also alle Kanten verbraucht, der Graph war zusammenhéngend, wir haben
einen Eulerzyklus konstruiert. Wenn wir nun noch unsere Hilfskante von D nach G
wieder entfernen, erhalten wir den Eulerweg:

(GFREBACGD,FA D)

C.

A|B|C|D|E|F|G
AlO|]Of|1]1]0|0]|O0
B{1|{0|l0|O0O|O0O|O0O]|O
c|o0j0of0OfjO0Ofj0O]|0]12
D{o|jO0O|O]jO|2]1]0O0
E{O|1|0]|O0O]|O|O0O]|O
F|1(0]0|0|1]0]0O0
G|0|O0O|O|1]|0|1]|0O

AlB|C|DJE]JF]G]¢
A|l0O|]O0O]|]1]1|0|0]0] 2
B|1|]0|0|0|0O|0]O0]1
cl|o0o|O0O|lO|O]|O]|O]1 1
D|O|O|]O]|O|2|1]|0]2
E{O|J1|]0]O0O|0|0]O0]1
F|1]0|0|0]|1]0|0] 2
G|0|J]OjO|1]|0(2]|O0]| 2
gl2|1)j1j2|2]2]|1

Hier gilt: g'(A) = g(A)
g'(B) = g(B)
g'(C) = g(C)
g'(D) = g(D)
9'(E) = g(E) - 1
g'(F) = g(F)

g'(G) =g (G) +1
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Wieder gibt es gemdl unserem Satz 15.6 unter der Voraussetzung, dass der Graph zu-
sammenhdngend ist, einen Eulerweg, der bei G beginnt und diesmal bei E endet. Das
testen wir, indem wir eine Kante von E nach G hinzufiigen und den Algorithmus ab-
laufen lassen:

A
0
1
0
0
0
1
0

@ m|m| Ol O @ >
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Wir beginnen mit dem Punkt A und erhalten zunéchst den folgenden Weg:
(A,C,GD,E,B,AD,FA)
Jetzt sieht die Matrix folgendermaRen aus:

®@| M m| Ol O @ >
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Wir missen nun einen breakout machen, der erste Punkt unseres Zyklus, an dem das
moglich ist, ist der Punkt G:

(A,C,GD,E BAD,FA)

Wir fahren fort und erhalten:
(GD,E,B,A/D,FACGFEQG)
Jetzt sieht die Matrix folgendermafien aus

A
0
0
0
0
0
0
0

@ M| m|f O] O @ >
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Wir haben also alle Kanten verbraucht, der Graph war zusammenhéngend, wir haben
einen Eulerzyklus konstruiert. Wenn wir nun noch unsere Hilfskante von E nach G
wieder entfernen, erhalten wir den Eulerweg:

(GD,E,B,ADFACGFE)

Aufgabe

In einem ungerichteten Graphen mit n Knoten sei jeder Knoten mit jedem anderen,
davon verschiedenen Knoten durch genau eine Kante verbunden. Darliber hinaus gebe
es keine weiteren Kanten in diesem Graphen.

a. Unter welchen Voraussetzungen gibt es in solch einem Graphen einen Euler-
Zyklus?

Es gibt einen Eulerzyklus genau dann, wenn n eine ungerade Zahl groRer 0 ist.

b. Unter welchen Voraussetzungen gibt es in solch einem Graphen einen Euler-
Weg?
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Es gibt einen Eulerweg genau dann, wenn n = 2 ist.



