Ubungsaufgaben 2 O

1. Aufgabe

Wir benutzen in dieser Aufgabe entscheidend den Satz:

Furallex,y € R gilt: |[x + y| < |x]| + |Yy]|

(Dreiecksungleichung)
Zum Beweis mussen Sie die beiden Falle

e xundy haben gleiches Vorzeichen (da gilt das = - Zeichen)
e xundy haben unterschiedliches Vorzeichen (da gilt das < - Zeichen)

unterscheiden.

a. Sei P(x) = 4-x. Zeigen Sie: P(x) = O(x).

EsistP(x) = O(x) « 3 teR 3c>0 vxzz’; |4-x| <c-x

Setze £ = 0 und ¢ = 5. Dann ist die Erfullung der Definition offensichtlich.
b. Sei P(x) = a; - X. Zeigen Sie: P(x) = O(x).

EsistP(x) = O(x) < HggR 3c>0 vxzz’; lag - x| < c-x

Setze E=0und c =| a; | + 1. Dann ist die Erfullung der Definition offensicht-
lich.

c. Sei P(x) = 4-x +10000. Zeigen Sie: P(x) = O(x).

EsistP(x) = O(x) « ElgeR 3C>0 szé | 4-x+10000| < c- X
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Esist 4-x + 10000 = X(4 + mj Setze & = 10001. Dann gilt fir
X

x(4 + 10000)‘ < 5-x

alle x> &: |4-X+1000O| = <

Also ist mit £ = 10001 und ¢ = 5 die Definition erfullt.

SeiP(x) = a; - X +ay. Zeigen Sie: P(x) = O(x).
EsistP(x) = O(x) <« HQER 30>0 vxzi_, lag-X+ag| <c-x

d
Esista, X + a, = X(a1 + —OJ Setze & =|ay| + 1. Dann gilt fiir alle
X

a0
xla, + =2
X

AlsoistmitE =|ay| +1undc=|a;| + 1 die Definition erfullt.

x2& |a,; X + 3, | = < x-(la,| +1)

SeiP(x) = 4-x® — 2.x* + 5-x + 17. Zeigen Sie: P(x) = O(¢)

EsistP(x) = O(°) < 3 teR 3 c>0 sza

[4x® - 2:x° + 5:x + 17| < ¢ - X°

2 3

25£)
X X X

Esist 4-x° — 2-X> + 5-x + 17 = X3(4 - —+ — +
Setze & = 18. Dann gilt fur alle x > &:

2

4.x% - 2.x° +5-x+17\3x3[4+3+i+gj<7-x3
X X X

Also ist mit & = 18 und ¢ = 7 die Definition erfllt.
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f.

SeiP(x) = az-x* + a,- x> + a; - X + ap. Zeigen Sie: P(x) = O(X°)

ESiStP(X) = O(XS) Ad ageR 3c>O vng
lag- x> + a- X"+ a-X + a| <c-x°

Es ist

a a, a
a, x> +a,- x> +a,-x+a, = x*|a, + 2+ L +2
x x° X

Setze E=max (1,|az|,|ai|,|a|}. Dann gilt fur alle x > &:

a;-x° +a, x° +a1-x+a0‘§

W [|a3| .

a, a,

XZ

a

+ +
X3

) < (lag| + 4)-x°

Alsoist mit & =max (1,]a;|,|a1|,|a|}undc= |as| + 4 die Definition er-
fullt.

Sei P(x) ein Polynom vom Grad n. Zeigen Sie: P(x) = O(x ")

Essei P(X) = z a, X' .DannistP(x) = O(X") <«
i—0

n

D a;-x

i=0

n

3 &£eR 3 c>0 vng

< C-X

n ) n-1 g
i _ N i
E a,-x =X +a, + E O
i i=0

Setze& = max{l+|a|| 0 <i < n}.Dannqiltfirallex > &:
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n-1

SX”-(|an|+Z

i=0

a.

i
n—i

X

‘Zn:ai-xi
i=0

j<x”-([an|+ n)

Alsoistmit§ = max{l+|a|| 0 <i <n}undc= |a,| + ndie Definition
erfullt.

Aufgabe

Wir benutzen in dieser Aufgabe entscheidend den Satz:

Furallex,y € R gilt: [x +y|>||x]| = |y]|

Wieder miissen Sie zum Beweis die beiden Félle

e xundy haben gleiches Vorzeichen (da gilt das > - Zeichen)
e xundy haben unterschiedliches Vorzeichen (da gilt das = - Zeichen)

unterscheiden.

a. Sei P(x) = 0 ein Polynom vom Grad 0. Zeigen Sie: = 0(1)
P(x)
Trivial. (Ehrenwort!)
) _ . o1 1
b. Sei P(x) = 4 - x. Zeigen Sie: =0 —|.
P(x) X
11
Folgtaus: | —| < —-— furx>0
4x 2 X
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C. Sei P(x) = a; - x. Zeigen Sie: 1 =0 i .
P(x) X

Wir nehmen an: a; = 0. Dann gilt fir x >0

1
< _ —_
a, - X a, | X
. _ . .01 1
d. Sei P(x) = 4-x +10000. Zeigen Sie: =0 —|.
)

Es ist fir x > 5000:
‘ 1 ‘ _ 1 1. 1 |1

4.x + 10000 4 4 10000 | |x ‘ 4 10000‘ X

X X
SR S S S [ U
4 10000 | x 4 -2 |x 2 | x
X
. _ . 1 ( 1 j
e. SeiP(x) = a; - x+ay. Zeigen Sie: =0 —|.
P(x) X

) — dg

Wir nehmen an: a; = 0. Dann gilt fur X >
al
1 _ 1 E 1 i
a, X + 8, a _i_aio X |a0| X
! X | 1| - X
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1

2 |x

X

& -

f. Sei P(x) = 4-x® — 2.x* + 5:x + 17. Zeigen Sie: 1 _ o) 1
P(x) x°

Es sei x > max {1, 2, 5, 17 }, also x > 17 Dann gilt:

1

a, X+ a,-x* +a,-X + a,

X

1 ‘ 1
3 2
4.x3—2-x* +5-x +17 4—2+i2 113
X X X
~ 1 1 1
= = < )
o2 5 T2 5 1
X X X
1 1 1
1= ==
4-1-1-1 |x X
0. SeiP(x) = ag- x> + a,- x> + a;- X + ap. Zeigen Sie: 1 _ O(
P(X)
Wir nehmen an: az = 0.
4. 4. 4.
Essei X > max{l, 2, , % ,‘ at }.Danngilt:
a3 a3 a3

3

)
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h.

Sei P(x) ein Polynom vom Grad n > 0. Zeigen Sie: Pg- ) = O( L J
X

Essei P(X) = Z:ai-xi .
=0

n+1)-a .
Weiter sei X > max{l,‘g ,0<i1< n} . Dann gilt:
al’]

1 _ 1 <
Zn:a, x' a, + nzl a:[l X"
i=0 i=0 X
1 1 1 1
- n-1 a. Xn - n-1 a. Xn -
- |52 | RN
y 1 § 1 1|
- ola] | x o|a, x" |
|a”|_,§;'x |a"|_.§§ n+1
n + 1. 1
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3. Aufgabe

SeiP(x) = 4-x° - 12-x* + 7-x — 1000,
QX) =2-x° +14-x* + 4. - 12-x* + 7-x — 1000.

a. Zeigen Sie: P(x) = O( 1 j
Q) ’

X

Wegen Aufgaben 1 und 2 weill man: Es gibt &, , ¢, >0 und &, , ¢, > 0 so, dass

(i) Fir alle x> &, gilt: |P(x)| < ¢; - X°
N ) _ 1
(i) Fur alle x > &, gilt: @ <G, X_5

Seinun & = max(&;, &) undc=c; - c,. Dann folgt:

) | P(X) x* 1
Farallex>¢ gilt: | ——-| < C-— =C-—

Q(x) :

X X

b. Zeigen Sie: % = O(x?).

Die Bearbeitung erfolgt véllig analog zu Aufgabe 3 a)
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Aufgabe

SeiP(x) = ag- x> + a,- x> + a;- X + a,
QX) = a7-x + 25X + a5 X+ a-xt+ 2%’ +a- X +a-x+ a.

a. Zeigen Sie: ﬂ = O(LJ
Q(x) ’

X

Die Bearbeitung erfolgt vollig analog zu Aufgabe 3 a)

: o Q(x) 4
b. Zeigen Sie: W = O(x").

Die Bearbeitung erfolgt véllig analog zu Aufgabe 3 a)
Aufgabe
Sei P(x) ein Polynom vom Grad m und Q(x) ein Polynom vom Grad n.

P(x)
(x)

Zeigen Sie: =0(x™"").

Die Bearbeitung erfolgt véllig analog zu Aufgabe 3 a)
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6. Aufgabe

Im Anhang zur Analysis in diesem Buch kdnnen Sie nachlesen, dass fiir beliebige
a>0 gilt

ax — ex-log(a)

Entscheiden Sie mit Hilfe dieser Beziehung, ob die folgenden Aussagen korrekt sind —
Gegebenenfalls geben Sie ein Gegenbeispiel bzw. argumentieren mit einem der Satze
dieses Kapitels.

a. Fir alle a € R gilt: f(x) = a* wachst schneller als jedes Polynom

Das ist falsch, unter anderem deswegen, weil a* fiir a < 0 durch die obige Glei-
chung gar nicht definiert ist.

b. Firallea e Rmita # 0 gilt: f(x) = a* wachst schneller als jedes Polynom

Das ist falsch, unter anderem deswegen, weil a* fiir a < 0 durch die obige Glei-
chung gar nicht definiert ist.

C. Firallea € Rmita > 0 gilt: f(x) = a* wachst schneller als jedes Polynom
Das ist falsch, unter anderem deswegen, weil a* fiir a = 1 die konstante Funkti-
on 1ist.

d. Firallea e Rmita > 0,a # 1gilt: f(x) = a* wéchst schneller als jedes Po-
lynom

Das ist falsch, weil a* fur 0 < a < 1 fiir wachsende x ein fallende Funktion ist.
In diesem Fall ist log(a) negativ.

e. Firallea e Rmita > 1 gilt: f(x) = a* wachst schneller als jedes Polynom
Das ist richtig und wird genauso wie der entsprechende Satz fiir f(x) = €* be-
wiesen.

f. Fur alle a € R gilt: f(x) = x* wachst schneller als log(x)

Das ist falsch, unter anderem deswegen, weil x* fir x > 0 und a = 0 die kon-
stante Funktion 1 ist.
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g. Furallea e Rmita # 0 gilt: f(x) = x* wachst schneller als log(x)

Das ist falsch, unter anderem deswegen, weil x* fiir x > 0 und a < 0 eine fallen-
de Funktion ist.

h. Firallea € Rmita > 0 gilt: f(x) = x* wachst schneller als log(x)
Das ist richtig und wurde in Satz 20.1 formuliert.

Aufgabe

Es gibt die verschiedensten Algorithmen zum Sortieren von Listen mit n Elementen.
Sie werden Sie in der entsprechenden Vorlesung lernen bzw. haben sie schon gelernt.

a. Einer dieser Algorithmen, der so genannte Bubble Sort, ist von der GroRen-
ordnung O(n®). Dagegen ist der Quicksort — ein Algorithmus, den man gerne
rekursiv beschreibt und auch rekursiv programmiert, von der Gréenordnung
O(n-log(n)). Machen Sie sich an Hand der Zahlenbeispiele n = 100 000 (die
Einwohnerliste einer Kleinstadt) und n = 10 000 000 (die Einwohnerliste ei-
ner Metropole) klar, was dieser Unterschied zahlenmafiig bedeutet. \Veranschla-
gen Sie beispielsweise fiir einen Rechenschritt 1 Millisekunde und rechnen Sie
diesen Unterschied in Zeit um.

n = 100000 = 10%

Esist 10°-log(10°) = 5-10°-log(10) ~ 115129255 ~ 1151 Sekunden ~
~ 19 Minuten.

Esist 10°10° = 10'° = 10’ Sekunden ~ 166667 Minuten ~ 2778 Stunden
~ 115,74 Tage ~ fast 4 Monate

n = 10000000 = 10":

Esist 10"-log(10") = 7-10"-log(10) ~ 161180956,51 ~ 161181 Sekunden ~
~ 2686 Minuten ~ 45 Stunden =~ knapp 2 Tage

Esist 107-10" = 10" = 10" Sekunden ~ 1666666667 Minuten
~ 27777778 Stunden ~ 1157407 Tage ~ fast 3171 Jahre
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b. Machen Sie dieselbe Untersuchung fiir einen Algorithmus, der exponentiell
wéchst. Genauer: Angenommen, Sie hdtten einen Sortieralgorithmus fir Listen
mit n Elementen, der von der GréRenordnung O(e*) ware. Wie wire dessen
Laufzeitverhalten fur die Zahlenbeispiele n = 100 000 und n = 10 000 000 zu
beschreiben?

n = 100000 = 10%

Wir werden sehr grofle Zahlen herausbekommen, ich arbeite daher nur mit Ab-
schatzungen, die Sie aber alle an Ihrem Rechner tberpriifen kénnen.

Es ist log (10°*) = 304:log(10) ~ 699,99 , also:

(i) exp(700) > 103

(ii) exp(1400) > 10°®

(i)  exp (100000) > exp(98000) = exp(140 - 700) > 100 304 = 10?0
= 10" Sekunden > 16 - 10*°* Minuten > 256 - 10*°°! Stunden
>
> 1,06 - 10 Tage > 29 - 10 Jahre.

Wenn Sie bedenken, dass das Alter des Universums seit dem Urknall auf unge-

fahr 13,7 - 10° Jahre geschatzt wird, entsprache die obige Laufzeit des Algo-
rithmus bei 100000 Einwohnern einer Bearbeitungsdauer, die grofer als das

2 - 10*%% _ fache der bisherigen Lebensdauer des Universums

ist. Ich denke, Sie verstehen jetzt noch besser, warum Probleme, fiir die es nur
Algorithmen mit exponentiell abschétzbarer Laufzeit gibt, als unldsbar defi-
niert werden. Es lebe der Quicksort!
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n = 10000000 = 10"
Es ist log (10°*) = 304:log(10) ~ 699,99 , also:
(i) exp(700) > 10°*
(ii) exp(1400) > 10°%
(iii)  exp (10000000) > exp(9800000) = exp(14000 - 700) > 1000304
= 10%%0%0 = 10%%%7 gekunden > 16 - 10°°%* Minuten >
> 256 - 10°°°°! Stunden > 1,06 - 10°°°%? Tage > 29 - 10*°%8 Jahre.
Bei 10 000 000 Einwohnern hat der Algorithmus eine Laufzeit, die groRer als
das
2 - 10*98 _ fache der bisherigen Lebensdauer des Universums
ist. Da heif3t es, Geduld haben.
8. Aufgabe

Die Richtigkeit der folgenden Aussagen kénnen Sie alle auf der Basis der in diesem
Kapitel gegebenen Aussagen beurteilen. Begriinden Sie jeweils Ihre Antworten.

a. Das Problem der Sortierung einer Liste mit n Elementen ist aus der Klasse NP.

Wahr, denn die Uberpriifung einer Liste daraufhin, ob sie sortiert ist, ist in po-
lynomialer Laufzeit durchfiihrbar, sie ist vom Typ O(n)

b. Prims Algorithmus ist nicht aus der Klasse NP.

Die Aussage ist ulkig. Eigentlich sind nicht Algorithmen aus der Klasse NP
sondern nur Probleme. Da das Problem der Ermittlung eines minimal aufspan-
nenden Baums und damit auch das Problem der Ermittlung des Minimalge-
wichts, das minimal aufspannende Baume eines gegebenen Graphen haben
missen, aus der Klasse P ist, kdnnen auch Ergebnisse eines Algorithmus, der
solche Béume erzeugt, in polynomialer Laufzeit Uberpriift werden. Das Mini-
malgewicht ist ja in polynomialer Laufzeit ermittelbar, diese Ermittlung ist vom

Typ O(n).
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c. Das Problem des Handlungsreisenden ist nicht aus der Klasse NP.
Falsch, vgl. Abschnitt 20.4

d. Ein Problem, das in der Klasse NP ist, kann nicht auch in der Klasse P sein.
Falsch, vgl. Aufgabenteil 8a, Bild 18-6 und die dazugehdérigen Erlauterungen.

e. Jedes Problem aus der Klasse P gehort auch zur Klasse NP.
Richtig, vgl. Bild 18-6 und die dazugehdrigen Erlauterungen.

f. Jedes Problem aus der Klasse NP gehort auch zur Klasse P.
Ob das wahr oder falsch ist, ist bis heute (21. Mai 2009) unbekannt.

g. Die Richtigkeit von Aussage f) kann durch die vollstandige Analyse des Prob-
lems des Handlungsreisenden mathematisch exakt entschieden werden.

Das ist wahr, denn das Problem des Handlungsreisenden ist NP-vollstandig.

h. Die Richtigkeit von Aussage f) kann durch die vollstdndige Analyse jedes
Problems aus der Klasse NP mathematisch exakt entschieden werden.

Das ist falsch, denn nicht flr jedes Problem aus der Klasse NP konnte bisher
gezeigt werden, dass es auch NP-vollstandig ist.

i Die Richtigkeit von Aussage f) kann durch die vollstdndige Analyse jedes
Problems aus der Klasse NP , von dem man bis heute nicht klaren konnte, ob es
auch aus der Klasse P ist, mathematisch exakt entschieden werden.

Das ist falsch, denn nicht fir jedes dieser Probleme aus der Klasse NP konnte
bisher gezeigt werden, dass es auch NP-vollstandig ist.

j. Es gibt mehrere Probleme aus der Klasse NP, fiir die gilt: die vollstandige Ana-
lyse eines einzigen dieser Probleme entscheidet die Richtigkeit von Aussage f)
mathematisch exakt.

Das ist richtig, man nennt diese Probleme NP-vollstandig.

9. Aufgabe

Die Aussage aus Aufgabe 8 j sei richtig. Wie nennt man dann die dort beschriebenen
Probleme?
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Man nennt diese Probleme NP-vollstandig.



