Ubungsaufgaben

1.

Aufgabe

Unter welchen Umsténden ist eine Normalverteilung zu erwarten?

Zufallsvariablen, die die Summe vieler einzelner, verschiedener Einfllsse sind, sind
normalverteilt.

Aufgabe

Sie haben in diesem Kapitel Beispiele gesehen, wo man nicht zu einem gegebenen
Wert x die Wahrscheinlichkeit ®(x) berechnet hat, sondern wo man sich gefragt hat:
Zu welchem Wahrscheinlichkeitswert y gehért der Zufallsvariablenwert ®@(y)? Wei-
ter unten sind auch mehrere Ubungsaufgaben (7 e, 8 e, 9 ¢, 11b, 12 b, 12 ¢, 12 d) zu
diesem Thema.

a. Zeichnen Sie den Graph von @™
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Sie wissen: ®(-x) = 1 — ®(x). Folgern Sie daraus:
Firalle 0 <y <0,5gilt: (0,5 - y) = —®7(0,5 + y)

@t ist nur fiir Werte definiert, die zwischen 0 und 1 liegen. Es ist aber:

0<05-y<1l ¢ -05<-y<05 <« -05<y<05und
0<05+y<1« -05<y<05

Es gilt: ®(0,5
< 05-y

y) = -0705 +y) ©
O-DH05 +y) =1-d@Y05 +y)) =
=1-(05+y)=05-y.
g.e.d.
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3. Aufgabe

a. X sei eine normal verteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert 100 und Varianz
16. Skizzieren Sie die Graphen der Dichtefunktion und der Verteilungsfunkti-
on und geben Sie die Formeln flr beide Funktionen an.

= = 0,0998

o-\21 4.\2r1

X

F(X) = j f(t) dt

— 0
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X sei eine normal verteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert p und Varianz
o°. Skizzieren Sie die Graphen der Dichtefunktion und der Verteilungsfunktion
und geben Sie die Formeln flr beide Funktionen an.

Die Formeln lauten:

f(x) = —"r exp( 2( - U . F(X) jf(t)dt

— 0

Die Bilder sind die entsprechende Verallgemeinerung von Teil 3 a):

o\

— 0,5
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4. Aufgabe

a. Zeigen Sie:  Firallea e R, a=0und fir alle b € R gilt:

Falls X eine normal verteilte Zufallsvariable ist, ist auch a-X + b
eine normal verteilte Zufallsvariable.

Hinweis: Beim exakten Beweis hilft die Substitutionsregel, vgl. Satz A1.49

X ist normal verteilt, falls es p und o gibt, sodass gilt:

¥ 1 _it—,u2
P(X<x) = I—G " exp{ 2( . ]]dt

— 0

Dann folgt:

P@-X +b < x) =P@-X < x - b) :P(Xs X_b] -
(x—b)/a 2
1 1(t- ,uj
= —— exp| —— dt =
_J;, o2 p( 2( o J
(Substitutionsregel)
t—b

:i exp _Ea— dt =

p 1

a _‘[O o2 2 o
¢’ 1 1(t — (a-u + b) jz

= ————exp| —— dt
_'[O a-ocN2rw p[ 2( a-o

Also ist auch aX + b normalverteilt. Die Standardabweichung ist jetzt ac, der
Erwartungswert ist ap + b.

2
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X sei normal verteilt mit Erwartungswert p und Standardabweichung o. Es sei
a e R,a=0undb e R beliebig. Was ist der Erwartungswert und die Stan-
dardabweichung von a-X + b? Gilt das immer oder nur im Falle einer Normal-
verteilung?

(Siehe Aufgabenteil a) Die Standardabweichung von aX + b ist ac, der Erwar-
tungswert ist au + b. Diese Beziehung gilt fir jede Zufallsvariable X, fur die
eine Dichtefunktion f, der Erwartungswert und die Standardabweichung exis-
tiert. Der Beweis ist nicht ganz einfach, wir fihren ihn nur fir a > 0:

Es sei X Zufallsvariable mit Dichtefunktion f(x), also:

j f(t) dt Dann gilt fur Y = aX + b:

— 00

P(X<X)

(x-b)/a
P(Y<X) = P(X<(x-h)a) = jf(t) dt = j = f[ bj dt
(wieder wegen der Substitutionsregel)
Also gilt: Y = aX + b hat (1/a)-f((x — b)/a) als Dichtefunktion.

Wir erhalten als Erwartungswert fiir Y:

- (e - (5

CO

jﬂ.f(ﬂjdt + J'E.f(ﬂjdt -
a a a a

— 0

Tt-Db t—-b) 1 b ¢
=”T*[Tj;dt+ 5&( j dt =

Substitutionsregel

= a- [t-fQ)dt + b[f(t}dt = a-u+b1 = a-pu+b
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Nach Definition der Varianz erhalten wir:

: , (t-b)1 .
Var(Y) = J(t - (a,u+b)) f(Tjg dt =

a® [(t - wP 0t = a*eo°

Und es folgt: Die Standardabweichung von Y ist a-c.
5. Aufgabe

Gegeben sei eine Indexmenge I. Es seien weiter fiir jedes i € | identisch verteilte Zu-

fallsvariablen X; gegeben. Wir definieren als neue Zufallsvariable die Summe

S = Z X . Welche Bedingung mussen die X; zusatzlich erftllen, damit S bei groRer
iel

werdender Indexmenge | durch eine Normalverteilung angenédhert werden kann?

Die X; missen stochastisch unabhangig sein und alle den gleichen Erwartungswert
und die gleiche Varianz besitzen.
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6. Aufgabe

Es seien X und Y zwei normal verteilte und voneinander unabhéngige Zufallsvariable.

a.

Ist X +Y wieder normal verteilt?

Ja

X habe den Erwartungswert px = 3 und die Standardabweichung ox = 3, Y ha-
be den Erwartungswert py = —4 und die Standardabweichung oy = 4. Was ist
die Dichtefunktion, die Verteilung, der Erwartungswert und die Standardabwei-
chung von X +Y?

ESiStHx+Y = pux t py = 3-4=-1
Es ist (Gx+y)2 = (Gx)2 + (Gy)z =9 + 16, alsoox+y = 5

Also hat X + Y die Dichtefunktion:

1 1(t+1Y
ft) = ——— exp| ——= und die Verteilung
® 5Ad27 P 2( 5 j
PX+Y<Xx) = .x[;exp __(t+1}2 dt =
- Y 5271 5

e

Bearbeiten Sie nun den allgemeinen Fall: X habe den Erwartungswert px und
die Standardabweichung ox, Y habe den Erwartungswert py und die Stan-
dardabweichung ov. Was ist die Dichtefunktion, die Verteilung, der Erwar-
tungswert und die Standardabweichung von X +Y?

Esistpux+y = px + py

) [ 2
Esist (ox+v)’ = (ox)° + (ov)*, also Oy, y = 4Oy +0Oy
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Also hat X + Y die Dichtefunktion:

f(t) — 1 eXp _i t— (/ux +/JY)

2 2 2 2
Noy +o, V27w 2 oy +oy

die Verteilung

und

P(X+Y<X) =

T 1 X 1yt - (px + 1y) dt =

exp -
L o B o

t— (uy + py)

[ 2
Oy t0y

= O

7. Aufgabe

In Deutschland betréagt der Anteil der Personen mit Blutgruppe B und negativem Rhe-
susfaktor 2 %. Sie wéhlen nun eine zuféllige Stichprobe von 1000 Personen aus, die
Sie auf die Anzahl der Personen mit Blutgruppe B und negativem Rhesusfaktor hin un-
tersuchen.

a. Welche Verteilung gehort zu der (diskreten) Zufallsvariable X = Anzahl der Per-
sonen mit Blutgruppe B und negativem Rhesusfaktor?

Es sei F(x) = P(X <x) die Verteilung. Dann ist:

x, (1000 k .
F(x) = Z( ) ](%} ~(g—gj mit E(X) = 1000/50 = 20 und

k=0
Var(X) = (1000/50)-(49/50), also

5o 10N10-7 0
50
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Finden Sie die Normalverteilung, die die diskrete Verteilung aus Aufgabe a an-
nahert. Uberpriifen Sie anhand der in diesem Kapitel formulierten Regel, dass
Sie diese Annadherung wirklich verwenden konnen. Bearbeiten Sie die Teile von
c. bis e. mit dieser Annaherung.

Die Normalmalverteilung, die diskrete Verteilung aus Aufgabe a annéhert, lau-
tet:

Fo0 = o X 20+ 05) _ (x ~195
4,43 4,43

Die Regel verlangt, dass sowohl n-p > 5 als auch n-(1 — p) > 5 sind. Diese Re-
gel ist aber mit n-p = 1000/50 = 20 und n-(1 - p) = 1000-49/50 = 980
deutlich erfillt.

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass in dieser Stichprobe hdchstens 25
Personen Blutgruppe B mit negativem Rhesusfaktor haben?

Es ist

F(25) = (D[zs - 195

j = ®(1,24) = 0,8925

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass in dieser Stichprobe mindestens 17
Personen Blutgruppe B mit negativem Rhesusfaktor haben?

Diese Wahrscheinlichkeit ist

16 — 19,5

1-F16)=1-®
4,43

J =1- @(-0,79) = ®(0,79) = 0,7852

Welche Mindestanzahl von Personen mit Blutgruppe B und negativem Rhesus-
faktor erhalt man mit 95 %-iger Wahrscheinlichkeit?

Zundchst sucht man ein y, sodass gilt:

1 - @(y) = d(-y) = 0,95
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Es folgt: y = —1,645. Dann muss also gelten:
X ;4139;5 = —1,645, a|SO X — 19,5 = —7’28735’ aISO X = 12,21

Wir erhalten: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens 12 Personen Blut-
gruppe B und negativem Rhesusfaktor haben, betragt 95 %.

8. Aufgabe

In einem bestimmten industriellen Fertigungsprozess sei die Quote fehlerhafter Bau-
teile konstant 3 %. Sie wahlen nun eine Stichprobe von 1000 zufalligen Bauteilen aus,
die Sie auf die Anzahl der fehlerhaften Bauteile hin untersuchen..

a. Welche Verteilung gehort zu der (diskreten) Zufallsvariable X = Anzahl der
fehlerhaften Bauteile?

Es sei F(x) = P(X <x) die Verteilung. Dann ist:

x, (1000 k .

F(x) = z (ij (ﬂj mit E(X) = 3000/100 = 30
=k 100 100

und Var(X) = (3000/100)-(97/100), also

/291000

oc=———=539
100

b. Finden Sie die Normalverteilung, die die diskrete Verteilung aus Aufgabe a an-
nahert. Uberpriifen Sie anhand der in diesem Kapitel formulierten Regel, dass
Sie diese Anndherung wirklich verwenden konnen. Bearbeiten Sie die Teile
von c. bis e. mit dieser Annéherung.

Die Normalmalverteilung, die diskrete Verteilung aus Aufgabe a annahert, lau-
tet:

F(X) = @ X —30+ 05 _ @ X — 29,5
5,39 5,39
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e.

Die Regel verlangt, dass sowohl n-p > 5 als auch n-(1 — p) > 5 sind. Diese Re-
gel ist aber mit n-p = 3000/100 = 30 und n-(1 — p) = 1000-97/100 = 970
deutlich erfullt.

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass in dieser Stichprobe héchstens 40
Bauteile fehlerhaft sind?

Es ist

HM)ZQUO_ZQS

j=®@%)=QWMl
5,39

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass in dieser Stichprobe mindestens 25
Bauteile fehlerhaft sind?

24 — 29,5

1-F24)=1-a
5,39

]:1—@@1%):@@@):&%&

Unter welcher Hochstanzahl von fehlerhaften Bauteilen bleibt man mit 99 %-
iger Wahrscheinlichkeit?

Zunéchst sucht man ein y, sodass gilt:

(y) = 0,99
Es folgt: y = 2,327. Dann muss also gelten:
X;—?’Z;’S = 2,327, also x — 29,5 = 12,54253, also x = 42,04

Wir erhalten: Ab einer Hochstzahl von 43 fehlerhaften Bauteilen beschreibt man
Ereignisse, deren Wahrscheinlichkeit bei mindestens 99 % liegt.
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9.

Aufgabe

In einer physikalischen Messreihe werden Werte X gemessen, die normal verteilt sind.
Dabei weill man, dass der Erwartungswert p = 100 Grad und die Standardabweichung
o = 10 Grad betragt. Wie grof? ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Messwert

a. Hoéchstens 120 Grad ist?

Sei wieder F(x) = P(X < x) die Verteilungsfunktion. Dann ist

F(x) = CD(X_—m] und
10

20
F(120) = CD(EJ = @(2) = 0,9772

b. Mindestens 95 Grad ist?

1 - F(95) =1- @(1—5) = ®(0,5) = 0,6915

C. Genau 103 Grad ist?

Diese Wahrscheinlichkeit ist O.

d. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Messwert um weniger als 15 Grad
vom Erwartungswert abweicht?

F(115) — F(85) = ®(15) — ®(-15) = ®(L5) + ®(15) - 1 =
2.0,9332 — 1 = 0,8664

e. Wieviel Grad erreicht man mindestens mit 75 %-iger Wahrscheinlichkeit?

Zunéchst sucht man ein y, sodass gilt:
®(y) = 0,75
Es folgt: y = 0,675. Dann muss also gelten:

X_l—oloo 0,675, also x — 100 = 6,75, also X = 106,75
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Also erhélt man mit 75% iger Wahrscheinlichkeit eine Temperatur, die kleiner
oder gleich 106,75 Grad ist.
10.  Aufgabe
Meine Lieblings-Teesorte wird in einem kleinen Teeladen von einer netten Verkauferin
von Hand abgefullt. Ich kaufe immer ein Pfund, das Abftllgewicht bei solchen Bestel-
lungen ist normalverteilt mit dem (freundlichen) Erwartungswert u = 510 g und der
Standardabweichung o = 10 g. Es sei nun vom Ladeninhaber ein Toleranzbereich mit
500 + 10g vorgegeben. Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt eine abgefllte Packung
auBerhalb dieses Toleranzbereichs?
Es sei F(x) die Verteilungsfunktion fur das Abflllgewicht. Es ist:
x —510) . o

F(xX) = @ 10 Die gefragte Wahrscheinlichkeit ist gerade:
1 — F(510) + F(490) = 1 — ®(0) + ®(-2) = 05+ 1 - ®(2) =
15 - 0,9772 = 0,5228

11.  Aufgabe

Die Lebensdauer X von Glihbirnen einer bestimmten Bauserie sei normal verteilt. Der
Mittelwert p liege bei 1000 Stunden, die Standardabweichung o sei 50 Stunden.

a. Wie viel Prozent der Gliihbirnen dieser Serie halten mindestens 900 Stunden?

Es sei F(x) die Verteilungsfunktion fiir die Lebensdauer. Es ist:

F(x) = q)(x — 1000
50

1 - F©900) = 1 - ®(-2) = ®(2) = 09772, dh. 97,72 % halten
mindestens 900 Stunden.

j Die gefragte Wahrscheinlichkeit ist gerade:
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12.

b. Welche Lebensdauer wird nur von 1 % aller Gliihbirnen dieser Serie tberschrit-
ten?

Zundchst sucht man ein y, sodass gilt:

1 - @(y) = 0,01 bzw. ®(y) = 0,99

Es folgt: y = 2,327. Dann muss also gelten:

x — 1000
50

Das bedeutet: Nur 1% aller Gliihbirnen lebt langer als 116,35 Stunden.

=2,327, also x — 1000 = 116,35, also x = 1116,35

Aufgabe

Man ermittelt die KorpergréRen X von ménnlichen Personen eines bestimmten Jahr-
gangs. X ist normal verteilt. Der Erwartungswert betrage 185 cm, die Standardabwei-
chung betrage 12 cm.

a. Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt eine KdrpergroRe auf, die groRer als
179 cm ist?

Es sei F(x) die Verteilungsfunktion fiir die KorpergroRe. Es ist:
F(x) = @(XZ—Z:LBSJ Die gefragte Wahrscheinlichkeit ist gerade:
1- FQ179) = 1 - ®(-05) = ®(0,5) = 0,6915

b. Wie groR missen Personen aus der ausgewerteten Gruppe, deren Grofle mit
99 %-iger Wahrscheinlichkeit auftritt, mindestens sein?

Zundchst sucht man ein y, sodass gilt:

®(y) = 0,99
Es folgt: y = 2,327. Dann muss also gelten:
X — 185

T = 2,327, also x — 185 = 27,924, also x = 212,924

Das bedeutet: Laut Normalverteilung umfassen erst Personengruppen mit einer
GrolRe von bis zu 2 Metern und 13 cm mindestens 99 % aller Personen.
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Wie grof3 dirfen Personen aus der ausgewerteten Gruppe, deren GroRe mit
10 %-iger Wahrscheinlichkeit auftritt, hochstens sein?

Zundchst sucht man ein y, sodass gilt:

®(y) = 0,1 bzw.d(-y) = 0,9

Es folgt: y = —1,281. Dann muss also gelten:
X — 185

T = —1281, also x — 185 = —15,372, also x = 169,628

Das bedeutet: Laut Normalverteilung umfassen Personengruppen mit einer
GrofRe von hdchstens 1 Metern und 69 cm 10 % aller Personen.

Geben Sie einen symmetrischen Bereich 185 + x cm um den Erwartungswert
herum an, den man mit 80 %-iger Wahrscheinlichkeit erhlt.

Sei F unsere Verteilungsfunktion. Dann suchen wir ein x, sodass gilt:
F(185 + x) — F(185-x) = 0,8. Wir erhalten fir x:

0 X q)(_i) = 2.@(1 -1=08 bzw.
12 12 12

o 2| = 09 bzw. = = 1281 bzw. X = 15372
12 12

Das bedeutet: 80% aller Personen liegen in einem Bereich zwischen 169 cm und
201 cm.



