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Vorwort 1

Die Technische Mechanik ist in den ingenieurwissenschaftlichen Studiengdngen
ein Grundlagenfach, in dem gelernt werden soll, wie man ein technisches Pro-
blem auf der Basis physikalischer Grundgesetze in ein Simulationsmodell Uber-
fuhrt, das sich mit Hilfe mathematischer Methoden analysieren lal3t. Dieses Zu-
sammenspiel von Physik, Geometrie, linearer Algebra und Analysis, das zunachst
oft wie trickreiche Zauberei erscheint, folgt tatsdchlich klaren systematischen Re-
geln, die man allerdings nur durchschaut, wenn man sich Aufgaben nicht nur
vorrechnen lait, sondern sich selbstandig bemuht, den Lésungsweg zu finden
und bis zum Ziel zu verfolgen.

Diese Aufgabensammlung enthalt zu den Gebieten, die in den Mechanik-Vorle-
sungen des Grundstudiums in der Regel behandelt werden, Aufgaben unter-
schiedlichen Schwierigkeitsgrades. Es wird empfohlen, zunachst nur die jeweilige
Aufgabenstellung zu lesen und die anschlieR3ende, meist ausfuhrlich kommen-
tierte Musterlésung, vor dem selbstandigen Lésungsversuch nicht zu studieren.
Erst wenn kein Lésungsansatz gefunden werden kann, sollte schrittweise die Hil-
fe der Musterlésung in Anspruch genommen werden.

Im Anhang wird auf den Einsatz von speziellen Computer-Programmen hingewie-
sen, mit deren Hilfe die expliziten Lésungen der Systemgleichungen bestimmt
und die Ergebnisse graphisch dargestellt werden kénnen.

Obwohl die Musterlésungen sorgfaltig Uberpraft wurden, kdnnen immer noch
Schreib- und/oder Rechenfehler unentdeckt geblieben sein. Deshalb wird bei Ab-
weichungen zwischen Eigenergebnis und Musterergebnis empfohlen, sich beim
Lehrstuhl fur Mechanik um eine Klarung des Sachverhalts zu bemuhen.



A - Vektorrechnung und Kurvengeometrie

Aufgabe 1
Gegeben ist eine Flache und eine Gerade durch den Punkt S.
y a
. g i a
CsThe
'S (Za,l—gra)
_________ L S
N

Man berechne die Abstande der Flachenrandpunkte A und B von der Geraden.

Richtungsvektor der Geraden:

3. 1.
€ =cos(30°)€, —sm30°e = ——€ -Z€..
S(30°) (30%)e, =&, — ¢,
Zur Geraden orthogonaler Vektor:
_ o= . one 1. 3.
€, =cos(60")e, +sin(60 )ey —Eex +7ey.
Ortsvektoren von S zu den Punkten A und B:
7 D U 7 _ 0
% D aD_?’D ., [fa - ap 4080
4 _ 4 U a
-—a a-—a
H 4 H St pa-,ag "HH

Abstande der Punkte A und B von der Geraden durch S:
dB:SB[éD, dA:SAEG—éD ),

:2(9 +7.3) =2.641a,

:2(3 +13.3)=3.19a.

Aufgabe 2
Die Gerade g, durch den Punkt A:(0,2L,2L) in Richtung

—

elz

1 .- - -
1(3ex +€, +e,),
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und die Gerade g, durch den Punk B:(2L,L,0) in Richtung

1, -
€, —ﬁ(—ex +2ey +3€,),

haben keinen Schnittpunkt (windschiefe Geraden). Man berechne den zu beiden
Geraden orthogonalen Verbindungsvektor v zwischen den Geradenpunkten A*

auf g, und B* auf g,. Der Betrag von vV wird als Abstand der beiden Geraden

bezeichnet.

Ortsvektoren zu den Punkten A* und B*:

OA =0A +/\1§1, OB =0B +)\262.
/\1 und )\2 sind unbekannt.
Der Vektor

V:=A'B" =OB"-OA" =AB+1,6, A,

muss den beiden Orthogonalitatsbedingungen
A B [€ =0, ABI,=0

genugen. Daraus ergeben sich zwei lineare Gleichungen zur Berechnung von A

und A,:
_ - L0 00O O2L O
-\ +A,(€,€)=-ABE,, . . . DbDoooo o
AB =0OB-OA =0L [FR2LO=0-L
(& Y O 00 0o0o O
A€, [B,)+A, =-ABE,. 0E RLE B2Lf
_ 1 2
e.& = (3+2+3)=— - =h_,
12 /\11\14( ) \11914 O
- L 3L - L 10L
ABIE, = 6-1-2) = =h,, ABE, = 2 -2 6) == _— =h,,
1 \11( ) N 2 \14( ) V14 T2
A FAhg =y, A :hzho_hl :hz_hlho
_ — 1 2 _ ! 2 2 _ !
Ahg+A, =, h,?-1 h -1
c/ f
/\1:62\‘11|_:1.371|_, A, =014, 58041
150 2150
02 O 10 (30 0-2 0
S U Ui1e 00 g2 OO O O
V=AB =AB+A€, -A€ =LA+ L2 _—LOO=-—-0200

11 0O 0150 g g 150 oo 1500 [
520 B3 B BE F148
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Abstand der beiden Geraden:

V|=_ T 4+400+196 = - 600 =0.163L.
50 150

Aufgabe 3

Ein Lichtstrahl trifft parallel zur x-Achse im Punkt P auf die Parabel y = /2bx
und wird dort nach dem Reflexionsgesetz ,Einfallswinkel = Austrittswinkel* so
umgelenkt, daf3 er durch den Punkt B auf der x-Achse geht. Man berechne die x
-Koordinate des Punktes B.

Ortsvektor des Parabelpunktes P:

. Oox 0O
r=0 O  f(x):=12bx
= (x)E
Tangenteneinheitsvektor és in P:
aF _OLO dr| b2+ 2
— =00 0O f'(x):f ‘ ‘:\
dx g dx | f
6= 1 (f& +ba,)
s w‘/bz +f2 X y”
Hauptnormaleneinheitsvektor én in P:
§ =6 x6, =1 _(be, -f6).

yA | X
\/b2+f2 y
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Winkelfunktionen des Einfallswinkels a:
cosa :éx Eén :%, i 2] —%.
\b + f \b + f

Richtungsvektor des in P in Richtung B reflektierten Lichtstrahls:
i o B2 - §20
€* =cosa € —sina e :bZJ’fZE b E
Ortsvektor zu einem Punkt auf dem reflektierten Strahil:
B xo ) B2-f20

r*=r+Ae* =0 [+ H O
g b°+f°H-20f B

Im Punkt B ist y =0:

2 2
T WL, S Y.
bs+ f 2b
X -Koordinate des Punktes B:
w_y  DPHTPD?-f2_ b?-f%2_ b®-2bx _b
X* =X+ 5 5 =X+ =X + =,
2b b+ f 2b 2b 2

Alle parallel zur x-Achse einfallenden Lichtstrahlen werden in den Brennpunkt
B: (b/2, 0) der Parabel y = /2bx reflektiert.

Aufgabe 4
y
2
1L
0 a X
1 L b _
-2 \ \

3 -2 -1 o0 1 2 3
Der auf der positiven x -Achse liegende Brennpunkt B der Ellipse

2 2

a’ b2
2 _p2

hat die x-Koordinate e =\ a . Man berechne die auf B bezogene Polarkoordi-

natendarstellung {r(¢),¢}.
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Far einen Punkt auf der Ellipse gilt
X =e +rcos¢ =a(e +pcosep), y =rsing =apsing; €=
2 5n2¢

2, P
£+ pcosg)” +
(e + poosp)® +£ 27,

=1.

Diese quadratische Gleichung fur p(¢) wird zunachst auf die Normalform ge-
bracht:

1L-£2)(e? + p? cos?p +2pecosp) +p? (L —cos’P) =(1 —2),

p%(1- &2 cos?¢) +(1 —£2)2pecosp =(1 —£2)?,

(L-e?)ecosp _ (1-€2)?

2+2 = .
prrepy 2 cos’d  1-e?cos’P

VVon den beiden Lésungen

_@- e)zscoscp (1 £2)? E(l ezz)ecos.(plj2
1-g?cos’p \1 €2 cos’¢ El € cosqug

Pro=

ist nur die positive sinnvoll:

@- aem%¢ - £2)2(1 - €2 cos?9) +(1L —€2)?e? cos’p

P e 2 cos?g 1- &2 cos’¢ ’
’ _ (1-£%)( -¢£cosp)
1-g?cos’p
_ 1-¢
1+ecosp’
1-¢2 b?
r(p)=a = .
l1+ecosp a +ecosp
Die Funktion
a e
u -—-—+—cos
(¢): r6) b2 b2 ¢
besitzt die Ableitungen
du e . d?u e
—— =-——5dng, = —— Ccos@,
dp b? ¢ d¢?  b? ¢
und erfullt die Differentialgleichung
d?u a
D ruwy =5

d¢?



A - Vektorrechnung und Kurvengeometrie 7

_a e
r(¢) b2 +b7C°S¢

ist die Losung der Differentialgleichung zu den Anfangsbedingungen

u(g):=

_a+e 1 du(¢)

= =0.
b2 a-e d¢

U(9) 4op =

Aufgabe 5
Man berechne fur die ebene Kurve

F(x)=xe, + f(x)éy,
wobei x der Kurvenparameter ist, die Tangenteneinheitsvektoren €_(x), die

Krimmungen 1/p(x) und die Hauptnormaleneinheitsvektoren én (x).

ar =91 gy = ={e, + /()6 },

dx
ds =[df| = dFE(x)dX =1 +(f'(x))2dx,
p d
s(x) = gr\’1+(f '(£)3dE. o= L0
Das Integral kann meistens nur numerisch ausgewertet werden.
dF
_ 1 ~ _
€. (X , e.(x)=— {e, +T'(x)e }.
(x)= 8%, &) ety S T8
dx
5 _3 M0 100 g
Les(X):—l{l+(f’)2} 22fF" 0 +H{1+(f)% 20 O
dx 2 g 5"
dé_(x) Sp-ff" oo O O
= 1+(£93 20 C+ O 3
() '8 HL+(f)*)f'g
5 2 Ffo 3 "
90 sy zeg o des0_f )
91 B Cdx | 1+(F(x))
dé_(x) |d€s(x)

_de, _de () dx _de(X) 1 _ gy | dx

1
p " ds dx ds dx ds [dé(x) ds

dx dx dx
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dé_(x) dé, (x)
~ _ dx 1 _| dx
#0048 ) pp) ds

dx dx

1 wenn f"(x)>0

fr(x)=|f"(x)sign(f"(x)), sign(f"(x)):=0
H1 wenn f"(x)<O0
1 f"(x) o sign(FR ) s v
PO o (1 ()32 T Lagrpop T
Aufgabe 6

Far die in Polarkoordinaten gegebene Spirale
L h .
r(¢)={r, +5T¢}er(¢)-
berechne man die Tangenteneinheitsvektoren und die Bogenlange s(¢).

6

5L ]

-6 \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
6 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

(=1, h=2 0<¢<4n)

G5 HE HEE), W=l =
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I
d; =H 1+(E+9),
@)= T {6 +(E+08,).

L+ (E+9)

| b
ds=H 1+(+9)°dp, s(@)=H[ 1+(+$)°p,
0

&+
f+p=y, - dp=dy,  s@)=H [ [1+y*dy,
¢

: {+o
S@)= WLy i+ L4y?)

laU:
[l]:

Aufgabe 7

Man berechne numerisch die Bogenldnge einer Sinuskurve mit der Periode L
und der Amplitude alL sowie den Krummungsradius in den Scheitelpunkten der
Kurve.

f(x)=alL sin(zn’L‘), f(x) = 2 macos(2 r%).

ds = 1+(f")2dx,

Differentialgleichung fur s(x):

X ds dsdé 1ds ds i 2
2 = 5 == = — =L\ 1+{2macos(2mé}-.
L e dx dfdx L dé dg " { (279}
s/L
4 . ; o
I a=1.0 |
3 [ —
5| : ‘ a=0.75
1L |
0 \ \ \ \ i

0.0 0.2 0.4 0.6 08 x/L 1.0
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Berechnung der Krummungsradien p(x):
1 _ f(x)
p(x)  {L+(f ()}’

nix) = a2 X g X
f(x)= 4n2LS|n(27TL),

a L L L
o f'=0, f"=-4m", )= = =0.025—.
L p(4) a4t a a

L
X=—
4

Aufgabe 8
Die zur z-Achse eines raumfesten Koordinatensystems parallele Achse eines Fra-
sers bewegt sich entlang der Kurve y = f(x) Uber die Werkstuckflache in der xy-

Ebene. Der Fraser hat den Durchmesser 2R und frast eine Nut in das Werk-
stick. Man berechne die Gleichungen der Nutflanken.

y

r (X

(%)

F=xe, + f(x)éy
Tangenteneinheitsvektor:

dr
~ dX _ 1 — ;=
€. =0 =— (e, +f'e.).
Sodr ez Y
dx
(Linker) Normaleneinheitsvektor:
. 1 L L 1 _ _
n=e xeé_=————_(e,xe_+f'e,_xe )=———(e,—f'e ).
z S N‘l"‘(f’)z z X z Yy \31+(f')2 Yy X

Linke Flanke der Nut:
fo=FRA - 0) s ()R )e
A1+ (F'(x))

Rechte Flanke der Nut:

SFoRAz(x+ ) s L(fx)- R e
L+ (F(x))2 ()2

i
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Beispiel:

A X s _ A A X
f(x)—Asm(ZnX), f (X)—ZITXCOS(ZHX),

Aufgabe 9

Wenn in der xy-Ebene ein Faden von einem Kreiszylinder abgewickelt wird, be-
schreibt der Endpunkt P des straff gespannten Fadens eine ebene Kurve, die man
Kreisevolvente nennt. Man berechne die Parameterdarstellung, die Bogenlange,
die Tangenten- und die Hauptnormaleneinheitsvektoren der Kurve.

y

Der Ortsvektor des Punktes P laf3t sich am besten in Zylinderkoordinaten darstel-
len:
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F(¢) =OP =OA +AP =RE,(¢) ~Rp &, ().

dr _ _ _ _ dr
%=Re¢—Re¢ +R¢er =R¢er, @ =R¢,
ds=Rds, ()= Re%
__di/d¢ _
€ = —— =€ .
s T dr/dg| "

1. déS déS d¢ déS 1 .1
—e = = — = —-e ,
p " ds d¢ ds d¢ [ds/dg| ¢R¢

Aufgabe 10

Auf der Mantelflache eines Kreiskegelstumpfes (Radien R, R, , H6he h) verlauft

eine Schraubenlinie, die bei einem Umlauf die H6he h erreicht. Man berechne die
Formel fur die LAnge L der Raumkurve.

In Zylinderkoordinaten gilt

R,-R
r@=R,~ 0 Mz, z2(@)= 9.

h
Ro=Rn_p h _
o 2m
r(@)=(R, -R¢)E, @) +Hoe,.
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dr _ 52 2 142
dq’J_\R +(Ry, —R¢)” +H”,
ds=9dp = a¢?+ap +a,d
S_@ ¢—Va2¢ ap +a,dg,
. p2 o g2 .p2 2
a,:=R%, a;:= 2R,R, a, =H" +R“ +R“.
2

L = I,\aquz +a,p +a do.
0

Spezielle Werte:
R,=10cm, R, =5cm, h =4cm,
a,=0,6333cm?,  a, =-159155cm?,  a, =101,0385cm?;

numerische Integration: L =47,574cm.

Aufgabe 11

@)

Auf der Innen- und der AulR3enseite eines Kreises (Radius R) rollen Kreise mit den
Radien r; und r_ . Man berechne die Bahnkurven der Punkte P, und P_, die in

der Lage ¢ =0 im Punkt (x =R,y =0) Kontaktpunkte waren.

Die Rollbedingungen lauten:
ra =R¢, r.B =R¢.
Mit dem Kurvenparameter ¢ lauten die Ortsvektoren der Punkte P, und P_

OP, =(R —r;)€, +r,cosa€, T, sinaé¢,
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. R, . [@0osp0 R [FSngQ
OP. ={R —-r. +r.cos(—¢)}00  [Fr.sin(—¢)0 0
' 'l T@ingg ' G Heosp §

OP_ =(R +r )€, —r cospe, —rasinBé¢,

- R _[Cosp[] R .bOsingQ
OP_ ={R+r_ —r_cos(—¢)}0 [O-r, sin(—¢@)0 O
2 2%y T@ngg Y . Heosg §

Far die folgende Abbildung wurde gewahlt:
R =4r, r, =0.5r, r. =r.

a

6 |
4L §
2 - ]
0 |
2L |
4 |
-6 \ \ \ \ \

-6 -4 -2 0 2 4 6

Aufgabe 12
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Berechnet werden soll die Schnittkurve zweier Kreiszylinder mit den Radien R
und r, deren Achsen in der xz -Ebene liegen und nicht parallel sind.

Der Ortsvektor zu einem Punkt P der Schnittkurve
OP = OA + AB+BC +CP

erhalt mit den Basisvektoren

e =cosaéx +sinaéz,

3
e, =€,
éZ = —sinaéX +cosaéz,
die Darstellung
00 [cosa ] 00 Bdnam [cosa ]
- 00 Rr O O 00 O O O
OP=a@X*—00 D+(rcos¢E1D+rsm¢D 0 D+h(¢)D 0 0
00O cosa O 00 0

HE Bina{ E)S ECOSG E @lnaﬁ

Dabei sind r,¢ und h(¢) die Zylinderkoordinaten des Punktes P in der {¢,n,{(}-Ba-
sis des schragen Kreiszylinders und h(¢) ist der noch nicht bekannte Abstand
des Schnittkurvenpunktes P von der Ebene £ =0. Weil der Punkt P auf dem verti-
kalen Kreiszylinder liegt, mul3 der Abstand des Punktes P von der z-Achse den
Wert R annehmen:

y 2 31 2 _
«\‘(OPEéX) +(OP[éy) =

(R -rsingsina +h(¢)cosa )? +(r cosp )> =R?2.

Daraus erhalten wir den Abstand des Punktes P von der Ebene £ =0:

- R% = (rcos$)? -R +rsing sina
cosa

h(¢) =

Damit ist die Darstellung der Schnittkurve mit Hilfe des Kurvenparameters
{0<¢ <2m bekannt:
R -rsingsina +h(¢)cosax

U
1l
I Cos¢ W
1l
=

+Rtana +rsing cosa +h (g )sina
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Aufgabe 1

Man konstruiere die Geschwindigkeitsvektoren des Radpunktes B, des Gelenk-
punktes C und des Stabendpunktes E unter der Voraussetzung, dal3 das in A ge-
lagerte Rad rollt und der Drehpunkt D mit dem Wagenkasten fest verbunden ist.

/Q Momentanpol
/ |\ der Stange CE

Zunéachst wird, ausgehend von der gegebenen Geschwindigkeit des Punktes A,
der Geschwindigkeitsvektor von B konstruiert. Dann bestimmt man in B die Pro-
jektion von Vg auf die Strecke BC und in D die Projektion von v :\7A auf die
Strecke CE. \7C kann nun aus diesen beiden Projektionen bestimmt werden. Im
und v, liegt der Momentanpol der Stange CE. Aus
auf die Strecke CE und der Lage des Momen-

Schnittpunkt der Lote auf v,

der bekannten Projektion von v

tanpols ergibt sich schlieRlich v.
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Aufgabe 2

Man bestimme graphisch den Geschwindigkeitsvektor des Punktes C und die Mo-
mentanpole der Stange und der Rechteckscheibe im dargestellten momentanen
Geschwindigkeitszustand der Korperpunkte A und B.

Momentanpol

Y

V. wird aus den Projektionen von v, auf die Strecke AC und \7B auf die Strekke
BC konstruiert. In den Schnittpunkten der Lote auf \70 mit den Loten auf v, und

Vg liegen die beiden Momentanpole.

Aufgabe 3

Die Endpunkte A und D zweier in B gelenkig verbundener Stangen werden auf
geraden Bahnen gefuhrt und die Stange BD durch eine Schiebehtlse in C. Gege-
ben ist der Geschwindigkeitsvektor des Punktes A. Man konstruiere die Momen-
tanpole der Stangen AB und BD sowie die Geschwindigkeitsvektoren der Gelenk-
punkte B und D.



B - 1.1 - Graphische Kinematik 19

B

Schiebehilse

e ~

C | N
_______ _ _C)T -

| Momentanpol AB

Die Richtung von v. ist durch die momentane Stellung der Schiebehllse be-

C
stimmt, also parallel zur Strecke BD. Im Schnittpunkt der Lote auf die Geschwin-

digkeitsvektoren der Punkte C und D liegt der Momentanpol der Stange BD. Dar-

aus ergibt sich zunachst die Richtung von Vg . Nun ist noch zu beachten: Die Pro-
jektionen von v, und v, auf die Strecke AB mussen gleich sein; so erhalt man
V. Schlielich kann die Projektion von v, auf die Strecke BD konstruiert wer-

den. Damit kennt man v. und mit Hilfe des Momentanpols der Stange BD auch

C
V. Der Momentanpol der Stange AB liegt im Schnittpunkt der Lote auf v, und

VB.
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Aufgabe 4

OA BO]

|
R |

' |
I I |
I I |
| I |
I | |
| I |
In den Punkten A und B eines Planetenradgetriebes, das sich um den raumfesten
Punkt O mit der Winkelgeschwindigkeit Q dreht, ist jeweils ein Zahnrad gelagert.
Das in A gelagerte Rad (Radius r) rollt auf einem raumfesten Zahnrad (Radius R)
und auf dem in B gelagerten Rad (Radius R). Man konstruiere die momentanen
Geschwindigkeitsvektoren der Punkte auf der Geraden durch O und B.

A

2(r+R)Q

L 2(r + R)Q

Anwendung:
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In der sehr besuchenswerten Wolfenbutteler Herzog August Bibliothek ist ein BU-
cherrad ausgestellt, das mit Hilfe eines Planetenradgetriebes bei Drehung des Ra-
des die eingebauten Bucherpulte so auf einer vertikalen Kreisbahn fuhrt, dal3 da-
bei die Neigung der Pulte konstant bleibt. Das Getriebe - erstmals 1588 von dem
italienischen Ingenieur Agostini Ramelli beschrieben - besteht aus einem raumfe-
sten Sonnenrad (Radius R) sowie fur jedes Bucherpult aus einem Planetenrad
(Radius r) und einem mit dem Bucherpult auf einer gemeinsamen Achse sitzen-

den Planetenrad (Radius R).

Aufgabe 5

Man bestimme graphisch den Geschwindigkeitsvektor des Punktes D in der mo-
mentanen Konfiguration, wenn sich das Schwungrad nach dem Gesetz ¢ = Ot

dreht.
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rQ
Vp =0,47rQ

Der Betrag des Vektors vV, kann am GeschwindigkeitsmaRstab fur rQ abgelesen

werden.
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Aufgabe 1
Auf der in Polarkoordinaten gegebenen Kurve

r@)=LA+¢)e (@)
bewegt sich ein Punkt so, dal3 die Geschwindigkeitsvektorkomponente
Vy =V Eé¢ =c =const
ist. Man berechne die Funktionen ¢(t),R(t)=\F(t)\ und die Bahngeschwindigkeit

als Funktion von t.
V=L¢e +L1 +¢)¢é¢.

VIE, =c - LA+¢) =c,
d 2[]_ L 2 _ _ _ L
at o &+ 9) ﬁ—c, - @) =ct +A; $(0)=0 - A=,
2 2 20,
@L+9)" = I_t+1, M)_\f Lt+1 1.
R(t)=LL+¢(t)) =L \ZLCt +1.
v_=L¢ 1+(L+¢)? =L¢ 2 +2Ct ¢ = ¢ Vv (t)_c\/ZI_Ct+2
s P e T = o s{)=C— :
\ L LVZLCt+1 \2LCt+1

25 ‘

R(t)/L

2.0

1.5

1.0

Aufgabe 2
Ein Punkt kann sich auf einer Raumkurve nach dem Weg-Zeit-Gesetz
s(t) =C, +Cjt +C,t* +Ct>

bewegen. Wie mussen die Konstanten C,,C;,C,und C, gewahlt werden, wenn der
Punkt zur Zeit t =0 in s =0 aus der Ruhe heraus starten und zur Zeit t=T in
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s =L zum Stehen kommen soll?

Die Anfangs- und Endbedingungen
s(0)=0, s(0)=0, s(T)=L, s(L)=0
liefern das folgende Gleichungssystem fiur die Konstanten:

C, =0,
€, =0 C,+C,T =T"2,
C,+C,T +C,T2+C.T3 =L, - 2C, +3C,T =0,
C,+2C,T +3C,T? =0.
szié, C3:—_2|_|§. s(t)-iL iLt3

\
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 t/T 1.0

Aufgabe 3
Auf der in Polarkoordinaten gegebenen Spirale

r(¢)=r,¢€, @) r, =const
bewegt sich ein Punkt nach dem Winkel-Zeit-Gesetz

1) =w.t, w, =const.
0 0

Man berechne die Tangentenvektoren, Hauptnormaleneinheitsvektoren und
Krummungen der ebenen Kurve, sowie die Bahngeschwindigkeit, die Bahnbe-
schleunigung und die Zentripetalbeschleunigung des Punktes P.

dr
d¢

=ro(6, +9€,),

=r 1492, & :\1i¢2 @, +98,).

o
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dé a - B ~ B
ag = PArENTIEE, 98y v 228, 9E))
de _ _ ~ de 2+¢2
S =(1+¢2) 322 +¢2) {96 +61), | s|= ’
T @ +97) 7 (2 +97) g€, +e,} dp |~ 1+¢2
de, de_
< d¢ 1 - 1 _|dg| 1 2+¢?
€ == —pe_+e,), — = = .
d¢ dé
__dr, _ S wtE _ - 5
Y —%d) =wlo(€, +Wpt€y), Vg =wyrg 1+ (awt)”.
. w3 t v 2 5 + (e t)2
a, =V :307702, a =S :("ozro(o)z-
1+ (wgt) P J1+ (w,t)
Aufgabe 4
Lo
Vo V r Vo
— | —
oo o3
:ﬁ lﬁ
S2 ' S

Zwei Fahrzeuge haben zum Zeitpunkt t =0 die Geschwindigkeit vy und den Ab-
stand L. Das erste Fahrzeug wird ab t =0 mit konstanter Verzégerung 0,89

bis zum Stand abgebremst. Man berechne die Bremswege fur unterschiedliche
Fahrgeschwindigkeiten v, .

Der Fahrer im zweiten Fahrzeug bremst nach einer Reaktionszeit t, =1s. Fur un-
terschiedliche Bremsintensitaten 0,6g und 0,4g berechne man die erforderlichen
Sicherheitsabstande.

Man berechne die Zahl der Fahrzeuge, die mit der Geschwindigkeit v, pro Stun-
de eine Kontrollstelle passieren kdnnen, wenn in Kolonne gefahren wird und die
erforderlichen Sicherheitsabstande eingehalten werden.

1. Fahrzeug:
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Bremszeit tB:

- - _ - -0
s,(tg) =v, —atg =0 - tg =~
1
Bremsweg:
2
_ 1 2 _1VYy
Sl(tB) —VOtB _EaltB —E?
1
2. Fahrzeug:
Bremsbeginn zum Zeitpunkt t =t_:
e _ . _ . l 2
S, =-a,, - S, =Vy —a,(t —tg), - S, =Vt _Eaz(t —z) (t=ty)
Anhaltezeit:
. B B _ Vo
S,(t,) =V, —a,(t, —tg) =0 - t, =t +g,
Anhalteweg:
2 2
_ 1Ve~ _ 1Vo
SZ(tA) —VOtA _5? _VOtR +E?
2 2
Abstand der Fahrzeuge bei Stand des zweiten Fahrzeugs:
AL =L, +s,(tg) —s,(t,)-
Sicherheitsabstand Lg:
_ _ _ _ VoP 1 1
Lo =Lg - AL =0 - Ls =s,(t,) —s,(tg) =V tg +7(6T —;)
2 “1
V0 VO I‘S(aZ:O,Bg) I‘S(aZ:O,Gg) I‘S(a2 =0,49)

80km/h | 22,22m/s | 22,22m 32,71m 53,68m
100km/Zh | 27,78m/s | 27,78m 4417m 76,95m

120km/h | 33,33m/s | 33,33m 56,92m 10411m

Fahrzeugdurchsatz bei Fahrzeugen der Lange L_:
Dauer der Vorbeifahrt eines Fahrzeugs mit der Bezugslange L := L. +Lg bei der

Geschwindigkeit v :

* L_+L_(v
atw)=t =tF Thsto)
Vo Vo

Zahl der Fahrzeuge, die in einer Stunde an einer Mel3stelle vorbeifahren kénnen:
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_ 3600s
n=

v
=3600s—— 2% .
Le +Lg(vyp)

Mit den speziellen Werten L. =4m, a, =0,89, t, =1s erhalten wir die in der fol-

genden Abbildung dargestellte Funktion n(v):

Fahrzeuge/h
2300 : ,

2000

1700

1400

1100

800 \ \ \ \ ‘
20 60 100 140 km/h 180

Aufgabe 5

Eine Rad (Radius R) rollt auf einer Bahn, die durch die Funktion y = f(x) gege-
ben ist. Man berechne die Bahnkurve des Radschwerpunktes, den Geschwindig-
keitsvektor des Schwerpunktes und die Winkelgeschwindigkeit ¢ des Rades,
wenn die x -Koordinate des Kontaktpunktes als Funktion der Zeit gegeben ist.

Ortsvektor der Bahnkurve:
r= xéx + f(x)éy

Tangenteneinheitsvektor:
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ar
A — dX —_ l ~ I
€, = 5 e +f'e )
1 |dr 1+(f ) X Yy
dx

Normaleneinheitsvektor (links-orientiert):

= 1 _ _

€,,=e_xe =— (e, —f'e)).

2 z 1 \1 + (f ,)2 y X
Ortsvektor zum Schwerpunkt des Rades:

FS :r‘+Ré2 =(x —L)e +(f(x)+L)éy,
L+ (F)? L+ (F)?
Geschwindigkeitsvektor des Schwerpunktes:
R df’ . Rf" . Rf"
Vo= SX =l am)X(E, + 6 )=( 1+(f")? -
S T dx ( (1+(f’)2)3/2) ( X y) (\ ( ) 1+ (f )2)
Rollbedingung (Kontaktpunkt = Momentanpol):
- _ = l+(f "2 fr :
—(_ - A\
Vg = (-96,) x(RE,) =R8&,, ¢=( TP

Aufgabe 6

Die Winkelgeschwindigkeit einer Tonbandspule ist nicht konstant. Die Banddicke
o sei sehr klein im Vergleich mit dem Spulenkernradius r,. Man berechne die
Winkelgeschwindigkeiten der Tonbandspulen als Funktionen der Zeit t, wobei
angenommen werden soll, dal3 fur die verdnderlichen Spulenradien der linken
und der rechten Spule

_ fo) _ o
=R, _ZT¢1 ry="g +§T¢2

gilt, mit ¢, und ¢, als Drehwinkel der Spulen. v, ist die konstante Bandge-

0
schwindigkeit.
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Kinematische Zwangsbedingung: r¢, =r,¢, =v,.

o) fo)
Ro _Zrcbl)d’l =Vo (T +§1¢2)¢2 Vo
O .2 _ 0 2 _
Ro$y _ZT¢1 =Vt +C; o +ZT¢2 =Vt +Cy,

¢1(0) = O, ¢2(O) = 01 - Cl :0, C2 =0.

¢1(t):2"R°§— 1- Voaztg ¢2(t)=°%-1+ 1+V°2t%
o g | ™R § 5 | ™ B
. \% 1 1
ot)y=—"0——= )= —— .
" R 1- Voo T 14 V0%
\ Ry’ Vo
Aufgabe 7
ITTTTTT

= X

Eine Kreisscheibe (Radius r) wird von einem Schieber auf einer Kreisbahn
(Radius R) in x-Richtung geschoben. Der Kontaktpunkt B sei Momentanpol.

Man berechne die Winkelgeschwindigkeit der Kreisscheibe sowie die Geschwin-
digkeiten der Punkte S und A.

XS :Vot +r, XS :VO;
. Vot +r . Vo
(R-r)sna =xg, a =arcsin , a=— > >
R-r J(R=1)? =(vt +r)

Ys =R-(R-r)cosa, y. =(R -r)asina;
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B ist Momentanpol:

Ve =(R-1)a
S . -r . .
_ % - ¢:R ra (Rollbedingung)
\/S:rq) E r
XgO 000 Orsina O Xg-r¢cosal (00
I, O 00 O0a0d O O O 00
Vg =Vg +w xSB =0, [yg OH 0O X [+ cosa U= [ys -r¢sina 0= [0
o000 00 O O 00
HOH BeH B O @E 0 B3 00
: . . %
Xg =r¢cosa, - $=—20
I cosa
=rpsina ). =0 tang :
ys_ ) - ys_r '
00 O [Fr —-rsnaQ] [Jcosa [
L.+ xBR O 0O 4d o 0O 0
V, =Vg tW X =00 DXD rcosa O=rgd+sinal]
O O 0 O
Ex Q B 0 B H 0 {
1+sina

Va [éy =r¢@ +sina) =V, (Gleitgeschwindigkeit)

cosa

Aufgabe 8

X

Eine Kreisscheibe rollt von einem in O befestigten Faden ab und gleitet dabei auf
der vertikalen Wand. Man berechne die Geschwindigkeit des Schwerpunktes und
die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe als Funktionen des Winkels ¢ und dessen

Zeitableitungen.
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Koordinaten und Geschwindigkeit des Schwerpunktes:

r .o__rd

X :7! y :ra X = . )
S S S Sn2¢

ys =0.

Geschwindigkeit des Punktes B:

X0 OO0 Grsin(2¢)0 D<S—r¢lcos(2¢)m
- 0 ogodg 0O O 0

v —v +l,Ue xSB =00 D+[OD><DCOS(2¢)D— —-rsin2¢) O
O 0000 0 0

HOE®EH O E B 0 B

Kinematische Rollbedingung im Punkt B:

%COS(2¢)E
Vo[ . =0 - Vg Eﬂﬁ‘bin(2¢)8: X cos(2¢) —ry =0.

H O H

Winkelgeschwindigkeit der Kreisscheibe:

b = cos§2¢)).(S _ cos(2¢)¢ —(1-

sin’g ¢

Aufgabe 9

Das Bewegungsgesetz {x;(t),yg(t)} des Fahrzeugpunktes B sei gegeben. Die im
Punkt A gelagerte Hinterachse kann nach dem Gesetz a(t) gesteuert werden.
Man berechne die Differentialgleichung fur den Winkel ¢(t) und die Bahnkurve
des Punktes A.
€, =Cosp€, —singé€,, éy =sing €, +cosp €.
Vg =Xg€ +yBéy =(Xg Cosp +y, SiNP)E, +(—Xgsing +y, cosp)e,.
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V, =Vg t¢e, x(-Le)) =vy -Loe,, V, =V, (cosae, +sinae€,),
V, COSQ =X COSp +Y sing, sina)
v,sina =-xgsing +y cosp —-L¢,  |[(-cosa)

0=XgSn(g +a) ~¥ cosp +a) +Lg com

Differentialgleichung fur ¢(t):

sin(¢ +a) vy cos(¢ +a)_

B L cosa B L cosa

¢ =-x - ¢(t).
X 5 (t) =Xg(t) —L cose, YAlt) =yg(t) ~Lsing.
1. Sonderfall: Der Punkt B bewegt sich auf der x -Achse:

a(t)=0, Xg(t) =Vt, yg(t) =0, ¢(0) =m/2.

$=-0sing,
¢
| 49 _ Vot ntan(g2)) = -0, p(t) = 2arctanie o).
n/zsmqo L L

X 5 (t) =V t —L cosg, yalt) =-Lsing.

Bahnkurve des Punktes A:

0.00

-0.25
-0.50

-0.75

-1.00 \ \ \ i
0 1 2 3 x/L

N

Schleppkurve

2. Sonderfall:
Der Punkt B bewegt sich auf einer Kreisbahn (Durchmesser = Fahrzeugléange)

a(t)=0, Xg(t) :;sin(Qt), yg(t) = —;cos(Qt), ¢(0) =m/2.

¢ = —gcos(Qt)simp +§sin(Qt)cos¢ :gsin(Qt —9).



B -1.2 - Ebene Kinematik 33

-1.5 | |
-0.5 0.0 0.5 1.0 Xx/L 1.5

Der Kreis ist die Bahnkurve des Punktes B und die Aul3enkurve ist die Bahn des
Punktes A.

Aufgabe 10
Ein Wagen mit Deichsel und nicht drehbarer Hinterachse wird im Deichselend-
punkt A nach dem Bewegungsgesetz {x , (t),y,(t)} gefihrt. Man berechne die Dif-
ferentialgleichungen fur die Winkel a(t) und S(t) und die Bahnkurven der Punk-
te A, B und C fur den Spezialfall
m m
XA(t) :VOt! yA(t) :O, a(O) :El IB(O) :E!
L, =L, L,=2L.
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y l

Vi =XAE +yAey, Vg =V, +a€, x(-L.€) =V, -L,a€,,
Vo =Vg +Pe, x(-L8)) =Vg Lzﬁé; =V, -L,08, -L,pe,
Kinematische Zwangsbedingungen:
Vg =Vg€, Vg [€, =0, V,[E,=L,a,
Vo=veE V. [E,=0; Vg [E,=L,B

— . — — —* . — —
€, =-sing€, +cosa€,, €, =-sinf€, +CosPE, .

&, [&,, = cos(a —pB).

Lla =-X,Sna +y, cosa,

Differentialgleichung far a(t):

LZB =-x,8np+y, cosp -L,acos(a ),
LZB = XA(sinacos(a -B) —sinB) +yA(cosB —cosa cos(a —f3)),

Differentialgleichung far f(t):
sinf-sinacos(a —3) ry cosf3 — cosa cos(a —f3)

B: X A
L, L,

Koordinaten der Punkte B und C:
=X, —L,cosa, Yg =Y, ~L,sna,

=Xg ~L,cosp, Ye =Yg ~L,sng.

XB

Xc
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-3.08
0 1 2 x/L 3

Dargestellt sind gleichzeitige Positionen der Punkte A, B und C.

Aufgabe 11
Eine rechteckige Platte (Lange L, Breite b) wird mit den Eckpunkten A und B auf

der y- und der x-Achse gefuhrt. Es soll untersucht werden, ob die Platte am
Eckpunkt E hangen bleibt. Dafur ist die Hullkurve der Rechteckseite CD zu be-
rechnen, die aus den momentanen Positionen H der materiellen Punkte auf der
Strecke CD besteht, die bei der Plattenbewegung momentan eine Geschwindigkeit
parallel zur Strecke CD haben, weil die Tangenten der Hullkurve nacheinander
von den Strecken CD gebildet werden. Die Platte bleibt nicht am Punkt E hangen,

wenn E oberhalb der Hullkurve liegt.
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vV

Ye

X

Der Momentanpol M der Platte liegt im Schnittpunkt der Lote auf den Geschwin-
digkeitsvektoren der Punkte A und B:
X\, =Lsina, Yy =Lcosa.

X

O

Der Punkt H als FuBpunkt des Lotes von M auf die Rechteckseite CD hat mo-
mentan eine Geschwindigkeit parallel zu CD, also ist er ein Punkt auf der Hull-
kurve von CD.

Xy =X\ —hcosa, Yy =Yy —hsina.
Fur den Abstand h des Hullkurvenpunktes H vom Momentanpol M gilt

R R R cosar] Lsnap [0 becosa 0
h =€, [CM =€, IOM -0C) =[] 40O -0 D=Lsnacosa -b.
Sinag @ cosaf H cosa +bsinag
Damit erhalten wir die Parameterdarstellung der Hullkurve mit a als Kurvenpa-
rameter:
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x,, =Lsina -Lsina cos’a +bcosr =Lsin%r +bcosr ,

Y, =Lcosa ~Lsina cosa +bsina =L costr +bsim .

In der folgenden Abbildung sind die Hullkurven far einige Werte von b/L darge-
stellt.

y/L Hullkurven
1.0 ‘ ‘ ‘

0.9 |-
0.8 |-
0.7 -
0.6 -
05
04l b/L=0.4
0.3 - b/L = 0.3

0.2 - b/L =0.2

0.1 b/L=0.1

0.0 \ \ \
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 Xx/L

Aufgabe 12

0 2 4 6 8

Zwei Zahnrader mit Kreisevolventen-Zahnflanken bertihren sich momentan im
Eingriffspunkt E. Der Abstand der beiden FuB3kreise (Radien: r ,r,) sei h. Die
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Strecke ?Pz ist die gemeinsame Tangente der beiden Fuf3kreise und auf ihr lie-
gen die Eingriffspunkte. Der Schnittpunkt der Strecken PP, und A A, ist der
Walzpunkt W. Die Drehwinkel ¢ und ¢ der Zahnrader beschreiben die momen-
tane Lage der Ful3punkte der Kreisevolventen. Man bestimme die Ortsvektoren
der Zahnflanken und die Winkelbeziehungen fur den Zahneingriff sowie die Ge-
schwindigkeitsvektoren der Kontaktpunkte der Zahnflanken.

Es gelten die folgenden geometrischen Zwangsbedingungen:
P,W =r tany, P,W =r,tany, PP, =(r, +r,)tany.

PE=r(y-9) P,E=r(y+¢), PP, =PE+PE,
rl(y - ¢) +r2(y + W) :(rl +r2)tan 12
W =r¢ +(r, +r,)(tany —y).

Far die Ortsvektoren der Zahnflanken fahren wir die Kurvenparameter B und £,
ein. Dann wird, wenn A, der Nullpunkt eines kartesischen Koordinatensystems

ist und die x-Achse durch A, geht:

) | [w0sé ] | Fsing

F, =r,(cosp, + 'Blsmﬁl)%in(p g'rl(smﬁl -B COSﬁl)EcOSgb E
q 10 . meosyn ERigs
r,, =(r +h +r2)§)5+r2(cos,82 +'stmﬁz)gsin¢’ Eﬂz(smﬁz e COSﬁZ)%'COSw%

Mit B, =0 und B, =0 erhalt man die beiden Ful3punkte der Zahnflanken und far
'Bl = Blmax und '82 = 'BZmax g“t

=r, +h;

:r1+h, 5

o ~AA,
B2 =B2 max

T
1 Blzﬁlmax

2 _ : 2 _
r1\/1+Blmax _rl +h, r2\:‘:|'+B2max _r2 +h.

Far den Eingriffspunkt E gilt insbesondere
B,=vy-¢ B, =yt

In den folgenden drei Abbildungen sind die Zahnflankenstellungen der beiden
Zahnréader fur verschiedene Drehwinkel ¢ des linken Zahnrades dargestellt. Die
entsprechenden Drehwinkel ¢ ergeben sich aus der Beziehung

Ry =n¢ +(r +r,)(tany —y).



B -1.2 - Ebene Kinematik

39




B -1.2 - Ebene Kinematik 40

Aus der oben hergeleiteten Zwangsbedingung fur die Drehwinkel ¢ und ¢ der
beiden Zahnrader

rzw = 1¢ +(r1 +r2)(tany _y)
erhalten wir fur die Winkelgeschwindigkeiten:

L =rg.

Die Geschwindigkeitsvektoren der Eingriffspunkte lauten:

\7El =g, x(AP,+PE), \7E2 = e, x(A,P, +P,E).

—

Ist €,, der Einheitsvektor in Richtung von P,P, und ét der dazu orthogonale Ein-
heitsvektor parallel zu A;P1 und tangential zu den Zahnflanken, so wird

\7E1 =9%, (8 Thl 0%, \7'52 =E, X(4,6, H,(y +)e,),
\7E1 :¢r1(621 +(y _¢)ét)’ \7E2 :d]rz(é’z:l- +(y +w)ét),

also haben die Kontaktpunkte senkrecht zur Zahnflanke immer die gleiche Ge-
schwindigkeit.

Wenn der Eingriffspunkt E insbesondere im Walzpunkt W liegt, gilt
n(y-¢)=rtany, r,(y+y) =r,tany
\7W1 =¢r (€,, +tany€), \7W2 =yr,(€,, +tanye,).
Im Walzpunkt haben die Kontaktpunkte auch tangential die gleiche Geschwindig-
keit, also rollen die beiden Zahnréader im Walzpunkt aufeinander ab. Weil
r r

AW=—1_ AW=_2
cosy cosy

ist, folgt aus der kinematischen Zwangsbedingung
Ly =né
die Rollbedingung

Alwd) = AZWL,[I.
Die Geschwindigkeitsvektoren der Kontaktpunkte im Walzpunkt sind gleich und
orthogonal zur Strecke A /A, .

Hinweis:
Wenn r,,r, und h gegeben sind, folgt aus den geometrischen Bedingungen

r,cosy +P,P,siny+r,cosy=r, +r, +h,

r,siny +r,siny =P P, cosy,
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die Gleichung fur den Winkel y
n+r,

O = e +h
1 2

Aufgabe 13

Zwei abgesetzte Rader mit den Radien r,r, und rg,r, sind in den Punkten A und
B auf einem Rahmen gelagert und uUber eine Kette miteinander verbunden. Das
Vorderrad und das Hinterrad mit dem Radius r; sollen auf einer horizontalen
Bahn rollen. Man berechne die Geschwindigkeit des Radpunktes A, wenn der
Endpunkt C eines Fadens, der auf die in B gelagerte Scheibe gewickelt ist, die
Geschwindigkeit v, =-v_€, hat.

C

Kinematische Zwangsbedingungen:
V, =roae Vg =V,, rza:r3[3.

Ve =Vg —r4/3ex =r,a€e —r4r—ae

3
r r
W E =(r —r -2\4& - 3
vee, =( r4r )ae., - a P p—— Ve
3 2'4 13
g, =13 g
A rr,-rr, ©X
2'4 13
Mit den speziellen Werten
r,=4r, r, =r, ry =2r, r, =3r
erhalten wir
_ 8
V, =——V.€
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Aufgabe 1

Im Punkt A eines Rahmens, der sich mit der Winkelgeschwindigkeit ¢ um die
raumfeste z-Achse dreht, ist ein Spiegel drehbar gelagert, der sich mit $(t) um
die €,-Achse dreht, die dauernd senkrecht zur Rahmenebene bleibt. Man berech-
ne den Winkelgeschwindigkeitsvektor des Spiegels im mit dem Spiegel bewegten
1,2,3-System und im raumfesten x,y,z-System.

W= p6, -96,.

€, =sind€e, +cosd €,. €, =-singe, +cos¢éy.
@=psindeE, —96, +pcosd &, O=9snge, —3cos¢éy +96,.

@z +8

Aufgabe 2

Die zur xy-Ebene parallele Bewegung eines Fahrzeugrahmens sei definiert durch
die Geschwindigkeitsvektoren der Radlagerpunkte B und C. Man berechne fur
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den Fall vg =const und v, =const, v, #v, die Winkelgeschwindigkeit des Rah-
mens ¢, den Geschwindigkeitsvektor des Punktes A, die Winkelgeschwindigkeits-
vektoren der in B und C gelagerten Rader, wenn diese den Durchmesser 2r ha-
ben, den Geschwindigkeitsvektor des Rahmenpunktes D, der von der xy-Ebene
den Abstand r hat, sowie ¢(t), x,(t)undy,(t), wenn ¢(0)=0,x,(0)=0 und
yA(0)=L ist.

Berechnung von ¢ und v ,:

L _ ot s . Vg ~V¢
Vo€, =Vg€, +pe, x2Le, =(vg -2L9)e,, - ¢ = TR
_ _ — _ _ _ Vg TV, o
V, SVgE +9€, xLE, =(vy -Lg)E,, -V, = '32 Cé,.
Winkelgeschwindigkeitsvektoren der Rader:
v v
— = B — — = C —
Wg = ¢e3 +Tez’ We = ¢es +Tez'
Geschwindigkeitsvektor des Punktes D:
V, +V
— = — — _= — _'B C = _ —
Vp =V, +9€, X2L € =V, +2L9€, —Tel+(vB Ve)Es.

Berechnung der Lagekoordinaten ¢,x,, undy,:

-V

v
- B Cc —. —
== = =0 - =Qt.
b=, ¢
: vV, +V V, V.
xAz%cos(Qt) R xA(t):%sm(Qt)

. Vg, tV. Vi, tV
yA:%sm(Qt) R yA(t):%(l—cos(Qt)HL.
VgtV _ Vg *tVe L =R

20 Vg V¢

Der Punkt A bewegt sich auf dem Kreis
2 2 _p2
XA +[yA _(R+L)] =R".

Aufgabe 3
Fur die dargestellten Getriebe berechne man die Winkelgeschwindigkeiten (i)z und

¢, als Funktionen der Winkelgeschwindigkeit ¢, .
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r
r21 i — 20
23 .
(¥

£ s C

r U}

¢1 ¢ 3
3
AN NN s N
Standgetriebe Umlaufgetriebe

Standgetriebe:
Kinematische Zwangsbedingungen:
Im Kontaktpunkt der Zahnrader mit den Radien r, und r,,:

S PV PY
Im Kontaktpunkt der Zahnrader mit den Radien r,, und r,:
F3P3 =130,
Daraus folgt:
. r. . A SUR
¢2 :71(1,11 ¢3 =231 ¢1_
21 3 121

Umlaufgetriebe:
Kinematische Zwangsbedingungen:
Im Kontaktpunkt der Zahnrader mit den Radien r, (raumfest) und r,:
¢ ~To?, =0, rp =fo *rao
Im Kontaktpunkt der Zahnrader mit den Radien r,, und r:
F3f3 =10; ~15f,
Daraus folgt:
. r . . r Mon .
¢2 :714,1, ¢3 :—1(1—@)(01.
20 '3 T
Aufgabe 4

Fur das Ausgleichsgetriebe berechne man die Winkelgeschwindigkeiten w, und
wg far beliebige Werte von w, mit Hilfe der Abrollbedingungen in den Kontakt-
punkten A, B und C.
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2z
4D

A (’ ) Antriebskegelrad
Ausgleichskegelrad
DA = r,
OD=r,,
EB =r,,
005 _ 3
1Y, OE=1,
—
s ey
é>X
Ausgleichskegelrad

Grof3es Tellerrad mit Kafig

Darstellung aller Vektoren in der momentanen Konfiguration!
wAnt = _aiey’ %rT = _(’%ex’ ('AGI =" CQex + %Ey’
) Wy =~ e, .

L = "Wy

Antriebsrad:

Va T Wpn X(1€,) = —wine,.

GrofR3es Tellerrad:

ort X (rzey) = Twre,. -

Ve = W X1y8y = ~WI,E,.

W = al,.

Ausgleichskegelrad:

Vg Vg +Wpg X(T58,) =Vp —wyre X8, =(ayry —ar,)e,,
Ve SV +Wyq) X(13€,) =V +wyre) e, =(-wyf; —wr,)e,.

Linkes Abtriebsrad:

Vg =@ x(r€ )=-wr,E -
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Rechtes Abtriebsrad:

Ve =g X(Ny8y) =-@re,, -  —wf ~wr, =-aQl,.
Ergebnis:
r
_h
W = %

2

r r r r r r

= -3 =1 ,_-3 = 3 =1 3

W =w-Sa=tq-2q o=+ a=tag+Sy
4 2 a4 a4 2 a4

Aufgabe 5

Eine Spindel mit einem Gewinde der Ganghtéhe h dreht sich mit der Winkelge-
schwindigkeit ¢ um die Spindelachse. Eine Schraubenmutter mit passendem Ge-
winde bewegt sich auf der Spindel mit der entgegengesetzt gerichteten Winkelge-
schwindigkeit (. Man berechne die kinematische Beziehung zwischen diesen
Winkelgeschwindigkeiten und der Translationsgeschwindigkeit x der Schrauben-
mutter.

wSp :¢ex’ C()M =_l‘lex'

Ein Punkt PSIO auf der Spindelflanke im Abstand r von der Spindelachse hat die
Geschwindigkeit

Der dem Punkt Psp momentan gegenuberliegende Punkt P, auf der Mutter hat

die Geschwindigkeit
\7PM :Xéx —r(j/é¢.
Es mul3 mit

tang = "

€ =cosaé_ —-snae,,
n X ¢ 21
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gelten:

Aufgabe 6

Ein Kegelrad, das von einer gegabelten Welle gefuhrt wird, rollt in A auf einem
raumfesten Kegelrad ab. Man berechne die Beziehungen zwischen den angegebe-
nen Winkelgeschwindigkeiten.

d)\N:aiéz’ af(: C‘J?éz-k ('Qél*'
€, =cos(a +B)E, +sin(a +B)E, .

Vg =WE, xOB = We, chos[ﬁl* = L cos [ros( a+ [jéy.

\7A(K) =Vg +@ XBA =V +@ x(-LsinE;),
€, =-sn(a +p)e, +cos(a +P)e,,

@y x(-Lsin ;) =Lsn B a, + @sin( a+ ), ,
\7A(K) =L(w,sin B+ w[cos feos( a+ P +sin Bsin( a + @])éy,
\7A(K) =L(w,sin B+  cos a)éy;

Abrollbedingung:

cosa
— .
snpg

Vo) = L(@,sin B+ ajcos ) =0, - @-=



B - 1.3 - RGumliche Kinematik 48

Aufgabe 7

Fur das Planetenradgetriebe berechne man die Winkelgeschwindigkeiten des Pla-
netenradtragers ., und des Planetenrades @, als Funktionen der Winkelge-
schwindigkeiten des Sonnenrades . und des Hohlrades (I)H

S
y O: raumfest =%
' OA =rg,
- Hohlrad oC rH’
OB =rp¢,
Planetenrad N
-7 BC =r

@)
X

Planetenradtrager

N
Sonnenrad
Momentane Geschwindigkeitsvektoren

des Punktes A auf dem Sonnenrad:

Y] X
Vas) = wsez re = wre€ v

des Punktes B auf dem Planetenradtréager:

Vg = Wpr€, XIpr€, = Whrlpr€y,
des Punktes C auf dem Innenrand des Hohlrades:
VerRr) = WHE, XTu®y =Wy €y,
der Punkte A und C auf dem Planetenrad:
Vap) =Vg TWp€, X(1p€,) =Vg —pr€,,
Vepy =V tWp€, XIp€, =V +@I€, .
Das in B drehbar gelagerte Planetenrad rollt auf dem Sonnenrad und dem Innen-

rand des Hohlrades ab. Deshalb gilt

Var) =Vae), Very =VeHr)
(WprTpr ~ @hlp)e, ‘%rsé o (QrTer + @R)E) = @€y,
+ aLr W, r, = Q.r
w. =P Tels o Gyl T Wl

PT = 2r P 2r,,
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Aufgabe 1

/ Vo
Cwind !

Auf einem Schiff, das mit der konstanten Geschwindigkeit v, von A nach B und
anschlief3end von B nach C fahrt, registriert man die folgenden Windrichtungen:

. I

eWAB =€y, eWBC —4\‘—g(eX +2ey).

Wie grof3 sind die jeweils auf dem Schiff gemessenen Windgeschwindigkeiten und
mit welcher Geschwindigkeit und in welcher Richtung weht der Wind fur einen

ruhenden Beobachter?

Die Schiffsgeschwindigkeit ist die FUhrungsgeschwindigkeit, die auf dem Schiff
beobachtete Windgeschwindigkeit ist die Relativgeschwindigkeit und die Windge-
schwindigkeit fur den ruhenden Beobachter die absolute Geschwindigkeit.

— —

V, =V e :vxex tv e .

Wind Wind “Wind vy
Vabs :\7F +\7rel’
VO m,0 00 v,0 00 O 1 40O
O O=rg gtV g O O O O=0 BVBC—SDD
HyH B00 B aE HyH HVoH v 20

Daraus folgt das Gleichungssystem:

vV, =V,
vy—vAB:O,
V. =V V,. =+5v V., =V \Y; =V,..
_ e — x Vo' VBc o0 Yy Vo Vag Vo
v, VBC/\5 0,
V. -2V /\/5:—\/
y BC/ 0’
Viving =Vo(€x *€),
.5 I A
Vwindg = Vo V4, eWind_Vz(ex €y).

Aufgabe 2
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Ein Boot B Uberquert einen mit konstanter Geschwindigkeit v_ stromenden Fluf3
von A nach C, wobei es standig auf den Punkt C zusteuert und mit der konstan-
ten Geschwindigkeit v, relativ zum Wasser fahrt. Man berechne die Bahnkurve

B
r(9).

Fuhrungs- und Relativgeschwindigkeit des Bootes:

Ve =V (singe, +cos¢é¢), Vi = Vg€,
Absolute Geschwindigkeit des Bootes:
Vs =VE TV, =(-Vg tvosing)e, +v cos¢é¢.

Absolute Bahnkurve in Polarkoordinaten:

CB =r(¢)€, (9).

JCB dr(¢) d—rdJ:—vB +v sing,
Vabs = qr ~Cgg O @G - 09
r(¢)p =v cosp,
. V. Cos¢ dr V. cos¢ :
= Fr , N d;Fr:_VB +v sng,
dain) _ Ve 1 g In(") = ——B¢ +¢tan<‘5d§5
d¢ v, cosp ’ b’ v g J; ’

In( )—— Hn(tan( +¢))§+{ |n(cos¢)}"’,

F

¢
.

In( )= - Bln(tan( +¢)) —In(cosg), |n(”:t‘;s¢’)=—VB|n(tan(Z+

Ve Ve
B
rcosg _ v inltan(ra+¢/2) — (aIntan(rr/4+ ¢/2))\ Vg VE
o e =(e ) ,
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b T ¢.]'B/VF
r(¢)—ws¢§an(4+2)@ .

1.00 |
0.75 + |
0.50 |- | | | —
0.25 - ]

0.00

| | | | i |
0.0 0.3 0.6 0.9 12 ¢ 15

Differentialgleichungen fur r(t) und ¢(t):
r=vpsing -vg,

Vabs =16 *T9€, - b =v_00
F o
b &' =sing -,
Vg=Pvp, r=bg t=CrT . cosp
Y =—.
F ¢
(B=2)
0.2
y/b
0.1 |- _
0.0 \ | \ \ i
0.0 0.2 0.4 0.6 08 x/p 10
Aufgabe 3

Auf einer mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit Q um den Punkt O rotieren-
den Kreisscheibe (Radius r) bewegt sich ein Punkt P mit konstanter Bahnge-
schwindigkeit v, auf einem Kreisbogen um den Scheibenpunkt A. Man berechne
die absolute Geschwindigkeit und die absolute Beschleunigung des Punktes P so-
wie die absolute Bahnkurve.
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P
t=0: 9(0)=-7.

OA =r{-cosp &, +sing &}, OP =OA +AP =r{(L —cosp)&, +sing &,}
Ve = xOP =rQ{(1 —cos¢)é¢ —singe }.

Vs =VE TV, ={v, trQd —cos¢)}é¢ —rQsinge, .

d. =@ x(@ xOP) =-Q”0P = 1Q*{(1 —cos¢)E, +sin ¢}

Ae, :Za)F XV =2Qv0eZ ><e¢ = —ZQvoer.

aabs :aF +aCor +are|’
2

5 - 21 _ Vo = N2z
a_ . = rQ°@ -cosp) +2Qv, +T}er rQ sm¢e¢.

Absolute Bahnkurve:
OP =r{(1-cos$)é, +Sing &},

€, =cos(Qt +¢)e  +sin(Qt +¢)éy, €, =-Sin(2t +p)e  +cos(xt +¢)éy,

¢

— B
OP =x,e, +Yp€y,
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Xp =r{(1—cosg)cos(Qt +¢) —sing sin(Qt +¢)} =r{cos(Qt +¢p) —cos(Qt)},
Yp =r{(1 —cosg)sin(t +¢) +sing cos(2t +p)} =r{sin(Qt +¢) -sin(Qt)}.

Spezialfall:
m .V, 1 m Qt
t)y=—-——+—-t, VvV, =—TrQ - t) =— +—.
p(t)=- + 0 =5 B(e) ==+,
X, =r{cos(> Qt —T) —cos(Qt)},
P 4T s 0<at<8T-g377.
yp =r{sin(3 Qt - ) -sin(Qt)}; 3
/r
1.0 yp
0.5 |- _
0.0 >N Xp/r
-0.5 |- ) _
-1.0 \ \ \
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Aufgabe 4

Die in A gelagerte Stange (Ladnge L) dreht sich nach dem Gesetz ¢(t), wobei der
Endpunkt P eine Kurve auf die mit der Winkelgeschwindigkeit Q um O sich dre-
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hende Kreisscheibe zeichnet. Man berechne diese Kurve und die Relativgeschwin-
digkeit des Punktes P fur einen Beobachter auf der Kreisscheibe.

a.= O,
€, =Cosa€, +sinaéy, €, =-sinad € +coxy éy,
€, =C0sa€, —sina€,, éy =sina €, +cow €,
OP =OA + AP =-he, +Lcospe +Lsin¢éy,
OP = (L cosp —h){cosa €, —sina € } +Lsing {sina € +cosr €.},
OP =(Lcos(¢ —a)-hcosa) €, +(Lsin@ -a) +hsim)e,,.

‘7re| ={-L(¢ -Q)sin(¢ —-a) +hQsina}e, HL@ —-Q)cosp &) +hQcosr 1€,

Spezialfall:
m m Vv
h=r, L=, 0)=-—, t) =— +9t,
$0) =, )=+
1 m Ot
v, ==—Q0r, t)=—+—.
0 4 PO 3 4
q, =r{cos(3 Qt +%) —cosg(Qt)},
q, =r{-sin(3 &t +%) +sin(Qt)}.
qo/r
1.0
0.5 |- _
0.0 q1/r
-0.5 - .
-1.0
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Aufgabe 5

Auf einem mit der konstanten Geschwindigkeit v, fahrenden Fahrzeug ist eine
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Leiter montiert, die nach den Gesetzen

b(t) =2vt, a(t) =0t
bewegt wird. Man berechne die absolute Geschwindigkeit und die absolute Be-
schleunigung des Leiterendpunktes C.

V, =V €, =V (cosae, —sinae,), a, =0.

wF::ae3:Qe3, W =0.

Berechnung der Absolutgeschwindigkeit in der bewegten Basis:

Fuhrungsgeschwindigkeit von C:

Ve =V, +@. xAC =V, +0Q8, x(b(t) +L)§, =V, +Q(b(t) +L)E,,

Ve =V, cos(Q)8, +{~v, Sin(Qt) +Q2(2v,t +L)}E,.

Relativgeschwindigkeit von C:

Vrel =b 1 :2\/0 1"

Absolutgeschwindigkeit von C:

\Y;
abs
gabs :{VO cos(Qt) +2vo}é1 +{ —vosin(Qt) +Q(2v0t +L)}éz.

=v_ +V
VF Vrel’

Berechnung der Absolutgeschwindigkeit in der raumfesten Basis (O ist der Ur-
sprung des xy —Koordinatensystems):

OC =0A +AC =0A +(b(t) +L){cosa &, +snaé }

Vabs = Voiy +2vo{cosaex +sna ey} +(2vot +L){ —sina €, +coxy ey},
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\7abS ={v, +2v,cosa —-Q(2vt +L)sina}e, H2v sina +Q(2vt +L)coxr}e, .

Berechnung der Absolutbeschleunigung in der bewegten Basis:

FUhrungsbeschleunigung des Punktes C:

ap =a, +w. XAC +& x(@ xAC),

= 2 AR _ A2 i
ap =-w“AC =-Q°(b(t) +L)e,,
CORIOLISbeschleunigung des Punktes C:

Ch. :ZwF XV :ZQJe3 x€, :4Qv0e2,

Relativbeschleunigung des Punktes C:

Absolutbeschleunigung des Punktes C:

aabs :aF +aCor +are|’

d,. =-Q%(2v t +L)8, +4VE,.

abs

Berechnung der Absolutgeschwindigkeit in der raumfesten Basis:

a'abs = Vabs !

=1 ={— i —_ 02 = A2 . N
I ={ 4v,Qsina -Q (2v0t +L)cosa}ex +{4V0_Qcosa Ie) (2vot +L)S|na}ey.

Aufgabe 6

Auf einem Halbkreisring (Radius R), der sich um den vertikalen Durchmesser
mit der Winkelgeschwindigkeit Q dreht, bewegt sich ein Punkt P nach dem Win-
kel-Zeit-Gesetz J(t). Fur einen mit dem Kreisring bewegten Beobachter berechne
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man die Relativgeschwindigkeit und Relativbeschleunigung des Punktes P sowie
die absolute Geschwindigkeit und die absolute Beschleunigung, die ein raumfe-
ster Beobachter registriert.

ér :sin1961+cosz9é3, €, =cos? €, —sind e

e, =cos&’er —smz9e79, € :=¢e xe
AP =R(sind€, +cosd €;) =Re€,,

Fuhrungswinkelgeschwindigkeit:
W =€, =Q(cosd€, —sind€y).

Relativgeschwindigkeit und Relativbeschleunigung des Punktes P:
V., =R (cosd & -sind 6,) =RI €,

L o o v .
a ., =RdJ(cosd e —sind €,) +RI “(-si? €, —co® €,) =R €, -’ “¢

re

Fuhrungsgeschwindigkeit und Fuhrungsbeschleunigung des Punktes P:

Ve =W XAP =Q(cosd€  -sind€,) xRE, =RQsinz9§¢,

ap =0 * (W xKP) =Q(cos 9€, —sinJe,) XRQsinz96¢ =RQ?sind ( —cosd €, SNJ €,).

Coriolisbeschleunigung des Punktes P:

8o =20 XV, =2Q(c0S9E, ~SNIE,) xRIE, =2RD cod &,.

Absolutgeschwindigkeit und Absolutbeschleunigung des Punktes P:

Vabs :VF +Vre|’

\7abs = RQsinzS’é¢ +RS éﬁ;

aabs :aF +aCor +are|’

= _ 52 2 sn29\a Y 2 = ' =
I =-R@° +Q°sn"J)e  +RE -Q°sind cod )&, +2RFG cof €,

Berechnung der Absolutgeschwindigkeit und der Absolutbeschleunigung im
raumfesten Bezugssystem:
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[$nd cos(Qt)

- O 0
AP =R[&ENnJsin(Qt) 0
0 0

a

ab

E

cosd

B

Bécosa cos(Qt) - Qsind sin(Qt)E

Vo, = R%ﬁ‘cosﬁ sin(Qt) + Qsing cos(m)%

H -9 sind H

%écosﬁ cos(Qt) - @ 2 + Q%)sind cos(Qt) -F Qcod sin(Qt)S

.= R%bcos& Sn(Qt) - @ 2 + Q%)sing sSn(Qt) +F Qcod cos(Qt)%

[
N

~9sind -9 2 cogd %
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Aufgabe 1

F, =200N
F, =300N 4

F, =300N
F, =200N

Man bestimme graphisch mit dem Seileck-Verfahren die Resultierende von vier
parallelen Kraften, die an einem starren Korper angreifen.

‘\ AN
‘ N
F AN
, oy F3 4 N .
‘ , 4 / N
~ p A~ \(g)
‘ (4) \E/'/\ ’ ‘ ‘ N @)\ N
4 (;/\\ b AN | | “\ = ~ =~ ~ A
-7 B T<@_ (¢ (2)" = = > \Pol
~ — [<h) ~
Al -~ CL) (4)\ - N ‘ = /\33
bt o > (@) E|F 7
) i} \\WKD 2 7
/ 8 N ﬁ _ (/l) /
| @ | ! ! N :E _ - y 7
E < i .
3 / (0)
. ' ! F 7
| /
= e
T o AN 200 N
= = = =
Lageplan Kréafteplan

Im Krafteplan werden zunachst die Kraftvektoren maf3stablich als Vektorkette
dargestellt und nach Wahl eines zeichentechnisch moéglichst gunstigen Pol-Punk-
tes die Pol-Strahlen (0),@),...,(4) gezeichnet. Dann werden im Lageplan die Wir-
kungslinien WL _,..,WL ,der Krafte maf3stabsgetreu dargestellt und durch einen
beliebigen Punkt A auf der WL, eine Parallele zum Polstrahl (0) gelegt. Ebenfalls
durch A wird eine Parallele zum Polstrahl (1) gezeichnet, die WL, in B schneidet.
Durch B legt man eine Parallele zum Polstrahl (2), die WL, in C schneidet, durch
C eine Parallele zum Polstrahl (3) die WL, in D schneidet. Schlief3lich zeichnet
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man durch D die Parallele zum Polstrahl (4) bis zum Schnittpunkt E mit der
durch A laufenden Parallelen zum Polstrahl (0). Der Punkt E ist ein Punkt auf der
Wirkungslinie der Resultierenden, deren Grofe und Richtung dem Kréafteplan
entnommen werden kann.

Aufgabe 2
Man bestimme graphisch die Auflagerkrafte der statisch bestimmt gestltzten
Platte, die durch eine Kraft 500 N belastet ist.

500 N

A Ao

Im Lageplan mussen die Wirkungslinien der Last und der beiden Auflagerkrafte

A und B durch einen gemeinsamen Punkt gehen, und im Krafteplan muf das
Krafteck geschlossen sein.

WL,
WL \ /I _ /@
~B_—-Xp A =580N
\ B
/ _
/ |B|= 360N
S
/ \ WL Last
/ geschlossenes
/ Krafteck _
o
A Lageplan T B Kréafteplan

Aufgabe 3
Man bestimme graphisch die Auflagerkrafte der statisch bestimmt gestltzten
Platte, die durch ein Moment M  belastet ist.
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A A

Das Lastmoment wird durch ein statisch aquivalentes Kraftepaar
- M| - M
{F = TeF durch A, F, = _TeF durch C}}

ersetzt, von dem die Wirkungslinien der Krafte im Lageplan eingetragen werden.

h iC
' Y/ Jﬁ B /-
WLg - %5 Y
2 =~ D B /
I / ' / _ . _ . _ 2 ML
/ F, W=Bl=33"
‘ = / 1 3 h
[l / F2
: /
WL1 / ‘WL2 / v
1 / /
* A
A 5>
Lageplan Krafteplan

Der Punkt D ist Angriffspunkt der Kraftesumme (B +F,) und in A greift die Kraf-
tesumme (A +F)) an. Diese beiden Kraftesummen sollen ein Gleichgewichtssy-
stem bilden und mussen deshalb die gemeinsame Wirkungslinie AD haben und
im Kréafteplan ein geschlossenes Krafteck bilden.

Aufgabe 4

Man bestimme graphisch die Krafte in den drei Stdben, die in den Punkten A, B
und C gelagert sind und die durch eine Kraft F belastete Platte statisch bestimmt
stutzen.
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WL

Lageplan

Krafteplan

c|=0,5F.

Der Punkt E ist Angriffspunkt der Kraftesumme (A +B) und der Punkt D An-
griffspunkt der Kraftesumme (C +F). Diese beiden Kraftesummen bilden ein
Gleichgewichtssystem, wenn sie die gemeinsame Wirkungslinie DE haben und
entgegengesetzt gleich sind, also das Krafteck im Krafteplan geschlossen ist.

Aufgabe 5
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Man bestimme graphisch die Stabkrafte in den Stadben (1), (2) und (3) des statisch
bestimmt gestltzten ebenen Fachwerks, das durch die Kraft F im Knotenpunkt B
belastet ist.

Lageplan Krafteplan
C
@, WL ~ >3
2 F - S,
AR B >
S (1) ™~ Sy

S, =17F (Druckstab)
S, =1,15F (Druckstab)
S, =2,25F (Zugstab)

Die Kraftesumme (F +S,) greift im Punkt B und die Kraftesumme (S, +S,) im
Punkt C an. Im Gleichgewichtsfall missen beide Kraftesummen die gemeinsame
Wirkungslinie BC haben und das Krafteck muf3 sich schlief3en.

Aufgabe 6

Zwei Rader (Masse m) sind Uber ein Seil miteinander verbunden und werden von
der Kraft F in der dargestellten Lage auf einer kreiszylindrischen Bahn im
Gleichgewicht gehalten. Man bestimme graphisch die Kraft F und die drei Reak-
tionskrafte.
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G =mg

Geschlossene Kraftecke
far die zentralen Kraftesysteme

rechtes Rad

linkes Rad

F=18G, T=123G, N;=3,7G, N,=4,8G.
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Aufgabe 1
Eine Blechplatte (Masse/Flacheneinheit: y) mit zwei Léchern ist in den Eckpunk-

ten A und B gelagert. Man berechne die Auflagerkréafte.

Kraftegleichgewicht und Momentengleichgewicht (Bezugspunkt A)
A, +(-48 +4 +m) jgL? =0,
A +B =0,

-6LB, +2Lmgl® +5L4 (gl® —4L48 1gL* =0;

A, =(44 -11) 1gL? =40,86 1gL?,

_n-86 2 _ 2 _
= ugLs = -27,62ugL”, A, =B

BX 3 X

Aufgabe 2

Die Lage des Schwerpunktes S im Fahrzeug (Masse: m) soll bestimmt werden
aus zwei Messungen der Auflagerkraft A, am Hinterrad bei zwei Fahrzeugnei-

gungen. Gegeben sind:
m =520kag, L=2m,
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A, =293kN bei h=0, A, =315kN bei h =0,7m.

Vertikale Kraftesumme:
Av +AH -G =0.

Momentengleichgewicht um Vorderachse:
AL cosa - (acosa +bsina)G =0.

Far h=0 - a =0 erhalten wir
A, =G -A,, =520 9,81N -2,93 M0>N =2,17kN.

A
AL-aG=0 -~ a=-H"L =293KN 5 ) _115m.
G 5,10kN

FUur h=0,7m - a =arcsin(h/L) =20,5° erhalten wir
A =G —AH =520 9,81N -3,15 MO3N =1,95kN.
cosa A 0,9367 ,3,15

== (HL-a)="" (=2 -1.15m =0,23m.
sha G 0,35 510
Aufgabe 3
g
C1
a
] « C X T
vy -
b m A
\ lG =mg
B
C, A
C,oX

Eine homogene starre Platte hangt an zwei vertikal verschieblichen Auflagern, die
sich auf Federn abstutzen. Die Federn sind fur x =0 entspannt. Man berechne
far den Gleichgewichtzustand die Absenkung der Auflager und die Auflagerkréafte.
Kraftegleichgewicht und Momentengleichgewicht (Bezugspunkt A):
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-A+B =0, c c
c,X +C,x =G =0, X = G , A=B=G 272 "1
+c 2b c, +C;

Gg+ Bb —c,xa =0;
2

Aufgabe 4

Ein starrer Balken (Lange 4L, Gewichtskraft G), der durch drei starre Stabe
(Masse vernachlassigbar klein) gestutzt wird, ist mit einer Kraft F belastet. Man
berechne die drei Stabkrafte.

Kraftegleichgewicht und Momentengleichgewicht (Bezugspunkt A):

o S ﬁ_s ﬁ.,.s ﬁ:o,
12 722 782 V2 \2
/ -S, -~ L+S,- 2L +F(2L -x) =O0.
) N2 N2 \2 _ 2 2
11 S S+S, "+S, S-F-G=0,
2 2 2

S,-S, +S, =0,

S,+S, +S, = 2(F +G),
I~ X

=S, 25, == 2F(2 - 7).

F G F x V2
S.= 2 -+ % s =22 +E-"%) s =2 (F+G)
(6 72 a) 1720 3L S27 5 )
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Aufgabe 5

Eine starre Platte (Gewichtskraft G) ist im Punkt A gelenkig gelagert und wird in
B durch ein Seil gehalten, das den Winkel a mit der € _-Richtung bildet. Man be-
rechne die Auflagerkraft und die Seilkraft.

o)
X
-]

Kraftegleichgewicht und Momentengleichgewicht (Bezugspunkt B):

AX +T cosa =0,
Ay +Tsina -G =0, - A =9, T= G N °
y 2 2sna X 2tana

GE—A L =0;
2 y

Far a =0 ist Gleichgewicht nicht mdglich.
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Aufgabe 1

Far das Stabmodell einer Kniehebelpresse berechne man die Kraft K, die der ge-
gebenen Kraft F am System das Gleichgewicht halt, und die Kréafte in den vier
Staben.

K

Kraftgleichgewicht im Gelenkknoten B:
—-S;cosf3+S, cosf =0, __F
-S,snB-S,sinB-F =0; 3 74 2d8nB’

Kraftegleichgewicht im Gelenkknoten A:
S;cosB-S,sina =S, sina =0, < -_ cos(a - B)F __ cos(a +B)F

S,sinB+S,cosa - S, cosa =0, - 1 2dn@a)sng’ 2  2sin(2a)snB’
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Vertikales Kraftegleichgewicht im einwertigen Auflager:

K = cos(a - B)F

4sinasinf

Slcosa+K =0, N

Aufgabe 2

Gleichgewichtsbedingungen flr das Fachwerk:
B, =0,
Ay+By -4F =0, B, =0, A
Ay3L -F4L -F3L -F2L -FL =0;
Freikorperbild der Gelenkknoten:
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Gleichgewichtsbedingungen fur die zentralen Kraftesysteme in den Gelenkkno-
ten:

=0 3 4
11 -S,-F=0;
D) 15}
s _fSZ +f55 +36 =0 4.2 1
S = - ;\), F. Se=5F;
p: £82+83+£s +9F =g,
2 275 3
i -S_+S, =0,
° S,=0, S, =iF;
1 S_= 3
7 )
V2 J2 _
St TS T 5 855 99 M5 0 2 2
Sg=--F, Sg=--F,
- 25 -5, -"%5_-F =0; 3 3
T 27577 g e T
- ~Sg +S,, =0, 2
. S;;=-F, 512__§F’
1 -S,-F=0;
/
. \"2 \2 _ _2‘\2
- . _810 _789 +7813 —0, 813 - 3 F

Stabkrafte mit positivem (negativem) Vorzeichen kennzeichnen Zugstébe (Druck-
stabe).
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RITTERsches Schnittverfahren:
Mit dem RITTERschen Schnittverfahren kann man gezielt die Stabkréfte in drei
Staben berechnen, die eine Verbindung von zwei starren Teilfachwerken bilden.

Gleichgewichtsbedingungen fur das rechte Teilfachwerk:
N2

~Sg 759 ~S10 =0,
V2 2_ 2 2 1
789_F +§F —O, 88__§F’ 89 —?F, 810 gF
S,L +ZFL =0;
3

Aufgabe 3
Fur das ebene System starrer Korper berechne man die Auflagerkrafte und die
Stabkrafte. Die Masse der Stabe sei vernachlassigbar klein.

()------,------.

2m
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Gleichgewichtsbedingungen fur das Gesamtsystem:
A, =0,
Ay+By—4G -G -2G =0, - A =0, B, =9G, A =-2G.
By2L -4GL -G4L -2G5L =0;

Gleichgewichtsbedingungen in den Auflagerknoten A und B:
A, +S, =0, Ay +S, =0,
B, +S,+S;/v2=0, -S,-S;/\2 =0;

- s,=0, §,=2G, S,=0, S,=-9G;

Gleichgewichtsbedingungen fur die drei starren Korper:

T,-26=0, - T, =2G;

-T, -S; -Sg/ 2 =0,
Sg/ 2-G-T,=0, - T,=2G, S, =3.2G, S, =-5G;
T,L-T,L =0;

S5/ 248, #5824, =0,
-S,-S,/.2-S, -S;/v2 -4G =0,  (nur noch als Test)
-4GL -S,2L -T,L =S 2L /2 =0.
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Aufgabe 4

k
L,m

o =3 =0: Drehfedern entspannt

Man berechne die Gleichgewichtslage der beiden Stabe, die in den Gelenken
durch zwei Drehfedern gestutzt werden. Man setze insbesondere
k =mgL =GL.

Momentengleichgewicht des rechten Stabes:

L. _n 1.
k(,B—a)—stmB—O, a=p 2sm,B.

Momentengleichgewicht des gesamten Systems:

ka—chosa -G(L cosa +£sinB) =0, a—gcosa —lsinﬁ =0.
2 2 2 2
[3:20—20030,

a—§cosa —lsin(ZG —§cosa) =0.
2 2 2

Losung der nichtlinearen Gleichung:
a =1.1338 =64,96°, B=1.6327 =93,55°.

Aufgabe 5

Die dargestellte Vorrichtung dient als Zugkraftbegrenzer: Wenn die auf den Bol-
zen wirkende Scherkraft einen maximalen Wert Q__ erreicht, wird der Bolzen
abgeschert und die Zange 6ffnet sich. Man berechne die maximal mdgliche Zug-
kraft und die Kraft K auf den Gelenkbolzen.
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Gleichgewichtsbedingungen fur die freigeschnittenen Korper unter Beachtung der
Symmetrie:
-A+K +Tcosa =0,
-F +2A =0, Ky +Q -Tsna =0, F —2T cosa =0.

Aa +Qc -Tcosah -Tsna(c +d) =0,

Ergebnisse:
A=E, T= F , K, =0,
2 2 cosa X
0 :h +(c +d)tana —aF’ K :a—h —dtanaF_
2c Y 2c
2c
F_ = :
maXh +(c +d)tana —anaX
Aufgabe 6

Auf einer Hebeblhne (Masse m,) liegt ein Ladegut (Masse m ). Die Hubstangen

(Lange 2L, Masse m,) sind in C gelenkig verbunden. Man berechne die Kraft
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F(a), mit der das System im Gleichgewicht gehalten werden kann und alle Krafte

in den Gelenkpunkten A, B, C, D und E.

G :(mo +m1)g
b |
Mg
my
© ]
A

—
w

Gleichgewichtsbedingungen fur die &ul3eren Krafte am Gesamtverband:

E, +F =0,
Ey + Dy -G —262 =0,
Gb +262L cosa —Dy2L cosa =0;

b b
D =G,+——G, E =G, +01-—7"—)G.
Y T2 2L cosa y 2 ( 2Lcosa)
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Gleichgewichtsbedingungen fur den Hubtisch mit Last:
B, =0,
Ay + By -G =0,
Gb - Ay2L cosa =0;

b b

=— G, B =1-———)G.
Y 2L cosa y ( 2Lcosa)

Gleichgewichtsbedingungen fur die Hubstange AE:
-C, +E =0,
—Ay —Cy +Ey -G, =0,
Ay2L cosa +CXLsina +CyL cosa +G,L cor =0;

G +G G +G
° )6 ¢ zE =- 2 Fla)y="_ 2.

C =(1- .
y ( L cosa X X tana tana

Gleichgewichtsbedingungen fur die Hubstange BD:
(nur noch zur Kontrolle)

B, +C, tF =0,
—By +Cy +Dy -G, =0,

CyL cosa—CXLsina —By2Lcosa +BX2Lsina —GZL cosx =0.

Aufgabe 7

Drei gelenkig miteinander verbundene starre Korper sind im Punkt A aufgehangt.
Unter Beachtung der Symmetrie berechne man die beiden Gleichungen fur die
Winkel a und g in der Gleichgewichtslage.
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Gleichgewichtsbedingungen der freigeschnittenen Kérper:
-B, +Fcosa =0,
ZBy—4G =0, —By -G +Fsina =0,

L o
GECOS,B+ByL cosB-B,LsinB=0.

Reaktionskrafte:
B,=2G, B, =ge‘;c:‘g, F =3GSmla.
Gleichungen fur die Neigungswinkel:
B, =F cosa - m :g.
Geometrische Bedingung:
L cosp+L cosa =L.

Damit erhalten wir fur den Winkel a die nichtlineare Gleichung

tana -sina 6 a =1,0862 =62,2°

\2cosar —cosla 5 B=1,0073 =57,7°.

Aufgabe 8

e e e m - — - =

___________________________
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Das aus drei starren Stdben bestehende System ist mit der Kraft F belastet. Man
berechne die Auflagerkréafte im Auflager A, die Stabkraft im Stab BC, die Kraft im

Seil DE sowie die Krafte im Gelenk C.

B .q
A, -C =0, V2
_ B _
Ay+Dy _Cy —O, Dy +Cy +/\72 F —O,
CXZL —Cy2L +DyL =0; DyL —-F2L =0.
C, —Cy:—F,
D =2F, C.=F, C. =2F,
y C, +Cy:3F, X y

Aufgabe 9

Wie mussen die Abmessungen einer Bruckenwaage gewahlt werden, wenn die
Kraft G, die einer Last Q das Gleichgewicht halt, unabhangig sein soll von der

Position x der Wirkungslinie der Last?
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Gleichgewichtsbedingungen:
Ga-Sb-S,(b +c) =0,
S, +K -Q =0,
K(c +d)-Qx =0,
Ke -S,(d +e) =0.

Innere Reaktionskréafte:

=Q > =Q@-—= g X
K=Qivar 570 ) 5 Q(C+d)(d+e)'
G:g{ _xb _ xe(b+c) }:g{b— X (b—e(b+c))};
a c+d (c+d)(d+e) a c+d d+e

G wird unabhéangig von x, wenn
b(d +e)=e(b +c) - bd =ec.

Aufgabe 10
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Zwei homogene starre Platten (Gewichtskrafte: 3G und 2G) sind in den Punkten
A, B und C gelenkig gelagert. Man berechne die inneren und aul3eren Reaktions-
krafte.

Koordinaten der Schwerpunkte und der Gelenkpunkte:

_ = _ _
XS :3L£—L1:3\3 1L, yS :3L1+L£:3+\3L’
1 2 2 2 1 2 2 2
/
o V3o a1
Xo —6L7—3\‘3L, Yo —6LE—3L,
3 1 8/3-1 1 . J3 4-.3
X. =X.+2L 2 L= = L, =y -2L--L 2 = L,
s, "¢ 2 2 2 Ys, TYc 2 2 2
/
Xg = X +4|_\23—2|_; =(5v3 DL, yg =Y. —4|_; —2|_\23 =1 -/3)L.

Kréafte-Gleichgewichtsbedingungen fur das Gesamtsystem und den linken Koérper:
A, +B, =0, A, +C =0,
Ay+By -5G =0; Ay+Cy—BG =0.

Momenten-Gleichgewichtsbedingungen fur die beiden Kérper, Bezugspunkt C:
AYc —AyxC +3G (X —xsl) =0,
B, (Ye ~Yg) +By(xB —Xc) —ZG(x82 —X) =0;

2A, -2.3A, = (3.3 +1)G,
A (2+3) +Ay(2\§ -1) =(8./3 -4)G;

Ergebnisse:
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A, =1057G, A, =23990G;
B,=C,=-A,, B, =26010G, C, =0,6010G.

Aufgabe 11

Fur das dargestellte Rad-Achsen-System berechne man unter Beachtung der
Symmetrie die Kraft im Gelenkpunkt A und die Lange der Feder (Federsteifigkeit
c¢) im belasteten Zustand, wenn L die Lange der entspannten Feder ist.

G, G, +F G,
S,
I
. A ! Pe
I
{7 VAV A WA
A =l 1
Le o :
. |
L, B>
LR =
G1+ FL
K K

1,

Krafte-Gleichgewichtsbedingungen am Rahmen und an der Achse:
2Ay +2K -(F_ +G,) =0;

N —Ay—K -G, =0;

1
N =G, + (G, +F,).
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Momenten-Gleichgewichtsbedingungen an der Achse:
N(L, +Lg)-K(L, +Lp) -G, (L, +L,) =0;

- N(Lp +Lg)=Gpo(La *Ly)
L, +Lp

K

- Co(lg ~Ly) +(Gy +F (L, +Lg)/2,
Ly +Le ’

Bei dieser Kraft ist die Feder um AL zusammengedruickt:

cAL =K, AL = I(f
Lange der belasteten Feder:

K
L=lg-al =Ly
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Aufgabe 1

Eine starre Stange (Lange 2L, Masse m,) liegt unter einem Winkel a auf einer
Kreisscheibe (Radius r, Masse m,), die auf einer horizontalen Flache steht. In
den Kontaktpunkten der Kreisscheibe sei i, der Haftreibungskoeffizient. Man be-
rechne die Krafte in den Kontaktpunkten und die Bedingung fur den Winkel a,
unter der Gleichgewicht mdglich ist.

Geometrische Zwangsbedingung:

h —r cosa
sna

bsna+rcosa =h - b=
Gewichtskrafte:
G, =m;g, G, =m,g.

Gleichgewichtsbedingung fur die Stange:
Momentengleichgewicht bezogen auf A:

Gchosa—Nlb =0, . N :Gl—cosa.

Gleichgewichtsbedingungen fur die Kreisscheibe:
Momentengleichgewicht bezogen auf S,:

H,r-H;r =0, - H, =H,.
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Momentengleichgewicht bezogen auf C (C = Schnittpunkt der Wirkungslinien der
Krafte H, und H,):

Nzc —Gzc —Nlc =0, - N2 =G +N1.

Momentengleichgewicht bezogen auf den unteren Kontaktpunkt der Kreisscheibe:
(H,cosa + N, sina)(r +rcosa) +(H,;sina =N, coxr )rsimr =0,

H, @+ cosa) +N, sina =0.

Krafte in den Kontaktpunkten:
L _ _ _ L sina cosa
N, —Glgcosa, N, =G, +N,, H, =H, = Glgm'

Haftbedingung im Kontaktpunkt Stange/Kreisscheibe:

L sina cosa L
H<pN, - 1o 1+cosy S HoCrp 05T,
Si£<u tang<u a < 2arctanu
l+cosa ' ° 270 a o

Weil H, =H, aber N, >N, ist, gilt H, <y N,.

Aufgabe 2
N N L
X

N r e () L 9
< N
o o
I 1
£ £

Der gelenkig gelagerte Quader (Masse m, Kantenlange L) drickt einen Kreiszy-
linder (Masse m, Radius r) gegen eine vertikale Wand. Wie grof3 mul3 x minde-
stens sein, damit der Kreiszylinder nicht nach unten wegrutscht?
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N, =N, =0, .
H,+H, -mg =0, Nzx—mgzzo,
le—HZr:O;

_g Mg N =mq L
Hl—H2—7, Nl—NZ—mgg,

H,<04N;, - x=<0/4L, H,<02N, - x=<02L,

x<0,2L.

Aufgabe 3

Eine starre Kreisscheibe (Masse m, Radius r) ist in B mit einer starren Stange
AB (Lange 2L, Masse m) drehbar gelenkig verbunden. Zwischen Stange und
Kreisscheibe ist in B eine linear elastische Drehfeder geschaltet (Drehfederkon-
stante k), die in der dargestellten Lage entspannt ist. Wenn im Punkt A eine nach
rechts gerichtete Kraft F angreift, ergibt sich eine Gleichgewichtslage, in der der
Punkt A um x nach rechts verschoben, das Rad um den Winkel ¢ gedreht und
die Drehfeder gespannt ist. Man berechne x und ¢ in dieser Gleichgewichtslage.
Wie grofl3 darf F hochstens sein, damit das Rad nicht rutscht?
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F+B, =0,
Ay +By -mg =0,
By2L -mgL —-k¢ =0;

1 r 1 =T 1 r
By —E(mg +Ff)’ Ay —E(mg Ff)’ N —E(Smg +F f)’

< 3u,mgL .
2L - r

HsuN - F

Aufgabe 4

Ho 9

Mo
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Zwei Kreiszylinder (Masse m, Radius r) sollen in der angegebenen Lage unter der
Momentenbelastung M~ im Gleichgewicht sein, wobei Hy <1 angenommen wird.
Man berechne den Bereich fiir das Lastmoment M”, in dem Gleichgewicht mdg-
lich ist.

N,r =Gr —Hr =0,

M*
- = N, =G +—,
Hl HZ_O’ ~ M 1 or
N,-N, -G =0 - FiEH =5 M*
2 1 : N2=ZG+2r.
M*-H;r —H_r =0.
IH <y N, - [M*|<p (2Gr + M*),
|H,|<p, N, - [M*[<pu (4Gr + M*),
| M*|= u M* < u 2Gr;
M*>0: - M*suozer, M*<0: - |M*|su°26r,
1-n, 1+p,
_/JOZGI’ <M* < H,2Gr
1+u, 1-p,

Aufgabe 5

6r|m

oL
>
Ein in O drehbar gelagerter Winkelhebel (Masse 2m) stutzt sich in B auf einer in
A drehbar gelagerten Kreisscheibe ab. In einem Seil, das am Winkelhebel befe-
stigt und auf der in A gelagerten Scheibe aufgewickelt ist, hangt ein Kreisring
(Masse 2m). Im Kontaktpunkt B ist die Haftreibungsziffer u, =0,5 gegeben. Man

berechne, wieviel Prozent der maximal moglichen Haftreibungskraft in B im
Gleichgewichtsfall erforderlich sind.
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H
M
- N
lTl YH
| | Tz,
m
g T I |
0 T2
2mg
Gleichgewichtsbedingungen fur den Kreisring:
T, +T,-2mg =0,
o T1 :T2 =mg.
T22r —T12r =0;

Momentengleichgewichtsbedingungen fur den Hebel:

N6r -T,3r -mg3r —H6r =0, - N -H =mg.

Momentengleichgewichtsbedingungen fur die in A gelagerte Scheibe:

_ _2
T,2r-H3r =0, - H —gmg.
Daraus folgt

erforderlich _

2

3 " -
H 5

6

- 80% wird genutzt.

max

Aufgabe 6

Eine starre Stange BC ist in B und C gelenkig gelagert. Die Kreisscheibe (Radius

r, Gewichtskraft G) wird im Beruhrungspunkt mit der horizontalen Ebene durch
Haftreibung festgehalten. Fur welche Winkel a tritt Selbsthemmung auf?
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C,L-Fb =0, - C :FE;
y L

y
€, —H =0, C =-F Elf”“ =-F Etan(a/Z) =-H,
_Cy -G +N =0, : cosa
C,rsina +C, (r +rcosa) =0; N=G+F

o

b b
H<uN - F—tan(a/2)su,(G+F ~),
L @/ 2)= ol L)

F< HoGL ,
b{tan(a / 2) - 1.}

Selbsthemmung: tan(a /2)<spu, - o <Z2arctan(u).

Aufgabe 7

Zwei im Punkt A gelenkig miteinander verbundene Stangen (Ladnge L , Masse m)
sollen auf einer horizontalen Ebene so aufgestellt werden, dal3 mindestens dreifa-

che Sicherheit gegen Abrutschen besteht. Man berechne den erforderlichen Win-
kel a.
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Kraftesummenbedingung fur das Gesamtsystem:
H, -H, =0,
N, +N, -2G =0,
Momentengleichgewichtsbedingungen fur die beiden Stangen, bezogen auf den
Gelenkpunkt A:

-N,Lsna +H,L cosar +G £sina =0,
2
N,Lsina —H,L cosa -G Esinor =0.
2
Es ergibt sich zunachst die erwartete Symmetrie des Kraftesystems:
H,=H,, N;=N.,.
Damit wird dann

N1:G, H :EGtana.
2

Aus der Sicherheitsforderung folgt:

1 u-N - a< arctan(guo).

Hlsg o1’

Aufgabe 8

Zwei starre Stangen sind durch ein reibungsbehaftetes Gelenk miteinander ver-
bunden und werden durch die horizontale Kraft F im Gleichgewicht gehalten.
Man berechne den Gleichgewichtsbereich fur die Kraft F.

Der Angriffspunkt der inneren Reaktionskraft C ist unbekannt und deshalb auch
das Versatzmoment M...
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Gleichgewichtsbedingungen:

A -C, =0,
A, +C, —G =0,

—GL cosa +CX2Lsina +Cy2L cosa —MC =0;

C, -F =0,
B, -C, -G =0,

GL cosa—CXZLsina +Cy2L cosa +MC =0.

Ergebnisse:

M. =F2Lsina -GL cosa.



B - 2.4 - Haftreibung

93
Mc
r
E— O
CX
|
Me ¥
r
Haftbedingung:
1 _ r
F‘MC‘SHOCX, IF2sina -G cosa\suofF,
F2sina>Geosa: -  F2sna ‘HOFLSGcosn, Fe_ GCOST
L 2sina -,/ L
F2sina<Gcosa:  —  Gcosa sF2sina +u  F r Fy GCOsa .
2sina +pgr /L
Gleichgewichtsbereich fur die Kraft F:
G cosa G cosa
: <Fs< _
2sina +ugr/L 2sina -y r/L

Aufgabe 9

Im Abstand x vom Schwerpunkt der Kreisscheibe greift eine vertikale Kraft F an.
In welchem Wertebereich kann F variieren, wenn die Kreisscheibe im Gleichge-
wicht bleiben soll? Fur welche Abstandswerte x entsteht Selbsthemmung?

Gleichgewichtsbedingungen:



B - 2.4 - Haftreibung 94

-T +H =0,
-G -F +N =0,
T2r -Fx =0.
T=F2, H=F2, N=G-+F.
2r 2r

Haftkraftbedingung:

X X
F-<su (G+F), - F(- —H,)sH,G.
2r o ) (2r o) <H,

Zulassiger Variationsbereich der Kraft F, wenn x >2ru ist:

O<F <%
2r Ho

Selbsthemmung 0O x 2ry,.

Aufgabe 10

Eine Kreisscheibe (Masse m, Radius r) ist im Mittelpunkt C gelenkig mit einer
starren Stange (Masse m, Ladnge 2L) verbunden. In den Punkten A und B sind
die Haftreibungskoeffizienten L, gegeben. Die Kreisscheibe wird mit einem Mo-
ment M* belastet. Wie gro3 darf M* hoéchstens sein, wenn das System im
Gleichgewicht sein soll?
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Gleichgewichtsbedingungen:
C,—A, =0,
Ay —Cy -G =0,
M*-A r =0;

-C, -B, =0,

Cy + By -G =0,

By2L cosB-B,2LsnB-GLcosp =0.

AuRere und innere Reaktionskrafte:

M * 1 M *

A = , B =—G - tan [,
X r y 2 r &
M * 1 M *

C, = : C,==G +—tanp,
X oor y 2 r &
M * 3 M *

B, =- , A =-G+ tan 5.
X r y 2 r &

Haftkraftbedingungen:

M * 3 M *
< —G + tan
Ho( B)

‘Ax‘ = 'quy - r

M*<3Gr. Ho
2  1l-pytanf
M * 1. M*
B, <HB, -~ <Hp(5G -~ tanp),
M*<igr. Fo
2 l+p tanf

Beide Haftkraftbedingungen sind erfullt, wenn
M* < EGI’ L
2 l+p tanf
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Aufgabe 1
Ein homogener Kreisring (Gewichtskraft G) hdngt an drei gleich langen Seilen.
Man berechne die drei Seilkrafte.

(zentrales Kraftesystem)

Gleichgewichtsbedingungen:
00 O [+ cosa cosB ] gcosasny 0 00 O MO

O O [ O O OO0 Oogo
S, losa [+ S, [-cosa sin3 [+ S, [3-cosa cosy [+ 0O = D0
O O [ O O OO0 Ooo

BnaB H sna H H sna H BEGH B

Aus der zweiten und der dritten Gleichung folgt:
S, =S,sinf-S;cosy =0,

_ G
S, +S,+S,= .

sina

Nach Elimination der Kraft S1 erhalten wir:

S,(1+sinp) +S (1 +cosy) = .G :
sna

-S,cosB +S,siny =0,

also mit:
n:=sina(siny +cosp +cos(B -y)),
Sl:cos(B—y)G’ 82:smyG’ 83:COSBG.
n
Aufgabe 2

Der Deckel (Gewichtskraft G) einer Kiste ist um den Winkel a gedffnet und wird
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von einem Stab (Masse vernachléassigbar) gestutzt. Man berechne die Stutzkraft
und die Reaktionskrafte in den Lagern des Deckels.

Lager A: dreiwertig

Lager B: zweiwertig

[cosa -1
_, - - O O N
CD=AD-AC=L0 1 [ ‘CD‘:L\S—ZCOSG,
0 0
Hsna B
[cosa -1
- 1 ] O]
D= Ta o 1 O
v3—2co0sa [] 0
Hsna B

A0 B O 0on
AR
BAVD DOD S"?
#.H B, H BGE

[cosa —100 [0O0

K O O ogd
-0 1 [O=00
\J3-2cosa 0 00
Hsna § BF
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Momentengleichgewicht bezogen auf den Punkt C:
Lo A O LO m O &L +(L/2)cosa] 00 O 00O

O oO0*0pg ogO0*o g OO0 O 00
DODXDAyD+E2LD><DOD+D L [x 00 = [0[]
o g oYyd od o OO0 O 00

08 tA,H BoB B,d 8 (L/2sna 5 FGH B8

2LB, -LG =0,

LA, +LB, ~GL{L-") =0,

-LA, -2LB, =0.

Ergebnisse:

, A :2(1—cosa),

y4
G .3 -2cosa
2tana

Ay:— G , B, = G : A G (——cosa)
2tana X 4tana X 2tan 2

Aufgabe 3

Eine Spindel ist uber eine Spindelmutter mit zwei Stadben verbunden, deren End-
punkte A horizontal beweglich gelagert sind. Das an der Spindel angreifende Mo-
ment steht im Gleichgewicht mit den Kraften F in A.

[T = -

\E
E
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Das Spindelgewinde habe den wirksamen Radius r und den Steigungswinkel L.
Der Haftreibungswinkel p, sei kleiner als 8. Man berechne die in den Lagern wir-
kenden Reaktionskrafte und den Gleichgewichtsbereich. Die Lager A und B seien
so konstruiert, dafl3 sie auch Momente um eine vertikale Achse uUbertragen kon-
nen.

In
I

JHHHH T = -
Ho

ol

Das Freikorperbild bezieht sich auf den Grenzfall: Gerade noch keine Abwartsbe-
wegung der Spindelmutter (Vergréf3erung des Winkels a).

Kraftegleichgewicht an der Spindel in vertikaler Richtung:
C+Z(AN cosf3 - 4,AN sin B) =0, - C =—ZAN(cosﬁ ~lysin f);
Momentengleichgewicht um die Spindelachse:

M—Z(rANsin[HrquN cosfB) =0 - '\r/lzzAN(sinB+yocos[5);

AN 1
z T smB+/J0cosB

Mcosf-ppsinf - ml-tngtanf_ M 1
rsnf+pycosf v tanfttanp, 1 tan(B+p,)

Kraftegleichgewicht an der Spindelmutter in vertikaler Richtung:
. 1 .
2B, +Z(—AN cosf + H, AN sin ) =0, - B, ZEZAN(COSB ~lysin B),

_1MmcosB-fpsnf_1mM 1
y 27 sinB + p, cosf 2 tan(B + po)
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Momentengleichgewicht an der Spindelmutter um die vertikale Achse:
1

2MB—Z(rANsinB+ruOAN cospB) =0, - Mg ZEM'
Kraftegleichgewicht am linken Hebel:
F-B, =0, Ay—By =0;
Momentengleichgewicht am linken Hebel:
M, -Mg =0, BXLcosa—ByLsina =0;
B, =B tana, M,=M,, A, =B, -iM_tna
<y vy 2 1 tan(B+p,)

Ergebnis fur den Grenzfall: Spindelmutter bewegt sich gerade noch nicht auf-
warts:
_1M  tena
2 r tan(B-pp)
Gleichgewichtsbereich:
1M  tana stlM tana _
21 @n(B+p) 21 tan(B-pp)

Aufgabe 4

Der Handgriff eines Handbohrers soll so gehalten werden, dal er sich nicht dre-
hen kann und nur in vertikaler Richtung beweglich bleibt. In dieser Richtung
wirkt die Druckkraft F,, und an der Handkurbel senkrecht zum Hebel (Lange h)
greift die Kraft F . an. Unter dieser gegebenen Last wird der Bohrer an der Bohr-
erspitze im Koordinatenursprung von einer vertikalen Kraft F, und einem um die
z-Achse drehenden Moment M, im Gleichgewicht gehalten. Die Positionen der
Kraftangriffspunkte A, B, C, D und H sind durch die folgenden Ortsvektoren ge-

geben:

OA =(L, +L,)E, =(L, +b +r,)é,,
OB =(L, +b)g, +é,,
OC=L6,,

OD = (L, +L, +hsing)é, —h cospe, +ag, ,

OH = (L, +L, +L,)8,.
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gegeben F02

gegeben F 0 |

Yp =A

Y =M1 -~ —\%H\%\—/

_____ ___e_e______

Man berechne fur eine beliebige Kurbelstellung ¢ die Kraft F, und das Moment
M, im Gleichgewichtsfall sowie die auf3eren Reaktionslasten am Handgriff, die in-
neren Reaktionslasten in den Lagern des Antriebskegelrades und des Bohrkopfes
sowie die innere Reaktionskraft zwischen dem Kegelrad und den Tellerrad im
Kontaktpunkt B.

Endgultige Ergebnisse der Berechnungen sind jeweils in der Zeile nach einem - -
Symbol aufgelistet.

Gleichgewichtsbedingungen fur die am Gesamtsystem angreifenden auf3eren
Kréafte:

g Fuf 5
O o +O00 G+[o
O] 0 0 O O
HFo1008¢H HFoH

- FHX =FOlsin¢, F, = 02 +FOlcos¢.
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Fheosp C-F,  singl Ood OF O M 0O 000 00
0 0 o oo oo 0 o OO0 O gno
0 a xOd o B+OoOxO0o0 O+0Ov, OO0 O=mQ
0 0o 0000 0OO0™DO 0o
Bhsing H H’F01COS¢H H-za H_FOZH H‘AHzH M H B8
-aFy,cosp +M =0,
~hFoy +LoF +MHy =0, - M\« =aFy, cosp, IVIHy =(h ~L,Sng)Fy,,

aFy, sing+M, +M, =0;

M, +M, =-aF,, sing.

Im folgenden Freikorperbild liegen die Wirkungslinien aller Kréafte mit Ausnahme
von F,, und B in der xz-Ebene.

FOZ

MH I:Hx

X

Hz

-
Lt

X | ——
e I A
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Gleichgewichtsbedingungen fur das Antriebs-Tellerrad, das starr mit der Kurbel

verbunden ist:

O-F,,sng0 BA O BB, 0 00
] 0 0O O 0O 0 gd
U o D+t0o0 B+po =m0 - A, = -F,, cosp,
O OO0 OQg 000 z
FoicosoH HAH B0 B BB

A, =-Fy sng -B,;

Fheosp C-F sngl Do O B, 0 BGM, U 00
0 0 o O o 0O g 0 o U oo
0 a o0 o by xgo +xU 0o B=(Q
0 0 o O O-0 g 0 o U oo
Shsing B HFo, cosp Hr,H B0 § HM,,H BE

-aF,, cosp -M , =0,

-hF,, +r,B, =0,

aFOlsinqb +rB, -M,, =0;
_h B . r

- B, —r—Fm, M ,, = -aF,, cosg, M,, =(@asing +h r—)Fm,

2 2

P h
- A, =—(sng +E)F01.

Gleichgewichtsbedingungen fur den Bohrkopf, der starr mit dem Kegelrad ver-

bunden ist:
B, 0 FC 0 od oo o B,0 U0O0 g0 O OO
o"otd "000nppo ooo'od 0o 000
0o wHJo CkLob= (g [, (< 00 [+ U0 U+ -M . O= (0
o o0 000aQoo ooo0 00 00 “0oo
50 8 HC,H H.H ®B mE 08 MH 50 B ©F
B, -C, =0,
C,=F,
bB, -M_ =0 = G, =Fg, +Fy, c0sp,
X C !
—rlBX+M1:O;
_h _ _nh
- C ‘rFor Mc ‘brFor My ‘hrF01
2 2 2

, r
-~ M, =-(@sng +h r—l)Fm.
2
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(Nur noch zur Kontrolle) Gleichgewichtsbedingungen fuir den Rahmen des Hand-

bohrers:
U, O A 0O . O MmO
O™Do*o o*o g
0o +Oo G+ Oo U= Qg bereits erfullt;
O OO0 OO0 0 ogn
B_FOZH HAZH H:ZH @)E
Do O € 0O Ood DFHXD oo m, 0 M, 0O 00O
O ODo"0d oo g p o 0 O O 0o
Oo OxOo D+ Uo IxU 0 kMU O D+EMH O= o0
O OO0 oooo0 Opg©go 0OO0™ooQ
HLH .8 BoH HFeH 80 B B, H B, § BE
MAX+MHX :0’
-L.C, +LF, +MC +MHy =0, bereits erfullt.
IVIAZ-I_MHZZO’
Aufgabe 5
Fo
v Grenzfall: Gerade noch keine
Aufwartsbewegung der Schraube
SNoB
LEESS

€, = COSu€, +sinae,,

eb = —smae¢ +cosae,

Schnitt Ozu e

Eine Schraube (Gewindesteigungswinkel a, Gewinderadius r, Flankenwinkel g,

Haftreibungskoeffizient /JO) ist axial durch eine Kraft —Foéz und ein Moment M
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belastet. Man berechne den Gleichgewichtsbereich.

Auf ein Flachenelement AA der Gewindeflanke an der Stelle P wirken die Normal-
kraft

AN = AN(-sinfe, +cosfE ) =AN(-sin 8, —cosfsina€, +cosBCoscE,)

¢
und, wenn die Schraube sich gerade noch nicht nach oben bewegt, die maximale
Haftreibungskraft

AH =~y ANE = i AN (cosa€, +sinag,).

¢
Aus der Kraftegleichgewichtsbedingung in z -Richtung folgt

-Fy + ZAN cosfcosa —Z HoAN sina =0,
F
Y AN = °
cosfcosa — g sina

Die Momentengleichgewichtsbedingung um die z-Achse lautet
M - ZrAN cospBsina - Zr,quN cosa =0,

M_ z AN (cospsina + i, cosa).
r

Die Elimination der Summe der Normalkraftbetrage AN ergibt mit

Hg
tan = > U,
Po cosf Ho
cosBsina + U . cosa tana +tanp. .
M- P Ho =F Po_- Fotan(a +p,).

r  9cosBcosa - pysina  O1-tanatanp,’

Wenn die Schraube sich gerade noch nicht nach unten bewegt, &ndert sich nur
die Richtung der maximalen Haftreibungskraft. Deshalb gilt dann

M .
v Fotan(a —p, ).

Die Schraube befindet sich also in einem Gleichgewichtszustand, wenn
* M *
Fo tan(a - p, )<T <F,tan(a +p,’)
ist.
Bei einer Schraube, die sich im Lastzustand {F;>0,M =0} nicht bewegen soll,

muf3 po* >qa sein, weil dann M =0 im Gleichgewichtsbereich liegt (Selbsthem-
mung).
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Aufgabe 6

Auf der in den Punkten A, B und C jeweils zweiwertig gestutzten Plattform wird
im Punkt D ein Loch gebohrt und dabei die Kraft F; und das Moment M, er-
zeugt. Man berechne die Auflagerkrafte.

Freikorperbild:

Kraftegleichgewichtsbedingung:

A, +B_+C =0,
B, +C, =0,
A, -F,=0.

Momentengleichgewichtsbedingung (Bezugspunkt A):

no0oO0 00 U RLO B,0 2LO €©,0 OO
O0o0 00 0o oOoO'00 00000
Ox00 G+ 00 h @RLIX B, [+ 2LOx [T 0= D0
oo0 00 OpoooYoo ooYo oo
0 BF,H HM,H HOE BOH BLE HOE ®H
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-LF, -LC, =0,
LF, +LC, =0,
-M, +2LB, -2LB +2LC, -2LC, =0.

Auflagerkréafte:

— IvIO — — MO - — —
AX —I, AZ —FO, BX —FO _Z, By —FO, CX —_FO, Cy —_FO.
Aufgabe 7

Eine homogene dinne Rechteckplatte (Gewichtskraft G, Kanten: L,2L) ist in A
dreiwertig und in B zweiwertig gelagert und wird von einem Seil CD in der um
den Winkel ¢ um die x-Achse gedrehten Lage gehalten. Man berechne alle Reak-
tionskrafte.
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Berechnung des Richtungsvektors der Seilkraft K :
OO0 O L o o0 -1 D

- ooano O 0O
CD =AD -AC = [L[+[RLcosg O=LMOA- 2005¢D
OO0 0O o 0O
ME B2LsngH [ 2sing E
o -1 0O
= 1 O O
€ =——=——-[1-2cospll]
L 6-4cosp O 0
H 2sing ©H

Momentengleichgewichtsbedingung bezogen auf A:

CD =L . 6-4cosf.

(Da D auf der Wirkungslinie von K liegt, kann das auf A bezogene Moment von

K einfacher mit ADxK berechnet werden.)

oo 0ol oo 0 -1 OooL2 0000 od
oo0 0Doo K O 0 O OO0 000
OOxB hOOx——— 1 —-2cos¢p [+ OL cosg Ox 0O O= O[]
oo YO0 oo 6-4cospn 00 OO0 OOCO
®F B,H ®F B 2sng B EFLsngd BGH BH
Oo U [2singg  Grcospd [0
- o kL O 0 0O 00O
L b 2= [0 o0 GLO12 O=DOQF
E ZE 6-4cosp O O 000
0By [ H1 B B0 B ®H
K_9\3/6—4cos¢ g =G G
2  tang z 2 Y  2tan¢
Kraftegleichgewichtsbedingung:
(A 0 000 O -1 0 o0
o*0 o0 o K 0 0O 00
A B h———  [1-2cos¢= D[]
OYO O0YO . 6-4cosg 0 00
. B, 32sn¢ B BF
G G G
A = , A =——( —cosgp), A, =— -G cosp.
X 2tang y tamp( ?) z 2 s
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Aufgabe 8

Ein in O gelenkig gelagerter Stab OE wird von zwei Seilen AC und BC gehalten

und durch eine Kraft F in E belastet. Man berechne die Auflagerkraft R in O

und die Krafte in den beiden Seilen.

20 110
. 0O 100
CA=L0O2[ €. =—[M[
oo A 200
50 8 708
Kraftegleichgewicht:
R +SléCA
mx H +10
(R Ch—1m
OoYOo 2g g
R,H B8

Momentengleichgewicht bezogen auf den Punkt O:

OCxS, +OD xS, +OE xF =0,

2L0O 10 M@LO
0 0Os OO0 O s
00 Ox—1 01 O+ 00 Ox—2
O 0OY20 00 O
B0 B EOH HO B
SZ:5\21F’
8
R _EF, R

340 bLO 00 O @O
O 00 OO0 000
-1 0O [x O [O= [00)
210 oo OO0 Ooo

H2H HOH EFH BH

S

N

N

1
2

SZ
21

S
-—2.8L +5FL =0,
21

0;
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Aufgabe 1

oD

Ein Scherengitter aus vier starren Staben (Masse m, Ladnge 2L) stutzt eine Ar-
beitsbihne (Masse 25m). Mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit berechne
man die Kraft F, die das System in der dargestellten Lage im Gleichgewicht halt.

OW =-F &, -2mg &/ —-2mg & -25mg &, =0,

X o =2L cosa, X, =-2Lsnada,

yg =Lsina, dy, =L cosada,

Y =3Lsina, dy. =3Lcosada,

Yp =4Lsina +const, oY =4L cosada.
_954mg

(F2L sina —108mgL cosa)doa =0 > F .
tana

Aufgabe 2

o PO

Man berechne mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit die im Punkt C angrei-
fende Kraft F(¢), die das dargestellte System, das aus zwei im Punkt B gelenkig
miteinander verbundenen starren Stangen besteht, im Gleichgewicht halt.
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Kinematische Zwangsbedingungen:
X +L2cosy =L cosg, L. 2sing =L +Lsing.
Xc =Lcosp -~ 2L.1 —sinZL/J,

X = L cosp —\/ZL\/l—;(l +sing)? =L(cosp — 1 -2sing —sin’p ).

y -Koordinaten der Angriffspunkte der Gewichtskrafte:

y, =L +;sin¢, Y, = L2 —(1+sm¢)
Virtuelle Arbeit:
OW =F &. —mg dy, - 2mg & —(F—a mg%— 2mgay—2)6¢
C 1 2 ¢ a¢ N a¢
ox 0 0
—C = (-sing + CoSp +sing cosp ), Azhcosda, L:Ecos¢>
0¢ \1-2sing -sin®¢ ¢ 2 09 2
Kraft im Punkt C:
W =0 - F =mg op 3 o ,
Xc
09
3 1+.2
F(9)= 2 1+sing

—tang +

\1-2sing -sin’¢

15| ! ! ]

Aufgabe 3
Man berechne die im Hubzylinder auf den Kolben wirkende Kraft F, die den in O
drehbar gelagerten Korper (Masse: m) im Gleichgewicht halt.
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Kinematische Zwangsbedingungen:

(6+d)sinB =e +(a +b)sina, )
yS —ashna +Cccosa .
(¢ +d)cosB =(a +b)cosa - f,
Daraus folgt:

(E+d)? =(a +b)? +e? +f2 +2(a +b)(esina —f cosa),

£=.(a+b)® +e? +f2 +2(a +b)(esina -f cosa) —d.

23 _ (a +b)(ecosa + f sina)

00 (a+b)? +e? +f2 +2(a +b)(esina - f cosa)

oyg _ .
—> =acosa —-csina.
oa
Prinzip der virtuellen Arbeit:
o Vs
y 0¢ da
AW =-m +F 86=(-mg > +F _2)da =0, F=m :
g g ¢=(-mg e a0{) g 0&
oa

Mit den speziellen Werten

a=5L, b=3L, ¢c=2L, d=4L, e =2L, f =3L
wird
0§ _ 16cosa +24sna
da 77 +32sina - 48cosa

0
Ps - (5cosa —2sina)L,
oa

g (5cosa —2sina). 77 +32sina —48coxx
16 cosa +24sina '

F=m
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2.0

F/(mg)

15
1.0

0.5

0.0 \ \ \ ‘
0.00 0.25 0.50 0.75 a 1.00

Aufgabe 4

Zwei Eckpunkte einer starren rechteckigen Platte (Masse m, Kantenlangen b, h)
werden auf den Koordinatenachsen eines kartesischen Koordinatensystems ge-
fuhrt. Der Punkt B ist mit einer Feder (Steifigkeit ¢) verbunden, die in der Lage
¢ =0 entspannt ist und dann die Lange L, hat. Man berechne die Gleichge-
wichtsbedingung.

§>\/A Lo O
A \/\/\/\/\/
C

Kinematische Zwangsbedingungen:

L B . _h b .
Xg =hsing, Yg =Dsing, yq —Ecos¢ —Esm(p.

L@)= (L, +Xg)? +yg2 = L 2 +2L hsing +(h? +b%)sin’.

(¢}

Potentielle Energie:
E por (#) = MY (@) + (L ®) -L,)%

Verallgemeinerte Kraft:

_ %ot _ _0yg L\ 0L(9)
Qp = op mg o0 c(L(®) LO)T¢ :
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oys 1, . a(p) 1 oy
—=>=-"(hsing +bcosy), = +b“)sing cosp].
op 2 09 L(®)
Gleichgewichtsbedingung:
oy oL(¢) _
%s
mg—>+c(L(@)-L,)——
09 0¢
Mit den speziellen Werten
L
b=L,, h=29, c="9
2 Lo
erhalten wir
L
Ve :To(coscp ~2sing), L(¢) =Ly 1+sing +(5/4)sin’p,
d L L '
£=——O(Sin¢ +2c0sp), aiino 2 cos¢ +5sing cosp ,
09 4 0p 4  1+sing +(5/4)sin’p

2cos¢ +5sing cosp

:O,
\1+sing +(5/4)sin’¢

5sing cosp —sing —

¢ =2,556 =146,5°.

Aufgabe 5

Man berechne mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit die Kraft F(¢), wenn die
Feder (Federkonstante c) in der Lage ¢ =0 entspannt ist.

Virtuelle Verschiebung des Kraftangriffspunktes:
YA =2Lcosp —2L sing, Oy, =—2L(sing +cosp)oé.

Federverlangerung und potentelle Energie der Feder:

f(¢)=4Lcosp +2L sing —4L,
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E o 9) =50 F2@).

Virtuelle Arbeit und Gleichgewichtsbedingung:

aE ot . af
W =-Fdy, —— L= 6¢={F2L(sing +cosp) —cf 359,

0¢ 0¢
W =0 — F@=C5 5np+cosp)’
_35n(26) + 2cos(2¢) +4sing —2cosp
F(¢)=2cL 2 _ .
sing + cosg
0.2 ‘

F/(cL)

0.1

0.0

0.0 0.1 0.2 [ 0.3

Aufgabe 6

Man berechne fur das System mit zwei Freiheitsgraden die verallgemeinerten
Krafte Q¢ und Qw sowie fur den speziellen Wert k =2FL die Gleichgewichtskonfi-
guration. Die beiden Drehfedern (Federkonstante k) sind in der Lage ¢ =¢ =0

entspannt.

Kinematische Zwangsbedingungen:
Y =-Lsing, oy , = -L cos¢ o¢;
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Yg =Lsing +Lsiny, Oyg =L cos¢d¢ +L cosy .

Potentielle Energie:
_1 > 1 _ 2 _1 2 2 _
E por = 5 KO% + kW -9)? = k(29 +p® -2py).

Virtuelle Arbeit und verallgemeinerte Krafte:

0E 0E
oW =Fdy, +F/, - a;’ft 3¢ - azl“ 3y,

OW = —-FL cos¢d¢ +FL(cos¢d¢ +cosy oY) —k(2¢ —y)o¢ k(Y —¢) oy,

Q, =k -2¢), Q, =FLcosy k(¥ ~9).
Gleichgewichtsbedingungen:
Q¢ =0 - QU :2¢’
K . k=2FL - cos(2¢)=2¢,
Q=0 - cos(2¢)=_ ¢:
20=0,739 - ¢ =212° y =42,3°

Aufgabe 7

Zwei starre Korper der Masse m sind Uber eine Drehfeder (Federsteifigkeit
k =mgL ) gelenkig verbunden und in O drehbar aufgeh&ngt. Die Drehfeder sei fur
¥ =0 entspannt. Man berechne die potentielle Energie des Systems und mit Hilfe
des Prinzips der virtuellen Arbeit die Gleichungen fur die Koordinaten ¢ und ¢
in der Gleichgewichtslage.

Kinematische Zwangsbedingungen:

X =L cos¢, x82 =2L cosp —L cos¢g +Y).

S1
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Potentielle Energie:

_ 1 2 _1 2
Epot _Ekw —mgxSl —mgx82 _Ekw —mg(xSl +x82),

1
E ot =§kw2 -mgL(3cosg —cos(p +)).
Verallgemeinerte Krafte:

oE oE

Qp=" g =MIL(Bsing +sinp +), Q== 7% = ky +mgLsn(g +y).

Gleichgewichtsbedingungen:

3sing =sin(¢ +y),

R w="%5n(@ +u),
mEL =1 - 3sing =,

3sng =sin(g +3sing) - ¢ =0.3255=18.6°; Y =54,9°.

Aufgabe 8

Ein Stab ( Lange L, Gewichtskraft G ) kann mit seinen Endpunkten A und B auf
einer FUhrungsschiene gleiten, deren Form durch die Funktion y(x):xz/L be-
schrieben wird. Man berechne mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit die
Kraft F(¢), die der Gewichtskraft des Stabes in der Lage ¢ das Gleichgewicht
halt.

Kinematische Zwangsbedingungen:

Xg =X, *+Lcosg, i—%:Lsind).

Daraus folgt:

(x, +Lcosp)? -x 2 =L2sing,  x, :;(tantp ~ cosp).



B - 2.6 - Virtuelle Arbeit 118

AEY +£Sin¢ :i.ﬁhénqﬁ y =£(tan2¢+cosz¢)
S TA 2 L 27 S a4 '

Virtuelle Verschiebungen:

L, 1 . _L tang _ .
OX o _5(@ +sing)og, Yq _E(coszrp cosp Sing )og.

Prinzip der virtuellen Arbeit:

NP _ospsing)}5p =0,

cos® ¢ sing)

tang - cos3¢ sing

F(¢)=G

1+ cos’psing

Aufgabe 9
y
A
L
¢
% L
O

In der Lage ¢ =0 sind die Federn entspannt. Man berechne die potentielle Ener-

gie des Systems und die verallgemeinerte Kraft Q¢ als Funktion des Winkels ¢
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und aulBerdem die Federkonstante ¢ der linearen Zug-Druck-Federn so, dafl3 in

der Lage ¢ =30° der Korper der Masse m im Gleichgewichtszustand ist.

Federlange in beliebiger Lage ¢:

s(¢) = (L —Lsing)? +(L cosp)? = 2L /1 -sing .

Potentielle Energie des Systems:

C
E oy =MoL cosg +2[s(@) -L 2.

Verallgemeinerte Kraft:

OE . (9) | 9s(9)
=Pt - “L-
6= 00 gLsing —2c[s(¢) -L 2] a0
os(¢) _  Lcosp

a9  J21-sng’

1-sing —1)cos¢p
1-sing '

Q, =mgL sing +20120

Gleichgewichtsbedingung:
(1-.1-sin¢g)cosp

Q¢:O - mgsing =2cL

J1-sing
Erforderliche Federkonstante:
_mg sing.1-sing _mg 1 _0.697M9
2L (1- \/1—sin¢)cos,¢\‘}5230o L 2.3(v2-1) L’
Aufgabe 10
2L
" B K(9)

Man berechne mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit die Haltekraft K als
Funktion des Winkels ¢.
Kinematische Bedingungen und virtuelle Verschiebungen:
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yA:Lsind), 6yA=Lcos¢5¢.
2Lsing =Lsing, - cosy :;\4—Sin2¢,
Xg = 2L cosy —L cosp =L (4 —sin’p —cosp), &, =L(sing —M)m
\ —Sn

Prinzip der virtuellen Arbeit:
W =-Goy, +K &, =0,

{-GL cosg +KL (sing —M)}M =0,

\1-sin“¢
Haltekraft:
_ cos¢
K(¢)_Gsin¢— sing cos¢ -
\4-sin’g
12 ‘ ‘
10 K(¢)/G |
8
6
41
2 L _
0
2 ¢,
4 \ \ \ \ \
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Aufgabe 11

Zwei Stangen (Masse m, Lange 2L) sind jeweils im Schwerpunkt an einen Faden
(Lange L) gebunden und im Abstand 2L aufgehangt, so dald sie in horizontaler
Lage im Gleichgewicht sind; im Punkt A sind sie gelenkig verbunden. Man be-
rechne die neue Gleichgewichtslage, wenn in A zusatzlich eine Kraft F in vertika-
ler Richtung angreift.
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Kinematische Zwangsbedingungen und virtuelle Verschiebungen:

2(Lsina +L cospB) =2L, - sina +cosf =1,

cosB=1-sina, snB =1-(1 -sina)? = 2sina -sin’a.

X. =X. =Lcosa, X , =L cosa +LsinB =L (cosa +2sina —sin“ar ),

X. =X&. =-Lsnada, X, =L(=sina + gosa(l—sma) )oa,

. 2sina -sina
Virtuelle Arbeit und Gleichgewichtsbedingung:
cosa(l-sina) )5a =0,

oW =-2GLsinada +FL(-sina +—
. 2sina -sina

1-sna :1+§, - a, B =arccos(l -sina).
tana  2sina -sin’a

F=2G - a =0,3824 =21,9°, B =0,8933 =51,2°.

Aufgabe 12

~
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Man berechne die fur die Auslenkung a erforderliche Kraft F. Fur a =0 ist die
Feder entspannt.

Virtuelle Verschiebungen der Kraftangriffspunkte A und C:
X, =Lsna, Yc =Lcosa —Lsina.
oX , =L cosada, . =-L(sna +cosa)da.
Virtuelle Arbeit und Gleichgewichtsbedingung:
OW =-Fdy. —cx, &,

OW = -Fdy. —cx , &, ={FL(cosa +sina) —cL?sinacosa}da =0,

sina cosa
sina +cosa

F(a)=cL

Aufgabe 13

Man berechne die Krafte F;, in den drei Hubzylindern, die den starren Korper
(Gewichtskraft G) in einer beliebigen Lage (x ,,Y ,,#) im Gleichgewicht halten. Die
Hubstangen bestehen aus dem Hubzylinder (Gewichtskraft G, ) und dem Hubkol-
ben (Gewichtskraft G, ). Alle Gewichtskrafte greifen in den betreffenden Schwer-
punkten an und wirken in —éy—Richtung.

Nach dem Prinzip der virtuellen Arbeit wird im Gleichgewichtsfall die virtuelle Ar-
beit der Krafte F, und der Gewichtskrafte insgesamt null:

3
_Zl(Fiaui ~G;¥sz ~Cy ¥si) “C ¥ =0
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Fur die Auswertung dieser Gleichung mussen die Kolbenverschiebungen u, und
die y-Koordinaten der Schwerpunkte durch die Koordinaten (x,.y,.¢) ausge-
drickt werden (kinematische Zwangsbedingungen). Es gilt jedoch

u, =r, —Kolbenlange - au, =a,.

Mit den Langen der Hubstangen

— v 2 2
N=UXa” tYa™

Iy :V“S(XA -L)? +y, %,

ry :\;"(xA +2ccosp —2L)% +(y, +2csing)?,
und den Neigungswinkeln a; der Hubstangen gegen die x -Achse, wird

+2csin
SinalzyiA’ Sinaz :yA, Sina3 :yiB :M_
gl P '3 '3
Daraus folgt:
na _.Y . b
ySZl_asnal_a?A’ ySKlz(rl _b)gnal :(1 _r)yA’
1 1
. y : b
Ys,, =asina, :ar—A, Yok, =, =b)sina, =(1 —r—)yA,
2 2
_ +2csin . b .
Ysy3 S@SiNa, :ayAr¢, Yk = (3 —b)sina, =(1 —r—)(yA +2csing),
3 3
Ys =Y, tcsing +hcosp.
Die virtuelle Anderung einer Funktion f(X Y0 9) lautet
of of of
ofF = — X, +_——— +——09.
ox, " ay, Ya 09 ¢
Wir fuhren nun zweckmaéafige Abkirzungen ein:
oo . B.= Wszi co= Y ski , D,:= s ,
'ox , T ox ax, X
o .~ sz .~ Wi _ 9y
i = : B,i= >, Ci=—>0, i :
'S0y, ! N : oy A oy A
A'3:=ai; B, = Wszi : C = Y ski ’ .=5ys_
| a¢ | a¢ | a¢ 3 a¢

Damit kann die virtuelle Arbeit nach den Koordinatenvariationen sortiert ge-
schrieben werden
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3 3 3
(_ZlFi A1 ~Gz _ZlBil _GK_zlcil ~GD )X\ +
| = 1= 1=

3 3 3
+(Z FiAi _Gzz Bi, _GK_zCiZ ~GD,)oy , +
i=1 i=1 i=1
3 3 3
+(Z FA; -G, ZBiS -G ZCis -GD,)d¢ =0.
i=1 i=1 i=1

Soll diese Gleichung fur beliebige virtuelle Koordinatenanderungen ox ,,dy, und
o¢ gelten, so mussen die folgenden drei Gleichungen fur die Krafte F, erfullt sein:

3 3 3
Zl':i A1 =Gz _ZlBil +Gy Zlcil +GD,
| = 1= 1=

3 3 3

ZFiAiZ =G, zBiZ +Gy ZCiZ +GD,,

i=1 i=1 i=1

3 3 3

ZlFiAiS :GZ_leiS +GKZlCi3 +GD;.
i= =

Da insbesondere

ist, erhalten wir sofort

T

_ 1 3
F3‘A ESZZB@ +GKZCis +GD,
33 1=1 =1

Mit

3 3

=
K=, Bin*Gx > Gy +GD15_ FaAza
i=1 i=1
E_

3 3
K,:= %zzle’iz +GK_zlci2 +GD,
1= 1=

erhalten wir schlie3lich far die Krafte F, und F, das lineare Gleichungssystem

AR T AR, =K,
AR+ AR, =K,

mit den Lésungen
E = KiAz ~KyA,, E = KoA ~KiA,

1 — ! 1 — )
A11A22 A12A21 A11A22 A12A21
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Die Ableitungsterme Aij,Bij,Cij und D, werden zuerst analytisch berechnet und
dann fur eine bestimmte Konfiguration (x ,,y ,.¢) numerisch ausgewertet.

Aufgabe 14

Ein Halbkreiszylinder (Radius r, Masse m,) ist im Punkt B gelenkig mit einer
starren Stange (Lange L, Masse m,) verbunden, die im Punkt A auf der y-Achse
gefuhrt wird. Man berechne mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Arbeit die Gleich-
gewichtslage a, wenn der Halbkreiszylinder auf der x-Achse abrolit.

y

Kinematische Zwangsbedingung:
L cosp = ar +r cosa.
Virtuelle Verschiebungen der Schwerpunkte in y-Richtung:

=r —r, cosd,
Ys, s

Yo =T -rsina +;sin[3 =r(1 -sina) +;\/L2 —rz(a +COSH)2,
2

5ysl =rgsinada,

2 e
By, ={-rcosa _1r“(a+cosa)d sma)}éa_
2 2 L% -r?(a +cosa)?
Aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit
oW = —GléySl —625/82 =0
folgt dann die nichtlineare Gleichung
r(a+cosa)l-sina) _
2_ .2 27
2. L -r“(a +cosa)

-G rgsina +G,r{cosa + o,
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deren Nullstelle o, die Gleichgewichtslage des Systems beschreibt. Flr die spe-
ziellen Werte

L =2r, m1:4m, m., =m, . =—r

lautet die Gleichung
(a+cosa)L-sina) _

—Esina +cosa +-—
3m 2. 4 - (a +cosa)?

und als Nullstelle erhalten wir
ag = 0.63905 =36.6°.

Aufgabe 15

Zwei starre Stangen (Lange 2L, Masse m) sind gelenkig miteinander verbunden
und in O gelenkig gelagert. Durch zwei Drehfedern (Drehfederkonstante k) soll
die vertikale Gleichgewichtslage ¢ =0,y =0 stabilisiert werden. Wie grol3 mufl3 k
dann mindestens sein?

Das System ist konservativ und die potentielle Energie
E pox = 5K6? + k(W )7 +mgL cosp +mgl (20089 +cosp)

muf3 in der Gleichgewichtslage ¢ =¢ =0 ein Minimum haben. Mit k =amgL wird

0°E 0°E
=, Bt EmL@a-d),  cy= B =mol(a-)
$=w=0 $=y =0
0°E
IRE pot = —amgL,
o0poy
¢:(l]:0
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und es mufd

c,;>0 - a>3/2,

Cop >0 N a>1,

C,.C..—C..2>0 -~ a’-5a +3>0

11722 ~

sein, also k >4,303mgL .

—

o >5 +13

=4,303
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Aufgabe 1

Man berechne den Tragheitstensor eines homogenen Quaders der Masse m bezo-
gen auf den Schwerpunkt S und daraus die Tragheitsmomente fur Rechteckplat-
ten und Stdbe um die Symmetrieachsen. Aul3erdem berechne man mit Hilfe des
STEINERschen Satzes den Tragheitstensor bezogen auf den Punkt A sowie die
Tragheitsmomente um die zu s, parallele Achse durch A und die Achse AB.

Massendichte und Massenelement:

m
p= abe’ dm = pdV = pds ds ds,.

Tragheitsmomente um die s;-Achsen durch S (Symmetrieachsen):

Os11 = J'(522 +s5%)dm,
m

c/2 b2 a2
Os11=P [ ([ ( I(SZZ +s,%)ds, )ds, )ds,,
-c/2 -b/2 -a/2
c/2 b2
G511 =P [ ( Ia(SZZ +s5%)ds,)ds,,
-c/2 -b/2
c/2 3
_ 2
@Sll—pj’ a(E +bs,%)ds,,
-c/2
b3 c3 b2 +c?
O...=pa(-——c+b-—) =pabc ,
SER (12 12) pa 12
__b?+c? __c?+a? __a?+b?
6511_m 12 S22 —M 12 @sss‘m 12

Massendeviationsmomente:

O, = —Islszdm,
m
c/2 b/2 aj2

Os15 :—pI ( I ( J’slszdsl)dsz)dss,
-¢/2 -b/2 -a/2
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c/2 b/2
Og15 =P J’ ( IOSZdSZ)dSS =0,
-¢/2 -b/2

G512 =0, G523 =0, Os31 =0-

Tragheitstensor im s, -System (= Hauptachsensystem fur S):

B2 +c? 0 o O

m ] [
OS=—D 0 c?+a? o O
12 0 [l

[ 2 2]

0 0] 0] a<+b 0

Platte in der s;s,-Ebene: (c <<a und c <<b)

%)2(1+02/b2) 0 0 B %32 0
G)S=mD 0 a’(1+c?/a?) o 0=MOg a2
120 0 120

H o 0 a®+b’ Ho o©
Stab auf der s -Achse: (b <<a und c <<a)
%bz +c?)/a? 0 0 B 0
H
o, =Ma20 o 1+c?/a? o =Ma2p
127 O 0 127
H o 0 1+b%/a”H )
Tragheitstensor des Quaders bezogen auf den Punkt A:
©, =0, +m 9(AS),
Fa[ %1)2 +c? ab ac
. o 0O
AS=1mb 0 8AS=10ab c2+a? -be
20 0 4
He B H ac -bc  a?+b?
b*+c® ab  ac U
03 4 4
o -md @ c¢*+a®  bc [
A B 4 3 , 4 2%
| ﬁ _bi a +b |
q 4 4 3 g

o O
0
o O
0

a?+b2H

0 0O
1 od
0 1H
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Tragheitsmoment um die zu s, parallele Achse durch den Punkt A:

Bb*+c® ab  ac [
g)g o 3 24 5 2 B
e o) @b c?+a®  _be
@A(és)—esEﬂG)A%)—%DEEQmD 4 3 4 E)
36 pac  _bc a?+b?AF
g 4 4 3 g
0 B ac B
. ac
00 S gc B a’ +b?
O, .  =00mU -—— L=m .
A€3) oo O _ 4 O 3
A @&@%+b?0
H 3 H
Tragheitsmoment um die Achse AB:
00 KN
00 1 OO
AB = D[] €,, = )
oo "% b2+c200
A= s
(b*+c®> ab ac
%)E g 3 4 4
On@ n) ~Cas HOLE4E) = 2m > DO(E a  ct+a -
A€ ) b2+c’gp & 4 3 4
£ g ac  _bc a’+b?
4 4 3
0 a O
o0 0 Z(bz+c2) 0
OQgLk2 2 O
Ops = 2m ngﬂib_b@g
€as) b%+c DDDZS , 4 0
O
@:EB& +b C_Ebz
H 3 4~ H
o _m (cz+a2b2+a2+b2C2_b202)
A€ps) b2+c?” 3 3 2 "

Aufgabe 2

Man berechne den Tragheitstensor eines homogenen Kreiszylinders der Masse m
bezogen auf den Schwerpunkt S und daraus die Tragheitsmomente fur Kreis-

scheiben und Stadbe um die Symmetrieachsen.
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o
S

Massendichte und Massenelement:

m

= : dm =pdV =prdrd¢dz.

iy pdV =p ¢
S, =r Ccosg, S, =rsing, S; =2,

Tragheitsmomente um die s;-Achsen durch S (Symmetrieachsen):

Ogqq = J’(322 +s,%)dm,
m

h/2 2m R
Oy, =P [ ([ (J(r*sin®¢ +2%)rdr)d¢)dz,
-h/2 0 ©
h/2 2m R4 R2
Os11=pP [ ([ - 'n2¢+722)d¢)dz,
-h/2 ©
h/2 Sa 2 4 2 3
R% 5 R R h
O, = —mn+—2z°2n0dz = 4— h +—2 ),
S11 pﬁ[ (4 2 L m4 2 12)
-h/2
_.R? h? _
9311 _m(T"'E)’ @szz ‘6511’

Ogag = J’(slz +s,%)dm,
m

h/2 27 R
Ogqs =P [ ([ ([ridr)dg)dz,

-h/2 0 0
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6333:p I (J'qub)dz =p I szz :pTZTh = 5 .
-h/2 0 -h/2

Tragheitstensor im s;-System (= Hauptachsensystem fur S):

[BR? +h? 0 o O
m O O
o,=_0 o0 3R?+h? 0 U
120 O]
O 2]
4 0 0 6R°H
Kreisscheibe: (h <<R)
El+h2/(3R2) 0 o% 1 0 0Q
O O
o.="Rr20 o 1+h?/(3R?) 00="R2m 1 oO
S 4 O 0 4 [ 0
H o 0 2H M 0 2
Stab auf der s;-Achse: (R <<h)
1 +3R?/h? 0 o O 1 0 00
m 2D 2 /2 = m 2D A
e.=-h?0 0 1+3R?/h 0 L—h?m 1 oO
S 12 O 012 0
0o 0 6R?/h2H M 0 of
O 0
Aufgabe 3
y
L
m A
A O X h
i
b

1 ~
] =

Man berechne die Lage des Schwerpunktes S der Rechteckscheibe mit Kreisloch
und das Tragheitsmoment um die zur Scheibe senkrechte Achse durch S; die
Masse der gelochten Scheibe sei m.
Masse pro Flacheneinheit:

m

P homR?
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Masse m, des Vollrechtecks und Masse m, des Kreisloches:

Lh 2 R?
m, =pLh=m | m,=-pfR“=-m———.
=P Lh - 7R? 2= 7P Lh - 7R?
Koordinate des Gesamtschwerpunktes auf der x -Achse:
1 L
Xg = H(mlz +m_b).
Tragheitsmoment des Vollrechtecks bezogen auf A:
_ 2 _My 2 2 > __ L® h?
Op =B, tTMy(L/2) _E(L +h<) +m17 —ml(g "‘E)a

Tragheitsmoment des Kreislochs bezogen auf A:
o, =0, +mp?=m (X b2
a2 = P52 TM, —m2(7 )-

Tragheitsmoment der gelochten Scheibe bezogen auf A und den Schwerpunkt:

©,=0, +0,, = L® ,h* R® b2
A =Op T O, —m1(§+ﬁ)+m2(7+ ).
2

Og =0, —(M; +m, )X "

Aufgabe 4

P

A a,

A
v

b

Far die gleichschenklige Dreiecksscheibe (Masse m) berechne man die Lage des
Schwerpunktes S und die Tragheitsmomente um parallele Achsen senkrecht zur
Scheibenebene in den Punkten A und S.

Massenelement:
_2m

dm
bh
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Schwerpunktlage auf der g,-Achse:

h ba,/(2h)
J’qzdm = hj( Ja, day)da,,
qu/(zh)
h
_2 b o _2
qSZ _bhgth dq2_3h'

Tragheitsmoment bezogen auf die q,-Achse durch A:

= [(@,” +a,*)dm,
m

m h ba,/(2h)
— 2 2
OA - bh _g(z _(];(ql +q2 )dql)dqzi

_4am", b3 b b? h
©) —g.,3%dq., =m(— +—).
A~ bh I(24h3 on 927 d0, =M+
Tragheitsmoment bezogen auf die zuq,-parallele Achse durch S:

2 2
m4n? _ b7 b 7)

O =0, ~

9 24 18

Aufgabe 5

Man berechne das Tragheitsmoment einer homogenen Halbkreisscheibe bezogen
auf die zur Scheibenebene senkrechte Achse durch den Schwerpunkt.

Schwerpunktlage:
R m2

~=_1
CS= AJ’rcosd)dA— J’( {/Zr cospdg )dr _7

Tragheitsmoment bezogen auf Punkt C:
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. 2m
oR Irzdm pIerA pE g
m2 R
_ 3 R m_1_ o>
= J’(Ir drdg =p—— 2mR.
7T
Tragheitsmoment bezogen auf S
_ ~a\2 04 f
@S —@C _m(CS) —OC -m E@TD
. 16 2 2
O. = —-—5MmR“=0,32mR"“.
S [ o9

Aufgabe 6

Man berechne den Tragheitstensor einer homogenen Kugel (Masse m, Radius R)
bezogen auf den Schwerpunkt S.

Kugelkoordinaten: {r 20,0<3<m,0< ¢ <21}
Beziehung zwischen den kartesischen Koordinaten und den Kugelkoordinaten ei-
nes Punktes P:
s, =rsindcosp, s, =rsindsinp, s, =rcos’.
Volumenelement:
dV = (rd8)(rsinddg )(dr) =r?sind drd9 d .
:r‘r[(sl2 +s,%)dm, dm = pdV =£31r:‘__\’3dv,

Ogqs = pJ’(sl2 +s,2)dV :pJ'rzsinzﬁdV,
v v
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2m T R R5 T
Oggs =P [ ([(Jr*sin®9)dr)dd)dp =p ?ZJTIsinB’ﬁdz?,
000 0

4

3 1 i 3" 1"
sin®9 = Zsind - =sin(39), J’sin3z9dz9 =[S0 - [sn(@)d =_,
4 4 ) 4] 4l 3

R°. 4 3m R°_ 4

Oun.=p > 21 = on?,
s33 =P g5 <3 4mR® 5 3
_2_ 2 _ _

Os33 _ng =0Og17 =6F5,,-

Alle Massendeviationsmomente sind null, weil die Massenverteilung der homoge-
nen Kugel im s, -System symmetrisch ist.

M1 0 O0[

0 0
o.=°mR2M 1 OC=2mR21.
S 5 n 0 5

B 0 18

Der auf den Schwerpunkt der Kugel bezogene Tragheitstensor ist dem Einheits-
tensor proportional. Alle Achsen durch den Schwerpunkt sind Tragheitshaupt-
achsen.

Der auf den Schwerpunkt S bezogene Drehimpulsvektor einer Kugel ist immer
proportional zum Winkelgeschwindigkeitsvektor:

_ R . 5.
LS—@Sa), LS——mR .

1IN

Aufgabe 7

Zwei orthogonal verbundene dinne Rechteckplatten bilden einen starren Korper.
Man berechne den auf den Punkt A bezogenen Tragheitstensor in der angegebe-
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nen Basis, die auch fur jede der beiden Platten gelten soll. Fur den Spezialfall

m, =m, =m, a=b=c=L
berechne man die Haupttragheitsmomente und die Tragheitshauptachsen sowie
das Tragheitsmoment um die Achse AS,.

B2 0 0o O B2+c2 0 0O
Mgy a2 0 m, o 2 o0
0. =—1U0 a 0 0. =-2U 0 cc 0
Si 120 O S 120 O
O 2 .20 O 2[]
DO 0 a“+b 0 0 0 0O b 0
@/20 00 [
O O O O
AS =20 AS,=b/2]
O O O O
5O B /285
Ob?/4 -ab/4 o O b2+c?)/4 0O o O
o / / J B 1 )/ J
8(A81)=%ab/4 a’/4 0 % 8(A82)=B 0 c?/4 —bc/4%
H o 0 (a®+b?)/aH H o ~bc/4  b?/4 H
©, =9 +m 9(AS1) +@ +m_9(AS2),
Sb2/3 ~ab/4 0 S %b2+c2)/3 0 0o O
GA:mlgrabM a?/3 0 %ng 0 c2/3 —bc/4%
H o 0 @%+b%)B4 H o -bc/4 b?/3 4
Spezialfall: m, =m, =m, a =b =c =L
12 -3 0
20 0
0,=""E3 8 -aC
12 0
o -3 120
Charakteristische Gleichung:
12-A -3 0O O
O 0 )
det0 -3 8-A -3 =0, (12-A)(A*-20A +78) =0,
O O
=0 -3 12-A8

A =12, A, =10-422 =531, A, =10 +./22 =14,69.

Haupttragheitsmomente:
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o, =mL?  ©,=044mL* @, =122mL>.
Tragheitshauptachsenrichtungen:
A2-2, -3 0 U&a 0 O
U M-0 oo
0 -3 8-A -3 Ua, U=ro[
U H M20 OO
Jo -3 12-2,[f0 08
1 O
__ 140
/\H —)\I - aZ—O, al —1, a3 —_1, —\/72805
F15
0,37870
A, =A a1 a, =2 M 521 6 —%84455
H 1 1 ’ 2 3 ! 3 ! 1 0 ! 0
,3787H
00,5972 O
~ O O
e, =€ xe, =00,53550
O O
H0,5972 H
a2 0 0O O
2 O
0,="" 0 531 0 O
12 0
HO 0 14,69F,,s
Tragheitsmoment um die Achse AS;:
A0 A0 12 -3 0 mQ>
B 1 00 B 100 mz0o O
e=—_00 o,,=-€0e,e=_00(__-0603 8 -3010
\2gg RO 200 12 g M O
)= E)= HO -3 12HOH
e . :ﬂ.
A(€) 12

Aufgabe 8

Man berechne den auf den Schwerpunkt S bezogenen Tragheitstensor eines
Kreis-Toruskorpers (Masse m, Radien r,R) im symmetrisch liegenden s,-System

(Hauptachsensystem), also die Tragheitsmomente © ©)
deviationsmomente sind null.

S33’ 7S11

= 9822' Die Massen-
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S
2
S3
~ -
r \ /
N —¢S /
R/ \
/ \
_ N = S

Ortsvektor eines Toruspunktes P:
r=(R +{cosa)cospe, +(R +§ coxr )sinp €, ¥ sirm €,
O<éc<r, O<a,p <2m.

Bei infinitesimalen Koordinatenanderungen dé,da,d¢ entstehen vektorielle Lini-

enelemente
_ _or _ _or _ _or
dr, =—d¢, dr = —da, dr, =—dog,
¢ 0& ¢ 4 da ) ¢
[Cosa cosg [] [(+ésina cosp [ +(R +¢&cosa)sing 0
O O O O W O
dr, = [tosasing [@¢, dr, =[F¢sinasing la, dF¢ = [(R + &cosa)cosp [dlg,
‘g 0 0 0 0 0
H sna £ H &cosa H H 0 H

die das Volumenelement
dv :dFE EﬂdF¢ dea) =&(R +&cosa )dé da dp

aufspannen.
Volumen des Toruskorpers und Massendichte:

21271r

- - 2 —or 2Ry 2 _m _
V_JdV_J;J;J;(ER +&“cosa)dédadp =21 “Rr~, p—v—zanrz.

Tragheitsmomente um die Koordinatenachsen (r =S):
= - 2
Ogg3 = I(Sl2 +s,%)dm, s,? +s,% =(R +&cosa)?,
m
2m2mr

Osa3 =P [ [ [(R +&cosa)>¢dfdadp =m(R® +f{r2>,
00O

Os11 = [(8,° +835)dm, 5,2 +5;% =(R +{cosa)?sinp +¢*sina,
m

2m2711r

Os11 :p.g .g.g{(R +&cosa)3Esin?g +(R +& cozr ¥ 3sintr }f dr @ :r;(RZ +Zr2).
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Aufgabe 9

Man berechne den auf den Koordinatenursprung O bezogenen Tragheitstensor
einer beliebigen Dreiecksflache mit konstanter Masse pro Flacheneinheit.
Hinweis: Man bilde das Einheitsdreieck in der én-Ebene auf das beliebige Drei-
eck im dreidimensionalen Raum ab und berechne die Flachenintegrale in den én-
Koordinaten.

P3:i(X3,Y3.23)

Pl:(xl,yl,zl) n
- 1
eZ

ey

1

Die lineare Abbildung des Einheitsdreiecks auf das beliebige Dreieck im dreidi-
mensionalen Raum, bei der folgende Punktzuordnung gelten soll

¢ n|P

OO0 P1
1 0 P2
0O 1 P3
lautet

r :Fl +(F2 —Fl)f +(F3 —Fl)r].
Die beiden infinitesimalen Linienelemente

d;:zg:zdfz (F,-F)dE, o, :=2Cdn=(, -F,)dn,

spannen im Dreieck P PP, das Flachenelement
dA = dF, xdF, =|F, -F,) x(, ~F;)dédn =2Adédn
auf, wobei A die Flache des Dreiecks P,P,P, ist.
Das auf die x-Achse durch den Punkt O bezogene Massentragheitsmoment des
Dreiecks P PP,
1 1-n

O = [/2 +2%)dm = [(y? +2%)dA =2m [ { [(y? +z2)dé}dn
oo™} [ [
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erhalt mit den linearen Abbildungsgleichungen des Einheitsdreiecks auf das
Dreieck P,P,P, im xyz-Koordinatensystem

X =X, +(X, =X1)§ +(X5 =X,
y =y, +(Y, =¥;)¢ +(y5 —y;n,

Z= Zl +(22 _Zl)f +(Z3 —Zl)r],

die Darstellung

1 1-n
OOXX =2m I { I[yl +(y2 _yl)f +(y3 —yl)n]zdé} dp +
n=0 &=0
1 1-n
+2m [ { [z, +(z, ~2,)E +(z, -z )N dé} dn.
n=0 &=0
Mit den Integralen
1 1-n
[ {[1déydn= j @-mdn -1
n=0 &é=0
1 1-n 1 1 1 1-n
[{fEderdn=2 [ @-mPdr =2, [{[ndE}dn= J’n(l-n)dn
n=0 §=0 n=0 n=0 ¢=0
1 1-n 1
[ {[énde}dn = —5 I n-n)’dy =
n=0 &=0 n=0
1 1-n 1 1-n
J'{J’Ezdf}dn—g j @-n)3dy —3 [ {[n*dé}dn= J’n @-n)h ==,
n=0 &=0 n=0 &=0

erhalten wir dann

m
Ooxx :E(ylz +y22 +y32 VYo TYoY3 tYaY,) *

m._ 2 2 2
+€(z1 +z,°+2,° +2,2, +2,2, +2,7)).

Entsprechend ergibt sich fur die Massentragheitsmomente um die y- und die z-
Achse durch O:

_m _2 2 2
OOyy _E(Zl Yzt 2t v2yZ, *2,7, +2321) +

m
+ (X2 X7 X527 XX, FXX
6

3 172 273 +X3X1)’
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_m 2 2 2
©o,, _E(Xl X, EXGT XX, T X XX ) F

m
+€(y12 +y22 +y32 +y1y2 +y2y3 +y3y1)-

Fir das Massendeviationsmoment

1 1-n
Opyy = ~[Xydm = - xy%IA =-2m xydétdn
frydm =-f I
ist das Integral
1 1-n
I+ (x5 =x)8 + (x5 =xnllyy +{y, =y, +ly; -y nlde } oy
n=0 &=0

zU berechnen. Wir erhalten schlief’lich
m
Ooxy = -5{2(><1yl XY, tXY4) X (Y, tY5) #X,(Y5 Hy;) Xo (Y, WL))
und entsprechend

m
@Oyz = _E{Z(ylzl +y222 +y323) +y1(22 +23) +y2(23 +Zl) +y3(zl +22)}’

O = {2(2 Xy ¥Z,X, +ZX5) +Z,(X, +X5) +Z,(X5 +X)) +Z5(X; +X,)}.

Mit diesem Ergebnis kann man den Tragheitstensor eines Kdorpers berechnen, der
aus dunnen Scheibenpolygonen zusammengesetzt ist. Man mufl3 dann die Polygo-
ne in Dreiecke zerlegen und schliel3lich die entsprechenden Teilergebnisse addie-
ren.
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Aufgabe 1

X

Man berechne die Wurfbewegung eines Balls (Masse m, Durchmesser d, Wider-
standsbeiwert c,,, =0.6) in der xy-Ebene unter Berutcksichtigung des Luftwider-

stands
1

Fw = 5w PLutt
(,oLuft =1.22 kgm'3)

2
Asv .

Die Bewegungsgleichung lautet

. Y,
r g T)
\v
X0 00 O D< c A
00=0 O-A%x2+y200 A= LW Punls.
vE 590 v 2 m

Mit
YI=X, Yo=Y, Ya =X, Y, =Y

erhalten wir das Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

Zahlenbeispiel:

m=05kg d=02m Ag=’d’=n107m

-3 -2 12
1060.22kgm™ T107?m? __ o 0o
2 0.5kg

A=
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4

Aufgabe 2

Eine Kreisscheibe (Masse m, Radius r) rollt im Schwerkraftfeld in einer kreiszy-
lindrischen Schale (Radius (R +r)). Man stelle die Bewegungsgleichung in der Ko-
ordinate ¢ auf und bestimme die Reaktionskréafte als Funktionen von ¢. Zum
Zeitpunkt t =0 sei ¢ =¢,4 =0.

Kinematische Rollbedingung:

WERe - G0,
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Schwerpunktsatz:
*¢ -N€,,
d. =R¢é, -Rop2e €, = —COSPE, +Singé,,
mR¢ =H -mgsing,
mR¢? =N —mg cosg;
Momentensatz bezogen aus S:
Og = ~Hr, (05 =3mr?, ¢ =—"9)

ImMR¢ = -H;
Bewegungsgleichung der Kreisscheibe:
3 - 2 - 2. _
2MR$+mgsing =0, -~ § +wysing =0, (W% = D).

r) -2

bp +o,2sngp =0, - 4 2oosg=0,
dt 2 5

2
¢” _ w,? Cos$ =~ cos ¢, ~  ¢* =2w ?(cos¢ —cosg,).

Reaktionskrafte:

N =mgcosp +mR¢?, H =—T¢1

N :rr:]f(?cosqb —4cosp ), H :?sinqb.

Die erforderliche Haftkraft H wird far ¢ =¢, am gréf3ten. In dieser Lage ist
N =mgcosg,,

und weil \H\S/JON sein muf3, wobei u, der Haftreibungskoeffizient im Kontakt-
punkt der Kreisscheibe ist, erhalten wir far den Anfangswinkel ¢, die Bedingung

tang, < 3u,.
Nur wenn diese Bedingung erfullt ist, kann die Scheibe rollen.

Aufgabe 3

Ein Rad mit 6 Speichen (Radius: R, Masse des Radkranzes: 6m, Masse einer
Speiche: m) wird mit der Winkelgeschwindigkeitw in eine Ecke gestellt und
durch Gleitreibungskrafte abgebremst. Wieviele Umdrehungen macht das Rad bis
zum Stillstand, wenn der Gleitreibungskoeffizient ¢ =0,2 ist?
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G =12mg
Massentragheitsmoment bezogen auf S:

2
0, =6mR2 +6™~ =gmR2,
3

Schwerpunktsatz:
12m>'iS =N, =N,
12my. =N, +uN,, —-12mg;
Kinematische Zwangsbedingungen:
Xg =R, yg =R; - Xg =0, yg =0;

Damit folgt aus dem Schwerpunktsatz:

_ _12mg
Nz‘“Nl’ N1‘1+H2'
Momentensatz bezogen auf S:
. .. 3 u 'uz g
O.¢ =-uN.R —uN_R, 5 == 2
5P = HNR N, ¢ 21+p? R
. 9 ¢ . 9¢
=-—2 =-— >t +w.
¢ 26 R ¢ 26 R
Dauer T der Drehbewegung:
0= —igT +w, 5 T :E@
26 R 9 ¢
_13Rw?

__99.2 15
o(t) = 52Rt +at, - @(T) 9 g

Anzahl der Umdrehungen: U =¢(T)/(2m).
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Aufgabe 4
Ein Korper (Masse: m) wird in der Lage xo(0)=b <L auf zwei mit grof3er Winkel-

geschwindigkeit Q drehende Walzen (Radius: r, Gleitreibungskoeffizient: u) ge-
legt. Man berechne die Horizontalbewegung des Korpers unter den Annahmen
L>uh, rQ >>‘Xs"

So- - —————— — — -
m h
H H
E——
e Xs
Q Q
- L L
So— - — — — — _ _ __ |
mgT
ya \LIN * H‘N/T ~
/ T 1 72 \
N1 \ 1 N2
\ / Xs | /
N / \\//

Kinematische Zwangsbedingungen fur den Kdorper:

ag =Xg€,, w =0.

Schwerpunkt- und Momentensatz bezogen auf S:
mXg = UN; =N,
0=N, +N, -mag,
O0=pNh —=uN_h +N, (L —=xg) =N, (L +Xg);

Reaktionskrafte:

_mg Xs _mg Xs
N = 1- , N = 1+ ,
1 2 ( L—uh) 2 2 ( L—/Jh)

Bewegungsgleichung:
v H9 -
Xo + X =0
S L- ,Llh S

Allgemeine Losung (harmonische Schwingung):

Xg =C, cos(wyt) +C, sin(wyt), @, :—m.
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Anfangsbedingungen:
xs(0)=b, x4 =0;
Spezielle Losung:
X (t) =b cos(wgt).

Aufgabe 5

Eine Kreisscheibe (Masse m, Radius r) ist mit einer Stange (Masse vernachlas-
sigbar klein) an den Punkt O gefesselt. Vor dem Absetzen der Scheibe auf eine
horizontale Ebene (Gleitreibungsziffer u) dreht sich die Scheibe mit der Winkelge-
schwindigkeit ¢ = Q um die Achse durch S. Man berechne den Abbremsvorgang.

Kinematische Zwangsbedingung:

d, =0
#(0)=Q>0:
Schwerpunktsatz:
O0=uN, -K, cosa,
1 ™M K, =mg U N, =m cosa

0=N, —-K,sina -mg; cosa — usina cosa — usina

Momentensatz bezogen auf S:

@S¢ = —ler, (@S = )

Bewegungsgleichung:
cosa

p=-2ud L
r cosa —psina

Winkelgeschwindigkeit wahrend des Abbremsens und Dauer T,:

pty=—2u9 BT (.0
I COSa —/JSII’]CY

_ Qr(cosa —usina)

T)=0, - T
#(T) 1 2 [ig cosda
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$(0)=-Q::
Schwerpunktsatz:
0=-uN, -K, cosa, I, cosa
: K,=-mg—— ", ,=mg————— .
O:NZ—Kzsma -mg; cosa + usina cosa + usina
Momentensatz bezogen auf S:
2
v _mr
@S¢ - HN zra (@S _T)

Bewegungsgleichung:

y cosa

¢ = Zng—.-

r cosa +usina
Winkelgeschwindigkeit wahrend des Abbremsens und Dauer T,:
pty=2ud P9 o
r cosa +usina
. Qr(cosa + usina
$(1,)=0, - T,= (2 psina)
Ug cosa
T, <T,
Aufgabe 6
Eine Kreisscheibe (Masse m, Radius r) wird im Geschwindigkeitszustand
Vg (t=0)=0, Wt =0)=-&,, ($(0)=Q),

auf eine horizontale Bahn (Gleitreibungskoeffizient u) gesetzt und beginnt eine
Rutschbewegung. Man berechne die Dauer dieser Bewegung und den Geschwin-
digkeitszustand der anschliel3enden Rollbewegung.

Der momentane Kontaktpunkt B der Scheibe hat nach dem Aufsetzen die Ge-
schwindigkeit
Xg =(Xg —rp) <0,
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deshalb ist die Gleitreibungskraft in x-Richtung orientiert. Wahrend der Rutsch-
bewegung hat die Scheibe zwei Freiheitsgrade, denn zwischen x. und ¢ existiert
keine kinematische Bedingung. Es gilt nur

S

ys =0.
Schwerpunkt- und Momentensatz bezogen auf S:
mx¢ = uN, Xg = Mg,
myg =N -mg, 0=N -mg,
Ogp = —uNr; ¢ =-2ug/r;

Aus den beiden Bewegungsgleichungen folgt mit den Anfangsbedingungen
X5(0) =0, >'<S(O) =0, #(0) =0, $(0) =Q,

Xs®=pgt, 0=~
X (t) =X (t) —rg(t) = rQ +3ugt.
xs(t):;ugtz, (1) = Ot —ligtz.

Dauer T der Rutschbewegung:

T =12
3ug

Kinematischer Zustand beim Ende der Rutschbewegung:

Xg(T)=—rQ +3ugT =0,

’

XS(T):;rQ, 5(T) :;Q.

Far t >T rollt die Kreisscheibe mit diesen Geschwindigkeiten ab der Lage

1 r2Q? 2rQ?
18 ug 9 ug

Aufgabe 7
Der Schwerpunkt S eines Kdrpers bewegt sich auf einer Ellipse (Halbachsen: a
und b) so, dal3 sein Beschleunigungsvektor stdndig zu einem Brennpunkt hin
orientiert bleibt. In Polarkoordinaten bezogen auf den rechten Brennpunkt gilt far
die Bahnkurve

1-¢2 _ p?
1+ecosp a+ecosp’

(e:= va?-b?, g&=e/a)

r(¢)=a

In der Lage ¢ =0 habe der Schwerpunkt die Geschwindigkeit v . Man berechne
den Beschleunigungsvektor des Schwerpunktes.
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Der Ortsvektor des Schwerpunktes lautet
R(t) =r(9(t))eE, (#(1)).
Daraus folgt
Vg =R =16, +r¢€,,  dg =R =(f -19®)6, +(r§ +2if)e,.
Die Forderung
[ge2ig=0 . r%e2ip=0 . S(%)=0

bedeutet, dal
r?¢ =const
gilt. Zum Zeitpunkt t =0 befindet sich der Schwerpunkt im rechten Scheitel-
punkt der Ellipse und hat die Geschwindigkeit
V5(0) = (a ~€)$(0)€, (0) =V€, (0).

Dann ist also

. v
$0)=—0C-, - r*=(@-e) 7—(61 eV,
a-e
a-e
= V.
b=22%v,
Mit
dr , a-edr d o
r=——g¢=v,—s5——=-v_(a-e)— =
d¢¢ 0 r2 d¢ o d¢ 04O
- _ - _ay2 A2
r:dirq'ﬁ:\/oazedir:—voz(a 2e) dZD'LD
d¢ r< de r d¢? Lk
wird
2 242
. 4o _-_o(@-e) _ ,(a-e) Dd Ao, 10
r=rg==r-rv, 4 =V, 2 [quZDD [4
Far die Ellipse gilt
d? [ILD 1 _a
d¢2DrD r b2’
so daf3 wir fur den Beschleunigungsvektor des Schwerpunktes erhalten:
. __ ,(@-eal. _  , 1-g1._
As= Voo gz 2S T Vo 2%

also wirkt auf den Korper die zu 1/r2 proportionale Kraft
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Die von der Sonne auf einen Planeten (m =m ) ausgelbte Gravitationskraft

Planet

lautet

m m
F = -y Planet2 Sonne 8
r

r’

Gravitationskonstante: y =6.672 10 *m3kg s,

_ 30
Mg e =1.993107" kg
Fur die Bahndaten gilt
2. 1-€_
0 a1+g =Mgonne:

Setzt man fur die Erde
a=1500"m, £=0.0167,

so erhalt man

v, =30km/s.

Aufgabe 8

Auf eine Kreisscheibe (Masse m, Radius r) ist ein Faden gewickelt, der reibungs-
frei durch einen festen Ring A gefuhrt wird und an dem mit einer konstanten
Kraft F, gezogen wird. Man bestimme die Bewegungsgleichung der rollenden
Kreisscheibe fur 0<xg <(L -r).

tan(a/2) = ' , a =2arctan r
L—xS L—xS
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Kinematische Zwangsbedingungen:
Xg =ré, yg=0.
Schwerpunkt- und Momentensatz:

mx¢ =H +F cosa, mx¢ =H +F cosa,
mys =N -mg -Fjsina, @S:;mrz, 0=N -mg -F,sina,
Og¢p =Fyr —Hr; Imxg =F, —H;

N =mg +Fjsina,
Bewegungsgleichung:

3 . . _2F,
mes =F, (@ +cosa), Xg —3—m{1+cos(2arctan

S

H=F Fo 1+ ) Fo (2 )
= - Cosa) =— —CO0sqa ).
0 3 3

Numerische Losung der Bewegungsgleichung:

= L = @:@ J@ = g ! W = "
gl ST g Tarr U X =0a

t
F0 = fomg, L =Ar,
2 1

"=—f {1+cos(2arctan—)}.

q" =35 fofl +oos2arctan = )}

q; =d,,
9,:=d,  d,=q",

, 2 1
a5 =3 f0{1+cos(2arcth

)}

1

A =10, d,(0) =0, q,(0) =0.

)}



B - 4.1 - Bewegungsgleichungen - Einzelkdrper 154

go 4
6.0 |

4.0 -

Aufgabe 9

Eine Stange (Lange (a +b), Kreisquerschnittradius r) besteht aus Holz (Lange a)
und einer Stahlspitze (Lange b). Sie wird mit einer Neigung ¢, und einer Ge-
schwindigkeit v, in Langsrichtung abgeworfen. Man berechne die Bahn des
Schwerpunktes S und den Neigungswinkel ¢ unter Bertcksichtigung der Luftrei-

bung.

Holz: p, =600 kgm'3, Stahl: p, =7800 kgm'g,
a=3m, b=0.3m, r =0.02m,

Massengeometrische Groél3en:
_ 2, _ _ 2 —
m, = p, 7T a =2.26kg, m, =p m°b =2.94kg

_mja/2+m,(a +b/2)

=2.43m
S m, +m

2

1 a 1 b
O, :Emlaz +m, (& _5)2 +Em2b2 my(a +) -£.)°
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_ 2
Og =5.20kgm~.

Geschwindigkeitszustand der Stangenpunkte:

Vg = X8, TYg€y,

e, =cosge, —singe,,, e, =singe, +cospe,,

V(&) =V +(E ~E W6,
Vz(g):\_i(é) @2 :\78 |:é’z +(€ _Esﬁ :VSZ +€ {S¢‘1

Vg (€, =Vg, = X SiNg +yg cOSP.

Luftwiderstandskraft auf das Stabelement dé an der Stelle Eél:

= 1 v, (&) . _
ARy = = O Pl 2004V, (8) 2 E)\ez = AV, (E)V,(€)dEE,,
2
1
A= ECWpLuftzr’
P,y =1-22kgm ™3, c,, =0.8, A =0.019kgm 2.

Reduktion des Luftwiderstandes in den Stangenschwerpunkt S:
L L
Fo = A [V (V€)1 E, = A [V, €V, € ) { S €, +cop &},
0 0
L
Mgy = =A[V, )V, ()€ &)k &;.
0

Bewegungsgleichungen:

MX¢ = Fyp s
my¢ = Fyy ~M9,
@5¢:MSW.

Umwandlung in ein Differentialgleichungsystem 1. Ordnung:
Y1 =Yy4
Y, =Ye,
- . — - " — F— b y.3=y6’
Yi'=Xgs Yoi=Yse Y3iT@ Y,ui=Xg, YgiTYge Yl =0 Y4 = Fy /M,

y5 :FWy/m _9,
Ye = Mgy /Os-
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Spezielle Startwerte:
v,=30ms™, ¢, =60°=105.

40 ‘ ‘
Ys 1
30 - E

20 - —

10 —

0 20 40 60 Xs 80

Aufgabe 10

mg

Auf eine Kreisscheibe (Masse m, Radius r) ist ein Faden gewickelt, dessen End-
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punkt A vertikal nach dem Gesetz x , (t) =L sin(Qt) bewegt wird. Man berechne die
Bewegungsgleichung der Scheibe in der Koordinate X, die Reaktionskraft im
Punkt A und die obere Grenze fur die Kreisfrequenz Q, damit der Faden unter
Zugbelastung bleibt.

Kinematische Zwangsbedingung:

Xg ~rp =X,.
Schwerpunkt- und Momentensatz:
o mx. =mg - F,
mX¢ =mg -F, 1, s =My
b Oy @s = mr-, 1 . .
@SqS—Fr, 2 Em()(s—)(A):F;

Bewegungsgleichung und Reaktionskraft im Faden:

. 1 . 1 .
Xg :§(2g +X 5 ), F :gm(g X )
F :;m(g +LQ%sin(t)),

F>0 . >L0Q% L Q< g
g VL

Aufgabe 11

Aus einem Rohr der Lange L, das sich nach dem Gesetz ¢(r) =7/8 +(7718)sin(Q 1)
in der vertikalen xy-Ebene um den Endpunkt O dreht, werden kontinuierlich
Kugeln der Masse m abgeschossen, die im Rohr die Geschwindigkeit ¢ haben.
Man berechne die Kurve, auf der zum Zeitpunkt t alle Kugeln liegen, die im Zeit-
intervall 0 <t <t abgeschossen wurden.

y

Lage des Rohrendpunktes zum Zeitpunkt 7:
B B [os¢(7)0
() =Le (1)=L0O [
Ené(r)g
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Abschuf3geschwindigkeit der Kugel zum Zeitpunkt 7:
[Cosp(r)0 Ersin¢(r)m
V(1) =ce (T)+L¢(T)e¢(T) =cQ (HLo(r)O
Ené(r)g Fcos(t) E

Bewegungsgleichung einer Kugel:

xXO 00
mO =m0 0O
V8 G98

Allgemeine Losung der Bewegungsgleichung:

Di(t)D 0 C, O D((t)m D Ct+C, E
O=0 0
@(t)@ Hot+C,H @(t)@ ﬁzgt +C,t+C

Far die Kugel, die zum Zeitpunkt 7 <t das Rohr verlafit gilt:

S ¢, S [¢ cosg(T) - L¢(r)sm¢(r)m D C,r+Cg 0 Dl-COS¢(T)D

91 +C,H @Sln¢(T)+L¢(T)COSP(T)E Erng +C,T +C,H @—S‘”‘P(T)@

Daraus folgt
C, =ccosp(r) —Ld(@)sing ),
C, =gT +csing(r) +L @ )cosp ¢ ),
C; =Lcosg(r) -Cyr,

C, =Lsing(r) +1gr? -C.r.

Die zum Zeitpunkt 1 <t abgeschossene Kugel hat zum Zeitpunkt t den Ortsvek-
tor:

)= B L cos¢(r) +{ccosp (r) —L¢ ¢ )sinp ¢ )}(t 7 ) S
rr
A sing(r) +{csing (t) +Lg @)oo € )}t T ) -39t T )°[

Fal3t man zu einem bestimmten Zeitpunkt t die Abwurfzeit 7 <t als Kurvenpara-
meter auf, so erhalt man eine Kurve, auf der alle Kugeln momentan liegen, die im
Zeitintervall O <71 <t abgeschossen wurden.

Mit den speziellen Werten
L =1m, c =50m/s, Q =3/s, t =5s
erhalten wir die folgende Kurve
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80

60

40

20

' y/Meter

100

x/Meter

200
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Aufgabe 1

Zwei Turner (Massen m ,m,) Kklettern an einem Seil, das Uber eine drehbare
Kreisscheibe (Tragheitsmoment ©,) gefihrt wird und nicht rutschen soll. Man
berechne die Bewegungsgesetze x,(t) und X, (t) der Turner, wenn die Kletterge-
setze s, (t) und s,(t) gegeben sind.

Es sei
s,(0) :32(0) =0, él(O) :s'2(0) =0, ¢(0) =0, ¢(0) =0.
X,(0)=x,(0) =L.

Kinematische Zwangsbedingungen:

X, =+ -s, X, =rp-s,.
Schwerpunkt- und Momentensatz fur die freigeschnittenen Korper:
m, X, =m,g -F,, m,(ré +s,) =-m,g +F,
m X, =m,g -F,, - my(r$-s,)=m,g-F,,
0,9 =rF, —rF; 0,9 /r =F, -F,.
Bewegungsgleichung:
(M, —m,)g +m,s, -m,s,

¢ =

Losung der Bewegungsgleichung:

r(m1 +m, +@0/r2)

b(t) = (m, —-m,)gt +m_s,(t) -m,s, (t)
r(m, +m, +0,/r?)

1(m, -m,)gt?® +m s, (t) -m s (t)
r(m, +m, +@0/r2)

o) =
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X, (t) =L —rg(t) -s,(t),  X,(t) =L +r(t) -s,(t).

Spezialfall:
_ _ _ 2 L
m, =m, =m, o, =Zmr?, s, =0,
2s, (t)
t)=-—21"7,
o) =2
3s,(t) 2s, (t)
_1 > 1 _“=1\Y.,
X, (t)=L 5 X,(t) =L 5
. _ 1 5 t _ T . 5 t., .
S]_(t)_vo{ _COS( n?)}ﬁ Sl(t)—Vo{t—Z_[Sln( T[?)}:
X X t v, T
="1 &:="2 r:=—, a:="9;
& L $2 L T L
3 1 . 2 1 .
t)=1-—a{t ———sn(2mr7)}, t) =1 —a{r ——sn(2mr7)}.
&) 5{ o (2mr)} & (t) 5{ o (2mT)}
2.0
15
1.0
0.5
0.0
(a=0.1)
Aufgabe 2

Zwei Kreisscheiben (Masse m, Radius r) sind auf horizontal beweglichen Aufla-
gern drehbar gelagert. An einem Seil, das auf die linke Kreisscheibe gewickelt ist
und uber die rechte Kreisscheibe gefuhrt wird, hangt eine Masse m. Die beiden
Kreisscheiben haben Reibungskontakt (Gleitreibungsziffer ¢) mit einem unbewe-
glichen Kdrper. Man berechne die Beschleunigung y der Masse m.
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Kinematische Zwangsbedingungen:
V=1, 19, =4,
Die Schwerpunkte der Kreisscheiben sind horizontal und vertikal unbeweglich:

Xs =0, X =0.
s s,

Schwerpunkt- und Momentensatz fur die drei Kérper des Systems:

mx. =-N, +T., _
S, 11 0=-N, +T,,
@sl¢1 =Tyr —HNyr, Imy =T, -uN,,
mxg =N, =T, = 0=N,-T,
2 1o o T
@SZ¢2—T2r =T,r —uN_r, 2m)ﬂ/ T, =T, —uN,,
my =mg -T,; my =mg —T,;
daraus folgt:
o zmy =@ - Ty,
Ny =N, =Ty,

3my =mg -+ T,

Bewegungsgleichung:

- _1-u
y = 21 g.
Reaktionskrafte:
1 _
1:4_2umg, T2—2T1

Aufgabe 3

Ein Rad (Masse m, Radius r) soll von einer Kraft F auf einem Wagen (Masse 2m,
Lange L) rollend bewegt werden. Man berechne den erforderlichen Haftreibungs-
koeffizienten und die Zeit T, in der das Rad vom linken bis zum rechten Wagen-
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ende rollt, wenn
xl(O) = x2(0) =0, >'<1(O) :>'<2(0) =0

als Anfangsbedingungen gegeben sind.

> F F
2m H N
1.0 @) *1 Nl H
@) @)
Kinematische Zwangsbedingungen:
X, =X, +ré, y,=0.
Schwerpunkt- und Momentensatz fur die beiden Korper:
2mx, =H, 2mx, =H,
m).izz_H +F1 m)IiZZ—H +F,
my, =N -mg, - 0=N -mg,
O ¢ = Hr; Imr2(x, -%,)/r =Hr;
m(2x, +X,) =F,
N =mg, 1.y .
sm(X, —X;) —2mx, =0;
Bewegungsgleichungen:
i< F % =5F
L 7m’ 2 7m’
Haftkraft:
2 2 2F
H==F, H|<u.N, N —F <u.magq, = .
= Hi<u, ;P KMo 2o
Lage des Rades auf dem Wagen:
- . 4F : 4F 2F -
d:=x, —X,, =X, =X, =o—, d=_—t, d=_—t
2 2 "1 7m 7m 7m
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Aufgabe 4

N N Img
$(0)=Q, 9(0)=0.

Eine Kreisscheibe (Masse m, Radius r) ist im Endpunkt B einer masselosen
Stange AB drehbar gelagert. Zum Zeitpunkt t =0 wird sie mit der Winkelge-
schwindigkeit Q auf eine ruhende, im Punkt O drehbar gelagerte Kreisscheibe
(Masse 2m, Radius 2r) gesetzt. Durch die Gleitreibungskraft im Kontaktpunkt
wird die kleine Kreisscheibe gebremst und die grol3e in Drehbewegung versetzt.
Man berechne die Winkelgeschwindigkeiten der beiden Scheiben und den Ener-
gieverlust durch Gleitreibung.

Der Schwerpunkt B der kleinen Kreisscheibe bewegt sich nicht. Deshalb gilt

n-K =0
« Nzlrig, K = 2N.
-0 H
N +—-mg =0;
2 2 g
Bewegungsgleichungen der beiden Kreisscheiben:
Og$ = —uNr, 0,8 =uN2r;
Oy :;mrz, G, :;Zm(Zr)2 =4mr?;
p=-2H9 5.1 uo.
1+ur 21+ur
Winkelgeschwindigkeiten wahrend der Gleitbewegung:
p=0-2H 9 =1 H 9y
1+ur 21+ur

Die Gleitbewegung endet zum Zeitpunkt T , wenn
2rH(T) =1 (T)

ist, also fur
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T=1YHON
3u g
Danach drehen sich die Scheiben mit den Winkelgeschwindigkeiten
. Q : Q
==, 9T)=—.
p(T)=7 (M=%

Energieverlust:
AE in = Eyin (T) By (0),

_1 o452 2 1 552 -2
LE,;, =, (09% + O, oo -, (@208 ), o

AE, = L2z,
n 6

Der Energieverlust entspricht der Arbeit W der Gleitreibungskréafte an den bei-
den Kreisscheiben:

T T _ T >
W :J'—uqubdt +[uN2r9dt =uNr [ 3K 9, - Q)dt = -Nr TrprQ” _ 1202,
3 2 2 1+ur 6 g 6
Aufgabe 5
y
B 2b
) —»BX T

A, Ay

& 77T . @\

[¢)

2h Al r
. m/ Ik

19 i l Ma Mx

$>( N\ 20mg mg

C 20m

Ein starrer Rahmen (Masse 20m) wird Uber eine Seilscheibe (Masse m, Radius r
), auf die ein Motor das Antriebsmoment M , Ubertragt, in vertikaler Richtung be-
wegt. Man bestimme die Bewegungsgleichung sowie die Lagerkrafte in den Punk-
ten A, B und C.

Kinematische Zwangsbedingungen:
X, =0, y, =ra, ¢ =0, xs =0, ys =Y -
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Schwerpunkt und Momentensatz fur den Rahmen:

20mxg =A +B, +C_, 0=A_ +B, +C_,
20my, = -20mg +A,, -~ 20my, =-20mg +A,,
eSdJ:Ayb—Bxh +C.h +M ,; 0=Ab-B,h+Ch +M,;

Schwerpunkt und Momentensatz fur die Seilscheibe:

mxA:—AX, O:—AX,
my, =-mg -A +T, - my, =-mg-A, +T,
0,a=M, -Tr; O Y, /f =M, =Tr;

Bewegungsgleichung:

e, . M . 42 2 M
2lm +—2)y, =-2lmg +—A, =——g+ A,
( r2 W a 9+ YA~ 439 " 43 mr
Reaktionskrafte:
LU
43 43 r
20 40 M A b +|\/|A

A =0, A =““"mg+——A, =Y , C_=-B..
x y 437 43 r x 2h x X

Aufgabe 6

Ein Fahrzeug (Masse ohne Rader: m, Hinterradpaar: Masse m,, Tragheitsmo-
ment ©,, Vorderradpaar: Masse m,, Tragheitsmoment ©,) wird durch ein auf
das Hinterradpaar wirkendes Moment M, angetrieben. Man berechne die Bewe-
gungsgleichung fur die Koordinate x sowie die inneren und auf3eren Reaktions-
krafte, wenn die Rader rollen.
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Im Freikorperbild sind die eingetragenen Krafte die in der Symmetrieebene des
Fahrzeugs liegenden Resultierenden der auf die einzelnen Rader der Radpaare
wirkenden Kréafte; die Krafte auf ein Rad sind also jeweils nur halb so grol3 wie
die dargestellten Krafte.

Kinematische Zwangsbedingungen:
Xp =X, Xg =X, Xg =X, yA =0, ys =0, yg =0,

. X, . X
¢1:7, ¢:O, ¢2 =
n P
Schwerpunkt- und Momentensatzgleichungen mit diesen Bedingungen:
mx =A_ +B_, 0] O,.. M
L (M+my + 5 +m, + 5)x == A,
m,x =-A +H,, r r, r
e k—M -H “=m+m, + A 4m, +8 = +1 + 1
Aa_ A I - m :=m +m, rl—z m, rz—z =m +1 +o)m; H1 +B)m,,
m_Xx=-B, +H_, . M .
2 x 2 X =—2~A (Bewegungsgleichung)
X I’lm
Og r ~Ho 1)

0= Ay + By -mg,
0=M, ~A (h -r) -B,(h -1,) +A b, -Bb,,
0=N, —Ay -m,g,
0=N, —By —-m_g.
Reaktionskrafte:

M m M m
H=—A@l-a—3), H,=—4Ap2
I‘1 m rl m

M m M m
A =—A{1-1+a)—Y, B, =—A@1+B)—2,
X r m X r m
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A = mgb, -M, +A_(h -r) +B_(h -T,) B - mgb, +M, -A (h -r)-B (h -r,)
y b, +b, Y b, +b, '
N, =m.g +Ay, N, =m,g +By.

Die Rader kénnen nur dann rollen, wenn die Bedingungen

N, >0, N, >0, ‘Hl‘ <HoNy. ‘Hz‘ <HgN,

erfallt sind.
Aufgabe 7

¢' cAa

O, r,
/\E}F—
_E - — [ - ﬂ -1 o)
T Mmoo [\ S
®m

Ein Gleichstrommotor (Tragheitsmoment ©_) treibt Gber eine Zahnraduberset-
zung eine Maschine (Tragheitsmoment @) an. Man berechne den Antriebsvor-
gang, wenn die Drehbewegungen von Motor und Maschine jeweils geschwindig-
keitsproportional gedampft sind.

Der in der Ankerwicklung des Motors flieBende Strom |, erzeugt das auf den An-
ker wirkende Moment

M. =yl ,.
Wenn sich der Motor mit der Winkelgeschwindigkeit ¢ _ dreht, wird in der Anker-
wicklung die Spannung t,Ugbm induziert. Ist R, der elektrische Widerstand und L ,

die Induktivitat der Ankerwicklung, so gilt mit der an die Klemmen des Motors
angelegten Spannung U ,

Laly +Ry1, =U, -y .

Die Winkelgeschwindigkeiten von Motor und Maschine sind uber die kinemati-
sche Zwangsbedingung

g ; _r2 ;o
r1¢m _r2¢ - ¢m _r¢ —17¢
1
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miteinander verknupft; n ist das Ubersetzungsverhaltnis.

In den Momentensatzgleichungen fur den Motor und die Maschine
@m(ﬁm = Mm _bmd)m _Krl’
O¢ = b +Kr,,
ist K die zwischen den Zahnrédern in Umfangsrichtung wirkende innere Reakti-
onskraft; b_ und b sind die Dampfungskonstanten der geschwindigkeitspropor-
tionalen Rotationsdampfungen. Nach Elimination der Reaktionskraft K erhalten
wir die Bewegungsgleichung

O'¢+b'¢=nM_,
0:=0+n%9,, b":=b +n°b_.
Wir setzen
¢ =w
und erhalten schliel3lich das lineare Differentialgleichungssystem 1. Ordnung fur
I, und w:

O w+b w-ny , =0,
nYw+L,1, +R,1, =U .

Mit

wird

R U

_ _'ZQU y, — Ay, +-A
A

Setzen wir fur die elektrischen Grol3en

- - _ _ 102

U, =100V, R, =502 =50V/A, L, =0.5Vs/A, Y =10"“Vs,
und far die mechanischen Grof3en
_10-4 2 —10-2 2 _ —h -10-3
©,, =10 "kgm~, © =10 “kgm*~, n =4, b, =b =10 “Nms,
so ergibt sich zu den Anfangsbedingungen
y,(0)=0, y,(0)=0

die in den folgenden Abbildungen dargestellte L6sung.
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Aufgabe 8

Far den Kolbenmotor (Abtriebsmoment M, Zylinderdruck p) berechne man die

Bewegungsgleichung sowie die inneren und auf3eren Reaktionskréafte.

Kinematische Zwangsbedingungen:

rsng =Lsna, -  sina =Asing, /\::[.
cosa =/1-(Asing)?.
djza:cosagg:}\co&p, . %’:Ag:flw).
() d;lgb) _, Snacoss E;ZZ)O,_CM sinp

e
a=fp, G=ff+ig2
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g =rcos¢ +L cosa,
g=-(rsing +Lsina f1(¢))¢' =xsing (1 +f, @ W,
Ki(9):=-rsing(+f,(9)),

dky(@) ~t(cosp +f (¢)cosp +f,(@)sing),

@)=

- _ - . _ - .2
q _k1¢! q _k1¢ +k2¢ .

Xg =T C08$,  Xg =rsindd,  Xg =rgsingg +rg cogh ¢ 2,
Yo =T Sng, Yo = Cospp, Yo =T cospd + sinpg 2,
xSF> =TI cos¢ +r, cosa,

XSP =—rsingd -rysinaa =r Ar, f,0))simpé ,

h (@)= ~(r +Ar, f,(@))sing,
dh,(¢)
d¢

. _ . _ . 2-
Xs, =h,9, Xs, =h,$ +h¢<;

h,(¢):= =t cosp —Ar, f,(@)cosp Ar, f,@)snp,
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Ys =rsing —r, sina =(r —Ar;)sing,
P
9,(#):=(r —Ar;)cosp,

d
or01= 950
S/SP =g, 9, YSP =9,¢ +0,9°.

—r —Arp)sing,

Bewegungsgleichung aus dem Leistungssatz

Eyin =P

_1 2 2 L2 2 )
Ekin‘z{QOKwd’ tmp(Xs, +¥g ) +0s a® +mq%,

Eyin :[QOKWdS +mP(h1>'iSP +91375P) +@sp f.a +ka1d]¢,
P=-My¢ -pAd =M, +pA K, (#)¥,
2,2 2 204

+mg (h° +9, )+@sp fio+m k%) +

(@O KW

2 _
+(mp (hyh, +9,9,) +@sp f f, +m kk,)o” =M, -pAk,,

$ 2
_(mp(hlhz +9,9,) +@sp fi T, +mkK;)e” +My +pA K,

2 2 2 2
Ookw TMp (" +9; )+@sp fy® +myky

Der Druck p im Kolben mul} als Funktion des Winkels ¢ zur Verfugung stehen.
Naherungsweise kann die folgende Darstellung benutzt werden, wobei u die Kol-
benverschiebung ist:

p p
u u
| =7
2r 2r
- —
o<p<m Mm<¢ <21 21 <¢ <3m 31 < <4m
Ansaugen Verdichten Verbrennen AusstolRen

Mit £ =u/(2r) und den LAGRANGEschen Interpolationspolynomen
(£ -6,)€& =¢5) (£-6)E —¢3) (£-6)E€ —¢,)
(&, —&)E €)' (&, -&)E, ~€,) (& -&)E €)'

N, (§):= N, (&):= N, (&):=
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A wenni=j
N;(¢;) =0 o
D wenni#j

formulieren wir die Funktionen p,(¢) und p,(¢) als Polynome 2. Grades mit den
Stutzstellen
=0, §=172, &=1
P, (&) =P N, (€) + PN, @),
P, (&) = P,,N, (&) +p, N, &),

_(E-05)E-1) .2 _ _EE-Y) _
N(O=" oty T2E8 3R N, = = —AE )

PL(8) = (2P, —4p,)E% +(4p,, =3P, +p,,,
P,(8) = (2P,; ~4P,,)E% +(4D,, =3P, ) +P,,y.
Diese Funktionen werden in Abhangigkeit vom Kurbeldrehwinkel ¢ benétigt. Mit
u@)=r+L —q(@) =r +L ~(rcosp +L 1 -Asing)?),
1 1 .
§=_@-cosp) + (1 —1~(Asing)?),

den speziellen Werten

P, =20, P, =0.5, p,, =4.0, p,, =1.0
und A =0.2 wird p(¢)

p
4
2
0

| | | | | i |

0 4 8 12 16 20 ¢ 24

Aus den folgenden Schwerpunkt- und Momentensatzgleichungen erhalten wir die
inneren Reaktionskrafte:
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MwXs =Cx +E.
MwYs =Cy +Ey,
@SPEY:(Ky —E)rp cosar +(K, —E )rpsina -K L cosa -K, Lsina,

meSP :—EX +KX,
mpySP :—Ey +Ky,

mKd = _KX _pAK1

O:Dy —Ky.
Ky =M d = PA,
D K K t @sp - . rPt + . I’P
=K =-K_tana - a +m_X. ——tana +m P
y y X L cosa P™Sp L PySP L
E, =K, ~MpXg . Ey =K, -myyg ,
C,=m wXs ~E,, Cy =M Ys —Ey.

Die drei aulReren Reaktionskréfte ergeben sich aus den Gleichgewichtsbedingun-
gen

A, —C +pA, =0,

Ay +By —Cy —Dy =0,

By(b +C) —Cyb —Dy(b +q) +(C, —pA,)d =0.

Aufgabe 9

2r B r C
-
m, /N /o Fosing
T

Eine Schubstange (Masse m,) fuhrt reibungsfrei einen Stift A, der auf dem Rand
einer Kreisscheibe (Radius r, Masse m,) befestigt ist. Die Kreisscheibe ist um
eine vertikale Achse drehbar gelagert. Man berechne die Bewegungsgleichung in
der Koordinate ¢, wenn die Schubstange mit einer horizontal wirkenden Kraft
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Fosimp angetrieben wird.

Kinematische Zwangsbedingung:
X =r(L —cosg), - X =rdsing, X =r¢ sing +p 2 cosp .

~ Ay
—>
2r r
4—.
Fosing
By Cy
Momentensatz fur die Kreisscheibe:
) , 1
0,9 = A, rsing. ©, :Emlrz)

Schwerpunktsatz in x -Richtung far die Schubstange:
m,x =F,sing -A_.
Elimination der inneren Reaktionskraft liefert die Bewegungsgleichung:
0,8 = (F,sing -m_X)rsing,

O P +m_rsing (rg sing +1f > cogp ) =Frsinp ,

5o 2Fosin2¢ —2m2r¢25in¢ cosp
- r(m, +2m,sin®¢) '
Weil sich die Schubstange nicht dreht, gilt die Momentengleichgewichtsbedin-

gung
Cyr —A,rsing =0, - Cy =A, sing.

Aus dem Schwerpunktsatz in y-Richtung fur die Schubstange folgt

B,+C,=0 - B ==,

Die beiden Auflagerkrafte bilden ein Kraftepaar mit dem Moment A rsing, das

dem auf die Kreisscheibe wirkenden Moment entspricht.

Aufgabe 10

Ein Rad (Radius r, Masse m) ist mit einer Stange AB verbunden, die im End-
punkt B horizontal gefuhrt wird. Auf der Stange sitzt ein Motor, der das Rad mit
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einem Moment M, antreibt, so dal sich das System in x-Richtung bewegt. Man

berechne die Bewegungsgleichung flr die Koordinate x,, alle Reaktionskrafte

und das maximal moégliche Antriebsmoment, wenn das Rad rollen soll.

|
4
|
|
|
|
|
|
!
1
|

Kinematische Zwangsbedingungen:

. Xp . . . . -
¢:T’ Ya =0, Xg =Xp, Ys =0, Y =0.

Schwerpunkt- und Momentensatz:
mx, =H -A_, mxg =A_,

my, =N -A, -mg, mj)S:Ay+By -mg, O, =-mr~°.

O,0=M, —Hr, @S(;[/:MA+Byr A -AT
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mx, =H-A_, A _2M,
1 . —MA . —2MA X 5 r !
Smx, =—=-H, - Xy T o
2 r S mr H_4MA
rn)-iA:Ax; 5r '
-A = M
_ y 2 10 r _3 7 M,
Ay+B =mg, - N=—mg+— :
y 1 7 M, 2 10 r
M SAFELRET I
By+AX —Ay—— .

Dynamische Rollbedingung:

4 M 3 7 M 15u mgr
HsiN = g AshGma+ 2%, Mys o =
0

Aufgabe 12

Auf einer Kreisscheibe (Tragheitsmoment @51)’ die um die raumfeste z-Achse
drehbar gelagert ist, treibt ein Motor im Punkt A eine Kreisscheibe (Masse m,
Tragheitsmoment @SZ) mit dem Antriebsmoment M, zur Drehbewegung um die
zur z-Achse parallele Achse durch A an. Man bestimme die Bewegungsgleichun-
gen der beiden Kreisscheiben, die Reaktionskrafte im Punkt A und die Drehim-
pulsbilanz des Gesamtsystems.

100
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Momentensatz fur die grof3e Kreisscheibe:
@Slqb =-M, -A,R.

¢
Schwerpunkt- und Momentensatz fur die kleine Kreisscheibe:
) ) ) -mR§® = A,
Mas, = A T A mR§ = A,;

O (B+)=M,.

Bewegungsgleichungen:

é=- MA . ¢:MA+ MA 5.
Osl+mR @Sz @Sl+mR

Drehimpuls des Gesamtsystems bezogen auf die z-Achse:
Lo ={0g  +05_(§ +¢)) +mR7¢}e,,

Lo ={05 6 +Os (@ +ii) +mR%}&, ={-M, -A

R +M, +A,R}€, =0,

¢
Der Gesamtdrehimpuls bleibt erhalten.

Aufgabe 13

Auf einer Schaukel (Masse m,) bewegt sich ein Kérper (Masse m,, Tragheitsmo-
ment @SZ) nach dem vorgegebenen Gesetz r(¢). Man berechne die Bewegungs-
gleichung der Schaukel in der Koordinate ¢ sowie die Reaktionskrafte R, T,K,N
in der ér,é¢—Basis und das Reaktionsmoment M,.

Momentensatz fur die Schaukel:
0,6 =-m. gL sing -Nr(@) -M.,,
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Kinematische Zwangsbedingung fur den Gleitkorper:
OS, =r(¢)e, (9), \782 =r'g €, +ré¢¢' =(r'e, +ré¢)¢i,

5‘32 =(r"ge, +2r’é¢¢ —ré 9} +(r'e, +ré¢)¢' =(rth +r'g 2 _¢'2)ér +(g +2r¢'2)é¢.

Schwerpunkt- und Momentensatz fur den Gleitkorper:

R¢+(r"—r)¢28 KO 2,5 2gcoscbm

° rpe2rg? B ON D Fm,gsnof
@Széi =M.,
Mit
N =m_gsing +m(ré +2r'$?)
erhalten wir aus dem Momentensatz fur die Schaukel
O,f = -m gL sing —(m_gsing +m (1§ +2r$>)rg ) - @SZ¢",
die Bewegungsgleichung
(m,Lg +m_r)gsing +2m_r'r$?

2
ON +(982 +m.r

=-

Aus dem Schwerpunktsatz fur die Schaukel, dargestellt in der Polarkoordinaten-
basis, ergeben sich die Reaktionskréfte im Lagerpunkt O:

L.$?0 Om 19003¢D OK O RO
m, D U= b0 O O
‘Higp H Emgsneg BNE BT

Mit einer L6sung der nichtlinearen Differentialgleichung fur ¢(t) kdnnen an-
schlieRend alle Reaktionskrafte und das Reaktionsmoment berechnet werden:

N =m,gsing +m, (r¢ +2r'g?),
K =m,gcosp —m_{r'¢ +(r" -r)2},
R =m, g cosg +m1LS<iJ2 +K,
T =-m,gsing -m,L.$ -N,
M, =O; .

Mit den speziellen Werten

m,=2m, m,=2m, L_ =

1 2 S,
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und der Variablentransformation

g = = /g%: /g ! ":g "
W P L T e

erhalten wir zu den Verschiebungsgesetzen r(¢) der Masse m,
1 1
r(¢) =L{= ——cos(2¢)},
(#)=L{;, —, cos(29)}
wenn (sing >0) und wenn (sing <0 und ¢ >0) ist,
L
r(¢)=—,
@®=,

wenn (sing <0 und ¢ <0) ist, dimensionslose Differentialgleichungen; in den er-

sten beiden Fallen

{3 +(1L-Scos(2¢))}sing +(1 -3 cos(2¢))sin(2p ) '
$+30-3c0s29))”

9" = -

und im dritten Fall:

"= ———4gng.
¢ 13 ¢

Zu den Anfangsbedingungen {¢(0)=90° ¢(0)=0} ergibt sich eine zum Uber-

schlag fuhrende Schaukelbewegung:
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Aufgabe 14

Ein Kreisring (Masse m, Innenradius r,, Au3enradius r_) soll auf einem Kreiszy-
linder (Radius rj), der um die raumfeste Achse durch O eine Drehschwingung
a(t):aosin(Qt) ausfuhrt, im Schwerkraftfeld eine Rollschwingung ausfuhren.
Man stelle die Bewegungsgleichung auf.

X

Kinematische Zwangsbedingung:
Im Kontaktpunkt B mussen der Kreiszylinder und der Kreisring gleiche Ge-
schwindigkeiten haben.

—

vB(ZyIinder) :VB(Ring) ZVS(Ring) +®(Ring) 3B,

—rodé¢ =(r, —r0)¢é¢ +y€e, x(T.€.),

o . o _ -
—Mo0€, =(1; ~ro)pE, —re,, R “’z(l‘r?)q’ +r(i)a.
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Schwerpunkt- und Momentensatz:
ma, =T +N +mg, O i =Tr;
m(r; —1o) (@€, ~$%€,) = -T€, -N&, +mg(cosp &, ~sing €,),
m(r, —r,)$ =-T —-mgsing,

m(r, —ro)qib2 =N -mgcosg,

r.—r r
0 _ o =
O 'riz ¢= @Sri—za +T.
Bewegungsgleichung:
O .., O.r .
A+—S)p+—9 sng=-——50 g
mr; =T, m(r, —ro)ri
m 2m fa m
O = [rPdm =" [([r3dr)d¢ ="_(r,2 +1.2).
S 2 _,2 a
nJ: nr,c —r°) g { 2 :

Aufgabe 15

Zwei Kreiszylinder (Radius r) mit gleicher Masse m aber unterschiedlicher Mas-
senverteilung rollen gemeinsam auf einer schiefen Ebene abwarts, wobei der
Kreiszylinder mit dem kleineren Massentragheitsmoment (G)Sl :mr2/2) den Kreis-
zylinder mit dem grof3eren Massentragheitsmoment ((982 :3mr2/4) schiebt. Im
Kontaktpunkt der beiden Kreiszylinder wirkt eine Gleitreibungskraft. Man be-
stimme die Bewegungsgleichung fur die Schwerpunktskoordinate x::xslund die
Kraft zwischen den beiden Kreiszylindern.
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Kinematische Zwangsbedingungen:

X:=Xo =Xo =TI, '
s, = Xs, =1 Vs

:ysz :0’

1
Schwerpunkt- und Momentensatz fur die beiden rollenden Kreiszylinder unter
Berucksichtigung der Zwangsbedingungen:

mx =mgsina —H, —-N, mx =mgsina —H, +N,

0 =N, -mgcosa +uN, 0=N, -mgcosa —uN,
1 X 3 X
Emrz?:le—uN3r; Zmrz?:Hzr—uN?,r;

Daraus folgt zunachst:

3 . . 7 . . .
me =mgsina -1 +)N 5, me =mgsina +@ -U)N;
3 . 1 7 -
mx = ——mgsina —N, mx =
21+ p) 1+pu 41 - p) 1-p
Elimination der Reaktionskraft N, liefert die Bewegungsgleichung:
3 7 . 1 1
+ = ——-}gsina,
{2(1+y) 4(1—u)} {1+u 1- }g
= sina.
13 +yg

Reaktionskraft zwischen den Kreiszylindern:

N, = mgsinag.
3 13+u g
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Aufgabe 1

Auf einer horizontalen starren Kreisplatte, die mit der konstanten Winkelge-
schwindigkeit Q um die raumfeste z-Achse gedreht wird, rollt eine Kugel (Masse
m, Radius r). Man stelle die Bewegungsgleichung fur die Schwerpunktbewegung
auf.

Der unter dem Schwerpunkt S liegende Kontaktpunkt B der Kreisplatte hat die
Geschwindigkeit

vB(PIatte) = 'Qéz >((Xséx +ySéy) = _'stéx +'QXSéy'
Der Kontaktpunkt B der Kugel hat die Geschwindigkeit

XgO o, 0 00 Xg—r0
i o ) 0’00000 an 0
VB (Kugel) = Vs TW XSB, VB(Kugel) = %’s B"’ g"y BX ED B: %’s +°"er
HOg BOH BrE H O H

Aus der Rollbedingung fur die Kugel
Vi kugel) = VB(Platte)
folgt dann
—Qys =Xg —wfr,
OXg =Yg tw,r.
Der Winkelgeschwindigkeitsvektor der rollenden Kugel lautet also
QX -y + X
o= s Vsg Hs sy
r X r y

Der Schwerpunktsatz fur die Kugel liefert die Gleichungen
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m>'<'S =H,,
mys :Hy,
0=N -mg.

Der auf den Schwerpunkt S bezogene Tragheitstensor der Kugel ist dem Einheits-
tensor proportional

O, = 2 r21.
5

Der Drehimpulsvektor ist deshalb proportional zum Winkelgeschwindigkeitsvek-
tor

und der Drehimpulssatz

S S S
lautet
o, 0 00 H, O I2xXg ~ygO OH, O
2 ,0°000D0°0 > 0.7 00 0
-mr EduyD:DODXEHyD —Mmriy  +x 0=0GrH 0
S 0’00 0070 S O 0 O 0
HOH BrE BOH H O H HO H

Fur die Komponenten der erforderlichen Haftkraft gilt also
2 : ; 2 : .
H, = —gm(QyS tXg),  H, :gm(QxS —Ys)-
Aus den beiden Gleichungen des Schwerpunktsatzes erhalten wir damit die Be-
wegungsgleichungen des Kugelschwerpunktes

K = =2 (g +Xg), X +2.09 =0,
Vs = £ (kg V) s -2 2% =0.
Daraus ergibt sich die Differentialgleichung fur XS:
Xg +A%%g =0, }\::59,

mit der allgemeinen Lésung
X =C, cog(At) +C, sin(At),

1 .
Xg = X{Clsm()\t) —C, cos(At)} +C,

Aus

Yg = }D'(S =MC, cos(At) +C, sin(At)}
folgt
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ys =C,sin(At) -C, cos(At) +C,,

1 .
Ys = {-C,0os(At) ~C, Sn(At)} +C,t +Cq.

Setzen wir diese Losungen in die erste der ursprunglichen Differentialgleichungen
ein, so stellen wir fest
M-C,sin(At) +C, cos(At)} +A{C,sind t) -C, cosp t) +C,} =0,
c,=0.
Mit den Anfangsbedingungen
Xg(0)=r, yg(0)=0, >'<S(0) =0, yS(O) =rQ, - w, (0) =0, %(O) =0,

erhalten wir die Gleichungen

2 — :1 — —
——A +(:3 =r, _7\ +C5 =0, Cl =0, —C2 '|'C1 =Q,
also wird
C] 0 CZ TQ C3 =r ! C1 0 C5 0
=0, = ' =r 7, =0, =

_ 5 7 7 .
Xg(t) = —Er +§r cos(At), yg(t) —Ersm(}\t).

Die Bahnkurve des Schwerpunktes ist ein Kreis mit dem Radius 7r/2 um den
Mittelpunkt x,, =-5r/2, vy, =0.
Mit

Xg =-rQsin(At), yg =rQcos(At),

Xg = —?rQ COos(At), Yg = —?rQ sin(At),

wird die erforderliche Haftkraft

__2 2 __2 2 5l -2 2
H, = ?mrQ cos(At), Hy = ?mrQ sin(At), ‘H‘—?mr() .

Aus der Bedingung ‘I—]‘ < 4N folgt dann eine Bedingung fir die zulassige Winkel-
geschwindigkeit Q der Kreisplatte:

2 2 2 1 ¢
—mrQ° < u.m N Q< —u,=.
7 HoMmd 2“0r

Aufgabe 2

Auf der mit der Winkelgeschwindigkeit Q€ rotierenden Erde ist unter der geogra-
phischen Breite ¢ ein Rahmen so gelagert, dald er sich mit der Winkelgeschwin-
digkeit a um die zur Erdoberflache senkrechte éE—Achse drehen kann. Der Ein-
heitsvektor €, zeigt in nérdliche Richtung und der (nicht dargestellte) Einheits-

¢
vektor én in Ostliche Richtung. Mit dem Rahmen, in dem ein rotationssymmetri-
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scher Kreisel gelagert ist, ist die Basis {€,,€,,€,} fest verbunden. Der Kreisel
(Deklinationskreisel) dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit w, um die 63—
Achse. Berechnet werden soll die Bewegungsgleichung far den Winkel a.

/_

——

In der nicht-kérperfesten {él,éz,ég}—Basis hat der Kreisel wegen der Rotations-

symmetrie den auf den Schwerpunkt S bezogenen Tragheitstensor

A 0 0f
0 0
o, =M A 00
0 0
B 0 Bf

Dabei ist B das Tragheitsmoment um die €;-Achse.

Die mit dem Rahmen fest verbundene Basis lautet in der erdfesten Basis

€ =€

< 5 +6ng &
€, =cosae, +snae,,
e, =-sinae_+ e .
€; =-snae +cosae,

Daraus folgt

eZ :smaez +COS(163.

Winkelgeschwindigkeitsvektor der Erde:
W = Q€, :Q(sin¢éé +cos¢éz),

Wz = Q(sing€e, +cospsina €, +cosp cosa €,).

Winkelgeschwindigkeitsvektor des Rahmens:
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=G+ déf,
Wy =(Qsing +a)é, +Qcospsina €, +Qcosp coa €,.
Winkelgeschwindigkeitsvektor des Kreiselkdrpers:
=0, + @,

Wy :(Qsin¢+d)él +Qcospsina €, +(Qcosp cosa W)€,

Drehimpulsvektor des Kreisels:

m 0 O ¢+Qsng O O A@+Qsng) O
) i 0 O 0
Ls = O,y [D A O Qcospsina U=0 AQcospsna U
0 o 0
@) 0 By, + Qcospcosal HB(w, +Qcos¢cosa)
Drehimpulssatz bezogen auf den Schwerpunkt:
. EUL . -
LS—MS - D—D + @ Wy L MS’
Qel
| Aa 0 ga+Qsng 0 O A(@+Qsng) 0O 00 O
U _ 0o 0o o a o O
DAQa CoSp cosa D+ (2 cosg sina Dx O AQcosgsina  C=0v U
0 0 0 0O 20

@-BQaco&psma@ Q’Qcosqbcosa@ @(w +QCOS¢COSG)H H‘Asgga

Aus der ersten Komponente dieser Vektorgleichung erhalten wir die gesuchte Be-

wegungsgleichung far den Winkel o

sin(2a) 0

. B . B 5
a+— Qw. cospsing +(— —1)Q? cos?
A £ ¢ (A ) ¢
Wenn |a| <<1 ist, wird naherungsweise
a+via =0,
B B 5
=~ Q. cos¢ +(— -1)Q? cos’¢,
A 2% ¢ (A ) ¢
und weil Q<<w ist, kbnnen wir setzen

> _B
v ~XQwocos¢.

Der Deklinationskreisel schwingt also mit kleiner Amplitude annahernd harmo-

nisch um die Nordrichtung.

Die zweite und dritte Komponente des vektoriell dargestellten Drehimpulssatzes
ergeben die auf den Schwerpunkt bezogenen Reaktionsmomente der Lagerkréafte

der Kreiselachse im Rahmen.
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Aufgabe 3

Ein Kreiszylinder (Masse m, auf den Schwerpunkt bezogene Haupttragheitsmo-
mente ©,, O,) dreht sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit @ um die Achse
AB, die in einem Rahmen nach dem Gesetz a(t) um eine raumfeste Achse senk-
recht zur Rahmenebene gedreht wird. Man berechne die Reaktionskrafte im drei-
wertigen Lager A und im zweiwertigen Lager B. Die éi-Basis sei mit dem Rahmen
fest verbunden.

Fuhrungswinkelgeschwindigkeitsvektor der Basis:
W = 06, (€;1=€, x€,)
Winkelgeschwindigkeitsvektor des Kreiszylinders:
Ww=Q€ +0€E,.
Auf den Schwerpunkt S bezogener Drehimpulsvektor des Kreiszylinders, darge-
stellt in der €;-Basis:

b, 0 o0Lng B o0
0 0 o
|_ =0, = Bo o, oEﬂJJD-Do D

o o @2@75 @205

Absolute zeitliche Anderung des Drehimpulsvektors:

0o O op Be0 00 O
0D OgpO*oo O

D
Sg +@ xCg=00 rdxJo L=lp,0i]
t 0.

B%GH 45 892 H H@aH

Beschleunigungsvektor des Schwerpunktes:

O

‘

_ P, .2_>
ag —hae1 +ha €,.
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Zu berechnende Reaktionskrafte in den Lagerpunkten A und B:

A= Alé1 +A2é2 +A363, B =Bzé2 +Bsé3.

Schwerpunktsatz:

Da 0  Orsnag CAO D00
I 0,0 [ gpo-oo o
mag =mg +A +B, ~  mh@?0=mg3-cosa [+ AU+ B,
0 0 ] 0o U< O
508 B0 B M B0

Drehimpulssatz bezogen auf den Schwerpunkt S:
0o U pmLlp bAOpoppOod O o O
- ~ 0 Upgpopt"@pgpd 0 O O
Lg=Mg, -~ B 0Qab=00 OxA B+ o< B, =LA, -B,U
U Oog gUt<0pgpb<0 O U
He,a H BOB My B8 B;H B, -AH

Aus diesen Gleichungen folgt schliel3lich:

A, =mha +mgsina,

1, O, . 5
A, ==(—2a +mha® +mgcosa),
> 2( ) g )

o, .
A.=—10Qq,
3 2L

1,0, . 2
B, ==(—2a +mha“ +mgcosa ),
5 2(L g )

91 .
B3: -—Qa.
2L

Aufgabe 4

Ein aus zwei Halbkreisbdgen bestehender Rahmen (Masse m) aus dunnem Draht
dreht sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit Q um die Achse AB. Man be-
rechne die Auflagerkréafte.
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Koordinaten der Massenelemente:
linker Kreisbogen:

s, =t(@ +cosa), s, =rsina, s; =0;

rechter Kreisbogen:
s, =r@+cosp), s, =—sinB, s, =0;
Massenelement dm eines Halbkreisbogens:

dm=""2rd6 =" 4.  dé =da oder dB.
g 21T

Massentragheitsmomente um die Koordinatenachsen durch S:

CNE _[(522 +s,2)dm, O, = _[(532 +s,2)dm,  Og,, = I(slz +s,%)dm,
m m m

m nm
m 2.2 2 1 o2
= + =—m
514 r (O|S|n ada Olsm £dg) re,

T T
_m > 2 2 =3mr2
G20 = 1 (£(1+cosa) da +£(1 +cosB)dp) =5 mr*,

T

T
- m - = 2.
Ogqs =5t (2{(1+cosa)da +2£(1 +cosf)dB) =2mr<;

Massendeviationsmomente:

9312 = —Islszdm,
m -7 m 5
G512 :*fz(J'Sina(l+cosa)da *[sinB (@ +cosB)dB) =“mr?,
2m 4 ) -
Og13 = Os,3 =0

Tragheitstensor bezogen auf S in der €;-Basis:

/2 2/m 0O
O O
O, =mr?2/m 3/2 OO
O O
HO 0 2f

Drehimpulsvektor bezogen auf S und Winkelgeschwindigkeitsvektor:

[ =00 =08,
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guz 2/m OO0 320
,0 0 O 0 0O
Ls—mr E2/n 3/2 OE[IZOD—mr Q2 ]
O 0O
EO 0 2@@ B0 B
Absolute zeitliche Anderung des Drehimpulsvektors:
20 /20 00 O
- [bu_ . 00 , b O , L0 O
Diﬂ twxlg = [ODxmr Q2/nl=mr<Q DO D
% J 4o
— D8 god 2int
Reaktionskrafte in den Auflagern A und B:
A=A €, TALE,, B =B_€, +B,€,
Wegen der kinematischen Zwangsbedingung
d, =0
folgt aus dem Schwerpunktsatz:
ma, =mg +A +B,
A,+B,=-mg [€,,
- mit g =-ge, = -g{cos(t)e, —-sin(Q2t)e,}.
A; +B;=-mg [E,;
Der Drehimpulssatz bezogen auf S lautet
000 2rpo UoU 2rg Do O 0 O
- - 0 00O oU odppo O O W
L=Mg, - mr’Q?00 0=00 OxEA Cvox B, C=2r[A, -B, 0
0 00O oU<dppod-d 0 O
=#/mg 5O B HA:’)B H0 5 @35 @2_’6‘25
und daraus folgt
Az =B =0,
1 2
B,-A, =—mrQ
2 27 4

Aus dem Schwerpunktsatz und dem Drehimpulssatz (Momentensatz) erhalten

wir schliefRlich:

A, = T{-1rQ? +gcosan),
2 1

B, = m{lrQ2 +g cos(Qt)},
2'm

R _ M
A; =B, = Egsm(Qt).
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Aufgabe 5

Auf einem Fahrzeug ist in den Auflagern A (dreiwertig) und B (zweiwertig) ein ro-
tationssymmetrischer Behéalter (Schwerpunkt S, Masse m, Haupttragheitsmo-
mente bezogen auf den Schwerpunkt: 04, =0, O, = 6,, =[06) gelagert, der sich
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit Q um die Achse AB dreht. Das Fahrzeug
fahrt in der raumfesten xy-Ebene mit konstanter Schwerpunktsgeschwindigkeit
Vg auf einem Kreis (Radius r). Man berechne im fahrzeugfesten €,;-System die

s
absolute Winkelgeschwindigkeit des Behalters und die Lagerkrafte in A und B.

AS=d,, BS=dg
A=AL, +AE, + AL,

B =B,e, +Bge,

Fuhrungswinkelgeschwindigkeit infolge der Kreisbogenfahrt:

\'

- sz _Vs
W =—>€, (sna€, +cosae 3)-
r r

Absolute Winkelgeschwindigkeit des Behalters:

I Vo . Vg ~

w=0Qe +u =(Q +Tsm a)e; +Tcosae3.
Drehimpulsvektor des Behalters, dargestellt im fahrzeugfesten €;-System:

® O 0[111’2+wFsinaD EQ+a)FsinaD

) 0 al O O 0 Vg
L.=0O.0= [0 0[111 0 =0 0 0 @ =-S.
s 7S po O 0O 0 For

@ 0 [3@% w.cosa H HpBwcosa H
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Schwerpunktssatz:

v
A, =mgsina, A +B :m%, A, +B, =mgcosa.

|

Weil Q und w_ =vg /r konstant sind, wird > =0. Also ist
dt Q'el

Ena0 W+w_snal +d, 0
o g O 0o “p
a)DO Dx@D 0 D:Do (X
0 0 0

B

@:osa@ H Bw, cosa H @0

D 0]

Owe EQcosa+ @ -Pw- sinacosa

g 0

IIDEH:H:H:I

Daraus folgt

A _dgmgcosa +Bw, cosa{ Q2 +(1 - B)w. sma}
3~ d, +dg

_d,mgcosa - Bw, cosa{ 2 +(1 - B)w. sina}

B, =
3
d, +dg

Aufgabe 6

Ein Rad (Masse m, Radius r) wird von einer Stange (Masse m, Lange L), die in

O drehbar gelagert ist, um die raumfeste z-Achse gefuhrt. Die Drehbewegung sei
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durch das Winkel-Zeit-Gesetz a(t) vorgegeben. Das Rad ist im Schwerpunkt S
um die Stange drehbar gelagert und soll auf der horizontalen Ebene z = -r rollen.

Man berechne die inneren und aufReren Reaktionskrafte und Reaktionsmomente.

Die mit der Stange fest verbundene € -Basis dreht sich mit der Winkelgeschwin-
digkeit

F z 3
Es gilt also
€ =W X, =0e,, €, =W Xe, =08,
- — — — _ —_ _ -, _ . 2_»
rg = Lel, Vg —Laez, ag —Lae2 La €.

Das Rad hat die Winkelgeschwindigkeit
W= o€, +¢E,.
Aus der kinematischen Rollbedingung folgt
Y

B=\78 +(I)x(—r63) =(La +r¢)é2 =0 . b =—a,

W= c'r(—?el +€,).
Wegen der rotationssymmetrischen Massenverteilung des Rades um die €, -Achse
besitzt der auf den Schwerpunkt S bezogene Tragheitstensor des Rades in der
nicht-korperfesten €;-Basis die Darstellung

@2 0 0[
U] ] 1 5
OS =@M 1 00 @::Zmr .

0 O
B 0 15
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Der auf S bezogene Drehimpulsvektor des Rades lautet

Q O Om*+L/rg
NN O 2L
Oa) @a[ﬂ) 1 0MO D—Oa(——é +€,),
N 0

@01@15

und seine absolute zeitliche Anderung

F2L/rO 0O F2L/rO

. 0 0 ,00 0 0

= +a) ><L =Ead 0 D+@a OxO 0 O
s Hdtﬂ 0 00 O i

Elﬁ HE 5 1 H

=0{~(2dL/r)é, —(2a*L/r)é, +d E,}.

Mit den vom Radlager am Ende der Stange OS auf das Rad wirkenden Reaktions-
kraften und Reaktionsmomentenmomenten

- %

F =F,€ +F, ‘e +F3e3, M =M, €&, +M, €,

liefern der Schwerpunktsatz und der auf S bezogene Drehimpussatz fur das Rad
die Gleichungen

mag =F -mgé, +N&, +HE,, Lg =M -ré, xHE, =M" +rHé;
3420 O = O O-2al/r 0 OHr O
o o4d [ o o 4o 0
mLUa =0 F'+H O  e32¢°Lr0=0M, 0
O 0 O 0 o o020
40 H M5 -mg+N{ 3 a B Mg

Aus diesen Gleichungen folgt:

H=-TmLa, F'=-mLa® F) =3mLd,
2 2
* -2 * 2
M, SmLra®, My =—mr~“a,
N=mg-F;

Die Stange hat bezogen auf O den Drehimpuls

- 1 2
Lo—ngL ae_,

und der Drehimpulssatz far die Stange lautet mit dem Antriebsmoment M,

> _ . I_ . . . — % - %
Lo =Mqs€5 +Ee1 x(-m,ge;) +Le; x(+F ) M),
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OO Uo O g 0o OO0 O
1 oo U 0 L g U . 0 O i
“m L?am=00 O+ —m g0+ LOF," Br Bm, 0
3 oo O 0O 2 g 03 00 O
28 Mo PE HFH gMs'd
also wird
. 1 1 .5 m, .o
F, =-—_m,g-_mra“, N=(m+-—_=)g+mra“,
3 =75Mo0 S (m+-2)g
und das erforderliche Antriebsmoment in O

1 3 1 .
Mgs = (gmoL2 +EmL2 +Zmr2)a.

Das Rad kann nur dann rollen, wenn die dynamische Rollbedingung
Hl< u.N 1 La < + Mo +mra?
Hi< 1, - Em as<py{(m 7)9 mra “}

ist.



B - 4.4 - Relativkinetik 198

Aufgabe 1

In einem Fahrzeug, das sich mit der Fuhrungsbeschleunigung a_ =(g/4)e, be-
wegt, wird im Punkt A zum Zeitpunkt t =0 ein Ball mit der Relativgeschwindig-
keit

V., (0)=Vv,(cosa€, +sinae,)

abgeworfen. Man berechne die Wurfbahn, die ein mit dem Fahrzeug bewegter Be-

obachter sieht.

y
g
g, |0
A&
e () () X
t=0 t>0

FUhrungsbeschleunigung:

a. =

= €.

INjl[(e]

Bewegungsgleichung im beschleunigt bewegten Bezugssystem:

] ] } ©,0 00O [m/4C0
ma _, =-mge, +(-ma.) - mO O=-0 O—mO 0O

H,H fhgd £O0 O

-_9.2
. . = - +
d, = —i, LS —gt tvpcosa, Gy =~ gt Vot cosa,
éiz =-0; (512 =-gt +v,sina; q, = —gtz +v tsina.

Der Ball beruhrt zum Zeitpunkt T den Fahrzeugboden. Dann gilt

2v_sna
-9124y Tsng=0, - T="10"7,
2 0 g

2
v
9,(T) :zo—gsinamcosa -sina).

Die folgende Abbildung zeigt die Relativbahn des Ballschwerpunktes fur a =60°
und vy =4m/s.
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0.6 - . » ]

0.4 L . » » ]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Aufgabe 2

Eine Kugel (Masse m, Radius R) liegt auf einem waagrechten Schwingtisch, der
die harmonische Schwingung x, =hsin(Qt) ausfuhrt. Bei welcher Kreisfrequenz
Q kann die Kugel noch rollen, wenn der Haftreibungskoeffizient u, gegeben ist?

mg

FUhrungsbeschleunigung des bewegten Bezugssystems:
- - 2 . -
ap =X ,€, =-hQ7sin(Qt)e,.

Kinematische Zwangsbedingungen:

ds =R,  ag. =0g€;.

Schwerpunktsatz im bewegten €;-System:

mag =H -mx,,

mag, = Mge, +Ne, +He, +(-ma.), - N =mg.
Momentensatz, bezogen auf den Schwerpunkt:
g _ 2 _20s _
0.6 = -HR, S “mR? 7S = -HR,

5 R
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Bewegungsgleichung:

2 TR - ds = _7XA
£Mds = -H, 7
Reaktionskraft:
H :gmkA = —gthzsin(Qt).
7 7
2 5 Tu,9
Hi < u. N - —mhQ“ < u.mg, N Q< | .
Hi< s Homg Vo

Aufgabe 3

In einem Rahmen, der sich nach dem vorgegebenen Winkel-Zeit-Gesetz ¢(t) in
der xy-Ebene um den raumfesten Punkt O dreht, kann reibungsfrei eine Masse
m gleiten, die mit einer Feder (Steifigkeit c¢) verbunden ist. In der Lage q =L sei
die Feder entspannt. Man bestimme die Bewegungsgleichung der Relativbewe-
gung der Masse im rotierenden Bezugssystem.

Kinematische Zwangsbedingung:

\7rel :qél’ érel :dél'
Fuhrungswinkelgeschwindigkeit und -beschleunigung:
O =¢85 W =¢8;, (65 =€ xE,).

FUuhrungsbeschleunigung der Masse m:
ap :O.T)F Q€ +ar x(ax xq€;) = de, _¢2qé1'
CORIOLISbeschleunigung der Masse m:
Aoy =20 XV, :2¢§3 XQél :quqéz.
Schwerpunktsatz im rotierenden éi -System:

ma_ =-c(q -L)€, +N&, +(-ma_) +(ma

re Cor )’
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mde, = —c(q —L)&, +N&, -m¢aé, + mp®ge; -2mPgE,,
——
Zentrifugalkraft
Bewegungsgleichung:
mq = —c(q -L) +m¢?2q.
Reaktionskraft:
N =m¢q +2mdq.

Ist insbesondere
¢ = Q =const
so lautet die Bewegungsgleichung

5 2 _02\q = (0 2 :
q+(w,” Q%) =w,°L, W=

Wenn Q <wj ist, fuhrt die Masse m eine harmonische Schwingung mit der Kreis-

‘w.2 -0Q? aus.

frequenz w = W

Aufgabe 4

Im Endpunkt A einer starren Stange (Ldnge R), die sich mit der konstanten Win-
kelgeschwindigkeit Q in der xy-Ebene um den raumfesten Punkt O dreht, ist
eine zweite starre Stange (Lange 2L, Masse m) gelenkig so befestigt, daf3 sie sich
reibungsfrei ebenfalls in der xy-Ebene drehen kann. Man bestimme die Bewe-
gungsgleichung fuar die Relativdrehung a(t) und die Reaktionskrafte im Gelenk-
punkt A.

Kinematische Zwangsbedingung: Der Schwerpunkt S bewegt sich im €,-System
auf einem Kreis mit dem Radius L um den Punkt A.

\'%

_ . . _ v -2
Srel — Laea’ Agrel = Laea La -
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FUhrungsbeschleunigung des Schwerpunktes:

a

sk —8p tWp XAS+aL x(ar xAS),

- 2 g _A o g =

a, = -RQ%,, w. =Qe - =0, AS =Le,
= _ _A2pa 2/5 —_n2 5 —dnma 2 5
g =—Q°Re; -Q°Le =-Q°R(cosae, -sina€,) —Q°Le, .
CORIOLISbeschleunigung des Schwerpunktes:

Agcor = 2a>F XV el :ZQLae3 xe, = —ZaQLer.

Schwerpunktsatz im rotierenden éi -System:

ma =-Ne, +Te, +(-mag.) +(-ma

Srel ~ SCor)’

m(La€, —La®6 ) =-N& +T6, +mQ*{(L +Rcosa)é, -Rsinaé, } +2md QLE
mLa =T -mQ°Rsina,

mLa? =N -mQ?(L +Rcosa) —2ma QL.

—

Momentensatz bezogen auf den Schwerpunkt:

.6 =-TL, p:=t +a, O =émL2, - ;dez—T.
Bewegungsgleichung:
mLa =T -mQ2?Rsina, ) 3R
1 ~ a+wy’sna =0, wOZ::IQZ.

“mLa =-T,
3

Die Stange bewegt sich wie ein physikalisches Pendel.
Reaktionskrafte:

T :LllmRstina, N =mLa? +mQ?(L +Rcosa) +2mLa.

.. . ) 1.
aa +w0251naa =0 N Eaz —w02 cosa =const,

a(0)=a,  a(0)=0: E (@) =wy /2, cosa —cosa.

Aufgabe 5

Auf einer horizontalen Plattform (Radius r), die sich mit konstanter Winkelge-
schwindigkeit Q um die vertikale Achse durch den Punkt O dreht, befinden sich
zwei Beobachter B, und B,. Eine kleine Scheibe (Masse m) wird von B, aus
Gber die reibungsfreie Plattform mit der Relativgeschwindigkeit v, auf B, zu ge-

schoben. Man berechne die relative Bahnkurve des Scheibenschwerpunktes.
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=08, @ =0.

Schwerpunktsatz fur die Scheibe im rotierenden éi -System:

M,0 00 0 OO OO0 OO0 [0 MO0 M0
D00 000 00 0000 000 O
mG,0=00 O+ O0-mDDx(M0x[,0)-2mD0x [,
0’00 000 OO0 00 D00 00 00
HOH BmgH ENH [ RO HOf EjSIE o=
0,0 00 O 00 [, O G-d,0
000 000 ,0°0 0.0
mg,0=00 +00 + mQ°E,0 -2mQQq, {
000 000 0“0 00O
HOEH BmgH ENO HoH 50 H

Zentrifugalkraft CORIOLISkraft

Bewegungsgleichungen:
G, —20q, - Q°q, =0,
G, +2Q4, - Qq, =0.
Reaktionskraft:
N=mg.

Spezielle Losungsvektoren der Bewegungsgleichungen sind, wie man durch Ein-
setzen erkennt:
mlg [Jcos(Qt) D Bﬂlg [sn(Qt)D
= = U
M5 E’S'n(-Qt)E M5 @?OS(QUE
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Mit dem Losungsansatz

@, O [cos(t) 0 [sin(2t) 0
0 O=f@)0 T+ g(t)0 0
5 Fsn(@)g  @os(Qt)J

erhalten wir die Gleichungen
f cos(Qt) + §sin(Qt) =0, . o f(t)=C, +C,t,
—fsin(_Qt)+(jcos(Qt)=0; g(t)=C, +C,t.

Die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen lautet nun:

o, 0 [cos(2t) [ $in(Qt) 0
0 O=(C, +C,t)0 0+ (C, +C,t)0 [
M2H Grsin(20)g [eos(t)g

Mit den vier Konstanten C,,..,C, mussen vier Anfangsbedingungen erfallt wer-

den.
Ist insbesondere laut Aufgabenstellung

9,(0)=0, a,(0)=-, q,(0) =0, q,(0) =v,,
so lautet die spezielle Losung
q, (t) = (vt —r)sin(2t) +rQt cos(2t),
d,(t) = (vt —r)cos(Qt) —rQtsin(Qt).

1.0

0.5

0.0

Aufgabe 6

Zwei parallele starre Platten rotieren mit konstanter Winkelgeschwindigkeit Q
um die raumfeste vertikale z -Achse. Zwischen den Platten kann reibungsfrei eine
kleine Kugel (Masse m) gleiten. Man bestimme in den Koordinaten g, und q, die

Bewegungsgleichungen des Kugelschwerpunktes.
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xy-Ebene X
Q
€, = cosa cos(t)e, + cosorsin(Qt)éy -sna €,
€, = -sin(Qt)e, +cos(Qt)ey, €, =-sinae, +cosa€,.

€, =sinacos(t)e  +sina sin(Qt)éy +COSO € ;

Ortsvektor des Kugelschwerpunktes:
q=0,8; +0,8,.
Kinematische Zwangsbedingung:
q; =0.
Fuhrungswinkelgeschwindigkeit:
=Qe, =Q(-sina€, +cosae€,).
FUhrungsbeschleunigung:
O cos?aq, U
0 “ g

@, 0
. 5 a o 20 0
ap =w X(w- xq)=Q°0 0 x(O O DX%uZE):—Q a d, &
FOH

ina cosar g, H

CORIOLISbeschleunigung:

Fsinad M, O B-cosaq, U
o o0Qgo O 2D
-ZQD 0 DXEuZD—ZQDcosaql
O o~0o
Qcosa@ 0 ErsmanH

aCor = 2O‘)F XV

Schwerpunktsatz im rotierenden Bezugssystem:
ma_, =-mge, +Ne, -ma. -ma_ .
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[©,0 Osina 0 00 0 cos?aq, O Ceosaq, U
o'c o oogg o 10 o 2Q
m,0=mg0 0 +OH*+mQ°L g, U 2mQU-cosa g,
0°0 O 000 0 S 0 70
H0 5 Hcosad ANH %nacosaq1D Hsmarq2 H

Bewegungsgleichungen:

d, —2Qcosaq, -2 coszaq1 =gsina,

d, +2Qcosaq, _quz =0.

Reaktionskraft:

N =mg cosa -mQ?sina cosa 4, —2mQsina qz.

Aufgabe 7

Auf einer starren Stange (Masse m,, Lange 2L ), die sich in einer vertikalen Ebene
nach dem gegebenen Gesetz a(t) um den raumfesten Punkt O dreht, kann rei-
bungsfrei eine starre Scheibe (Masse m,, Tragheitsmoment &) gleiten. Man be-
rechne die Bewegungsgleichung fur die Koordinate q des Scheibenschwerpunk-
tes S auf der Stabachse, die Reaktionskraft in S und die Reaktionsmomente in O
und S.

g = -g(sinae, +cosae,).

Momentensatz fur die Scheibe:
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Kinematische Zwangsbedingung:
VSreI :qél’ éSrel :qél'
FUuhrungs- und CORIOLISbeschleunigung des Scheibenschwerpunktes S:
d,p =08, xq6, +a 6, x(d &, xqé,) =6, 0 °qé,,

Agcor —20€5 Xqe; =2aqe,,.

Schwerpunktsatz fur die Scheibe:

Mg, =M,G +NE, +(-mag ) +H(Myagc,, )
[0 sinopg MO0 Bae’g0 00 O
m,00=-m,g0 ©O+O0 O—m,0  O-m,O0 [
i)]E [cosaf ENO Haq H 2aqg

Bewegungsgleichung:
q-a%q =-gsina.

Reaktionslasten auf die Scheibe:

N =m,gcosa +m,aq +m,2aq, M, =04a.
Auf O bezogener Momentensatz fur die Stange:
. 4
0,0 =M, ~M¢ —~Ng -m,gL cosa, 9, :gmlLZ)

In O auf die Stange wirkendes Reaktionsmoment:
M, =(6, +0O;)a +gN +m gL cosa.

Aufgabe 8
-
0 B
C || De | . d dz
| g :mg
[a L |
! o
e ][ ' |
3 r | A1 |
2 A —>§
TTITJJTT "1 A
3

Eine starre Stange AB (Lange L, Masse m) ist in einem mit der konstanten Win-
kelgeschwindigkeit Q um eine raumfeste vertikale Achse rotierenden Rahmen in
A gelenkig gelagert und mit einem Seil BC verbunden, so dal} sich die Stange re-
lativ zum Rahmen nicht bewegt. Man berechne die Seilkraft und die Auflagerkraf-



B - 4.4 - Relativkinetik 208

te in A.

Auf ein Massenelement dm =(m/L)ds im Abstand s vom Punkt A wirkt in € -
Richtung die Zentrifugalkraft

dZ =dm(r +ssina)Q%¢,.
Diese Zentrifugalkraftbelastung des Stabes kann als stetig verteilte Streckenlast

m . 2
s):=—(r +ssina)Q
a,(s) I_( )

beschrieben werden. Aus den Gleichgewichtsbedingungen fur den Stab im rotier-
enden Bezugssystem berechnen wir nun die Reaktionskrafte im Auflager A und
im Seil:
L
A-T +J’q1(s)ds =0, A; -mg =0,
0

L
T L cosa —mg Iési na —Iql(s)s cosa ds =0;
0

L L
J’ql(s)ds = mQZJ'(r +ssina)ds =mQ2(r +£sina),
0 L 9 2

L L 2
J’ql(s)s cosads = TQZ cosaJ'(rs +szsina)ds =mQ? coxr (r; +|;gsim ),
0 0

T= 1mg tanar +mQ2(~ +£sina),
2 2 3

1 2, L .
A, =—mgtana —-mQ“(— +—sna), A, =mg.
L= 5MO (G *gsna), Ay =mg

Aufgabe 9

Auf einer parallel zur raumfesten x -Achse gefuhrten Schiene AB bewegt sich der
Befestigungspunkt C eines Seils der Lange L, an dem eine Masse m hangt. Man
bestimme die Bewegungsgleichungen der Masse m in den Koordinaten J und ¢
sowie die Seilkraft S, wobei X (t) und y_(t) vorgegeben sind.
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Lokale Kugelkoordinatenbasis:

€, =sindcosp €, +sind sinp éy +cos} €, €, =sindcosp €, +cos? cosp €, —sinp é¢,
€, =cosd cosp €, +cosd Snp éy -snd e, éy =sindsing € _+cosd sinp €, +cogp é¢,
é¢ =-singe, +cos¢éy; €, =Ccosd€, —snd €.

oe oe

—r=g,, 9 =g, _

09 09 r o, B,

- _ —~ =-gnde_-cosde,.

d o 0€, . 0¢ r 9

—L =ginde , —Y = CcosJe ,,

0¢ ¢ 0¢ ¢

Relativbewegung der Masse m fur einen mit dem Punkt C translatorisch beweg-
ten Beobachter, der den Ortsvektor

qt)=Le (3()9(t)
verwendet:

e, . 06 .0 (:. . . . ..
Viel = '—%19 +w¢g= L(zﬁ?el9 +¢ sind e¢),
2] LD"* +19'Daé‘9z‘}+aél9 ¢D+¢' ing 6 +¢ co99 &, 4 Sid aéd) ¢D
a, = e F — sind € Co! € S —
rel BS s 09 6¢ E ) ¢ 6¢ B
8 =L(H97 +42sn9)6, +§ 4 25 o9 Je, 'S 42 ot )6, )

Fuhrungsbeschleunigung:

dp =X.E, +YE,,
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ap = (X, Cosp +y.sing)sind € +(X cosp +y_sinp )cosd €, +(—X S +y . cog )€y

Schwerpunktsatz fur die Masse m

ma_, = -Se, +mge, -ma_,

dargestellt in der Kugelkoordinatenbasis:

0-92-¢2sn% O FS[ [cosd [ [$ind cosp [ [sindsing O
a. 0o o O O O O O 0
mL U9 —¢25inz9 cosd =00 +mg G-sind 0-mx . [€os cosp [-my . [tosd sing [
O Oo o O O 0 O 0 O

Bsnd +2¢9 co¥ OB B 0 B A -sng H B cosp H

In der zweiten und dritten Komponente dieser Vektorgleichung stehen die Bewe-
gungsgleichungen:

S0 g . cosd , - .
g =¢“snd cos? —Esm9 _T(XC cosp +y. sing),
. . COSY 1 . . .
= 2939 + X~ SNg —y_. cosy).
¢ ¢ sind Lsinﬁ( c SN ~Yc 009)

Die Reaktionskraft lautet
S =mL (9% +¢?sin®9) +mgcos? —msind (X cog +y_ s ).

In diesen Gleichungen ist der Sonderfall der ebenen Bewegung in der xz -Ebene
enthalten, fur den y. =0, ¢ =0 gilt:

é = —gsin.ﬁ —@X

—ml G2 c
3 . Xc S =mLJ“ +mgcosd -mx.singd.

Wenn der Punkt C mit konstanter Geschwindigkeit bewegt wird, enthalten die
Bewegungsgleichungen

§ =¢2sin9 cosd —Esin? ,

y . & COSY
=208 ——,
¢ ¢ sind
die spezielle Losung
9 =9, =const, ¢ =Q =const,
wobei
Q? cosd,, =9

L

gelten muf3. Der Schwerpunkt bewegt sich dann mit konstanter Winkelgeschwin-
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digkeit Q auf einem Kreis mit dem Radius Lsind, um die Parallele zur z-Achse
durch C. Die Resultierende von Gewichtskraft mg und Zentrifugalkraft
mLstinz‘}o liegt in Richtung ér auf dem Mantel des Kreiskegels mit der Spitze in
C.

Aufgabe 10

X A(t)

Auf einem Fahrzeug, das sich horizontal nach dem vorgegebenen Gesetz x , (t)
bewegt, ist im Punkt A eine starre Stange (Lange 2L, Masse m) reibungsfrei
drehbar gelagert. Man bestimme die Bewegungsgleichung der Stange in der Koor-
dinate ¢ mit Hilfe der d‘Alembertschen Tragheitskréafte.

Kinematische Zwangsbedingungen:
Xg =X, tLsing, Xg =X, tLpcosp ~Lp“sing,
y =Lcosp, Y. =-Lfsing —Lg?cosp.

Die Reduktion der auf die Massenelemente dm der Stange wirkenden Tragheits-
krafte in den Schwerpunkt S

ergibt die im Schwerpunkt wirkenden Krafte miis in negativer x —Richtung und
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mys in negativer y —Richtung sowie das Moment der Tragheitskrafte @S{IS in ne-
gativer ¢ —Richtung.

Ein mit der Stange bewegter Beobachter formuliert als Gleichgewichtsbedingung
far die Momente im Punkt A:
~O p —mx L cosp +my L sing +mgL sing =0.
Mit den Zwangsbedingungen folgt daraus die Bewegungsgleichung
©,¢ +mx ,L cosp —mgL sing =0.
- 2
©, =06 +mL".
Die Reaktionskréfte erhalten wir aus den Kraftegleichgewichtsbedingungen:
A, -mxg =0, A, =m(x, +Lpcosp -Lp?sing),
A, ~mg -myg =0. Ayzm(g—LéSsinq’J—LqSZcosd)).

Aufgabe 11

Ein Riesenrad (Radius R) dreht sich nach dem gegebenen Winkel-Zeit-Gesetz
a(t). Man berechne die Bewegungsgleichung einer Gondel (Masse m, Tragheits-
moment ©) in der Koordinate ¢ und die Lagerkrafte im Gelenkpunkt A.

Far den mit der Gondel bewegten Beobachter gelten die Krafte-Gleichgewichtsbe-
dingungen:
A, —miis =0,

Ay —my, -mg =0,

und die auf den Punkt A bezogene Momenten-Gleichgewichtsbedingung:
~Og¢ -mx¢L cosp -my.Lsing —mgL sing =0.
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Mit
Xg =Rsina +Lsing, Ys =h —Rcosa -L cosp,
X =Racosa +Ldcosp, y. =Rasima +lp sip,
X = Ra cosa ~-Ra?sina +Lg cogp -lp ’sirp

Yo =Rdsina +Rd” cosr +Lg sinp +lgp * cog ,

X o COSP +Y Sing =Rd coslp —a) +Ra “sinp o ) +lg,

erhalten wir aus der Momenten-Gleichgewichtsbedingung die Bewegungsglei-
chung

. . - 2 . . _
©,¢ +mRLa cos@ -a) +mRLa “sinp -o ) +mgLsip =0,
- 2
©, =0, +mL".
Aus den Kréafte-Gleichgewichtsbedingungen ergeben sich die Lagerkrafte

A, =mXg, Ay =mg +my..

Aufgabe 12

Auf der Ladeflache eines Fahrzeugs, dessen Punkt A mit konstanter Geschwin-
digkeit v, auf einem Kreis mit dem Radius r um den Punkt O fahrt, kann eine
Kiste (Masse m) reibungsfrei entlang der hinteren Ladeklappe gleiten. Man be-

rechne q,(t) zu den Anfangsbedingungen

q,(0)=L, q,(0)=-b, q,(0)=0, q,(0) =0.
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Schwerpunktsatz im rotierenden €;-System:

mag,, =-mge; —Ne; +N e, -mag. -magq, ;

N ist die von der Ladeklappe auf die Kiste wirkende Reaktionskraft.

_ - _ T — VA _ ~ _VA—’ L=
Vorel 92820 g Ty Bp T € W = 7€5 & =0,
.. =a, —w_2(LE, +q.6 a - 2VAg 6
Agr =a, ~w:7(Le; +0,8,), SCor ;92

00 00 O BNO 0-L O G-d,0
ooo ob 0O 2 0 0O 0
m@,0=00 +H0 B-m-A-Gr-q,0-m2-200
ooo o o r°Qg a rog o
HoH BmgH HN,H B 0 H 50 H

Bewegungsgleichung und Bewegungsgesetz:
. 20—y 2 P
Oz =W 0y =T, W=

d,(t) = (r —b)cosh(w:t) —r.

Reaktionskrafte:

Ny=mg, N =m(w.2L*+20.q,).

Aufgabe 13

0= Bt?

X

| O
-

L cosp

Auf einer horizontalen Kreeisscheibe, die sich um die vertikale z-Achse durch A
drehen kann, liegt ein Geldstiick (Masse m) im Abstand L von der Drehachse.
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Zum Zeitpunkt t =0 beginnt die Drehbewegung ¢(t) = (L/2)Bt2. Bis zu welchem
Zeitpunkt T kann die Haftreibungskraft eine Relativbewegung des Geldstucks auf
der Kreisscheibe verhindern? (Haftreibungskoeffizient: p,)

Schwerpunktsatz im rotierenden €,-System:

ma _, =-mge,; +Ne; +H -ma_. -ma_

_~ . __'. — 2 =
=0, ap =W ><Le1 —W Lel,

0 00 O OO0 H,0 %&)ZD N =mg,
000 00000 O X
OO0=00 +OO+MH,0+rmLU-g [ H, = -mL(Bt)*,
000 oooog®g O g o
BE BEmgE BNEH HO H 090 H, =mLp;
H= H2+H,2 =mLB, g2t +1,
‘ﬁ‘ < N -~ LBt +1s g,
CHeg 1, 9l
Bt<E%ig -1, T=—43%g -1
dp 808
Aufgabe 14

Der Endpunkt P eines in B drehbar gelagerten Stabes (Lange r) wird mit der
Kraft N auf eine in A ebenfalls drehbar gelagerte Kreisscheibe (Masse m, Radius
3r) gedruckt. Wenn sich der Stab BP mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
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a = Q dreht, Ubertragt er in P die Gleitreibungskraft uN auf die Kreisscheibe, die
dadurch zu einer Drehbewegung ¢(t) angetrieben wird. Man bestimme die ent-
sprechende nichtlineare Bewegungsgleichung und berechne die Winkelgeschwin-
digkeit der Kreisscheibe numerisch mit den speziellen Werten

r=0.15m, m=5kg, N =10kgms?, u=0.3, Q =2ms™L.
Hinweis: Alle Vektoren werden in der raumfesten xy-Basis dargestellt.

Ortsvektor und absoluter Geschwindigkeitsvektor des Punktes P:

[2r +r cosa[] Fsnal
- 0O O O 0
AP =0 rsna [ \Y] =radcosa [
B O] P abs u 0
H O B HO0 H

Fuhrungsgeschwindigkeit des Punktes P (= Geschwindigkeit des Punktes P, wenn
er mit der Kreisscheibe fest verbunden ware):

OO [2r+rcosad [0 —¢rsina [

. 00O | 0
Vpop =@ XAP =00x0 rsina 0= [@(2r +r cosa)ll
0o O 1l [

0
88 o BHH O B

Relativgeschwindigkeit des Punktes P (= Geschwindigkeit des Punktes P, die ein
mit der Kreisscheibe bewegter Beobachter registrieren wirde):

0 r(g-a)sna [

O 0

Vorel =Vpabs ~VpE :5'2”13 (" —d)cosag
E 0 E

Auf die Kreisscheibe wirkende Gleitreibungskraft und Momentensatz fur die
Kreisscheibe:
Y]

= _ Prel T AT =
Fr = N , ©,0 =(APxF_)[E,.

<

Prel
Bewegungsgleichung:

¢ = ¢(KP Y

@Av

I)Eéz’

Pre

Prel

1 2N (APX Vp rely APy Vprel x)

/ 2
\}(VPreIx) +(v

2 2
omr Prely)
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20
d¢/dt

1.5

1.0

0.5

0.0
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Aufgabe 1

Zwei homogene starre Stangen (Lange L, Masse m) sind in A gelenkig miteinan-
der verbunden. Der Stangenendpunkt B wird reibungsfrei auf der x-Achse ge-
fahrt. Man berechne mit Hilfe des Energiesatzes der Mechanik die Winkelge-
schwindigkeit ¢ als Funktion des Winkels ¢, wenn das System aus der Lage
¢ =¢, ohne Anfangsgeschwindigkeit gestartet wird.

Schwerpunktkoordinate der Stange AB:

_ 3, . 1
xS—ELsmd), Ys —ELcos¢.

Schwerpunktgeschwindigkeit:

. 3 . 1 .
X :§L¢cos¢, Ys :_§L¢Sm¢;
>_1 242
Vg —Z(1+8cosz¢)L .

Kinetische Energie des Systems:

14,21 2,1 .2 _1 2 _1 2.
= —5(90(}5 +Emvs +§@s¢ , O, —gmL SCE —EmL ;

_1 212
En —(§ +c0s” p)mL2p?.
Potentielle Energie:

L
EpOt =2mg Ecosqb =mgL cos¢.

Energiesatz:

1
Ein * Epot =const - (§ +c0s° ¢>)mL2<}52 +mgL cosp =mgL cosp ,

. _ 553(cos¢0—cos¢) g
¢(¢)_/\f 1+3cos?¢ L

=1¢) 2.
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2.0
15 -
1.0

0.5 - 64=0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6

Aufgabe 2

2L

% ’ X

Ein homogener quadratischer Rahmen aus vier Staben der Masse m bewegt sich
im Schwerkraftfeld, wobei die Eckpunkte A und B auf den kartesischen Koordi-
natenachsen gefuhrt werden. Man berechne mit Hilfe des Energiesatzes der Me-

chanik die Winkelgeschwindigkeit ¢(¢), wenn ¢(0) =0 ist.

Kinematische Zwangsbedingungen:
Xg =Yg =-Lsing +L cosy, Xg =Yg = —(cosp +sing)Lg,
veZ = 2{L +sin(2¢)}L°9°.

Kinetische und potentielle Energie:

_1 o, 15,2 a1 2 2, 16 >
Evin —§4mvS +§@s¢ : ON —4{Em(2L) +mL“} —EmL :

Eyin = 40 +SnPIMLZ?;
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Epot =4mgyy, Epot =4mgL (cos¢p —sing).
Energiesatz der Mechanik:

4{2 +5n(2¢)}mL%$2 + 4mgL (cosp —sing ) =4mgL,

_ [3@+sing —cosp) g _. g
P@) | 5+3sin(2¢) L @),

Aufgabe 3

O
am |7X1
4 \/

)
D,

Eine vertikal gefuhrte Platte (Masse 4m) hangt an einer Feder (Steifigkeit c), die
in der Lage x, =0 entspannt ist. Eine Masse m ist mit einem Seil verbunden, das

Uber zwei (ndherungsweise masselose) Rollen gefuhrt wird. Bei entspannter Feder
ist auch x, =0. Man berechne mit Hilfe des Energiesatzes der Mechanik die Be-

wegungsgleichung fur die Koordinate x; und das Bewegungsgesetz x,(t) zu den

Anfangsbedingungen
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x,(0)=0, x,(0)=0.

Die Abrollbedingung fur das Seil lautet

X, = 2%, - X, =2X,.
Kinetische und potentielle Energie:
_1, 2.1 2,2
Ein = 54mMx; +§mx2 =4mx,~,
1 1
E ot ZECX12 -4mgx, ~mgx,, :Ecxl2 -6mgx, .
Energiesatz:
En t Epot =0 - 8mx, X, +cx,X; =6mgx, =0.

Bewegungsgleichung:
8m>'i1 +cx, =6mg,

. 2, _ . 26mg o
X, TW X, =W, "—, =

Statische Auslenkung:

_6mg
Xl(statisch) T oc

Allgemeine Losung der Bewegungsgleichung:

6m
X, (t) = J
c

+C, cos(w,t) +C, sin(awyt),

An die Anfangsbedingungen angepal3te Loésung:

X, (t) = 6Tg{1 ~ cos(@gt)}

Aufgabe 4

Mit Hilfe des Leistungssatzes berechne man die Bewegungsgleichung der beiden
auf einer vertikalen Kreisbahn (Radius R) rollenden Rader (Masse m, Radius r),
die durch ein Seil (Masse vernachlassigbar) miteinander verbunden sind.
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Rollbedingung:

(R+r)p =rawg_

Kinetische Energie:

mr (R +r) ¢2

—Z%mv 24+= OSwRadﬁ m(R +r)? ¢ + m(R +r)2 92,

Potentielle Energie:
E ot =MA(R +r){sing +sin(¢ +B)}.
Leistungssatz fur ein konservatives System:

Ekin =-E pot

3m(R +r)?¢$ = -mg(R +r){cosp +cos@ +B)}.

Bewegungsgleichung:

¢+ 3(R+ ){COS¢ +cos(¢ +B)} =0.

Aufgabe 5

Ein starres Stabkreuz (Masse 2m) hangt an vier Seilen der Lange L im Schwer-
kraftfeld.

In der Ruhelage befindet sich der Schwerpunkt S im Koordinatenursprung. Wird
das Stabkreuz um den Winkel ¢ um die z-Achse gedreht, so hebt sich der
Schwerpunkt um z(¢). Man berechne mit Hilfe des Energiesatzes der Mechanik
die Winkelgeschwindigkeit ¢(¢), wenn das Stabkreuz nach einer Drehung um
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/2 ohne Anfangsgeschwindigkeit losgelassen wird.

Ortsvektoren in der ausgelenkten Lage:

ngs ¢ cosg U (¢ cos¢ —r U
. 00 . 0 0 . il il
OA, =D OB, =L sngl AB =Ursng U
A D% 1O ¢’m 171 ¢ O]

Ey= Hzs Hzs-L

AB, = 2r?(1-cosp) +(zg ~L).

Kinematische Zwansgbedingung:

AB/ =L, -~  zg=L-L%-2r?( —cosp),
:dZS(¢)¢: rZSin¢
S” dg L% =2r?(1 - cos¢)

Kinetische Energie:
: Im . : 1 .
- 2 232H_ 2 232
Ein —Z%mzS +§E(2r) ) @—mzS +§mr (2
2ain2
resn 1 .
Ewin =C2 2 _¢ ~)mr?g?,
L“-2r“(1-cos¢) 3

Potentielle Energie:
E ot =2Mgzg =2mg(L - L2 -2r2(1 —cos¢)).
Energiesatz:

— _ 12 _op2
Evin +EIoot =const =2mg(L -\ L° -2r°),

e _2g . L?-2r?(1-cosp) -~ L2 -2r?
> .

r 0 rsm¢

%_2 2r? (1 —cosg) 35

L=Ar, (A>.2), A°-2=y,

[2g f,(9) e _ sng 1,
A N e AR T Y RS

¢(@) = 1‘(fl’)\/ZrT]-
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1.5

1.0

0.5

0.0

Aufgabe 6
Eine Halbkreisscheibe (Radius R, Masse m) wird im Schwerkraftfeld in der Lage
¢ =0 aus der Ruhe heraus losgelassen und rollt dann auf einer horizontalen

Schiene (x-Achse). Man berechne mit Hilfe des Energiesatzes der Mechanik die
Winkelgeschwindigkeit als Funktion des Winkels ¢.

Massengeometrische Grofden:

_1 o2 _ 2 _ 21 2 _
@A —EmR f @S —@A _mLS —mR (E _/\S ), /\S —g_[.

Kinematische Zwangsbedingungen:
X, =R9, Xg =X, TAgRcOsp, Yg =R A Rsing;
Xs =R(L-Agsing)p, ys =-RA cospd,
2 _ 2 _ : 242
Ve =1 +A4° -2 Sing )R “.
Kinetische Energie:

_1 2. 1 2
Ein = 5MVs +§@s¢ ’
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_1 2.3 N2
Erin —EmR (E—Zx\ssmd))gb .

Potentielle Energie:
Epot =mgyg =mgR(1 - Ag sing).
Energiesatz der Mechanik mit den Anfangsbedingungen ¢(0)=0, ¢(0)=0:
Evin +Epot =const,

1 3 . . .
EmRZ(E—Z/\Ssde)(pZ +mgR(L A sing ) =mgR,
Daraus folgt
- 4A.sing
¢(¢):\/g s
! \3—4Assn¢

Aufgabe 7

Ein Moment M(¢) treibt eine Stange (Masse m,, Lange R) an, die mit einem Rad
(Masse m,, Radius r) in A gelenkig verbunden ist. Das Rad soll auf einer Kreis-
bahn (Radius R +r) abrollen. Man berechne mit Hilfe des Arbeitssatzes die Win-
kelgeschwindigkeit ¢(¢) im Bereich 0<¢ <m/2. Fur ¢ =0 sei ¢ =0.

M

NS

Kinematische Zwangsbedingung:
R =ra > a=—9.
r
Kinetische Energie:

_1 .21 2,1, .2
Ekin_E o¢ +§m2VA +§@Aa '

_1 2 2 _ 5242 1 2

@0—§m1R AN =R“¢~, @A —Emzr ,
1.1 3 2.2
Ekin—E(§m1+Em2)R o°.
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Arbeit des Momentes
M@)=Mo@-29), (04 <m2)

¢
W($)= [M@)dp =Mo@ ~47).
0

Arbeitssatz:
Ekin‘d) ~Epinly =W (®),
11 3 2.2 1.,o
—(zm, +-_m,)R =M -—¢°).
5 (GMi*t5myR% 0@~ %)

Daraus folgt

. 2M (¢ - ?
b= Mo Wme )
| (m,/3+3m,/2)R

Aufgabe 8

KA NI

Ein Massenpunkt m ist mit einem Faden verbunden, der auf einen raumfesten
Kreiszylinder gewickelt ist. Man berechne mit Hilfe des Energiesatzes der Mecha-
nik die Winkelgeschwindigkeit ¢(¢) zu den Anfangsbedingungen

$(0)=7, $(0)=0.

Kinematische Zwangsbedingung fur den Ortsvektor des Massenpunktes:
[(Frsing +(L +r¢)cosp ]

r=0 0
Br cosg + (L +rg)sing

Geschwindigkeitsvektor des Massenpunktes:
Fsing[]

V=0 AL +rg)e.
Heos¢ §
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Kinetische Energie:

N S S | 2.2
Erin —Emv —Em(L +rg)p-.

Potentielle Energie:
Epot =-mg [f = -mge, 0 =mg{rsing —(L +r¢)cosp}.
Energiesatz:

m

4)'

;m(L +r$)’9® +mg{rsing —(L +r¢)cosp} =mg\22(Ir T
Daraus folgt
\,’g \Vz(r -L —gr) -2rsing +2(L +r¢)cosp

L +r¢

$(@)=-

Aufgabe 9

Zwei starre Stangen (Masse m, Lange 2L) sind im Gelenkpunkt A mit einer Dreh-
feder (Federkonstante k) verbunden. Der Gelenkpunkt O ist raumfest, der Ge-
lenkpunkt B horizontal verschieblich gelagert. In der Lage ¢ =0 sei die Drehfeder
entspannt. Man berechne mit Hilfe des Energiesatzes der Mechanik die Winkelge-
schwindigkeit der Stange OA in der beliebigen Lage ¢, wenn das System aus der
Lage ¢ =45° aus der Ruhe heraus gestartet wird, und die Bewegungsgleichung.

k
o) 2L R 2L B
~ y e @ I ) n—
= & e X
~~_ ¢ B SR P e
~ ~~ A -~
y ~ ///
~ ~ >~ _ -~ S
~> - ~ -
~ T~ -
0~

Kinematische Zwangsbedingungen fur den Schwerpunkt und die Winkelge-
schwindigkeit der Stange AB:
g =3L cospe, +Lsin¢éy, 2Lsing =2L sng - ¢ =p.
Vg = (-3sing€, +cospé, )Lg, B=9.
ve? = (1 +8sin’g)L%p>.
Kinetische Energie:

_152.1 o1 50 - 2 _ 2
Ekm—E 0P +§mvS +§@sB : O, =_-mL", O. =_mL",

_4 . 2 2,2
Evin —(§+4sm ¢p)mL“p~.

Potentielle Energie:
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1
E pot = Ek(2¢)2 =2k¢?.

Energiesatz der Mechanik:
(g +4sin?9)mL2%p? +2k¢ ? =2k(r1/4)?.

Daraus folgt

o k(P 8)-2¢
POI=7 iz | (4/3) +4sn?p’

Ableitung der Bewegungsgleichung:
Ekin +Epot =0,
8sing cosppmL2p 2 +(;1 +4sin% ML22P§ +4kpp =0,

(4 + asin?p)p +asing cospg 2 + 2 =0.
3 mL

Aufgabe 10
W O ,___|w3 j
— —
w, L) HEg=———
— g A
2_ E s . -—j-— 3
_l___l\/ O,
)

| I

Man berechne mit Hilfe des Leistungssatzes das erforderliche Antriebsmoment
M, , damit der Rotor (Tragheitsmoment ©,) in der Zeit T von der Ruhe aus line-
ar zunehmend die Winkelgeschwindigkeit w, = Q erhalt. Reibungsverluste im Ge-
triebe sind zu vernachléassigen.

Kinematische Zwangsbedingungen:

—_ — — - 4 —_
R =r,a,, r; &) =r, &, - wl_rr oy, “’z‘f @, (’:3‘9?'
3
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Kinetische Energie:
_1 2 2 oy _1 5
E\in _E(@lwl +0,w," +0; w, )‘Ee -,

. r,r r
O = @1(ﬁ)2 +@2(A)2 +0,.
r.r r
13 3

Leistung des Antriebsmomentes:

13
Leistungssatz:
: rr
— * — 2'4
Ein =P - @wswe.‘MA” o
13
M =1 g @
A .
rr, T
Aufgabe 11
S ——
|
5 '
|
L(x) |h
|
|
3m o
| y = f(x)
|
X ! \

Man berechne mit Hilfe des Energiesatzes der Mechanik die Geschwindigkeit
X(x) des Wagens (Masse 3m), der Uber ein Seil der Lange L, mit der Masse m
verbunden ist. Zu Beginn der Bewegung sei x =2h und x =0.

Kinematische Zwangsbedingung:

Lo)+h+f(x)=L,,  L(x)=1h? +x2,

f(x)=L,-h-1h?+x2.

Energiesatz der Mechanik:

_ Sm.o m ., o2 _
Ein T Epot =CONSt - X +E(f (x)x)* —mgf (x) =const,
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1 X2

5Bt +X2)X2—g(L0 -h -+h? +x?) =—g(L, -h - 5h),
2 2
3::2:;“2‘5(2 = 2g(.5h -+ h? +x2),
2(x) = - 29(:/5h = x® +h?)(x?* +h?)
\ 4x2 +3h? '
Aufgabe 12
y

Drei homogene starre Stangen (Masse pro Langeneinheit m/L) werden in der
Konfiguration (1) im Schwerkraftfeld aus der Ruhe heraus losgelassen. Man be-
rechne die Geschwindigkeit des Punktes B in der momentanen Konfiguration (2).

Kinematik in der Konfiguration (2):

Va=-wle, Vg =wle,, - @=P

Vg O 00 pUol R0 0 Lw, O
DOD O DBOSD 0O 0 ) 0
0 0=V, +w.e. xAB =[H.w [H x L= FLow, +2Lw, [
oo ~ 2% D%DD 0o oo ° wZD
08 50 BHp,dBOBE O H

Geschwindigkeitsvektor des Schwerpunktes der Stange AB:
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v U0 O Lo vg/20
_S,DODBOEXD/ZDD O X X
V. =V, +w,6_ xBS =00 [+ L/20=0-v, O V.S =V, .
S B 27z 0 0O 0 0 5 00 B 0 S B
HOE Wg/LH BOB BoO H
Kinetische Energie in der Konfiguration (2)
1mL? 5 2, \5m5L? 5 mL?
kin) = ot g @ FVOMVg 5 W t5 %
Ekln(Z) (1 +.5)mvg?
Potentielle Energie in der Konfiguration (1):
_ L L _ / L
E ot () —mg§+«\ 5mg§ =1 +\e5)mg§.

Potentielle Energie in der Konfiguration (2):

E

_ L L _ L
pot(2) = mg \e5mg§ =1 +.5)mg 5

Energiesatz der Mechanik:

{E ={E

kin ¥ Epot2) =1Ewin *Epott )’

2(1+ VB)mvg? =L+ 5)mg; =1 +- 5)mg;,

Vg = \/SgL

Aufgabe 13

2r

X

Mit Hilfe des Energiesatzes der Mechanik berechne man die Geschwindigkeit des
Wagens, nachdem die Masse m um die Hohe h abgesunken ist. Alle Anfangsge-
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schwindigkeiten sind null.

Als gegeben sind anzusetzen: Die Masse m_ des Rahmens, die Masse m, und
das Tragheitsmoment ©, der Vorderrader, die Masse m, und das Tragheitsmo-

ment Oy der Hinterrader, die Massen m. und die Tragheitsmomente O der obe-

C
ren Umlenkrollen.

Kinematische Zwangsbedingungen:
Xy =3rd,  yg =19.
Kinetische Energie des Systems:

1 . . . .
Eyin :2{(mR M, Mg +2Mo)X, 2 +(O, +O0y +26,)¢° +m(x,,” WGZ)}

_10 Op*t0g*+20, 10 0. ,_1 _«. >
Ekin_E%mR +m, +mg +2mg + or2 +§m5xw oM Xy

Potentielle Energie:
EpOt =mgy,.

Energiesatz der Mechanik:
(E

- Ekin + Epot)

. +E )
kin pOt)Anfang Ende

mg(3r +h):;m*>'<w2 +mg3r,

Ende

_ |2mgh

X ‘ =
Wiende \ m”

Aufgabe 14

Far das durch ein Pedal angetriebene Fahrzeug (Masse ohne Rader: m ) berech-
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ne man mit Hilfe des Leistungssatzes die Bewegungsgleichung in der Koordinate
X.

Kinematische Zwangsbedingungen:
X=Rip, g =rp, Rp,=x
Kinetische Energie:

1 . . . . , . . 1 .
E,. =E{mox2 +(M X2 +0,,%) +(M X2 +0,$.2) +(m %> +@3¢32)} =_m x2,

2

m'i=mg +(my +5) +(m, +0, L) +(m, +-3)
’ 0 1 2 2 3 '
Ry (rRy) Rs

Leistung der inneren Antriebskraft F:

. : , . . N nR, .
P=-Fx +F(x +R,sing_¢,) =Fsin(-—=-X)=_=X.
Ry Ry

Bewegungsgleichung:

: r r.R
Ei, =P -~ mx=Fsin(—L-x)1-2.
Ry Ry
Aufgabe 15
g \
M(9)
A % — |g
a— 10m B
|
* ¥
X

Ein Fahrzeug (Masse 10m) bewegt sich auf zwei Stelzenradern (Masse m) auf ein-
er horizontalen Ebene. Auf das rechte Speichenrad wirkt das Antriebsmoment
M(¢). Man berechne mit Hilfe des Leistungssatzes die Bewegungsgleichung des
Fahrzeugs in der Koordinate ¢ im Intervall m/4< ¢<3 4.

Kinematische Zwangsbedingungen:
X , =const —L cosg, YA =Lsing,
X\ =Xg =Xg =LPsNg, Ya =Yg =Yg =L@ cosp.

2y 2-y 21232
V,©=VT =V =L%9C.
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Kinetische Energie:

_1 2 2 2 ;2 )
El(im—E{lOmvS +tmv, < +mvg< +0,¢ +@B¢},

2
PURCO ML WES
2 12 3

219 5.0 - 38 o,
Evin —gmL 0°, Evin —?mL 09.

O,=6 =

Leistung der Gewichtskrafte und des Antriebsmomentes:
P =M(¢)p -12mgy ={M(¢$) ~12mgL cosp}¢ .
Bewegungsgleichung:

?;38mL2¢ +12mgL cosp =M (@).

Aufgabe 16
y
] §O k? M ()
r N
i S,
£ AT U
m \ |9 o
2r o
7"’_

Die in O drehbare gelagerte starre Stange (Tragheitsmoment O, =3mr?, Masse

2m, Schwerpunkt S,) fuhrt in einem Schlitz reibungsfrei den Schwerpunkt S,

einer Kreisscheibe (Radius r, Masse m), die auf einer horizontalen Schiene rollen

soll. Die Stange wird von einem Moment M(¢) angetrieben. Man berechne mit

Hilfe des Leistungssatzes die Bewegungsgleichung des Systems in der Koordinate

¢.

Kinematische Zwangsbedingungen:

_ . _ 2r . _ 3 . . .
xS2 =2rtang, xSz —@qb, ySl =3r —-rcosg, ySl =rsingg,
o .29
rL,U—xSZ, w-cosz¢.

Leistung der Gewichtskraft der Stange und des Antriebsmomentes:
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P =M(#)p -2mgys ={M(@) ~2mgrsin}$ .

Kinetische Energie des Systems:

1 1
Ein = 2@3)()(]5 +mx +2mr L,U ﬁ 3mr? (

2 cos ¢)¢

Leistungssatz:

Bewegungsgleichung:

S‘”¢¢¢ O+ 2mgrsing =M @),

0
mrz[(3+ Yo +12
O

¢
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Aufgabe 1

Ein masseloser, unausdehnbarer Faden der Ladnge L ist an jedem Ende mit ein-
em Massenpunkt verbunden. Der Faden wird durch zwei glatte Ringe A und B im
Abstand b gefuhrt. Man bestimme die Bewegungsgleichungen der beiden Mas-
senpunkte in der vertikalen xy-Ebene.

VY IIYA
A b B
y

|
g |
3 !
¢ W n
m |
| m
X |
Kinematische Zwangsbedingung:
n=L-b-¢& - Q=<
Orts- und Geschwindigkeitsvektoren der Massenpunkte:
- Efcos¢D - Dncosw N D(L -b - &) cosy D
r =0
“Cgengn 2 pensned b+ -b-Hsny
.[gosp]  FSing .[gosy Grsinyg
=&0  [*+&D 0 =—ED O+ (L =b =$y O B
Bingd  Heosp O Biny g Hecosy 5
Kinetische Energie des Systems:
_1 2,y 2
Eyin _Em(vl *V,%),

=8 +E%%, V2 =E (L b )Y,
By = 5282 +E%2 +(L -b )% 3.

Virtuelle Arbeit der eingepragten Krafte und verallgemeinerte Krafte:
AW =mg Lo, +mg [, =mg(&, + &),
OX, =C0os¢ O —¢sing o9, OX, =—cosy o —(L -b ={)siny oy,
W =mg(cos¢ —cosy)dé —mgésingdg —mg(L —b —&)singdy,
QE::mg(cosqb—cong), Q¢::—mg£sin¢, Qw::—mg(L -b £)siny .
Terme in den LAGRANGEschen Gleichungen:

aEkln — aEkln — aEkin — _h _2o\2,j
y: = 2mé, 5 mé&?9, ou m(L -b -&)“y,
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d e 0 3 d DB 0 o ;
G ol T E G gy rameds
d Ek.’Ekin 0

Gt oingEm(L -b ~9% -2m(L b -5)é,

oE . oE, . OE, .
Kin —m 2_2m L -b - '2’ kin =0, kin =0;
Y & ( W o0 o

Bewegungsgleichungen:
28 -&$> +2(L ~b £} ~g(cosp ~cog) =0,
& +25¢ +gsing =0,
(L ~b -&) ~2&j +gsing =0.

Umformung in ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung fur die numerische
Integration nach dem RUNGE-KUTTA-Verfahren:

¢=¢/L,  B:=bjL,
d(.) _d(.)dr _d(. ,
woz::E’ Wt =T, ('")D:(flt) :c(lr)dtr :o(lr)wo = (),

20" -{$'? +2(L-B ~{ )y '* - cogp +cogy =0,
" +20'p' +sinp =0,
L-B-Qy" -2y’ +sing =0;

y1:261 yz::¢l y33:¢’, y4::Z'1 y5::¢'7 y6::l.//';

Y, =0.5y,y.2 ~(1 - -y,)y> +cosy, —cosy.,

Ys =—(2y,Yg +siny,) !y,

Ye =Y,y —siny,)/ (- -y,).
Anfangsbedingungen:

v,0="=025 y,(0)=0(0)=03  y,(0) =y(0) =04
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y,0=9D=0 y (0)=¢0)=0 y,(©0)=y'0)=0.

0.6
0.4 —‘\L{J / —
T~ /

L N ; 2 , i
0.2 - > RN E 7 7

| \¢\ \\\ ) i
0.0 - b N / |

b \\\ /

L N \ = ) i
-0.2 - < T . ]
04 \ o

0 1 2 T 3

A
1.0 ‘
L j i
i
0.9 { _
i
0.8 - -
L | J
0.7 - | —
i
L ; J
06 -
0.5 -
04 -
03 | i | i | i | i

i i |
00 01 02 03 04 05
Bahnkurven der Massenpunkte im Intervall 0<7<3.

Aufgabe 2

Eine starre Platte ist in einem Rahmen gelagert und wird von einem Motor in B
mit dem Moment Mg (t) angetrieben. Der Rahmen ist in A gelagert und kann sich
um die raumfeste z-Achse drehen. In A befindet sich ein Motor, der den Rahmen
mit einem Moment M , (t) antreibt. Gegeben sind das Tragheitsmoment ©,, des
Rahmens um die z-Achse sowie der auf den Schwerpunkt S der Platte bezogene
Tragheitstensor im éi —System
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o, 0 o0
e, =U0 o, og

H
40 0 Ogp

Man bestimme die Bewegungsgleichungen der Platte in den Koordinaten 3 und ¢

Winkelgeschwindigkeitsvektor der Platte:
=g, +96, =¢(snd 6, +cosd €,) +9 €.

Kinetische Energie des Systems:

1,1 1 . .0 oo M O
Eyin = 5 Oz +§w[®Sw:§@AZ¢2 +E§59n85|]%0 o, O %)smﬁ%

_1 ;2 12 ¥
Eyin _E{(@Az +05,)9° + 059 +(Og, —@Sz)coszﬁd) }-

Virtuelle Arbeit der Antriebsmomente und verallgemeinerte Krafte:
OW =M ,0¢+Mg I :.Q¢5¢ +Q4 09,

Q¢:MA, Qy =Mg.
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Terme der LAGRANGEschen Gleichungen:
OE, . OE, . .
ﬁ =(Op, +O5,)¢ +(Os4 _952)00321%, *akﬁﬂ = 65,9,
OE, . oE, .
kin — kin — _ _ 12 :
W;”—O, Wj”— (Og3 —O5,)9~sind cosd ;

Bewegungsgleichungen:
(Op, +Oc,)P +(O5 — O, )P oS ~2(Q,, — Q)8 sird cod =M (t),

3 F2 o -
Oy, 9 +(Og5 — O, 0 “sind cos? =M , (t).

Aufgabe 3

Eine ebene Stabkette aus gleichen Stdben (Masse m, Lange 2L) wird durch das
aufRere Antriebsmoment M1 und die beiden inneren Antriebsmomente M2 und

M, bewegt. Man bestimme die Bewegungsgleichungen ftr die absoluten Dreh-
winkel ¢;.

Virtuelle Arbeit der Momente und verallgemeinerte Krafte:
W =(M; -M,)o¢, +(M, -M;)d¢, +M, 04,
Q =M, -M,, Q, =M, M3, Q3 =M,

Orts- und Geschwindigkeitsvektoren der Stabschwerpunkte:

[T0s¢, [ [2 cosg, +cosp,, [ [2 cOSp, +2cOSp., +COSP [
g, =L0 O rg =L0 _ O rg =L0 . _ , g
1 Bing, g ~2 Rsing, +sing, H 3 FRsing, +2sing, +sing, H
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E}-d) sm¢1D [-}-2(1) ,Sing, —¢ sm(l)2
V. =L Ve =

o1 H9, cosp, B Yoz @d’ cosp, +¢ cos;bzg

F2¢,sing. —2¢_sing., —¢ . sinp .. [

G =Lp +Th 252 3% e

%3 g¢1cos¢1+2¢zcos¢2 +¢3 COS¢3E

vg =L v =LH{492 +4.2 +46$ cosf, 9.},

Vés - L2{4¢12 +4¢22 -Hi’32 +8¢1¢ZCOS@2 _¢1) +4,b'Jd_>'SCOS¢ 3 9 1) +‘¢.Q-3CO$2 3 ¢ 2)}

Kinetische Energie des Systems:

Epin = Z(mv +3mL 2)—522
28 . o 16 . - 4 5
m,, = 3 mL=, m,, = 3 mL=, m,. —gmL,
- — 2
m,, =m, =6cos(¢, —¢ )mL",
— _ 2
m , =m, =2cos(¢, —¢ )mL",
m_, =m_, =2cos(p, ~¢,)mL>.
Terme der LAGRANGESschen Bewegungsgleichungen'
aEMn._l S b} 5 —
a¢k _ZZlJZm”( |k¢ ¢| jk) zmkj¢ sz|k¢ zmkj¢
0E,. 13 3 0mg.
kin — *~ U¢,¢ 1
09, zizljzla(pk o
d LOE;, U 2 2 omy
e
BB B33 %)
Bewegungsgleichungen'
3 3 am m,
zm“cpj lez_l< za¢ b =M, M,
3 3 am m;
m, 0, ( )¢¢ =M, -M,,
27735 (a5 o0 :
3 3 6m

Zm31¢1 33 Cop 26¢”)¢¢ =

i=1)=1
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Aufgabe 4

Auf eine in O drehbar gelagerte Kreisscheibe (Radius L, Masse m) ist ein Faden
gewickelt, der im Punkt B mit einer Masse m verbunden ist. In A ist eine Stange
(Ldnge 2L, Masse m) uUber eine Drehfeder (Federkonstante k, in der Lage
(¢ =0, ¢ =0) entspannt) mit der Kreisscheibe gelenkig verbunden. Man bestimme
die Bewegungsgleichungen in den Koordinaten ¢ und (.

Kinematische Zwangsbedingungen:
Xg =-Lsing +L cosy, Yg =Lcosgp +Lsiny,
Xs = -L(pcosp +sing), yg =L(-psing +j cosp),

Xg = L.

Kinetische Energie des Systems:
_1p .2 2 2 )
= —Z{mxB +@0¢ +mv© +O.Y }

1 > 1 2_1 >
6. =—"mL", 6. =—m(2L)° =—mL",
0 2 S 12 (L) 3

vg? =xg? +y? =LHP? +P? 2¢gisin(p )},
20242 252 4
Eyin =ML2(, 92 + 2072 ~gursinp ~y)}.
Potentielle Energie des Systems:
1
E ot = MOXg ~MQXg +5k(w -9)?,

E por =ML (~p +sing —cosy) +;k(¢ —$)2.
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Terme der LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen:

aEkln —ml 2 aEkm — 1 2¢4
00 =mLA > —gsin@ ~w)}, o =mLAy @ —¢sin(g —y)},

aEMn 2 aEMn 2
” = —mL?¢y cos(¢ —y), =mL“¢y cos(p —),

oy
ot L(-1+ -k Ppot _ ol sing +k(w -
op _MIL(Lrcosg) k@ ~9). 5 = =maLsny +ky -9),

d VE kin 0 2 - =
dtw%— L{ ¢ —gsn(p —) —@(p —P)cos(¢ )},

[PE
d Ea—zng L2{ @ —gsin(¢ ~y) -p@ —Y)cos@ )}

Bewegungsgleichungen:

mL2(C § -G sin(@ ) + cosp )} =mgL (L ~cosp) k@ )

ML - pSin@ ~¢) ~92 coslg ¢)} = -maLsing kY 4),
Wir setzen nun

ko =k, J=@ 2 K ke 2. wt=T d0 _, d0 _
mgL L 0 0

' T, — =W, =w,()'.
0 dt Odr 00
Damit lauten die Bewegungsgleichungen in dimensionsloser Darstellung:

24" -y Sn@ -g) +y? cosp ~) +cosp K ¢ -¢) =L,
S =47 Sn@ ~y) -¢% coslp ) +sin +K ) =O.
Die Gleichungen sind fur die Gleichgewichtslage ¢ =0, ¢ =0 identisch erfullt.

Far die numerische Lésung setzen wir
ql :¢7 qz-zwi q3-:¢" q4-:LlU"

Das entsprechende nichtlineare Differentialgleichungssystem 1. Ordnung lautet
nun

0; =g,
a, =d,,
a5 = f,(0,,9,.95.9,)
a, = ,(0,,9,.95.0,);
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¢ .o (43BN +sing —ah, (5D, +sin(g ~dy)y
1 (10/3)-sin®(g, -q,) 2" (10/3)-sin*(q, -4d,)
h,:=q,%cos(g, —d,) —sing, —k(d, —d,).

Als Anfangsbedingungen kann man beispielsweise wéhlen:
9,(0)=0, 9,(0)=m2, q4(0)=0, q,(0)=0.
Die folgenden Abbildungen zeigen die Funktionen q,(r) =¢(r) und q,(7) =¢(r) far

verschiedene Werte des Federparameters k.

1.5
1.0
0.5
0.0

st N O T O A O N

-0.5

1.0 | ()

-1.5

P N S N T N N B

o
=
N
w
IN
ol
o
<
0©
©
o

Aufgabe 5

Ein starrer Rahmen (Masse 2m) schwingt an zwei gleich langen Seilen (Lange L)
im Schwerkraftfeld in der xy-Ebene. Im Rahmen kann eine Masse m, die an zwei
Federn hangt, vertikal reibungsfrei gleiten. Die Federn (Steifigkeit c) sind fur
g =L/2 entspannt. Man bestimme die Bewegungsgleichungen fur die Koordinaten
¢ und q.
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y
g
X
Kinetische Energie des Systems:
_1 2 2
Ein _E(vasl +mv82),
0 Lcosgp [ FLésing
p =0 0 Vg =0 0 vZ =L%%
' HBsng+b{ v BLgcosp '
3 DI-COS¢+QD 3 ErL¢sn¢+qD s oo o .
g = Vg Vg =L%° +q° -2L singgq;
2 B-Sln¢+bD 2 E L$ cosg E 2
Eyin = o (3L292 +G2 -2L singgaq)
kin 2 ’
Potentielle Energie des Systems:
_ L2
E pot = -2mgxs1 ~mgxs +c(q _E) ,
L
Epot = -3mgL cos¢ —mgq +c(q —E)z.
Terme der LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen:
oE, . . i OE, . . .
——Kin. —m| (3L¢ —singq), ——Kin —m(q -Lsingg),
09 0q
d WE,. O d E;, O
mL (3L¢ —singq —co N A=m Lsin L co
atHap B (3L¢ —singq —cospPq), atHoq B (G -Lsing - L cospg ),
E OE, .
Z7Kin — _mL COS¢¢C{, kin — ’
¢ aq
aEpot aEpot

=3mgL sing;

L
= - +2 -—);
Y, aq mg +2c(q 2)
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LAGRANGEsche Bewegungsgleichungen:
3L¢ —singg +3gsing =0,

§-Lsingd - L cospd 2 +2-°(q —L) -g =0.
m 2

Mit neuen Bezeichnungen erhalten wir eine dimensionslose Darstellung der Be-
wegungsgleichungen:
C d() d()

_ g_ .2 _ 2 _ _
= L , —_— - , - - y .= t, - ’
a=L¢ L “o m Yy =% dt % dr

1.
¢n _Esn(pén — fl!

- —q = 12
. f:=-sing, fi=cospg' -2y +y +1.
Eu —Sn¢¢" - f2,

Aufgelost nach den zweiten Ableitungen ergibt sich die Darstellung der Bewe-
gungsgleichungen, die zur Umwandlung in ein Differentialgleichungssystem 1.
Ordnung fuhrt, das numerisch geldst werden kann:

¢ =hy, oo 3fitfsng o 3f, +3fsng
& =h,, ' 3-gn?¢ 2° 3-dn?¢

9:=¢,  9,=&  qx=¢',  q,=E

a, =a,, L -3dn@) +sin(g,){ cos(d,)a,2 ~ 2y, +y +1
Q2' =0y, ! 3—sin2(q1) |
I 2 - - i 2
a, =h,, h, - 3{cos(q, )a, 2@2; y +1} -3sin (ql)_
. 3-dn (ql)
A =Ny

y=1.0, ¢(0)=15 &O)=05, ¢(0)=0, &(0) =0.



B - 4.6 - LAGRANGEsche Bewegungsgleichungen 247

Wenn || <<1 bleibt, durfen wir die Bewegungsgleichungen linearisieren und wir

erhalten zwei entkoppelte Schwingungsgleichungen:
. g _
+2¢ =0,
¢ L ¢
. c L
q+2—(q--)-9g =0.
m 2

Wenn wir die nichtlinearen Differentialgleichungen mit den Bedingungen

y=1.0, ¢(0)=0.1, &0)=0.6, ¢(0)=0, &(0) =0,
I6sen, erhalten wir die in der folgenden Abbildung dargestellten Ergebnisse, de-
nen man die Entkopplung der Schwingungsbewegungen ansieht.

1.5 ‘ ] ]
N 7N s 7N -
E / \ / \ / \ / \ /
/ \ / \ / \ / \ /
/ \ / \ / \ / \ /
/ \ / \ / \ / \ /
1.0 \ / v / v / v R—
/ \ / \ / \ / \ /
/ \ / \ / \ / \ /
, \ / \ / \ / \ /
, N o/ vy N
N N/ N N/
05+t : . 4
0.0 W
\ \ \ i
0 5 10 15 T 20
Aufgabe 6

Man bestimme die Bewegungsgleichungen der Doppelschaukel und berechne L6-
sungen fur grof3e und kleine Winkelamplituden.
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Ortsvektoren der Schwerpunkte:
Fsl =(Lcosp +h)e, +(Lsing +b)éy,

s
Geschwindigkeitsvektoren der Schwerpunkte:

Vs, = Lo(-sing €, +cosp €,
\7Sz =-L(¢sing +@sing)€, +L(pcosp + cosy)€, ,
vs, =L%%, vg =L2(@% + +244) coslp ).
Kinetische Energie des Systems:
1 2

1
E., =-mv +-mve .
in 2775 2 'S,

Eyin = ;MLA207 +% +204 cosp ).

Potentielle Energie des Systems:
E ot = MJ [ﬁsl -mg ESZ,
E|o0t = -mg(2L cos¢ +L cosyy +4h).
Terme der LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen:
Buin - 12129 + cosig -y}
09 ’
d EBEkin O

Gl ong mL*{2¢ +{i cos(p ~) —4 (¢ —4)sin(¢ )},

aEkin — _ 23,0 i -
Top ML=y sin(¢ —y),

aEpot

0

=2mgL sing;

i _ mL2{{ + ¢ cos(p )}
o !

d WE,. O

atbao T mL2{{) +pcos(p —@) —¢(@ —)sing )},

aEkin — 23 i -
W—ml— dysin(g -y),

6Epot

= Ls :
alﬂ mgL siny

rg =(Lcosp+Lcosy +3h)e, +(Lsing +Lsiny +b)éy.
2
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LAGRANGEsche Bewegungsgleichungen:
mL{2¢ +gi cos(¢ —y) +{sin(@ —)} +2mgL sing =0,
mL%{$ cos(¢ —y) +{ —p*sin(@ —)} +mgL siny =O0.
Umformung in eine dimensionslose Darstellung:

d(.) _, de) _ )
()

g_ -~
— (A) T.—O)t, =
L o dt o dr

2¢" +" cos(p — @) +Y'?sin(p —Y) +2sing =0,
¢" cos(p —y) +y" —¢'?sin( —y) +siny =0.

Vorbereitung der numerischen Lsung:

29" +y" cos(p -y) = f,, f:=-¢'sin(g -y) -2sing,
" cos(p —y) +y" = £, fi=¢'?sin(@ —y) —siny,
b = f, -, cos(¢ -y) ,_2f,—f cos(¢ —L,u)_

2-w@-y) ' " 2-coR(@-y)
Umwandlung in ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung:
d,:=¢. A=y, q;:=¢',  qu=y"

q:l_ __qgl h oo fl - f2 Cos(ql —q2) h = 2f2 - f]_COS(ql _q2)

a, =d,, 1 2-cosf(q, -q,) 2 2-cos’(q, —q,)

q, =h,, — e 24 ' :=Q,29 i

q'3 - ' f:=-0,7sin(q, -a,) -2sinq,, f5:=d3"sn(, —g,) ~sinq,.
42

Anfangsbedingungen (Grol3e Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage):
¢(0)=15 (0)=0 ¢©0)=0 ¢(0)=0
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Anfangsbedingungen (Kleine Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage):
$(0)=01 ¢(0)=0 ¢0)=0 ¢(0)=0

Bei kleinen Winkelamplituden durfen die Bewegungsgleichungen linearisiert wer-
den:

29" +y" = £, f 1= -2¢,
¢" +w" - 2, fz:z_w,

Die Losungen dieses Differentialgleichungssystems zu den Anfangsbedingungen
$(0)=01 (0)=0 ¢0)=0 ¢(0)=0

unterscheiden sich kaum von den oben dargestellten Funktionen, die mit dem

nichtlinearen Differentialgleichungssystem berechnet wurden.

Bei Beschrankung auf kleine Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage durfen
die kinetische und die potentielle Energie des Systems vereinfacht werden:

1 : . . 1
Epin = EmL2(2¢2 +)2 +294)), E ot = EmgL(ch2 +?) +const.

Daraus ergeben sich die Massenmatrix [m] und die Federmatrix (Steifigkeitsma-
trix) [c]:

L2 10 2 0Q
[m]=mL“0O 0 [c]=mgL O 0
B2 18 0 1

Die linearen Bewegungsgleichungen

,2 1090 2 0m$o0 00 2 1m0 2 0090 (00
mL°0 M Crmgld M O=00 - 0 O C0Fw0 MO0=00
2 1090 ® 10yE ©0 2 1598 - @ 1090 00

werden mit dem Eigenschwingungsansatz
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oo @0
O =0 [Asin(at + a), w=Aw

O!
WE R.H
gelost. Das dabei entstehende homogene Gleichungssystem

T2 00 2 100 00
i A D oY =00
[ 18 @ 1#.H OO0

besitzt nichttriviale LOsungen, wenn

2 00 2 10 AM2=2-.2,
detr] A0 =0, - 2@1-A%)2-x*=0 -
M 18 ©# 1M 2,2=2+.2,

wird. Daraus ergeben sich die beiden Eigenkreisfrequenzen:
w =/2-120, =0,7654 ¢, @ =2 +/2 ¢ =1,8478 .

Die entsprechenden Eigenvektoren (Eigenschwingungsformen) sind Losungsvek-
toren des homogenen Gleichungssystems:

2 0[O 2 1m1D 00 @A, 0 010 ,0 010
1 D—AGD od O0=00 - U 0=0_0 U 0=0 _0
™ 15 B 1FR.H OE @, 528 R.B B 20
Die allgemeine Losung der linearisierten Bewegungsgleichungen lautet:
Ht)o0 01 O 01 0

@U(t)g iz% 1 AL G S ))JE-@% 1(2) SOS( 1) +Cy ) SIN( 631))

Die folgenden Abbildungen zeigen die beiden Eigenschwingungsbewegungen des
Systems bei kleinen Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage.

1. Eigenschwingungsbewegung: (w, =0,7654 w,)
$(0)=0.1 ¢(0)=0.1/2, ¢(0)=0, ¢(0)=0
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2. Eigenschwingungsbewegung: (w, =1,8478 w,)

$(0)=0.1 @(0)=-0.1.2, $(0)=0, ¢ (0) =0

Zwei Massenpunkte sind Uber masselose Faden an die Punkte O und A gebun-
den. Man bestimme die Bewegungsgleichungen nach der Methode von LAGRAN-
GE.Essei a=aL, (2<a<3).

Kinematische Zwangsbedingungen:
L cosg, +L cosp, =2L cosp,, cosg, —2cosp,, = —Cosp ,,

Lsing, +Lsing, +2Lsing, =a; sing, +2sing,, —a =-sing ;
Elimination von ¢.:
(cosp, —2cosp,)* +(sing, +2sing,, —a)* =1,

f(9,.9,):=4+a? -4cosip, +$,) -2 (sSnp , +2sip ) =0.

of : of .
E:4sm(¢1 +¢,) —20 cosp @:4sm(¢1 +¢,) —4a cosp .
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Kinetische und potentielle Energie:

1 . :
E. =EmL2(¢12 +4¢,%),  E o =-mgL(cosp, +2cosp,).

LAGRANGEsche Bewegungsgleichungen mit LAGRANGEschem Multiplikator A:
d bE,. U 0E oE of

kin kin 4 — POt _} = =0, mL2p, +mgLsing, -2 01 =0
datHog, H s, ~ ap, "o P rmaLsing, =45, =0
d [OE; O 0E;, +aEpot 39 _o amL?§,, +2mgL sing,, —A;;:O.
dtHGqﬁz H op, o, o9, 2
Aul3erdem gilt
d , of of of , of . 62f
= (Pt )= b P, ¢2 ———p ¢, + ¢2
dt'og, 't 0, 2" o¢, ' 09, 2 a¢12 a¢1a¢2 12 a¢22
Wir setzen
d d
wOZ::E’ wt =1, 0 = d() =w,()'-
Damit erhalten wir das Differentialgleichungssystem
. — of
|+ -A =0,
1 sm¢1 6¢1
of
4¢, +2sing -A—=0,
2 a¢2
0% f 3% f
—¢ ¢ =—— 22— ¢, - ¢5°
op, 1 a¢2 09> "t a¢1a¢2 172 a¢22

Wir eliminieren den LAGRANGEschen Multiplikator A und erhalten aus den bei-
den LAGRANGEschen Gleichungen

(¢ +Sln¢1) ¢ - (495 +25|n¢)

¢1
Das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung
a¢2¢ 46751"’"'h n _25'“‘1’266;1_3 ¢16¢fz
aTsl‘p a¢2¢ T2 nai=- a¢12¢ a¢1a¢2¢1¢2 a¢22¢2’

kann auch geschrieben werden
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. 10 of of U
= I 4h I
h hy EP1‘3¢2+ 2‘34515 Oof O Daf O
h,:= +4 )
, 10 o of O 3 e, H e,
9, :h*gbﬁ‘hlﬁg
3 2 1

Oben wurde schon berechnet

of . of .

~,=48n(p, +¢,) -2acosp,, _ —=4sin(¢, +¢,) —4a cosp,,

09, 09,

und daraus folgt

o> f . 0> f .
~ 5 =4cos(¢, +¢,) +20sing,, 5 =4cos(p, +¢,) +4asing ,,
09, 09,

0> f
=4cos(p; +¢,)-
a¢1a¢2 1 2

Das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung wird in ein Differentialgleichungs-

system 1. Ordnung umgeformt und numerisch gelost.
YIS0 ¥Yi=0, Y3iT0 V,uiT65;

I

Y1iiTYs o Yo 1T, Y5iEK, Y,k
10 of of O 10 of of O
k==, —+4h, — k,=—~rh, ——-h —
1 1 2 2 2 1
hy Hrag, "2 ap, hy 20, Mag,H
Die Anfangsbedingungen ¢,(0),¢,(0) mussen der Zwangsbedingung
4+a”® -4cos(p, +¢,) —20 (sinp, +2sinp ) =0
genugen.
Ist insbesondere ¢,(0) =0, ¢1' (0)=0 und a =2.5, so folgt aus
4+a” -4cosp, —dasing, =0
¢,(0) =0.8781826574.
Aus der differenzierten Zwangsbedingung
of

fr="-¢ '+
6¢1 1

of

a9, %2 =°

folgt ¢2’(0) =0 als vertragliche Anfangsbedingung.

Die folgenden Abbildungen zeigen die entsprechenden Ldsungsfunktionen ¢, (7)

und ¢,(7).
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1.0

:\\\¢2(T) //(\\ /7
0.87 N <. \\ s |

Aufgabe 8

Fur das dargestellte Pendel bestimme man die Bewegungsgleichungen mit Hilfe
der Methode von LAGRANGE, wobei S(t) gegeben ist.
Kinematische Zwangsbedingungen:

L cos¢, —Lsing, =r cosf, cosg, —pcosf =sing,

Lsing, +Lcosp, ~rsing =a. sing, —psinf—a = —cosg ..
Elimination des Winkels ¢_:

(cosp., — pcosB)® +(sing,, —psinB —a)* =1,
> 2

P>~ peosi9, ~B) ~a(sing,, ~psinp) =0.
p? +a? . .
£(g,1):= - peos(®, - ) ~a(sing, ~psing).

2
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Die explizite Zeitabhangigkeit steckt in S(t). Deshalb wird

- _of , of : - _of , of . 0°f | 0°f , - 9°f
f=" 0.+ 0, f=— ¢ +—B+—d.2+2 " " b B+— (>
09, %2 GBB 09, %2 oB g 0¢,° %2 09,08 PP aﬁzﬂ
Orts- und Geschwindigkeitsvektor des Massenpunktes:
[T0S¢, +COSP., ] Grsing,¢, —sing ¢ ,01
r=L0 ) 0 v=_L0O _ 0
g, +sing, Heosg,p, +Cospp ,

vZ=L2%{g,? +9,° +2cos(p;, P, 0 4 ;).
Kinetische Energie:
- B N P -
Evin —Emv —EmL {¢,° +9,° +2cos(p, D, P P ,}-
Potentielle Energie:

Epot = -mgL (cos¢, +cosp.,).

LAGRANGEsche Bewegungsgleichungen mit LAGRANGEschem Multiplikator A:
d oE . 0 O0E . +6Ep0t ) of o

dtjog, H oo,  ap, "o

d B0 0By, , %Fpor 39 _o

dtdop, 0 oo, o9, o9,

Weil die Zwangsbedingung f (¢,,5(t)) nicht von ¢, abhangt, wird

d B0 0By, %por _

dtHop, H o9, ¢,

AulRerdem muf’

- 9f ., of » 09%f , 0°f
f=" ¢ + B+ ¢ °+2
0p, 2 0B" 0¢,° "2 09,08

berucksichtigt werden. Mit diesen beiden Gleichungen stehen zwei Differential-
gleichungen 2. Ordnung far ¢,(t) und ¢,(t) zur Verfigung.

. 2¢ .
¢2B+3’;B2 =0

Die zweite LAGRANGEsche Gleichung
d EBEkin [ OE, . .\ aEpot ) of

o Kin o =0
dtHog, H ap, a0, " o¢,

kann anschlief3end zur Berechnung des LAGRANGEschen Multiplikators A ver-
wendet werden.
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LAGRANGEsche Ableitungen:

oE
—Kin. = m%{¢, +cos(p, —¢,) .},
0,

EB . . . .
8 P k20, scost, 0,0, -5ty 4,06, 9,0
1

OE, . _ o
- =mL?sin(g, ~¢,)0.6 5},
09,
OEIDOt
09,
Die erste Differentialgleichung lautet somit
mLZ{$, + cos(p, ~¢, ¥, +sin@, ¢ ,¥ ,* +mgLsinp , =O0.

Wir fuhren ein

=mgL sing,;

_9 _ d() d( _
L e P

Damit wird

¢," +cosip, —p,)¥," =-sn@, P, -srnp ;.

Aus der zweiten Ableitung der kinematischen Zwangsbedingung f(¢,,8)=0 er-
gibt sich die zweite Differentialgleichung'
of _ o2 f

i, T o gt
Dabei ist

of = psin(¢., - B) —a cosp ﬂ:—psin((p -B) +apcosp
o4, ? 2 P ? |
il = pcos(¢, —B) +asing 1 = pcos(¢,, —B) —apsinf,
09,2 2 2 op? ’

2f _ _

op,0p PP

Das Differentialgleichungssystem kann schlie3lich geschrieben werden
¢, =h,(0,6,0,9,7)
¢, =h,(@,.0,0,9,7)
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h,:=-sin(¢, -9, ), —sing, —cosp, —p ,)h,,,

of 0°f 5 . . 0°f %f o
0 "+ I3 +2 I I+ !
i ___5133 a¢22¢2 6¢26B¢ZB —aﬁzﬁ
2 of '
09,

wobei fB(1) als gegebene Funktion einzusetzen ist. Das entsprechende Differenti-
algleichungssystem 1. Ordnung, das numerisch als Anfangswertproblem geldst
werden muf3, lautet mit

Vi Y=, V3iT0L V.0

T

yl';:y3, y2'2=y4, y3':=h1, y4::h2.

Die Anfangsbedingungen muissen mit den Zwangsbedingungen vertraglich sein,

also mufl3 fur t =0 gelten:
2, .2

P25~ peosg, - ) ~a(sing, ~psinp) =0,
of ., of . _
E¢2+aﬁﬁ 0.

Wir setzen nun
B=t =nwit=nt, p=n  p"=0.
Dann muf3 ¢,(0) eine Lésung der Gleichung
2.2

p°+a
2

—pcosg, —asing, =0

sein, und ¢5(0) ein L6ésung der Gleichung

{psing,, —a cosp ), ~p{sing,, -a} =0,
also
p{sing, —an

psing, —acosp.,

9,(0) =
Zu den speziellen Werten

erhalten wir mit B(0)=0
¢,(0)=0.7840144895

die in den folgenden Bildern dargestellten Losungen:
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0.7

¢1(7)
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Aufgabe 1

X A

Ein Pendel (Masse 4m) besteht aus drei Stangen und ist im Punkt O reibungsfrei
aufgehangt. Man bestimme die Bewegungsgleichung und die Schwingungsdauer
T(a) far kleine Amplituden\cp\ <<1. Aul3erdem vergleiche man die Losungen der

nichtlinearen und der linearisierten Form der Bewegungsgleichung.

Abstand des Schwerpunktes vom Punkt O:

Lg = 3 L cosa.
4
Bewegungsgleichung aus dem Momentensatz bezogen auf den Punkt O:
.. . 4mgL
- _ : 2cnd — 2._ S.
O, = -4mgL sing, - ¢ tw,“sing =0, Wy~ o, ;
2
o = 2mL 2m

+ 2 (2L sina)? +2m (L cosa 2,
b 1, (2Lsna)? +2m (L cosar)

NS (g +gsin2a +2coszar)mL2 :i(l +cosza)mL2,
3 3 3

>_9 cosa ¢
W= 5.
0O 41+cosal
Schwingungsdauer bei kleinen Amplituden (lineare Bewegungsgleichung):
- _2m_4m L 1

=~ — = +cosd.
w, 3 9\cosa

Umwandlung der nichtlinearen Differentialgleichung in ein Differentialglei-
chungssystem 1. Ordnung:
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G, =0y,
G, = —w,”sin(d,);

Losungen der nichtlinearen (linearen) Differentialgleichung: ausgezogene (gestri-
chelte) Kurven; Zeitskalen: 1:=awt.

0.2 J

Aufgabe 2

Eine Stange (Lange 2L, Masse m) ist mit einer Doppelkreisscheibe (Radien r und
2r , Massentragheitsmoment @) starr verbunden, die in O drehbar gelagert und
von zwei Federn der Steifigkeit ¢ in der Gleichgewichtslage ¢ =0 gehalten wird.
Dabei sind die Federn um x ausgelenkt. Man berechne die statische Auslen-

stat
kung x_ . und die Schwingungsdauer des Systems fir Schwingungen mit Klei-

ner Amplitude um die Gleichgewichtslage.
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Gleichgewichtsbedingung:
_mgL

CX e 2F +CX . F —mgL =0, - Xtat =3

stat stat
Momentensatz bezogen auf O:

@b+;numqﬁ¢:nmLaB¢—dx +2rP)2r —C(X gy HP)N,

stat

/<<l -  cosp =1

4 :
©, +§mL2)¢ =mgL —3cxX -5cr2g,
2 2
pr S =0, - wp= S
4 2 0 4 2
O, t,mL O, tomL
3 3
Schwingungsdauer:
T=2"
Wo

Aufgabe 3

Ein starrer Rahmen (Masse 4m) ist an einem Endpunkt A drehbar elastisch gela-
gert. Wie grof3 ist die Drehfederkonstante k, wenn die Kraft F; den Rahmen in
der Lage ¢ =0 halten kann? Man bestimme die Bewegungsgleichung des Rah-
mens in der Koordinate ¢ und berechne ¢(t), wenn ab t =0 die Kraft F, nicht
mehr wirkt und die Anfangsbedingungen

$(0)=0, ¢(0)=0

gelten.
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Fo
LI .
( T ¢ =¢,: Drehfeder entspannt
L
Drehfederkonstante:
_ _2F,L
k¢o=F,2L - k= P
0
Bewegungsgleichung fur Fj =0:
O, 9 =K@ -9,
2
o, :12m(2L)2 +2[im|_2 +m (L2 +"—)] 16012
3 12 4 3
: k
b +wy¢ =w,? 4, w02:297'
A
Allgemeine L6sung:
¢ =C, cos(wyt) +C, sin(wyt) + ¢,
¢ = —C,w, sin(wt) +C,, iy cos( @t),
Spezielle Losung:
t=0: 0=C, +¢,, 0 =C,w,,
¢(t) =¢,[1 -cosfw,t)].
Aufgabe 4
m D ¢
-
g q(t)
Cc do
m

t=0 O<t<t
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Zwei Korper der Masse m sind uUber eine Feder (Federsteifigkeit ¢, Lange der ent-
spannten Feder L) miteinander verbunden; es sei ¢ =8mg/L,. Zum Zeitpunkt
t =0 ist die Feder auf die Lange q(0) =q, =L, /8 zusammengedrtckt und die obe-
re Masse wird ohne Anfangsgeschwindigkeit losgelassen, so dal’ sie, angetrieben
durch die Federkraft, gegen die Schwerkraft nach oben bewegt wird. Man berech-
ne den Zeitpunkt t*, zu dem die untere Masse vom Boden abhebt.

Mg

mq =-mg -c(q - L)

C(q _Lo)

I

‘mg N-mg+c(q-L,)=0
N

m 7
-9 = %Zgl-o’

o<t<t q(t)

. o _ o
q+w,"q =y (L,

: 7
q(t) =C, cos(w,t) +C, sin(wyt) +§LO,
a(t) = -C,w, sin(ayt) +C, @ cos( git),
1 7

t=0.  _Ly=Ci+ L, 0=Chw,

L
q(t) = §°{7 ~6.cos(w,t)} -
7 6
N =mg +cL, _§CL0 +§CL0 cos(wyt) =2mg +6mg cos(wyt),

N(t")=2mg +6mgcos(wt’ ) =0 -  cos(at’) =,

t :iarccos(—:l/?,) _191
“o W
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Aufgabe 5

- - .

X, t) a(t) X, (t)

Man berechne im aperiodischen Grenzfall das Bewegungsgesetz q(t) des mittle-

ren Wagens unter den Anfangsbedingungen
q(0) =0, q(0) =0
wenn der linke und der rechte Wagen sich mit konstanter Geschwindigkeit v, be-

wegen
X, (t) =Vt X, (t) =vgt.

Zum Zeitpunkt t =0 sei die Feder entspannt.

m

c(d=xy) g d(x, =q)

(t)

q
Schwerpunktsatz:
mq = —¢(q —x,) +d(x, —q),
. . : Cc d
q+2Dwyq + wgq = agxl +2D @x,, oy ::wg, oy =2D w,.
Bewegungsgleichung:
. : 2D
G +2Dawyd + «fd = of T (1), f(t):=v,t + V.
0
Partikularlésung:
Ansatz: qp,, = A +Bt.

2Dw,B + af (A +Bt) = ofv t +2D @v,, - B=v, A =0
Apart = Vol

Aperiodischer Grenzfall: (D=1)

Allgemeine Losung der inhomogenen Bewegungsgleichung:

_ —wpnt
qt)=e O (Ct +C,) +vt.
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Anpassung an die Anfangsbedingungen'
(t)——a)e (Ct+C)+ewOC +V,

g0)=0 - C, =0, g(0)=0 - C, =

2 0’

Gesuchtes Bewegungsgesetz:

at) =vgt L1 -e “0").

Aufgabe 6

Man bestimme die Bewegungsgleichung eines Pendels (Kugel an einem Faden)
unter Berucksichtigung der Luftreibung und I6se die Bewegungsgleichung nume-
risch.

X

Schwerpunktsatz in Richtung der Bahntangente:

_1 112
Fw =5 CwPLunAs (L),

mL¢ = -mgsing — -Fy “/’

¢+Esin¢ +;c p'—”ft S|pp =0,

d() _ . d0
w2=9 T=wt, —Y= =w.(),
0T S
. 1 P, . LA
"+sing +Ap'P' =0, Ai="c,, —Luit—S
¢ ¢ +AD'D -
Cy =06 P =122kgm™ L =15m m =1.2kg

Kugelradius r =0.12m, Schattenflache Ag = r? =0.045m?
A=0.021

Umformung in ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung fur die numerische
Losung mit dem RUNGE-KUTTA-Verfahren:

d,:=¢,  d,i=¢’
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15 9 i
10 Q
0.5 ; |
0.0 ; |
05 L il
0L il
1.5 | | \ \ \ i N
0 10 20 30 40 T 50
Aufgabe 7
m|1g
m, Y
g C d q c@-L) m,g dq
L |
m,
A T
X 5(t) =hsin(Qt)
Fa

BRYY YN NN
g=L: Feder entspannt

Eine Plattform (Masse m,), die Uber eine Feder und ein geschwindigkeitspropor-
tionales Dampfungssystem mit einer Masse m, verbunden ist, soll die Zwangsbe-
wegung X, (t) =hsin(Qt) ausfuhren. Man berechne die dafur erforderliche An-
triebskraft F, (t) im eingeschwungenen Zustand.

ml().(.A +q) = _mlg —c(q -L) _dq!
m,X, =-M,g +c(q —L) +dq +F,;

Bewegungsgleichung:

. . m
G +2Dw.g + w,%q = @{L —Clg + fhsin( Q)},
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wOZ::i1 2Dwo::i’ r}:g’
ml ml wO

Reaktionskraft:
FA(t) = —szzh sin(Qt) +m,g +cL —cq —dq.

Partikularldsung der Bewegungsgleichung (eingeschwungener Zustand):

_ _ m,g 2 )
9 =partikular — - ~ . +n“hV (n,D)sin(Qt -¢ (7,D)),

1 , ¢(n,D):= arctanlanz.

\(1-n?)? +(2Dn)? n

V(n,D):=

Reaktionskraft:
F, () =(m, +m,)g -m, Q°hsin(Qt) ~h n?V{csin(Qt —¢) +dQcos(2t )},
Fa(t) =(m; +m,)g -m,Q*hsin(Qt) ~chnV 1 +(2Dn)* sin(Qt ¢ 4 (7.D)),
t(n,D):=arctan(2Dn),

- 2 : * :
Falt)=(m, +m,)g —-Qh{m,sin(Qt) +m,V (n,D)sin(t -a(n,D))},
Amplituden-Frequenzgang in der Reaktionskraft:

\1+(2Dn)?
J@-n?)? +(2Dn)?’

V' (n,D):=

6 T T T TTTT] T TTTT] T TTTT] T T T1TT
V* (n,D)

0L

102 101 109 10t n 102

Phasen-Frequenzgang in der Reaktionskraft:

a(7,D):=¢ ().D) -y 7.D) =arctan 221

5=

arctan(2Dn).
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|
|
2L 45ﬂ
m |
X
dm

R D

Eine homogene Stange (Masse m, Lange 2L) liegt unter einem Winkel von 45°

Aufgabe 8

auf einem Wagen (Masse 4m), der mit einer Feder (Steifigkeit c) verbunden ist,
die in der Lage x =0 entspannt sein soll. Im Kontaktpunkt der Stange mit dem
Wagen wirkt, wenn x #0 ist, die Gleitreibungskraft. Man bestimme die Bewe-
gungsgleichung des Wagens.

Far den Fall y=y =05 und X(t =0) =0 bestimme man den Bereich fur die An-
fangsauslenkung x(t =0), in dem anschlieRend eine Bewegung mit x <0 maglich
wird. Zu den Anfgangsbedingungen x(0)=mg/c, x(0)=0 berechne man das Be-

mg :
. |
x>0 |
N |
[

”__» UN

=
-
e

Gleichgewichtsbedingung fur die Stange, wenn x >0 ist:
mgL sin(45°) + uN 2L cos(45°) =N 2L sin(45°) =0,
_ mg
20—
Bewegungsgleichung des Wagens, wenn x >0 ist:
mg
2A-p)

wegungsgesetz x(t).

_—

4mx = —cX —
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Wenn x <0 ist, dreht sich die Richtung der Gleitreibungskraft um und wir erhal-

ten far die Anprel3kraft den Wert
mg

N_= .
T2+ )
Die Bewegungsgleichung lautet deshalb fur x <O:
amx = —CX + my
21+ p)
Also wird mit
.- HMg h = HM9
Yo2c@-p) T 2c(+p)
) Hw,>h, wennx>0 c
X +wy?x = _ wy?i=——.
Hoy2h wenn x <0 4m
-, = _mg _mg
=u =05 - h, =—, h_=—".
H=Ho T 2c -~ 6C

Der Maximalwert der Haftreibungskraft fur den Grenzfall, dal3 bei einer Auslen-
kung x >0 der Feder gerade noch keine Bewegung mit x <0 beginnt, ist

mg _mg
20+p) 6

H:uo

Die Federkraft im Zeitpunkt t =0 mul3 grof3er sein als dieser Wert:

— mg — mg
cx(t=0)> - t =0) > )
X( ) 6 X( ) 6¢c

Fur den Fall, daf3 fur t =0 die Anfangsbedingungen

x(0)=”;9’, x(0)=0

gelten, beginnt eine Bewegung mit x <0, zu der die Bewegungsgleichung
X +wy?X = 6 °h_

gehort. In diesem 1. Bewegungsabschnitt wird also

_mg . _ Smg .
X({t)=—7{1+5cos(w.t)}, X({t) =——w.9n( wt).
(t) =" - {1 +5cos(wqt)} (t) == @sin(ayt)
Wenn a)ot = rrist, wird x =0 und die Feder ist um
X(t:l):—zrnig
Wy, 3c

ausgelenkt. Sie Ubt dann eine nach rechts gerichtete Kraft auf den Wagen aus,
und es mufd gepruft werden, ob diese ausreicht, die Haftkraft zu Uberwinden. Aus
der Gleichgewichtsbedingung fur die Stange ergibt sich als Maximalwert fur die
Haftkraft
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* — mg
"=t 50

—Hy) 2
Zum Ende des 1. Bewegungsabschnitts kann also die Federkraft 2mg/3 die Haft-

kraft Uberwinden, und es beginnt ein 2. Bewegungsabschnitt, zu dem die Bewe-
gungsgleichung

. o _ 2
X+ WX = ouoh+

mit den Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt t =71/ ay:

2m .
x(map)=-70, (1 @) =0.
c
Wir erhalten also fur t > rr/a)o
_mg -y _ Mg -
X(t) = g{—S +cos(w;t)}, X(t) = Yy @, sin( at).
FOr w,t =2mwird wieder x =0 und
__mg
2 =—-—2
X(27 ay)= =5

Die bei dieser Auslenkung nach rechts wirkende Federkraft mg/3 ist kleiner als
die maximal mdgliche Haftkraft H* =mg/2, so daf fur w,t >2m der Wagen abge-
bremst stehen bleibt.

f I
6.0 : , |

4.0 - i
2.0 .

0.0

-2.0 -

_.mg =
t) = , AR
xO=2000, =,

Aus den beiden Bewegungsgleichungen fur die Bewegungsabschnitte

X +wy?x =-w*h,  (x >0), X +@?x =@®h_  (x <0),
folgt:
P + 2 +h . _O . >O d .2 +1 2 +h 2 _O
XX +wy*(x +h)x = (x >0), - gt X5+ (x +h)) ﬁ— ,
XX +w.2(x —h_)x =0 (x <0), N d x 2 +£w 2(x -h )Zﬁ:o_
0 - dt 270 -
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Wir setzen
_.mg - _._.mg _, _.mg _.mg
X =—q, X =W, —q', =—2n., h =—n,
6cq 06ccI + 6c'7+ - 60’7‘
und erhalten die Beziehungen
@)*+@+n,)*=C2  (@'>0), @)?+@-n_)*=C2  (q'<0),

wobei sich die Konstanten C, und C_ aus den Bedingungen zu Beginn eines Be-

wegungsabschnittes ergeben.

In der q',q-Phasenebene 143t sich die Bewegung durch Halbkreisbégen darstel-
len: Im Bewegungsabschnitt q’' >0 (obere Halbebene) bewegt sich der Zustands-
punkt (q,q') auf einem Halbkreis mit dem Radius C, um den Punkt -5, auf der
g-Achse und im Bewegungsabschnitt q' <O (untere Halbebene) auf einem Halb-
kreis mit dem Radius C_ um den Punkt n_ auf der g-Achse. Die Bewegung ist

zuende, wenn ein Halbkreisbogen im Intervall —-n, <q <n_ aufsetzt.

Aufgabe 9
Drei homogene starre Stangen (Lange 3L, Masse m) sind jeweils in einem End-
punkt gelenkig gelagert und uber Federn und geschwindigkeitsproportionale
Dampfer miteinander verbunden. Die in A und B gelagerten Stangen werden
nach den Gesetzen

a(t) =a,cos(Qt), B(t) =P, cos(2,t)

mit kleinen Amplituden a, und S, bewegt und regen eine Schwingungsbewegung
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¢(t) der mittleren Stange an. Man berechne diese Bewegung im eingeschwunge-

=

nen Zustand.

F
T N

Bewegungsgleichung der in O gelagerten Stange:

0,9 =(F, —-F,)L +(F, -F,)3L; 9,

:ém(’SL)2 =3mL?2.
F, =c(BLa-L¢), F,=d(La -3L9),
F,=d(L§-3LB), F, =c(3L¢ -Lp).

(F, -F,)L =cL?(3a -¢) -dL?($ -3B),

(F, -F,)3L =dL*(3a -9¢) —cL*(9% -3B),

. 10d, 10c 1 . ;
¢+—3 p+_—¢ ="A{(ca +da) +(B +d3)},
m 3m m
wOZ::&’ 2Dw0:@’
3m 3m

" , 3 2D . 2D
§+2Dwop 9 =? A+ )+ + B,
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2D . . ‘
a+=a =a,{cos(Qt) —2Dn, sin(Q;t)} =a ;1 +(2Dn,)? cos(Qt ),

0]

B +i,DB = By{cos(2,t) ~2Dn, Sin(Q,)} =B, 1 +(2Dn,)? cos(,t +y,),
0

3 | 3
A= 10% V1+(2D01)2’ az::EﬁO\‘l +(2D'72)2’

y, =arctan(2D ), y, =arctan(2D n,),

Bewegungsgleichung in Muster-Form:
2
¢ +2Dw, ¢ +w,% ¢ = wOZZai cos(Qt +y).
i=1

Losung im eingeschwungenen Zustand:
2
¢t) =9 o 1) =5 &,V (0, D)cos(Qt +y; ~¢(1;.,D)).
i=1

1 ¢ = arctan 2D'72 .

V(n,D).:=— ,
T an? +(eony 1=

Spezialfall:
a,=B,=01 Q, =0,5w, Q, =2,0w, D =0,2
a, =0,0306 a, =0,0384 y, =0,1974 y, =0,6747
V(n,,D)=1,2883 V(@,D)=03221 ¢, =0,2606 ¢, =2,881
T=wgt.

2
Graphische Darstellung der Anregungsfunktion Zai cos(Qt +v,):
i=1

0.08

0.04

0.00

-0.04

-0.08 \ \ \ \ ‘
0] 10 20 30 40 T 50

¢(r) im eingeschwungenen Zustand:
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0.04

0.00

-0.04

Aufgabe 10

Eine Kiste (Masse m) wird mit einer Hubvorrichtung, die tGber eine Feder und
zwei viskose Dampfer mit der Kiste verbunden ist, angehoben. Man berechne den

Zeitpunkt t =71, in dem die Kiste vom Boden abhebt und die Bewegung fur t >1
im aperiodischen Grenzfall, wenn x , (t) =vt ist.

AO - - -
XA(t) A XA(t)[
g A i ?:xA(t) :—[

| d(X , - X) TI'IT

JE T [T
- c(x ? - X)

c ?cxA x(t)_l‘l l
. mg

m lmg

t>1
t<t TN
Gleichgewichtsbedingung fur t <7:
N -mg +cx , +2dx , =0,
N () t -2d N (1) =0 Mg - 2dv,
=mg —cv,t —2dv,,, T)= - T,
9 0 0 eV,

Bewegungsgleichung far t >1:

mx =-mg +2d(x , —X) +c(X 5 —X),
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mx +2dx +cx =-mg +2dv,, +cv t,

2._C ._2d
wW.“1=—, 2Dw,:=—,
0" m " m
. . 2o _ .2, 0 2D
X +2DwyX + wyx = oA 02 +?Vo +vth.
0 0
Partikularlésung:
-_9
Xpart(t)_ .2 +V0t'
0

Allgemeine Losung der Bewegungsgleichung im aperiodischen Grenzfall:

—wnt
x(t) =e “OHCt +C,} +v —wgz .

0
N |
x(t)=e {@-w,t)C, —wC} +v,.

Anfangsbedingungen:

C,r+C, = (% —vor)ewor,
. w,
x(1) =0, x(r) =0, - 0
wor

L-w,1C, ~w,C, =ve

g g mg - 2dv0 2d 2Da)om 2v0
w2 Yol= 27 o VoT T Vom0
0 0 0
WA T
w,1C. +w.C, =2v,e 9,
071 ™02 0 C =y %! C :V—O(z—w T)ewor
O T 1~ Yo ’ 27w 0 :
L-w,1)C, —w,C, =ve °, 0

Far t>1 gilt

2V —w(t-
X(t) = _wgz +vt Hv(t -1) +—Oe @o(t=1)

0 wO

Aufgabe 11

Zwei parallele, mit konstanter Winkelgeschwindigkeit Q rotierende Stangen
(Lange L) fuhren einen Rahmen, in dem ein viskos gedampftes Feder-Masse-Sy-
stem vertikal schwingen kann. Die Lange der entspannten Feder sei b. Man be-
stimme die Bewegungsgleichung der Masse m fur den mitbewegten Beobachter.
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TC(%_b)
—
N .

o

Absoluter Beschleunigungsvektor des Punktes A:
OA=L cos(Qt)e, +L sin(Qt)éy, a, = -LO% cos(Qt)e, +s n(Qt)éy}.
e t)=¢€,., €,(t) :éy, - w: =0.

FUhrungs-, Relativ- und CORIOLISbeschleunigung der Masse m:

g =ap; areI =084, Acor =0.
Schwerpunktsatz im bewegten Bezugssystem:
ma , =—c(q, ~b)é, ~dq,€, +mgée, +N€, +(-ma.),

mgq, = -c(q, —b) -dg, +mg +mLQ? cos(Qt),
0 =N +mLQ?sin(Qt).
Bewegungsgleichung:

mgq, +dq, +cq, =cb +mg +mLQ? cos(Qt),

g, +2Dw,0, + ,%q, = @%b +wg2 +L.n? cos(Qt)},

o
w02;:£' 2Dwo::g, nzﬁ.
m m W,

Partikularlésung:

Gy pare ) = + 5 +L0?V (1,D)cos(t ~$(1.D)),
0

. 1 . 2Dn
V(n,D):= , D):=arct .
(n,D) -2 +(@Dn)? ¢(n,D) arcanl_nz
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Aufgabe 12
Xc
|—>
Fosin(Qt) m C : c
—»

| 5

m B d
|
|
|

2m

r /\_/Zm

— =

Auf zwei abgesetzten Kreisscheiben ( innere Teilscheibe: Radius r, Masse m; au-
Bere Teilscheibe: Radius 2r. Masse m) liegen zwei starre Stangen ( Masse m).
Die beiden Kreisscheiben rollen auf einer horizontalen Bahn und den beiden

Stangen. Fur g =0 sei die Feder entspannt. Man stelle mit Hilfe des Leistungssat-
zes die Bewegungsgleichung des Systems in der Koordinate q auf.

Kinematische Zwangsbedingungen:
¢:9, X =30, Xxg =2q.
r

Kinetische Energie:

2

. 1 . 1 .
E,., ={0,0% +2mv 2} +§mxB2 UL

0. = Lmr? +1m(2r)2 ~ mr2,
S 2 2 2

5 . : 1 . 1 . .
Evin =qu2 +2mq2 +Em4q2 +Em9q2 =11mq2.

Leistung der Kréafte:
P =F,sin(t)x, —cx X, —dxgXg ={3F,sin(2t) -9cq -4da}q.
Leistungssatz:

E..=P -  22mdq ={3F,sin(Qt) -9cq -4dd}d,
Bewegungsgleichung:

. . F, . Oc 2d
+2Dw.g + w.2g = w2 —%sin(Qt), 2. = . 2D =,
g 0974 d=% 3c () % 22m e 11m
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Aufgabe 13
y
L L
m ------------ cb-S- ------------ 2h
g
R

S X 4 X

Ein starrer Quader (Masse m, Lange 2L, H6he 2h) soll auf einem Kreiszylinder
(Radius R) Rollschwingungen ausfuhren. Man bestimme die Bewegungsglei-
chung.

Ortsvektor und Geschwindigkeitsvektor des Schwerpunktes S:

[Rsing — R¢ cosp +hsin¢D Dhcos¢+R¢sm¢ m

r. =0 v 9,
AR cos¢ + R¢ sing +hcos¢@ s~ @thmgb +R¢ cosp 5
VSZ :(h2 +R2¢2)¢2.
Potentielle Energie:
Epot =-mg [, =mgy, =mg{(R +h)cosp +R¢sing}.

¢ =0 ist eine stabile Gleichgewichtslage, wenn die potentielle Energie in dieser

Lage einen Minimalwert hat:
[H2E

pot pot

Wa - Wa

Coot _ mg(-hsng +R dEp"t— R -h -R
dp _moChsng +Rgcosp), 5 =mo{(R ~hcosp ~Resing},

%72“% =mg(R -h) >0, - R >h.
d¢ b=

mg(-hsing” +R¢ cosp )=0 - tanp =_¢ .
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In dieser Lage wird
Xg =Rsing’,
also liegt der Schwerpunkt tGber dem Kontaktpunkt des Quaders mit dem Kreis-
zylinder. Ist beispielsweise h =R/3, so wird ¢ =1.32419 =75.9° und
W2 __ 0O

pot —_ .
=-1.1214mgR:
%dgbz % g

:¢*

¢ =¢" ist eine instabile Gleichgewichtslage.

Epot/(ng)

15 1.0 05 0.0 0.5 10 ¢ 15
h=R/3

Kinetische Energie:

1 m
Eyin :E(mVSZ +050°), s :§(L2 +h®),

_m 2 2 2,212
= _E(4h +L° +3R“p°)p“.

Leistungssatz:

By = Eporr  — 5 (407 412 +3R%%)p6 +mR%$° = -mg(-hsinp +Rp cosp ¥

Bewegungsgleichung:
~(4n2 + 12 +3R%92)§ +R%¢? +g(-hsing +Rp cogp) =0,

_3g(hsing - R¢ cosp) —3Rp¢ °
B 4h? +12 +3R%$? '

b

Fur h=R/3, L =R wird

p = (9/R)(SN$ — 3 cosp) - 3p¢ §
(13/9) + 3¢2 '

Mit
) ) d(...) d(..) _
0" R’ bt =1 dt b dr

Wo ()"
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ql-:¢' q2.:¢"
erhalten wir das System von nichtlinearen Differentialgleichungen 1. Ordnung
a, =d,,
, _sin(a,) - 3, cos(q) ~ 30,0,
2 (13/9) +3q,? '

Die numerische Lésung zu den Anfangsbedingungen (q,(0)=1.0, ¢,(0)=0) istin
der folgenden Abbildung dargestellt.

Aufgabe 14

Eine Masse m ist symmetrisch mit zwei Federn (Federsteifigkeit c, entspannte
Lange L) verbunden und wird bei Bewegung geschwindigkeitsproportional (nicht
symbolisch dargestellt) gebremst (Dampfungskonstante d).




B - 4.7 - Schwingungen mit einem Freiheitsgrad 282

Man bestimme die Bewegungsgleichung und numerisch deren Losungen fur die
Falle L, /b =0.5 (Feder in der Lage x =0 gedehnt: stabile Gleichgewichtslage) und
L,/b =15 (Feder in der Lage x =0 gestaucht: instabile Gleichgewichtslage).

. X
L:/\b2+x2, sina :E'

Bewegungsgleichung:

. . L )
mx = -2¢(L -L)sina -dx = 2c1 _TO)X —dx,

. L./b )
X :—woz(l—O/)x—ZDwox, %2::20, 2D %::g.
W1+ (x/b)? m m
Mit der Variablentransformation
d(.. d(...
w.t =T, ——2 =W =w-(...),
0 dt 0 dr 0( )

y,i=x/b, y,i=x'/b
erhalten wir das Differentialgleichungssystem 1. Ordnung:
Y, =Y,
, Lo/b

y, =-(- 5)Y1 ~2Dy,.
1ty

Darstellung der numerischen Losungen der nichtlinearen Differentialgleichungen
far zwei spezielle Falle:

(1: L,b=05 D=02 y(0)=1 y,(0)=0

1.0 i : ]

oy |

05 |

0.0 * S e ——

Y2 |

05| .
| | | i
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Y2

\ \ \ i \
-0.5 0.0 0.5 Y1 1.0

Phasendiagramm

(2: L,b=15 D=02 y,(0)=05 y,(0)=0

Y2

0.0 | A

| | | | i
0.6 0.8 1.0 12 v

Phasendiagramm
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Aufgabe 1

2

x4(0) - _ﬁxg v
X, ()

x,(0) =x,(0)=0 : _t ;o_

Zwei Korper (Masse m) sind Uber eine Feder (Federsteifigkeit ¢, Lange der ent-
spannten Feder L) miteinander verbunden. Bis zum Zeitpunkt t =0 wird der obe-
re Korper festgehalten und der untere hangt ruhig an der gespannten Feder. Zum
Zeitpunkt t =0 wird der obere Korper losgelassen, so dal3 beide im Schwerkraft-
feld nach unten fallen. Man berechne X, (t) und X, (t). Es sei c =8mg/L .

s
L _:_XZ(t) mX, =mg+c(X; =X, —L)

mg

| X, ()
T mx, =mg —c(X; = X, —L)
t>0
mg
C _g9 2 Xy +@y% (%) =X;) =9g,
— =8> =w.*, )
m L ° X, = w2 (X, =X,) = 7g;

2

Entkoppelte Bewegungsgleichungen durch Koordinatentransformation:

ql::xlzxz, 0= X, =X,
g, = Koordinate des Massenmittelpunktes d, =9,
g, = Kérperabstand d, +20,%0, =2w°L;
1 .2
q, (t) :Egt +Ct +C,,
q,(t) =C,cos(at) +C, sin(at) +L, W=2;

Anfangsbedingungen:
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mg 9

mg -c(x,(0)-L) =0 - X,(0) = +L :§L; X,(0) =0;

11(0) =2 0,0 +X,0) =L, 6,(0) = (%,(0) +%,(0)) =0,

1,(0)=%,(0) ~%,(0) = 0L, 4,(0) =#;(0) ~%,(0) =0,

Angepaldte Losung:

4 (t) = Sgt2+ 2L 0. (t) = = L cos(at) +L;
2 16 2*7 8 ’

1 17, 1 - 1

= = =" L += —L
Xy(1) =0y(t) + 5 a,(t) = o L+ gt? +-- L cos(a),
1 1 1
X,() = (1)~ a,0) = L+

1
t2 -~ L cos(at).
16 g 16 S(at)

Aufgabe 2

Dargestellt ist das Modell eines Fahrzeugs (Masse m, Massentragheitsmoment
©), dessen Schwerpunkt S sich nach dem Gesetz x/(t) =vt in x-Richtung be-
wegt. Die Endpunkte A und B zweier Federn (Federsteigkeit ¢c) werden auf einer
Kurve y=h(x)=hgsin(2rrx/L) gefuhrt. Die Federn sind entspannt far qq =0,
¢=0,y, =0, y; =0. Man stelle die Bewegungsgleichungen fur die Koordinaten
ds und ¢ auf, wobei angenommen werden soll, dai3 |¢|<<1 bleibt. Fur welche
Werte der Geschwindigkeit v treten Resonanzen auf?

b -
y ¢] :
g R c

mg

Bewegungsgleichungen:

mqg =-mg -F, -F
O ¢ = -Fgb +F ,b;

B!
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Fa=clds ~b#)-y,l.  Fy =cl(ag +bg) -yg],

: s +2Cag =g + Sy, +yg)
mdg =-Mg —2¢cqg +C(Y, +Yg), S m s m> A BV
1 — _oeh2 —v ) . 2cb? cb
Oy ¢ = —2cb“¢ +cb(yg ~Y, ) P+ ¢ =+—(Vg ~Yr)
Os %%
B _ vt -b _ Vot +b
Ya tYg =ho{sin2m )+sin(2mr g )},
vt +b v.t-Db

Yg ~Ya =hp{sin(2m

pr 0 :
) —sin(2m P )}

v
Q=219 [3::271E
A A

Ya tYg =ho{sin(@t - p) +sin(2t +p)} =2h cosBsin(t),
Yg ~Ya =hpo{sin(@t +B) —sin(2t -p)} =2h sin fcos(2t).

Resonanzfalle:

v | Vo,  2cb? l2ch2
290 = ;/2—0 Loy =2 ‘ZC; 2m-0 = ;2Cb Loy =M ;ZCb .
Aufgabe 3
X (t) |
= .
o a) F =c(L-q)

|
|
2 AL m M e Fe m
c

Zwischen zwei Fahrzeugen befindet sich eine Feder, die zum Zeitpunkt t =0 auf
ein viertel ihrer LAnge im entspannten Zustand zusammengedruckt ist. Die Feder
schiebt die beiden Fahrzeuge auseinander und l6ést sich von ihnen, sobald q =L
ist. Man stelle die Bewegungsgleichungen der beiden Fahrzeuge auf und berech-
ne ¢(t) und x(t) bis zum Ende des Federkontaktes mit den Fahrzeugen, wobei

X(0) =L sein soll.

2mx = —¢(L —q),

m +d) =c(L -q); 2ma =3e(t =)
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q+0,%q = @)L, %2::;‘;; q(t) =L +C, cos(w,t) +C, sin(ayt),

L 3 :
q(O):Z - Clz—ZL, q0)=0 - C, =0,
q(t):L{l—icos(th)}; O<t<T,

_ _n _
q(T)=L = wy T =5 = T=—.

.. 3 . L
2mx =c(q -L) = —CZL cos(wyt), - X = > ay? cos( t),

X(t) = —:a)osin(a)ot), X (t) :Z{S +cos(t)}, O<t<T.

Aufgabe 4

2m

s

In einem Rahmen (Masse 2m), der durch zwei Federn gestutzt wird, hangt an
einer Feder eine Masse m. Alle drei Federn haben die gleiche Federkonstante ¢
und sie sind fur x =g =0 entspannt. Man berechne nach der Methode von LA-
GRANGE die Bewegungsgleichungen fur die vertikale Bewegung der beiden Kor-
per im Schwerkraftfeld und die Bewegungsgesetze x(t) und q(t) zu den Anfangs-
bedingungen

x(0)=0, ¢(0)=0, x(0)=0, q(0)=0.

Kinetische und potentielle Energie:

Erin —E{me +m(x +q)“} —E(Bx +q° +2xQ).

E ot =;(cx2 +cx? +¢g?) —2mgx -mg(x +q) :;(2X2 +9%) -3mgx -mgg.
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oE, . : . oE, . oE
76'9” =3mx +mq, 76'“” =0, 7ap°t =2cx —3mg,
X X X
OE, . : . OE, . oE
Kin. — mx +mq, Kin =0, pot =cq -mg,
daq daq aq

Bewegungsgleichungen:

1 0

3mx +mg +2cx =3mg,

mXx +mq +cq =mg, 0

I]:DIQD:

3 10X0 2 OmxO . c
0 [M*w’0 MOFg00 2=
2 19 O 1fuQ

Partikularlésung:

X0 g B/20 mg 320
00 =0 0O—0 0O
@Q)artikular “o El 5 ¢ @818

Losung der homogenen Gleichung:
B 1ox0 2
0 w0
B 1fwQ i)
Eigenschwingungsansatz:
xO [@&,.0 X0 @, 0

O0=0 [Asn(wt+a), - 0O0O= — PO [Asin(at + 0),
@B B.H ]| B, H

2-3) -A &0 00 2-32 A0
O M0 0=00 detO =0,
B-A 1-A83,H @O0 B-A 1-AQ
(2-3A)(1L-A)-A%2 =202 -5\ +2 =0,

Eigenkreisfrequenzen und Eigenschwingungsformen:

1 ) 1 =
/\1 ZE’ /\2 =2 W, _\72600' W, =2 o).
%2-3?\[5 %a 10 00 2-3,
(= D 0 (B=1,2) a, =1 a,=— ",
H = H#.H 00 Ap
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@0 A0 e,0 [OlQ
U U=gd g 0O=0 0
R.5§ B8 B.5 5208

D(D Ml O
—D[{C cos(awt) +C, sm(a)lt))+D [ﬂC cos( wt) +C, sin( wt)).

0 O
@]Qwomogen E'D
Allgemeine Losung:

RN
+0 0

XO XO

oo=o0o

g @Qjartikular @]Q‘nomogen

XO mg /20 A0 01 0

O0=--—>0 O+rOC, cos(wt)+C,sin(awt)) +0 [QC cos( wt) +C, sin( wt)).
mE ¢ B10 Ag 528

D.B DE{ (wt) + t)) + Blﬁ in( wt) + )
= w, 0(-C,sin C,, cos( C,sin C, cos( af)).
mE 3O “ E “ 525 ° E ‘

Anpassung an die Anfangsbedingungen:

00 mg320 30 010 oo oo 0l O
O0=->0 OrgC, +0 €, O0w0C, +w,0 [C)

M5 ¢ E10 35 528° ©I 64 F2g*

_ 4mg _ _ 1mg _
Cl - _gT, C2 —0, C3 - _ET, C4 —O.

Spezielle Losung:

B 4 2 1 = .0
X0 mg —gcos(\— Ot)—gcos(\Zwot)D
o O=— [
moE © I tD

5’1 3cos( w,t) 3cos(v w;t)
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Aufgabe 5

Im Endpunkt A einer Feder (Federsteifigkeit c) ist Uber einen Faden der Lange L
eine kleine Kugel (Masse m) gehangt, die in der vertikalen xy-Ebene Schwin-
gungsbewegungen ausfuhren kann. Dabei wird der Faden reibungsfrei durch ei-
nen Ring im raumfesten Punkt O gefuhrt. Die Feder ist fur ¢ =0 entspannt. Man
stelle die LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen fur die Koordinaten r und ¢
auf.

Kinematische Zwangsbedingung:
h-&+r =L - é =r +h -L.
Kinetische und potentielle Energie:

21 o 1 o 2.0
Ekin—Emv —Em(r +reg-),

21 o _1 N2
Epot—ch mgrcos¢—Ec(r+h L)< —mgr cosp .

Terme in den LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen:
OE, . : oE, . oE

Sohmi, o M=mrg?, —B% =c(r +h -L) -mg cosp;
%:mrqu, %:o, aEi'oot:mgrsintll;

Y Y o¢

LAGRANGEsche Bewegungsgleichungen:

mr —mr¢? +c(r +h —L) -mgcos¢ =0,

mr2¢ +2mrré +mgr sing =O0.
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Dimensionslose Darstellung fur die numerische Losung:

':L 2':£ 2':g :E =
¢ L W, et ya,“: L n R Wt =1
d)_ , d0_ ., .

E_wo dr _'wo()1

& =89’ +& +n -1y cosp =0,
9" + 288" +yésing =0.
Umformung in ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung:
0:i=6  0yi=9,  0zi=&, q,i=
4, =0,
a; =4y,
q; =0,0,% —(a, +n -1) +ycos(g,),
a, = (2050, +ysin(g,))/q;.

q1(7)
0.85

0.80

\ \ \
0 10 20 30 T 40

Spezielle Werte und Anfangsbedingungen fur die numerische Losung:
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L =2m, h =0,5m, ¢ =100N/ m, m =1kg,

_mg

h
=" -9,25, M =0,049,
1 L 4 L

q,(0)=1-n, q,(0)=m/3, q5(0)=0, q,(0) =0.

Aufgabe 6

Flr das aus einem starren Rahmen (Masse 2m) und einem starren Stab (Masse
m) bestehende System mit zwei Freiheitsgraden bestimme man die kinetische
Energie und die potentielle Energie sowie die LAGRANGEschen Bewegungsgleich-

ungen. Fir die numerische Lésung setze man k = 2cL2.

Yy —
L m L
C
m [P m
L q

Federn entspannt

Tragheitsmoment des Rahmens:

o, :im(zl_)2 +mL?2 +im(2|_)2 sm5L2 =29m 12,
12 12 3
Kinematische Zwangsbedingungen:

Xg =-Lsing +qcosg, Yg =L cosp +qsing,
Xg =(-L¢ +q)cosp —qé sing, Y =(1¢ +q)sinp +gp cog ,
Vg? = (-L§ +a)* +(ad)*.
Kinetische und potentielle Energie:

1,21 2,1 2 7 2,2 1 2
Ekin_EOOd’ +§mvS +§@s¢ —EmL¢ +§mvs,

1 . 1 .
= = 4mL%¢? +§mq2 +§mq2¢2 -mLq¢.

Y I
Epot—§k¢ +§c(q L)“.
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Terme fur die LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen:

OE,. OE, .
——Kin =gmL2$ +mq%p -mLq, —kin =,
op oM ¢ +mq“g —mLq o0
OE,. _ 9E, .
—Kin=mg -mLg, —Kin =mq¢?,
aq daq

Bewegungsgleichungen:
8mL2¢ +2mqqgé +mqg3p -mLg = k¢,
mg -mL¢ -maé? = <(q -L).

Dimensionslose Darstellung:

k c d d .
e 20,2, o= wy?, é:E, Wyt =1, d(t) :wod(r) =aw,()';
(B+&%)p" —¢" = -2 ~2&E P,

—p" +&" =1-¢ +5p 2.
¢,,=1-2¢-E+€¢'2-2EE¢'

7+ &2 ’
. _1-2¢-E+&p'% - r
g = ¢ 5754’;2 2L FEP2—F 41,

Umformung in ein System von vier Differentialgleichungen 1. Ordnung:
Y1 =Y
Y5 =Y,

2
_1-2y) —y, HYL.Y5T T2V, f(y.)
7 +y22 ’ i

Y3

y, = f(y,) +Y,y5° -y, +1.

Anfangsbedingungen:
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¢(1)

1.50

1.25

1.00

0.75

0.50

Aufgabe 7

Ein Halbkreiszylinder (Masse m,, Radius R) und ein Stab (Masse m,, Lange 2R)
sind in A gelenkig Uber eine Drehfeder (Federkonstante k) verbunden.
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Der Halbkreiszylinder kann auf einer horizontalen Bahn (x -Achse) rollen. In der
Lage (¢ =0,y =0) sei das System in einer stabilen Gleichgewichtslage. Man be-
stimme die Bewegungsgleichungen des Systems.

Kinematische Zwangsbedingungen:
X, =R¢, y, =R,
Xs =R(@-Asng), ys =R(@-Acosp),
1 1
Xg =R(¢ +siny), Yg. =R +cosy).
2 2
Daraus folgt:

X, =(L-Acosp)Rp, y, =ASmpRp,
1 1

Xs =R(p+fcosy), 'y =-Rgsing, v
2 2

Massengeometrische Gréfden:
4 1 2 2_,1 o 2 1 2
A= — 6. =—m.R“-m.(AR)* =(= -A*)m R~, 6. ==—m_R".
3’ S 21 1( ) (2 ) 1 S; 3 2

Kinetische Energie:

g =(L 2 -2 cop )R 2;
2
S

=(¢* +P? +2¢y cosy)R?.

1 2 ; 2 2 2
Ein = 5{Myvs +65 0% +myvg +65 ¢},
m, =m, m2 =am,

f{( +a —2A cosp )p 2 il w +2a¢y cosyImR?.
Potentielle Energie:
E pot =M QYs, *My9Ys, "';k(ll’ -9)?,
Kk =:fmgR,

E o ={1+a —-Acosp +a cogp +'§(¢2 +L/J2 =20y )ImgR..

Fuar kleine Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage gilt
E . :i{(ﬁ+;\)¢2 +(B —aW? -2BpwImgR +const..

Mit

2 2 2E

0°E 0°E
C,..= POt — (B+A)MgR, C..:= pOt— a)ngR, c,.:= pot _ _ R,
177 g2 (B+A)mg 22"~ 52 (B-a)mg 12~ 540 pmg

ist fur die Stabilitat der Gleichgewichtslage (¢ =0,y =0) erforderlich:

2
€;;>0, ¢,,>0,  c¢yC,y, —C,° >0.

Daraus ergeben sich fur die Parameter a und S die Bedingungen
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Ba .

B-a
Terme der LAGRANGEschen Bewegungsgleichungen:

E E

aag“ ={( +a 24 cosp)p +aui cosy ImR?, aa;'n = Asingg “mR?,

OB _ 40 . %, ingdy

“Tkin — 2 —_Kin. = — ?
o0 { 3 Y +ag cosymR <, o asinggymR<,

B>a,

d [PEy {( +a —2Acosp)p +ay cosy +2) simpg 2 & sinpy 2ImR2,
dtiop H

d EB klnD 4a 2
o B 5 W +ag cosyp —a singgymR<,

% por ={Asing +B¢ -pYImgR, a3 ={-asny + By - BFmMIR;
00 g |

Bewegungsgleichungen:

(2“’_2)‘ cosp)p +ayi cosy +A sinpg Z o simpy 2 :_g@ sy B9 BY),

o U+ ad cosy —asinggy = =2 (-asing +By ~Bp).

Dimensionslose Darstellung:

_. R d)_ 9d0_ g,
t_"\/gr’ dt \R dr \sRO'

a;,¢" +a W" =b,,
a,,0" +a, Y =by;

3 4q

a :5+a—2)tcos¢, a, i =a cogp, a,, =—;

11°
by:= -Asingg'® +a sinpy ' A sinp B +By,
b,:=asingg'y' +asny -pY +pB¢.

o" = ba,, ~bya;, W = b,a,, -ba,, D=za . a. -a. .2
D ! D ! ) 11722 12 -

Umwandlung in ein System von Differentialgleichungen 1. Ordnung:
d:=¢, A=, q3i=¢’,  q,=yY
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d; =05,

a, =0y,

q; =(ba,, -bya;,)/D,

q, =(ya,, -ba;;)/D.
Zulassige Parameter (beispielsweise):

a=14, B=4.
Anfangsbedingungen:

I
©

qlzo! q2:7T/8, q3 =0, q4

Aufgabe 8

Zwei starre Stangen (Langen: 2L, Massen: m;,m,) sind in ihren Schwerpunkten
gelenkig gelagert und mit Drehfedern (Federkonstanten: k;,k,) verbunden. In der
Lage ¢ =0,y =0 sind die Federn entspannt. Man berechne die Eigenschwin-
gungsbewegungen des Systems.
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Kinetische Energie und Massenmatrix:

= 1, my(2L)%02 +m, (L9)? + m, (2LY2@ +)?Y,

Ekin 2412

1.1 .4 2 1 12 o
Eyin :5{(5”‘1 +§m2)|_2¢2 +§m2|_2(¢;2 *204)},

im, L% - m m, L2 H 10
din = o2 (UpP + g +20u)), pr=4 +—1; ml=—2"-0 0O
2 3 m, 3 A 17
Potentielle Energie und Steifigkeitsmatrix:
1 1 k 1 0O
Epot ZE(k1¢2 +k2w2) :Ek1(¢2 +yw2), V: :k72’ [C] :klg) E
1 y
Bewegungsgleichungen:
o 10$0 o Om$0 00 . 3Kk,
0 MFtw, 0 mDO0=00 ARSE 5
B 1595 ~ ® ydwE 00 m,L
Eigenschwingungsansatz:
®o >0 -~ 1 00 m 10,0 OO
O =0 [Asn(at + a), W=\ Awy; - M A0 O O=00
WE B.H [ vg @ 1§R.H 00
Q-pA -2 D 2 _,2
det [ O=@-pA)y =) =A% =A% -1) AQ Huy) v =0,
B-A y-AE
- | 2
_Atuy)F A-py)” 4y _ _
Mo 2D e = Ae, @ ba
Eigenschwingungsformen:
A
a,, =1 a,, :y_"/\ : a=12.

Aufgabe 9
Zwei starre quadratische Platten (Massen m,4m) sind gelenkig gelagert und tber

ein Federpaar (Federsteifigkeit c =mg/L) miteinander verbunden. Man berechne
far kleine Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage ¢ =¢ =0 die Eigenkreisfre-
guenzen, die Eigenschwingungsformen und die [m]-normierten Eigenvektoren.
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m
2L P
'-74;7'-
c c 9
U \
2L ®
dm

Federn entspannt

Kinetische Energie des Systems und Massenmatrix:

20

1 o 1 o
Eyin —590(1’ +§@A¢’ '
m 2 2 2_9 .2 4m 2 2 2 2
o.=—{2L) +(2L)°} +mL° =—mL"~, e, =—{(2L) +(2L +4mL- =——mL*~,
b =15 {(@L) +(2L)) > A =LY +2L)) .
. . 1 0O
E,. :lmL2(§¢2+@¢2), [m]:§m|_zm O
kin 2 3 3 3 0 4F

Potentielle Energie des Systems und Steifigkeitsmatrix:
— _ 1 2,1 a2
Epot = mgyS1 4mgyS2 +EC(L¢ +Ly) +EC(_L¢ Ly)<,
Yg =-Lcosp, yg =b +Lcosy,
1 2

E ot =MgL{cosp —4cosy +(¢ +J)?} +const.

0°E O°E 0°E
= =mgL, c,, =% =6mgL, ¢, = P>
oy dpow
$=p=0 p=p =0 b 0

d 20
[c]=mgL DO 0
2 6

=2mgL,
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Bewegungsgleichungen und Eigenschwingungsansatz:

1 0m$0 343 20$0 OO $0 @0
] n D+—D (0 =00 O =0 [Asn(at + a),
M 4090 Ol @2 e6HOwd MO @O B.H

1-A 2 &, 0
w? =239 0 M O=0,
SL 2 6-4A3,H

Berechnung der Eigenkreisfrequenzen und Eigenschwingungsformen:

a-A 2 0O _
det ] 0=0, R@-2a+i=0, A, =21
2 6-4AF 2 2 ! 4

w =036 /g/L, @ =117 g/L.

0 O 1 D &,0 O 1 D @, 0 g1 D
0 0=0 - 0 0=(Q 0 0=0Q
B A 1)/25 EPIE| 50395 EPIE} @3645

Normierung der Eigenvektoren bezuglich der Massenmatrix:

0 010
{a},"[mi{a}; =¢5;, f{a}, = ,BlD {a},=B0 O
g 0.645
e OD]] 10
B2L -0,39)2mL20 0=1, -  B2,683mL? =1,
3 4@—039@
a ODDl O
B,21 0,64]2mL20 0=1, -  [,24,401mL? =1,
S 4@6@
1 00,6110 1 [0,4770
{ay, = — O 0 @, = — -0 O
' LVm 50,2385 > LJm g,3055

Aufgabe 10

Eine starre quadratische Scheibe (Kantenlange 2L, Masse m) ist in den vier Eck-
punkten A, B, C und D mit Federn verbunden. Unter der Voraussetzung kleiner
Verschiebungen des Schwerpunktes S

u., =L¢, Uy =Ln, <<1

Sx S
und kleiner Drehung \q’)\ <<1 berechne man die Eigenkreisfrequenzen und Eigen-

schwingungsformen der Scheibe. In der Lage é=0,n=0,¢ =0 sind alle Federn
entspannt. Man setze
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c, = 201, Cy :301, C, :4c1.
y c
D T 3
W | c
C4 | m
L [
[
- ¢ — — —
S " X
L :
| €2 b
A ) L | L C -

Kinetische Energie und Massenmatrix:

_1 20 2 52 1 2 . 2 o
Eiin = 5IMUg, ™ +Ug ") +6507, 0 =, m(4L% +4L%) =mL?,
@1 0 00
Eyin =5 ML(E" +n7 +267), m]=mL’® 1 OO
B 0 2/3H
AL, :Auslenkung der Feder im Punkt P, P: A,B,C,D

ALP::éP Eﬁp.

éP:Richtungsvektor der Feder im Punkt P

Berechnung der Verschiebungsvektoren der Eckpunkte:
M, (0) +U, (t) =1, (t) =dg(t) +SP(t), - Up (t) =lg(t) +SP(t) 1, (0),

sing =¢, cosp =1,

. 0é0 pOLsng-Lceosp O FLO  [E+¢0
i,=0 O+O . 00 kLO O
HnE Elcosp-Lsngd GLE [@H-¢H

~ Lé0 dhcosp+Lsngg b o E+¢O0
Ug=0 +0O | -0 C=LO O
AnE dsng-Lcospd GLEO MEH+¢0
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_ [é0 dhcosp-Lsngp O —¢0
U. =0 O+ (O -0 D~LD 0
HnE B-sng+Lcospd OG-0 [+oH

0.é0 FLsng -Lcosp 3L [E-¢0O
Uy, =0 O+O -0 =LO O
fAnd ELCOS¢ Lsng § BL B @H-¢8

Berechnung der Federverlangerungen:
AL, = +éy W, =L(n-9),
Alg =—€ [ig =-L(¢ +9),
AL, = —éy W, =-L(n+9),
ALy =+€ Wiy =L({-9).
Potentielle Energie und Federmatrix:

_1 2 2 2 2
Epot——{cl(ALA) +C,(ALg)" +C (AL )" +c,(ALy)7D,

E sot fC LA -9)” +2E +9)? +30 4)* +4€ )%},

13 0 -1
D 0
E =1c L2(6&% +4n° +1092 +4n¢ -4¢ ), [c]=2c,L?00 2 10
pot 2 1 1 5 0
B1 1 5§
Berechnung der Eigenkreisfrequenzen:
(B-A 0 -1 U
2c, O O
det(c] -w’[Mm]) =0, @ =A"21  detdO 2-2 1 O=0,
m O O
- _2
H-1 1 5-3AH

f(A) = -2A% +25A2 =811 +75 =0,

L ] I | ]
f(A)
50 L ‘ . : , |
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Aufgabe 11

A, =1.67977, A, =2.77481, A, =8.04542,
w =2 */C—l' w, =1.8329 C—l =2.3558 C—l =4.0113
boA Ai'\ﬁ“m' C ‘m 2T 'm 4T |
Berechnung der Eigenschwingungsformen:
[(B-A 0 1 Ua 0 g
i M0 Oon
o 2-A 1 Ua,b=ro0 (i =1,2,3)
0 ' M<0 OQ
H_l 1 5_%}“%35 iy=
a0 o 1 o O o1 o O o 1 0
0-0 o o 00 o o 00 o 0
2, 0=034.12270 [&,U=m29060 [&a,U =00.83460
<0 0 <0 0 <t n 0
@35 F1.3202 A @352 [.2252H @3@ [5.04548
G_)2
B3
©, _2 ALk
/\ A O3
- - =
d) 1 \,1¢2

<
\'m’

Der Rotor eines Motors (Tragheitsmoment ©,) ist Uber zwei Wellen (Torsionsfeder-
konstanten k, ,k,) und zwei Zahnrader (Tragheitsmomente ©,, ©,) mit einem Ro-
tationskorper (Tragheitsmoment ©,) verbunden. Man berechne die Eigenkreisfre-
quenzen und Eigenschwingungsformen dieser Torsionsschwingerkette mit drei
Freiheitsgraden.

Kinematische Zwangsbedingung fur die Zahnraddrehungen:

ne, =19,

A

2

5 =0g .
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Kinetische Energie des Systems:
Evin = ;{el‘i’lz +0,0,° +52$22 +00.%,
Ein = ;{@1¢12 +(6, +0’252)¢22 +040.%,
6, ::z9lmR2, e, +a2@2 ::192mR2, Q, =9 3mRZ,
EByin = msz{ﬁl b2+ 4,7 9§ 5%
Potentielle Energie des Systems:
E o = 21,8, ~0,)% +K, (0, 6 ,)7)
E ot =;{k1(¢2 ~6,)% +K, (@, —ag ,)%,
k1 =:y1k, k2:= y2k,
E por = U482 +0,2 ~20,8,) +1,(a%6,7 492 20 p )}

Massenmatrix und Federmatrix zum Koordinatenvektor {q}' =[¢, ¢, 9,1

H 0 o0 0 - o O
251 O 0 " 0
ml=mR*Co 9, OF 1=kBy, n+ay, -apl

Eb 0 7935 HO -ay, yzH

Frequenzgleichung und Eigenkreisfrequenzen:

— PIm]) = = K
det([c] -w’[m]) =0, o A

3’1 — A9 B 0 S
detg -y, oyt o Y, = A9,  -ay, S: 0
H 0 —ay, Vo~ )“935

A —ar® +bA =0,
_ V958, +38,) +y ;5,6 , % 3) bi= ViYo(3 + 9, +012193)
995 995

1 1
A =0. A= (a-na®-4b), Ay = (a+a’ -4b),

3
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- — 7 K _ 7 k
WO = A gz AT A e

w, =0 entspricht einer Starrkdérperdrehung der Schwingerkette.

Eigenschwingungsformen:

9{1 B Aﬁﬁl R4 0 %‘1% %)S
0 _ _
A oy, -8, -ay, %ZS _E@% B=123
0
5 0 -ay, Vo = A, %ﬂm DE
V. — A ay.a
A =L Byp T P, A3 = fAZ(? '
Y1 Y2 = gV3

Far A, =0 wird insbesondere
o
00
{a}(l) = EL% - ¢2 :¢11 ¢3 :a¢1 (Starre Dl’ehung),
Efs

Allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems [m]{q} +[c]{g} ={C}:
0 g

o 00 3
0= |
20 Bl chllt + C21) * Zz{a}(ﬁ) (Clﬁ cos(a)ﬁt) +C2[3 S n(wﬁt)).

st @

Far die Anpassung dieser Losung an die insgesamt sechs Anfangsbedingungen
¢,(0), ¢,(0), ¢,(0), ¢,(0), ¢;(0), ¢,(0),

stehen sechs Konstanten zur Verfugung.

Wenn auf den Rotor des Motors das Antriebsmoment

@-t/T) fur O<t<T
M(t):%wo
H O far t>T

wirkt, lauten die Bewegungsgleichungen des Systems
M(t)O
. O O
[mHa} +[c{a} ={K()}, {K(®)} =E 0 S
B0 B
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Wir setzen nun voraus, dald die Eigenvektoren bezlglich der Massenmatrix nor-
miert sind, also die Bedingungen

@, mKad, =3,

), lclal ; = 0,235,

erfullen. Mit den Hauptkoordinaten
n
a=1
lauten dann die Bewegungsgleichungen
G, +w,%q, ={a}, "{K®)} =K, ().

Bezeichnen wir die jeweils erste Komponente der normierten Eigenvektoren mit
a,,» so erhalten wir die folgenden Bewegungsgleichungen:

L t
G, =a; ;M@ _?)’

o t
d, +w,%a; =a,,M (1 _?)'
. t
RE! +w32q3 =a,;3M,@ _?)'
Die allgemeinen Lésungen lauten:
. t2 3
q, =C, +C,t +a, Mo(2 6T)
* _ . a12 t
q, =C;cos(w,t) +C, sin(w,t) +FMO(1 —?),
2

« . a t
0, = Cy cos(w,t) +Csin(awyt) +ﬁMo(1 —?).
3
Daraus folgt

x t2
g, =C, +a; Myt _T-)’
= —C,w, sin(w,t) +C, w, cos( wt —iM
d, (aw,t) +C, , cos( wit) 2T
= —C w,sin(ayt) +C, w, co t—iM
Ay (awst) +Cg g cos( wit) T
q,(0)=C,, g,(0)=C,,
. a . a
dx(0)=C4+ 5 My, q2(0)=C4w2—%M
2
. a . a
_ 30 - _ 3
q3(0)—C5+ﬁMo, G4(0)=Cow, - 1T|v|

3
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Mit den Anfangsbedingungen
$,(0)=0, ¢,(0)=0, (i =1,2,3)

erhalten wir fur die Hauptkoordinaten die Gleichungen

3 3
S {a},9,(0) ={0}, S {a} 4 (0) ={0},
a=1 a=1
{a},C, +{a},(C, +Z1§Mo) +a),(C, +21?§Mo) ey
2 3

a a
_ %o _ %3 _
{a},C, +{a},(C,w, @,2T Mo) +Ha}s(Cows @, 2T Mo) ={0}-

Daraus ergeben sich die Integrationskonstanten
C, =C, =0,

Aufgabe 12

Fuar das viskos gedampfte System mit zwei Freiheitsgraden berechne man die Ei-
genschwingungsbewegungen und die Frequenzdiagramme fur Amplitude und
Phase bei harmonischer Anregung.

PWWHT AW
q [I ﬂ F cos(Qt)
d od
01 q

2

Bewegungsgleichungen:
mdl = _qu _dql +)'C(q2 _ql) +&(q2 _ql);
pmd, = -ye(g, —q,) —a(a, —q,) +F, cos( ).

2._C ._d _ d( _  d(
w?2="  2Dwi=, t=g Y=gV
" m 0" 'm W=E g T %ar

Q F F

m=—, fu=—095=-29

w, maw?® ¢

d, =-d, —2Dq; +y(q, —q,) +32D(q; —q,),
Ha; =-y(d, —q,) —42D(q; —q,) + f, cos(n1).
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1 O[H]"D A+o oW, 0 d+y —VEmlm D 0 D
D +2D0 O+ O

il
H@EE B-6 OoH8,H By v@z@ Efocos(m)ﬁ

Losungsansatz fur das homogene Differentialgleichungssystem:

0,0 B0y 2 +2D@A+d)A +y +1  2DéA -y 03,0 00
Do=0r , - O M =00
M8 B2H H -2DéA-y pR +2Do) +yHRL,E B0
2 +2D@A+0)A+y +1 2D -y O
det] |:|:0,
H -2Dd-y pX +2D3A +yH

LAY +2D(0 + p(L + ) A +(4D?5 + L +y) +)) £ +2D(y +J A+y =0.

Wenn D klein genug ist, erhalten wir zwei Paare konjugiert komplexer Eigenwer-
te:

. AaT AT .

Ay Ay Hidgy  ~ € =€ 0 {cosh 1) +isnG .7 ),
A :’\1(r) +M1(i)’ Ay =A 1(r) ~iA 1G)’
A3 = Az +idgsy,s Ay FA g0y 71 54y

Fur die entsprechenden Eigenvektoren gilt:
A 2+2D(L+3)A +y +1
a, =1 a, =@ (dL+0)A, +y +1
a 2a 2DOA+y

_ —r al?q
a, =1, a,, =r,e’.

Damit erhalten wir die folgende komplexwertige allgemeine Lésung des homoge-
nen linearen Differentialgleichungssystems:

qu(T)D 4 .

Der Realteil lautet
ml(r)m N U D cos(A;)7) S+C 0 sin(Ayr)
@Z(T)E éc H, cos(AyyT +61)H Elsm(/\l(l)r +¢1)%
H D cos()\3(I ) O O sin(A3(i)T) (0
+e’ 30 vc,O0
g @3005(/\3( \ +¢3)E @Bsn(/\s(i)r +¢3)
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Spezielle Werte:
u=y=0=1, D =01
2% +0,6A% +3.040% +0,4) +1 =0,

A, =-3.81966 1072 +i6.168525 10*,
A, , =-2.618034 10" +i1.596713,

r, =1.61803, ¢, =0,
r,=0.61803, ¢,=-T
u=y=0=1 D =05
A +323 +44%2 +21 +1 =0,
)\1’2 =-1.909830 10! +i5.877853 Dlo_l,

Ay, =-1.309017 +i9.510565 10",

r, =1.736547, ¢, =7.972062e-2,
r, =0.61803, ¢, =-T.

Fur grofRere Werte des Dampfungsmal3es D kdnnen sich zwei reelle und zwei
konjugiert komplexe Eigenwerte ergeben oder aber auch vier reelle Eigenwerte:

p=y=56=1, D =10
A +623 +7)% +4) +1 =0,
A, =-3.819660 10" +i4.858683 10",
A, =-5.598630 107,
), = -4.676205,

u=y=0=1, D =20
A* +122°% +19)% +8) +1 =0,
A, =-2562714 107,
A, =-3.149040 107",
A, =-1.212960,
/\4

= -1.021586 0.

Zu reellen Eigenwerten gehtéren dann exponentiell abklingende Losungsfunktio-
nen.
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Eine Partikularlésung des inhomogenen Differentialgleichungssystems bei har-

monischer Anregung
1 o, 0 d+6 -o09;0 d+y -yd9,0 00O

0 [0 0+2D0 0 O+0 M O=Red &'
HEESH §-0 OfM¥,H O-v VvOd,H HoH

erhalten wir mit dem Ansatz

@, O 0
0o'g _ReEAl@'”T
@Z%art %ZE

Das fuhrt zu dem linearen Gleichungssystem fur die komplexwertigen Konstan-

ten Kl und KZ:

0 2[1 (0]mi 1+ 5D g+y -ytdA, 0 00O
N0 O+i2Dn0 =0 O
O 0 wuB -0 5@ E-v y B H HoH
[B. EDA]D DO
Dill 12DD 0= O
%12 22%2% @foﬁ
B., B,,0 3Fn?+1+y +i2Dn1 +o -y -i2bnd U
Dﬁll 71252D’7 y n( ) y n 0
B, ByH H -y —i2Dnd —ur? +y -i2D ndH
- B. _ B.
A =- 12 2o AyEo o
Bll 22 (Blz) 511822_(512)

~ _ i @ - o
Al—leOe 1, A2—R2f0e 2,

Wir werten nun diese Formeln fur den Spezialfall
u=y=06=1 D =01
aus, zu dem die Eigenwerte
A, =-3.81966 107 +i6.168525 10,

Ay, =-2.618034 Mot +i1.596713,

des homogenen Systems gehdren.
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Eigenschwingungsformen:

1.5 S
S8z

1.0

0.5

4




B - 4.8 - Schwingungen mit mehreren Freiheitsgraden 312

Ro

Phasenwinkel-Frequenzdiagramme

®q
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Aufgabe 13

Fosin(Qt)

Zwischen zwei horizontal beweglichen Balken kann eine Kreisscheibe rollen. Alle
drei Korper haben die gleiche Masse m. Man bestimme die Bewegungsgleichun-
gen mit Hilfe von Schwerpunkt- und Momentensatz und berechne X, (t) und x,(t)

mit den Anfangsbedingungen x,(0) =x,(0) =0, x,(0) =x,(0) =0.

Freikorperbild:

<—.
CX4q T . H
> 1
mgy In, M5
1
Hy [N,
-~ FosSin(Qt) H,
: it > N,
A
o £
Schwerpunkt- und Momentensatz:
mx, = —CX; +H1,
mx,, =F sin(Qt) -H,,
mx, =-H; +H,,
;mrziﬁ =-Hr -H.r.
Kinematische Zwangsbedingungen:
X, =X, +ro
1 3 d . 1, . . . 1. .
: : > X, = (X, +X,), rg =—(x, —=x.).
X, = Xg ~I; 3 2( 1 %) ¢ 2( 1 7%5)

Daraus folgt
m(x, +X,)=—2H, +2H,,
m(i&l —5&2) =-4H, -4H,,
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mit den Reaktionskraften
H, =mx, +cx,, H, =F,sin(Qt) -mx,,.
Elimination der Reaktionskrafte ergibt zunachst das Differentialgleichungssystem
3mx, +3mx,, +2cx, =2F,sin(Qt),

Smx, —5mx,, +4cx; = -4F sin(Qt),

und daraus erhalt man durch Elimination zuerst von 5&2 und dann Xy die Diffe-

rentialgleichungen

. 11c 1 F,
X, +--—x, =——-9¢n(Qt
1 15m™1 15m (),
. 1 . 8 F
X, = ~Ogn(at
27 11 "1 11 (42).
Mit
F
woz::Ei, fo::—i—o,
15m 11 c
wird

. T T
X, Wy X, = wy=fosin( Q).

Berechnung der Partikularlésung:

— A v — _O2A 2 2\A =y 2
X1 part =Asin(Qt), X1 part =-Q“AsSn(Qt), - (—Q° +wy)A =w,
f
A=_0, n:=£, Q% w,.
1-n W,

Allgemeine Losung der Differentialgleichung fur x, (t):

f
_ . 0 .
X, (t) =C, cos(w;t) +C, sin(wjt) +1_ '72 sin(Qt),

X, (t) = —w,C, sin(ayt) + @C,, cos( git) +1_f‘,)72 Qcos(Qt).

Anpassung an die Anfangsbedingungen:

x,(00=0 -~  C, =0, x,(0)=0 - C,=- 0.

Spezielle Lésung x, (t):

f
X, (t) = 1_272 {sin(Qt) - nsin(w,t)}.

Die zweite Differentialgleichung

. 1 . 8F
X, = X ~Ogin(ot
2 11l 11m (),
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liefert:
X, = 1>'< 8 Fo —0cos(2t) +C,,
27 1171 11mQ
F
X, = 1 8 2sm(Qt) +Ct +C,.

2 11111;2

Die Anfangsbedingungen x,(0) =0, >'<2(0) =0 werden erfullt, wenn

_ 8 F
=0
3711 mQ 4
gesetzt wird, also ist
X,(t) =~ (t) + 2{-Sln(Qt) +Qt}.

111

Fur die graphische Darstellung der Lésungen setzen wir
.- 0 .
L:=—, T:=wyt.
Damit wird

L L
X1(0)= 1y (SnT —sin@0)

2(r>-1§r O+ Rl Sm(nr)]D

Xo(1) =X5(0) + 2 (x,(7) +X,(0)).

Fuar den speziellen Wert n =2 erhalten wir

0.10 ‘ i i
7X1/L

0.05

0.00

-0.05

-0.10 \ \ \ \ ‘
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Aufgabe 1

Zwei Kreisscheiben bewegen sich reibungsfrei auf der xy-Ebene mit konstanten
Translationsgeschwindigkeiten auf Kollisionskurs. Zum Zeitpunkt t =0 stol3en
sie im Punkt B zusammen. Man berechne mit Hilfe der NEWTONschen Stol3hypo-
these die Translationsgeschwindigkeiten unmittelbar nach dem Zusammenstol3.

m,

Vi

X2

Unmittelbar vor dem Zusammenstol3 (Exponentmarke: -) haben die beiden
Kreisscheiben die Geschwindigkeiten

X" =vy, X" =V,
Unbekannt sind die Geschwindigkeiten unmittelbar nach dem Zusammenstol3

(Exponentmarke: +): x,* und x,".

Wahrend der infinitesimal kurzen StoRdauer At wirken in den Kontaktpunkten
B, und B, die inneren Wechselwirkungskrafte

F, =K, Fol

wobei K(t) unbekannt ist. Der Schwerpunktsatz liefert fir die beiden Scheiben

= —K (t)A,

wahrend der Sto3phase die Gleichungen
mlxlz—K, m,X, =K.
Wir integrieren diese Gleichungen uber die kurze Stof3dauer At und erhalten

m, (X" =x7) ==,  m,(X," -x,7) =k, K: :IK(t)dt.
At

Das Ergebnis lafdt sich als Impulserhaltungssatz formulieren:

- e .
m, X, +mox," =mox, T +mox, 7

- C o, _
m, X, " +mx," =myv, -m,v,,

Es reicht aber nicht aus, um die Translationsgeschwindigkeiten x,* und x,* zu
berechnen, weil der Kraftstol3 k nicht bekannt ist.

Die noch fehlende Gleichung erhalten wir aus der NEWTONschen Stol3hypothese,
die pauschal etwas aussagt Uber die Anderung der Relativgeschwindigkeiten der
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Kontaktpunkte senkrecht zur gemeinsamen Tangentialflache der Kdérperoberfla-
chen in den Kontaktpunkten:
— — 4 — 4 — — — —_ —
nivy, -V, )=-¢n -V ).
g, ~Vg ) Wy, ~Vg)
Dabei ist ¢ die Stol3ziffer (0<e<1); £=1 entspricht einem vollkommen elasti-

schen und £ =0 einem vollkommen unelastischen Stol3prozel3.

Hier ist n :éx und deshalb wird

X, =x, " =—e(~v, V).

Aus den beiden Gleichungen
- C o4 ~
MyXy " FMyX, " =MV My,

VI R
X X, =E(v, +v,),

2 1
folgt nun
ot :V1(m1 —&m,) -v, (1 +e)m,
1 b
m, +m,

o+ = v,d+&m, -v,(m, —em,)
5 :
m, +m,
Spezielle Falle:
a) m;, =m, =m, v, 2V, e=1
Zwei Kreisscheiben gleicher Masse stol3en vollkommen elastisch zusammen.
g+t —

. o+ —
Xl = V2, X2 —Vl.

Die beiden Kreisscheiben tauschen ihre Impulse aus.

b) m; =m, =m, v, =0, € =0:
Eine Kreisscheibe trifft mit der Geschwindigkeit v, auf eine ruhende Kreisscheibe

gleicher Masse, der Stol3 sei vollkommen unelastisch.
= X - =

Beide Kreisscheiben bewegen sich nach dem Zusammenstol3 mit gleicher Ge-
schwindigkeit.

C) m, — oo, v, =0:

Eine Kreisscheibe trifft mit der Geschwindigkeit v, auf eine ruhende Wand.

+_—
1—&/

X 1
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Aufgabe 2
AANNNN
o @ M——
A A,
~|l 7
Lsl| ¢
—
6 h
X .S h
ml m2 -
K
B\ AR ) L B2
Vl ,’I

(o

Eine Kugel (Masse m,) trifft mit der Geschwindigkeit v, auf eine in A drehbar ge-
lagerte ruhende Stange (Masse m,). Man berechne die Geschwindigkeitszustande

der beiden Korper unmittelbar nach dem Zusammenstol3.

Far die Stol3phase liefern Schwerpunkt- und Momentensatz die Gleichungen
m,x =-K, 0,¢=Kh.

Integration Uber die infinitesimale Stol3dauer ergibt

m,(x" =x7) =, iA(q')J'—qb'):K, K::IK(t)dt.
It
Mit

erhalten wir die Gleichung
: O]
ml(x+ _V1)+TA¢+ =0,

und zusammen mit der NEWTONschen Stof3hypothese

— — 4+ — 4 — o — — vy
n EQVB2 _VBl) =-en m\/BZ VBl)’

h¢*-x"=ev,,

ergibt sich das Gleichungssystem

e
- A g+
m, X +—h )] mv,,

-x"+h¢" =ev,.

Unmittelbar nach dem Zusammenstof3 ist
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4+ h_gH
X :Vli,
H +h

. + ©]
¢ :V1I—1|+i1’ H: mAh '
Aus dem Schwerpunktsatz fur die Stange
mLp=K-A
folgt nach Integration Uber die StoRdauer At fur den Kraftstol3 im Gelenkpunkt A
Kpi= J’Axdt =k -m,L.¢".
At

Mit dem obigen Ergebnis

o, .
K=-A"¢"
h¢

wird

C) .
7A _m2L8)¢+.

Insbesondere wird der Kraftsto3 im Gelenkpunkt A null, wenn die Kugel im Ab-
stand

KA=(

L2 2
h* = Op _Myla" _lp

m2LS m2LS L

S

auf die Stange trifft. In diesem Fall nennt man B, den Stol3mittelpunkt des Pen-
dels.

Anwendung: Wenn man den Stil eines Hammers im Abstand h® vom Hammer-
kopf halt, wird die Hand beim Aufschlag des Hammers nicht geprellt.

Aufgabe 3

é__i.; 2b
e Va S

2b

Zwei quadratische Scheiben bewegen sich nicht rotierend und reibungsfrei in der

Xy-Ebene so aufeinander zu, daB3 sie in den Eckpunkten B,,B, zusammensto-
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RBen, wobei die StoBnormale n =€ _sein soll. Man berechne die Geschwindigkeits-

zustande der Scheiben unmittelbar nach dem Zusammenstof3.

S;o |
K B
B, | K
| | oS,
m 2 m 2
0. = L(4a®+4a®)="m.,a’%, ©O. =_2(4b% +4b%) =“m_b?.
Sy 12( ) 31 S2 12( ) 3 2

Kinematischer Zustand unmittelbar vor dem Zusammenstol3:
x;l =V, xs'2 =v,, ¢, =0, ¢, =0.

Gleichungen fur Schwerpunkt- und Momentensatz wahrend der Stol3phase:

mlxSl =-K, m2xS2 =K,
(981451 =-Ka, 682 ¢2 = -Kb.
Integration Uber die Stol3dauer At:
ch e - S
ml(xSl —xSl = K, mz(X52 —xSz =K,
5 5 K:= J’K(t)dt.
1+ PR 3+ § -
§mla(¢1 _¢1) =K, gmzb(qbz _¢2 =K, At
Elimination des Kraftstol3es «:
|+ Lt
mlxs1 +m2xSZ =m,v, —m,v,,

m,a¢ -m,yb¢; =0,

2 3+ ©+
gmzb 9, —mlxSl =-m,v,.

NEWTONSsche Sto3hypothese:

= —+ =+ \ _ &8 iy i
e, Eﬂsz —vBl)— €€, [0/82 VBl)’
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%0 000 pan & +agl ki 0 000 gbo X -b¢2
000 0Q go% O 0S200 0 g 0% O
vi =00 B+Do Dxral=0 a¢; O vi =00 0+DoOxCb =0 -bg; O
1 0 00 0Qg gOo O 2 0 0O00OQpgQOo [
Do O O O Oo O @t O O
HOH i B8 H 0o H HoH W;H BB H 0

Aus den vier Gleichungen fur die vier kinematischen Zustandsgrél3en unmittel-
bar nach dem Stol3
©+

- _ _
mlxsl +m X82 —I’an1 m2v2,

m,a¢, -m,b¢; =0,

2 1+ S+
§m2bq’>2 —mlxSl =-myv,,
-+ + o+ + _
Xs, -b¢; ~Xg, —ag, =e(v, +v,),
folgt zunachst
+_3m1 o+ +_3-+ o+ m]_ o+
bd’z _Emi(xsl ~V1), a¢1 _E(Xsl ~Va), st - _E(Xsl ~Vy) Yy,

und schlieRRlich

- 2
xé’zz—v2 +g(1+£)m L (v, +v,),
17 My

.3 m,

=g 0 e, Y2
17 My
+ 3 m,
= - + P + .

b, cA+e) (V)
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Aufgabe 1

Ein Balken (L&dnge L) ist in A und B gelenkig gelagert und im Punkt x =¢ durch
eine Einzelkraft F* belastet. Man berechne die Schnittlasten.

A
/é‘% L X=8 ,% X

3

_n
/
™

'r|
*
/

AX X =¢
A, vB;
Mpy (6)
Ay l - } N (x) X
Y
A Q(x)
po);it<ivzes 4 QM)
Schnittufer NA(X) ™
N X
Mby (x) B,
y4 x>¢&
negatives

Schnittufer
Berechnung der Auflagerkréafte:

A, +F " sina =0,
AZ +BZ +F cosa =0,

-B,L -F &cosa =0;
A =-F'sna, B, = F*Ecosa, A =F'1 -E)COSCY-

X z h
Schnittlasten im Bereich 0<x <¢:
A, +N(x) =0,
A, +Q(x) =0,
A, X + Mby(x) =0;

N(x)=F sna, QX)=F (1 —f)cosa, My, (%) =F'x( —i)cosa.
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Schnittlasten im Bereich é<x <L:
-N(x) =0,
B, -Q(x) =0,
B, (L —x)+Mby(x) =0;

N(x) =0, Q(x):—F*icosa, My, (%) =F'&1 _)C)COSG'

Schnittlastdiagramme:

&
: L
F sina :
VN -
() I—-F " (&/L)cosa
|
' L
F'(L-&/L)cosa

n Q(X) :
I L
|

M, () e

Es gelten die differentiellen Gleichgewichtsbedingungen

N'(x)=0, Q'(x)=0, M, '(x)=Q(x).

Aufgabe 2

FUr den aus vier homogenen Segmenten (Masse m, Ladnge L) zusammengesetz-
ten Rahmen berechne man die Biegemomente infolge der Eigengewichtsbela-
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stung.

Streckenlasten senkrecht zur jeweiligen Rahmenachse:

_mg
a(x;) —Tcosa.

Biegemomente:

2
-_mg X1
Mby(xl)— L cosa 5
L mg X22
Mby(xz):—mg(§+x2)cosa —Tcosa—2 ,
2
M. _ (x,)=-2mg(L +x,)cosa +4mgx., cosa —mcosaxi
3 mg X 2
Mby(x4): —3mg(§L +Xx, )cosa +4mg(L +Xx,)cosa —Tcosa —3 :

Mby(xl) = _ngosaXéz’

My, (X) = _mgltiosa(xé2 +LX, +L22),
Mby(x3) __mg Ifosor (XSZ —2LX3 +2L2),
Mby(x4) _ _ngosor(X;2 -Lx, +L22)_

Aufgabe 3
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Ein Balken (Masse m, Lange L) ist statisch bestimmt gestltzt. Er soll an der
Stelle x* >(L/2) durchgesagt werden. Wie muR man den Abstand b fur das ein-
wertige Auflager wahlen, damit das Biegemoment an der Stelle x" null wird?

|
A m | B
i) | D g
X * Vl
b>(L/2) -
do|=mg/L
AX 47
JE— . 3
B X
VA, z
V4
A =0,

. L2 L
AZ +BZ +q0|_ :O, BZ = _qO%, AZ :qOL (% _1)
L2
sz+q0?_0,
O0<x<b
M A xz_qol-2 5 E X b
by(x)__ X _q07— > (E_E —¢%), (E'_E’ B'_E)
bs<sx<L
2
_ . (L=x)® _doL” 2
My ()= Qg = 07 (-1 +2€ -£7).

In der folgenden Abbildung sind die Biegemomentfunktionen fur verschiedene

Werte von [ dargestellt.
. . & a2 _
Mby(x )=0 - 2& F ¢ =0,
1 1 L
2---§ =0, - =, b= .
B d & 2-x /L

x ' =0.75L - b=0.8L.
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0.3

0.2 SR ‘ i

Aufgabe 4

Fur einen homogenen kreiskegelformigen Stab der Massendichte p berechne
man den Querschnittsradius r(x), die Streckenlast q(x) und das Biegemoment
M (x).

Querschnittsradius:

r(x)=r, +r1Lr°x =r, +AX.
Querschnittsflache:
A(X) =Ti(r, + AX)? =7r 2 +2 X x + Fx?).
Streckenlast:

q(x) = pg A(X) = pg 7i(r 2 +2 X x + Fx?).
Biegemoment:

M, () = =[q(&)(x ~§)dé = -pgr[(r,? +2Ar,& +A%*)(x <)k ,
0 0
M, () = pg =X [(r,? +2 X, &+ F&2)dE +[(r, % +2Ar &2 A% ) },
0 0

1 52,1 3,1 2.4
M, (X)=—-pgm(=r “xX<c+= A x>+ — Xx7).
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Aufgabe 5

4,

o)
=

=
B
IV

T
o

z

Man berechne mit Hilfe der differentiellen Gleichgewichtsbedingungen
Q)=-a(x), M (x)=Q(x)

die Querkraft und das Biegemoment.

Streckenlast:
d, —g
q(x) = %X +0;.

Randbedingungen im (negativen) Schnittufer x =0:
Q(O):_FO’ Mby(o):_Mo'

Integration der differentiellen Gleichgewichtsbedingungen:

, d, —q
Q(X):“;[‘lx‘qr
, q, —d, x2
Mby(x) =Q(x) = ‘%7‘(13( +C,,
d, —q; x3 x 2
Moy ()= =72 27—t +Cx +Cy;

Aus den Randbedingungen folgt:

1 0 2 0
d, —d; x?
Q(x) = ‘%7“1% —-Fy,
_ q2_q1X3 X2
Mby(X)—_ L g—qj_?—FOX _MO

Schnittlasten im Einspannquerschnitt:

_ L I L2
Q(L) = _(ql +q2)5 _FO’ Mby(L) - _qj_? _ng _FOL _Mo'
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Aufgabe 6

z

Einspannung
<'>

L

Far den mit zwei Kraften belasteten biegesteifen Rahmen berechne man im
X,Y,z —System die in der Einspannstelle A auf den Rahmen wirkende Reaktions-
last und die Schnittlasten in den Rahmenabschnitten AB und BC in den angege-

benen lokalen Koordinatensystemen.

Reaktionslasten in A:

(A0 D000 00 O OO v, O
"0 p oo 000 O 0
EAD+DOD+DO 0= [0 M, D
0Y0 g 0 00 0 YO
A, E-FE E-ZFE e M

(A0 000

o~ o o

A O=00

0YO0 g g

.1 BFE

moood

RS

=

>
N

|

N

~
DIII:II;II:II:I

>
X

>
<
I:I:II:II”:H:ID

OO

I
4+ O O

Tn
—

mOoeaQgd

inifmlnlmlm
o 4
Ll

mOogoo
moood

|
— [
mOooad

N
=

Schnittlasten im Abschnitt AB im lokalen Koordinatensystem:

N, 5 G3FO OO
00 000
9, gr00 O=00
120 D0 oo
R, 5 B0 5 BF

U
Mtl

Moy,
Mer,

Y1
Zy

0
0
D+
H

X

irifmlmlmlm

o O
mOoDoam.

N
T

1]
< <)
mOoooo
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Oy O

I o
0

gg - 00 [
yl% 0 O

5221@ HO0 8§

[ U
Mtl 0

%/lby1D IR %

éknbz . @3&@

DOD

Schnittlasten im Abschnitt BC im lokalen Koordinatensystem:

=N, o 00 ©0

O 2800 oo

0Qy, ot D= 00
09’ oo

0.°0

1o, £ FH B

O
pzd
N

<
N
inijuiuiulala
==
moOooo

ks

Aufgabe 7

Ein Rad am Ende einer Welle wird durch die Kraft If0 belastet. Man berechne die
Schnittlastvektoren im Wellenquerschnitt x =L.

EFOsmysmBD DN(L)D 00
0 0 0
g: smycosBD+@ (L)D— EG)D
H -F, cosy H @3 (L)H @J@

(o]

(M (L)D FLO EF smysm,BD 00
EM D+D 0 @: D 00

L 00 [Ox siny cos BL= [0
d by ( %] 20 B y ﬁD []%

WM, (LH BRB H-F,cosy H ®8
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ON(L) O O-F_sinysin gO Um, (L) O O RF sinycos 0
D()DDOVBD Dt()DD ,Sinycosf .
L)O=G-F_sinycosfBd M, (L)U=0.F cosy —RF_sinysin A
g‘)y()DDO’/Bm Dby()DDO 4 OV%
0O B Rosy I M,0 0 Fenyess [
Aufgabe 8

Far den rGumlichen Rahmen unter der angegebenen Belastung berechne man die
Schnittlasten in den angegebenen lokalen Koordinatensystemen. Die Belastung
ist insgesamt ein Gleichgewichtssystem.

Y1 Zg

Ya 4

In den X,-, Xx,- und x;-Bereichen werden die Gleichgewichtsbedingungen fur die
Rahmenteile zwischen dem Querschnitt x, =0 und dem betreffenden Querschnitt
im Schnittlasten-Koordinatensystem aufgestellt. FUr die x,- und x_-Bereiche
werden die Gleichgewichtsbedingungen fur die Rahmenteile zwischen dem betref-
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fenden Querschnitt und dem Endquerschnitt x. =L aufgestellt.

Bereich OSX <L:

DN(xl)D 00 O 00 Om (xl)D Gx,0 00 O 00
O 0O 0O 00 D 000 000
Eg (xl)D+ O-F,0= 00 M, (xl)D+D0 Ox B-F, 0= 00
0 %1 o0 o b O OO 000
HDZ(Xl)H HO B HH H\/lbz(xl)H HO H BHO B HH
0N 0 o OM 000 O
(Xl)D E E O (Xl) O 0
(= (v 0o O
%Qy(xl)m EFOS O oy (X 1)D O O
Q,(x)H HOH H\Abz(xl)H B’Foxla
Bereich OSX <L:
ON(x,) 0 GF,0 OO0 OM, (x,) 0 Gx,0 GF,0 00 U 00
0 00 °0 00 0 Opo oo o 0OQggQ
@(x )D+DO O= 00 v (x,)B+O0L x00 U 0o C=m0
O 0O 00 o <“0pg ppo oU Opgo
HDZ(XZ)H HO B HH H\/lbz(xz)H HO H HO H HMOH H
ON 0 M D O o O
O (XZ)D %EOD D X2) O O
(= —D 0
gby(xz)m SO% 0 by(x )D 0 O]
ng(xz)H HOH H\Abz(XZ)H H‘AO_FOLH
Bereich Osx3<2L:
DN OO0 o 0
) g 0 0 00
@ (x 3) 0 D— HDD
HD <X3)H ELF +QoX 3H @JE
OM 0 Oo O 20 0o O
el g BXaf p0 g Bed BX2 5° o BH
M, (xm)B+0L xJo th00 +0 0 xU 0 L=00
0 0 O O 0o oo 0 o 0O oo
M, (x)H B-LE HF,g BOB B 0 B Hx,g P8

ON(x YO O 0
D(3)DD

SDV(XQD O 0
ng(xs)B H:o(l_xs/l-)

OM (x3) 00 FL-M, O
D O O
. by(x3) —Do(x -X 2/(2L))D
H\/Ibz(X:%)H E 0 @

[ R
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Bereich 05x4<L:

ON(x,)d OF.0O
| 4 O DOD

x =00 O
ng( 4)D oC

[Q,(x,)] E0H

Bereich OSX <L:

DN(XS)D 00 OO0

Rg &D DE@D
- X 0. =
2y S)D 0°0 Dg

DMt(x4)D 0o o 0 -x,0 05,0
O 0 O U g 0O 0O 0O
M (x )B+H0 0 B+O -L Ox 00 O=
[ by OO0 OQ 00 0O
My, (x)H HMoH B 0 8 B0 B

OM. (x,) O O 0 N

D 3 4) D 0

L]

O bv(x4)m 0 0 O

H\Abz(x4)H B’M +F LH

OM (x5)D l]_ x;0 000 00
Y
X
Moy 0 0 0°0 D%
WM, (xo)H B 0 B HOB BF
OM oo o O
0 t(Xs) 0 O
Moy s)g=g 0 g
My, (X)H ok —xg)H

BUdUe
mOooo0
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Aufgabe 1

Man berechne die Lage des Schwerpunktes einer symmetrisch zur x-Achse lie-

genden Kreisringsektorflache.

y
e
L
— -6 X
~a
AN
R
A=(R_*-R?a,
R
B 1 _ 1 @ a _ 1 Ra3_
xs.—A{di _AF‘!(J:: cos¢rdg)dr, Xq = A
-

:gRa3—Ri3 sna
S 3R,?-R? a

X

Aufgabe 2

Man berechne die Koordinaten des Schwerpunktes der dargestellten Flache.

Flache:
A="aLy2-2"2 =302
4 2
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Schwerpunktkoordinaten der Teilflachen:

Viertelkreis:
. 4 _ 2 . sin(r/4)J/2 16
A=A =g A Mo Pow T3% s e
rechter Halbkreis:
_IT, 2 A _ _ 4
AHKR ‘EL ‘E’ X SHKR =2L, YsHkr _3771L’
linker Halbkreis:
_TT 2 _A _4 _
AHKL ‘EL ‘g’ X SHKL ‘377TL’ YshkL =2L.
1M .16 A A4 O B2 1D
X = ——A—L-—2L -— — e [ =1,859L.
s™YsTaAmB '3 6° 6370 Dom 30

Aufgabe 3

Man berechne die beiden Flachentragheitsmomente und die beiden Widerstands-

momente des I-Querschnitts mit konstanter Profilbreite 9d.

=—b—+&

[ ] A

Flachentragheitsmomente:

| _bh3 _,b-9)h- 29)3
y 12 2 12

[bh3—(b -3)(h -26)3],

B 3 3
_=(h=20)07 1225)5 +25l1:’2 =112[zab3 +&8h -29).

Widerstandsmomente:

|
—_ Yy 3 3
W= = —[bh ~(b -8)(h -28)%],

W .

z"

6—[25b3 +063(h -29)].

/2
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Aufgabe 4
Man berechne fur den diunnwandigen Querschnitt (Wandstarke d <<a) eines Sta-
bes die Hauptflachentragheitsmomente und die Hauptachsenorientierungen.

=—a——&

c— A c—

L ¢
5—

0p)
N
Q

L Q)
)Q(\-

|

Hinweis:

In den Integralen fur die Flachenmomente zweiter Ordnung setze man auf den
Flachenteilen, die parallel zur y-Achse sind, dA =ddy und auf dem Flachenteil
parallel zur z-Achse dA =ddz.

_ (32 (o2 (O3
I)7 —J'z dA, I, —J'y dA, Iyz = —Iysz,
A A A
2 P o 2 35.2_3 35_8_3
If/:,(!(_a) ody +_J;Iz odz +_Ia(a) ody =a 6+§a d+a 5:§a 9

a a 0 1 1 2
|, = [y?5dy + [(0)°3dZ + [y*3dy =-a35+0 +_a®s="a?
5 gy y _ja() _Ly Y =3 3 329

0

a a
e ~ 5515 o ~_1 35 ~.1 35 __3
'yz‘ gy( a)ody :[Ul(O)zédz :Ly(a)ddy —2a 0-0 +2a o=a°d

Hauptachsenrichtungen:

2l .. 3
a* = Lactan— 92 =L gctan. 220 :larctan(l):ﬂ.
2 l.-1, 2 8 35 2 35 2 8

y Z a°o o
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Haupttragheitsmomente:
_1 10 2 _(° 3
y‘2(|9+|2)+2\;(|9 Iz) +4I)72 =3 ++2)a"9o,
1

= N PR 2 _(O _i5\43

|,=3081a°5, 1,=0,252a°s,

Aufgabe 5

Der Querschnitt eines Stabes hat die Form eines Quadrats (Kantenldnge a) mit
vier symmetrisch angeordneten, halbkreisformigen Einschnitten (Radius R). Man

berechne die Flachentragheitsmomente Iy =1,.

2R

B>

____l A b

Flachentragheitsmomente des Halbkreises im ﬁf -Bezugssystem:
m2 R

w2 R
IZZdA i Ir sin?grdrd¢ = Insz | Ir cos’prdrdg =
-m/20 -m/20

und im dazu parallelen n{ —Hauptachsensystem durch S:

~ T 4 . 4 2 T 8 4
I =1., |I,=1.-Af.2=—"R* --R?(_-R)* =(= —)R™.
noq ¢ 7 s 8 2 (371 ) (8 971)
Flachentragheitsmomente des Querschnitts:
== -2 R+ - )R4 +TR2E -2 R
y 'z712 8 2 2 371

ﬁS :_T[R’ ZS =0.
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Aufgabe 6
! /
~ \ a
y C ﬁ\
a
y S
\ b
z
C ~
7 z

Man berechne fur den dargestellten Querschnitt die Hauptflachentragheitsmo-

mente und die Orientierung a des Hauptachsensystems.

Querschnittsflache:
A =ac +c(b -c).
Schwerpunktskoordinaten:

1. 12, . obhe o H > 1 5 a’?+bc -c?
— (ydA =— dy)dz + dy)dzg=— +=c“(b - ﬁ:,
Ajy quy y)dz +[([ydy) 25 A%a c+5¢ (b -c) 2(a +b —c)
A 0 c 0
b c 2
I N 1 H 1 > 1 5 b? +ac -c?
—Aisz—g‘l’zdy)dz +J’ J’zdy)dzE—A%c a +§c(b )ﬁ 2@+b -0)’

Flachenmomente 2. Ordnung im yz -Koordinatensystem:

a A b c ) AE 1 1
= J’isz =§qz‘zdy)dz +I(Izzd§/)dz 0==c3a +=c(b3 -c3),
A 0 c O E 3 3

J’yZdA g(fyzdy)dz +I(I§/2dy)dz§-;a3c+ c3(b —c),

b c E
__ _ 122 1242 2
Iy = J’ysz gqyzdy)dz +I(Iyzdy)dz§ 4 c 40 (b -c“).
Flachenmomente 2. Ordnung im yZ -Koordinatensystem:
(STEINERscher Satz)

_ ~ 2 _ ~ 2 _ ~ ~
.=].- N e =l + :
Iy Iy Az %, IZ IZ A\ IyZ IyZ AygZg
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Orientierung des Hauptachsensystems:

. 21
a =arctan—Y%—.
2 . -1,
Yy z
Haupttragheitsmomente:
Iy +1, Iy -1 . ‘ .
Iy =5 + 5 cos(2a )+Iﬁsm(2a ),
g+l 1=l . o,
I, = 5 T cos(2a )—Iﬁsm(Z(x ).
Spezielle Werte:
a=7cm, b =4cm, c =1cm.

Y =2,6cm  z. =11cm;

*

a =-17,3° |, =7,31cm?, 1, =51,66cm”.
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Aufgabe 1

Eine homogene starre Platte (Masse m) wird an vier symmetrisch angeordneten
Seilen im Schwerkraftfeld aufgehangt. Alle Seile haben die gleiche Dehnsteifigkeit
EA; die angegebenen Abmessungen gelten fur den unbelasteten Zustand. Unter
der Voraussetzung, dal3 die Vertikalverschiebung u der Platte sehr klein ist im
Vergleich mit den Langen der unbelasteten Seile, berechne man u und die Seil-
krafte.

Wegen der vorliegenden Symmetrie bezuglich der x-Achse genulgt es, wenn wir
die geometrischen Beziehungen nur fur die rechte Seite formulieren.

Langen der unbelasteten Seile:
L, =2.2L, L, =~5L.

Richtungsvektoren der unbelasteten Seile:
_ 1 _ ~._ 1 1. . _
—L—l(ZLeX +2Ley) —Eex +\€,—2ey =sina,e, +cosa e, ,

6. =1 (26 +L6 )=26 +1 & =sna.gs. +cosa,é
2_L2 X y_’V5X .5 y 27X 2°y"

Langen&nderungen der Seile, wenn die Platte um u in Xx-Richtung verschoben
wird und u <<L, gilt:

1 - _ 2
AL, =ue [ = \/2 AL, =ue (€, —Eu.
Dehnungen der Seile und Seilkrafte:
AL _1u
= 1EA
E =
1 S =0,A=EAg =——u,
L1 4L 4 L
AL, 2u. 2 EA
g, =—2=2—

S —aA EAs =— —U.
5L

2L, 5L’
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Kraftegleichgewicht in x -Richtung:

. . 3 4 _
G —ZSlsmarl —2825|n012 =0, . N 281 +’\€“,—5S2 =G.

Berechnung der Vertikalverschiebung u aus der Gleichgewichtsbedingung:

C2EALL B BAL s L u= 1 CL_gasCt
4 L 55 L £+ 8 EA EA
4 55
Berechnung der Seilkrafte:
_ 1 _ _ 2 _
S, —m326 =0.234G, S, _5\2+86 =0.374G.
5'\“/5 4 \*@

Hinweis: Bei Annahme starrer Seile ist das System statisch unbestimmt.

Aufgabe 2

Eine starre Platte ist mit drei Stdben aus gleichem Material verbunden. Wie grof3

sind die Stabkrafte, wenn der mittlere Stab um AT erwarmt wird?

Die AulRenstabe werden auf Zug, der mittlere auf Druck beansprucht.

Kraftegleichgewicht:
S, —2S,cosf3 =0.

Wenn sich der mittlere Stab um AL verlangert, andert sich die Lange der Seiten-

stadbe um
AL, = AL cosp.
Aus dem Stoffgesetz fur die Stabe

folgt:

S
== =-—2 +qAT, —L1="1, L, =L/cos
EA (Ly =L/cosf)
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S, = -EAZ 4oEALT, S, ~EAco?p 2
L L

Mit Hilfe der obigen Gleichgewichtsbedingung lafidt sich nun AL berechnen:

AL = Laim_?).
1+2cos’f
Damit erhalten wir schlie3lich die Stabkrafte:
S,=GEA(L-——— )AT, S, = aEA(mzﬂaAT
1+2cos’f 1+2cos’f

Aufgabe 3

Der Deckel eines kreiszylindrischen Behalters (Innenquerschnitt A) wird mit n
gleichmagBig verteilten Dehnschrauben (Ganghdéhe h, Federsteifigkeit cg) befe-
stigt. Zwischen Deckel und Behalter liegt eine Dichtung (Federsteifigkeit c). Der
Deckel und der Behalter werden als starr angenommen. Man berechne die auf die
Dehnschrauben und die Dichtung wirkenden Kréafte, wenn die Schraubenmut-
tern um den Winkel a angezogen werden und der Behalter unter dem Innen-
druck p; steht.

MI-ILI |II-|11 |JI-IIL
DN | 17 T [oi=iT
| |
| |
| p; |
| |
| |
| A |
A I nkg

Bezeichnungen:

Fg:  Zugkraft in einer angezogenen Dehnschraube,

Fi: Druckkraft auf den Deckel und den Boden des Behalters,
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F =p,A.

Fo: Druckraft auf den Dichtungsring.

Kraftegleichgewichtsbedingungen fur den Deckel und den Behélter:
-nFg +F, +F =0, nFy -Fy —F =0,
- Fp =nkg —F.
Kinematische Bedingung fur die Langenanderung AL, der Schraube und die Dik-
kenanderung Ad, der Dichtung, wenn die Muttern der Dehnschrauben um den

Winkel a angezogen werden:

h
Ad, =—a-AL..
D 27T S
Mit den Federgesetzen
F F
Ady =B, A =5,
b Cs
gilt dann
Fo,Fs_h,  nR-F Fs_h_
Ch, Cg 2m Ch Cg 2
x F. . CAC
Fs =¢ (La+—'), ¢ =—BsS
2m cp Cp tNCq

Auf die Dichtung wirkt dann die Druckkraft

_ — et Fi
Fp =nFg —-F, =nc (_-a - )-

2m ncg
Fpa NFs
- / i
/
nC*—CX <\
Tt ~
~ - F
~ - D
~ - Fi
Die Dichtung funktioniert fur
F. < h
i <Nncg 5‘[0'
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Aufgabe 4
(EA) (EA),
b oo 4
L < L
10 < B 20
= = h o = =
< C =

Zwischen zwei Drahten (Elastizitatsmodul E,, Querschnittsflache A, Lange im
unbelasteten Zustand L, ) (i =1,2) ist ein Spannschloss angebracht, das im un-
belasteten Ausgangszustand die Lange h, hat. Wird es um den Winkel a gedreht,

so erhélt es die Lange

h(a)=h, —Zg:;a =h, —A);a,

wenn Ah die Ganghthe der beiden Spannschrauben ist. Man berechne die Ver-
langerungen AL, (a) der beiden Drahte und die in den Drahten wirkende Zugkraft

S(a).

Far die Zugkraft gilt
AL, AL,
S(a)=0,A, =¢ (EA), :L—(EA)l, S(a) =0,A, =¢,(EA), :L—(EA)Z,
10 20

und mit den Federkonstanten der beiden Drahte
._ (EA),
ST
i0
erhalten wir
ALlc1 - L\ch2 =0.
Die zweite Gleichung fur die Verlangerungen AL, (a) ergibt sich aus der kinemati-

schen Zwangsbedingung

Ah
AL, +AL, =—a.
1 27 4
Es wird also
c c
ALl(a):@aiz, ALz(a):&a 1
T c +c, T c +c,

Cc.C
s@)=2"g Y2
7T C1+CZ
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Aufgabe 5

Ein starrer Kérper der Masse m hangt im Schwerkraftfeld an vier symmetrisch
angeordneten elastischen Seilen (Querschnitt A, Elastizitatsmodul E). Man be-
rechne die vertikale Verschiebung u des starren Koérpers und die Seilkrafte.

N N y
| | |
a la L al al
| v | |
g
\T/
X
Richtungsvektor der linken Seile:
€ =cosae, +sinaéy.
Seillangen:
L 2L
L,=——, L,=——.
1 cosa’ 2 cosa
AW AVANNN
| |
\ /
a\ o sal
N /oo
\
\
L2\ / L2
X
Seildehnungen und Seilkrafte:
_U[E wucosa _u 2 _ ULl ucosa _u 2
g=—"=5 =~ cos“a, €, = R =—-cos“a,
L, L, L 2 2
S, =EAg,, S, =EA¢,.
Gleichgewichtsbedingungen:
G

281 cosa +282 cosa -G =0, N S. +S. = .
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Berechnung der Verschiebung u:

EAY coar +EA Y co?q = © , T :EL?).
L 2L 2 cosa 3 EAcos’a
1 G 1 G
b 82 == .
3 cosa 6 cosa

Aufgabe 6

Ein Schild (Gewichtskraft G) ist in A gelenkig gelagert und an zwei parallelen ela-
stischen Seilen (Dehnsteifigkeit EA) aufgehangt. Man berechne den kleinen
Drehwinkel ¢ <<1 des Schildes um den Punkt A und die beiden Seilkréafte.

Momentengleichgewicht bezogen auf den Punkt A (ndherungsweise bei noch nicht
gedrehtem Schild):

G
sna
Verschiebungen der Punkte B und C in vertikaler Richtung infolge der Drehung
des Schildes um den Winkel ¢:

U.=2L¢e , Uy =L¢e; (sing =¢)
Richtungsvektor der Seile und Verschiebungen der Punkte B und C in Seilrich-
tung:

GL —SlsinGZL —stinaL =0, N 281 +S2 =

c
I I

,=U. [ =2L¢sna,

u, =Ug [E =L¢sina.

€ =cosae, +S|naey,

Langen der unbelasteten Seile und Seildehnungen:

2L u . L u .
=, g§= t=¢snacosa, L,= -, g =2 =¢psinacosa.
cosa L, cosa L,
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Seilkrafte:
S, =EAg, =EA¢sina cosa, S, =EAs, =EA¢ sina coxx .

Aus der Gleichgewichtsbedingung erhalten wir eine Gleichung fur den Drehwin-
kel ¢:

25, +S, :_i, - 3EA¢ sina cosa =_i,
sna sna
p=— O
3EASn’a cosa
Seilkrafte:
G
S, =S, = )
1 72 3dgna
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Aufgabe 1

Fur den einseitig eingespannten Balken (Lange L, Biegesteifigkeit Ely) der durch
eine konstante Streckenlast g, und im Querschnitt x =0 durch eine Kraft Fj
und ein Moment M, belastet ist, berechne man die Biegelinie.

Fo do Fo

My ()

—~ — A
| B I Voo Y V¥ ; N ()
B L.El, X |

Mg Mg vyQ, (x)

Schnittlasten:
N (x) =0,
QZ (X) = _FO _qoxl
1
Mby(x) =-M, —FgX —quxz.
Differentialgleichung fur die Biegelinie und Randbedingungen:
n 1 I

El,w"(x) =M, +FX +qux2, w'(L)=0, w(L)=0.

Berechnung der Biegelinie:

Y — 1. 2.1 .3
Elyw (X) =M x +EF0X +gq0x +C,,

_1 2,1 3,1 4 .
Elyw(x)—EMox +gFoX +£q0x +C x +C;
_ 1.2 1 '3
C, = -M L _EFOL -—q,L%,
__1 2_1_,3_1 4 _1 2, 1,31 .24

woo= 1 &2 _ 120, O3 |_2 L0 |_3 L4E§
5 oH2 2B "oHs T 2 T3 YoRa”
Durchbiegung im Querschnitt x =0:

Ely 0 3 0gp
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L | L ’?Mo
_/

El X
EI1 2

Aufgabe 2

Far den aus zwei Abschnitten mit unterschiedlicher Biegesteifigkeit bestehenden
Balken berechne man die Biegelinie bei der angegebenen Momentenbelastung im
Querschnitt x =2L.

Biegemoment:
Mby(x):Mo, O<x <2L.
Differentialgleichungen fur die Biegelinie:

n _ Mo
w, (x)——E—, 0<x <L,

w,"(x)=-—L, Lsxs<2L.
Rand- und Ubergangsbedingungen:

w,(0)=0, w,(0)=0, w(L)=w,(L), w,(L)=w,(L).

Losungen der Differentialgleichungen:

()=-20x 4, wy(x) = -0 xZ +Cx 4C,,
W, (X)=—""X , X) = X X
! El, ! E|1
W'(X)Z—%X+C, W(x):—lvIo X2 +C_x +C,.
2 El, s 2 2El, 4
Bestimmung der Integrationskonstanten:
w;'(0) =0, -~ C, =0,
w, (0) =0, -~ C, =0,
"(L) "(L) Mo L Mo L +C
w. =W y - - = - f
1 2 El, El, 3
M M
w(L)=w,(L), - --%1%=-_"017+C.L +C,;
() =w, (L) 2El 2El,

MLOp 10 ML2D1

1U
ST 8, LA T 2 B0




C-1.4-Biegung gerader Stabe (Balken) 350

M
E _2E(I) x 2 O<x <L
wx)=0 !
0 0 x2 +C X +C,, L <x <2L.
g 2El,
1M L 1 M_L?
l,=2,, - C,=__9, ¢Cc,=-"-0"
2 El, 4 El,

\
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Biegelinie
Aufgabe 3
L.El,
X
= F
§
\j
z h
b <<1
h
B
|
|
—=l =D

Ein Balken (Lange L, Biegesteifigkeit Ely) wird durch eine Kraft im Abstand ¢
vom Einspannquerschnitt belastet. Im Endquerschnitt x =L ist ein starrer Zeiger
(Lange h) mit dem Balken verbunden. Fur welchen Wert von ¢ beruhrt der Zei-
gerendpunkt B gerade die senkrechte Wand, wenn er im unbelasteten Zustand
den Abstand b hat?

Far den Neigungswinkel a der Biegelinie ab der Lastangriffsstelle gilt
a=w'(§) far é <x <L,
und es muf3
ha=b
werden. Im Bereich 0<x <¢ gilt:

Mby(X) =-F (E _X)1
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Elyw"(x) =F (& -x),

oy = 5y X oy~ FE
Elyw (X)=F (& 7) - w'(é) = 2Ely :
b _ F&2 £ - :‘:“ZbEIy
h  2El | hF

Aufgabe 4

Fur den rechtwinkligen biegesteifen Rahmen berechne man die Verschiebungen

langs der Rahmenachse.

Schnittlasten:
F

N(X,)=~- = —F*,

2.2
IV'by(xl) =Frxy

F/2

6 =1 (% +6)
z, \sg X z
N(x,)=-F*,

Mby(xz) =F*(L —-X%,).

Differentialgleichungen fur die Verschiebungen langs und quer zur Rahmenach-

Se:

EAu; =-F*,
EAu1 =-F* X, +C1;

EAU} = -F*,
EAu, = —F* x,, +C,;

Rand- und Ubergangsbedingungen:

1 1
*
Elw; = -——x,% +C,,
- _ 3 )
EIWl X +C2x1 +C3,
Elw; =F* Xy -F*L,
F* 5
| R— — *
EIW2 =X, F Lx2 +Cs’
_F 3 F
E|W2—EX2 —?sz +C5x2 +C6.
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u,(0)=0,
w, (0) =0,
w; (L) =w5(0),
A, (L) = -w,(0),

ul(L)éxl +w1(L)éZl :Uz(o)éx2 +Wz(o)ézz’ - Ewl(L) =u,(0),

{uz(L)éX2 +w2(L)ézz} [e,=0 - u,(L)+w, (L) =0.
Mit dem Tréagheitsradius des Querschnitts
= JI/A
wird:
_ _F*L2 _F*L3 _ a2
C,=0, C, = 5 C; =0, C, =gz C, =0, C, =F*Li”.

Verschiebung des einwertigen Auflagers in x -Richtung:
- _ ~ 1
f=e EﬂuZ(L)eX2 +W2(L)e22) :\,—E(uz(L) ~W,(L)).

Aufgabe 5
Fuar den biegesteifen Rahmen (Dehnsteifigkeit EA, Biegesteifigkeit El) berechne

man die Biegelinie.

D
= L
B L o
/4% D
F
AB,
X2

y
M

Auflagerkréafte:
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BX -Dsna =0, _
B. —F +Dcosa =0, B=p= =~ g = rsna
z z 1+ cosa X 1+ cosa
BZL -DL =0;
Schnittlasten:
N(x,)=-B,, N(x,) =0,
Mby(xl):Ble, Mby(xz):D(L =X,).

Differentialgleichungen fur die Verschiebungen langs und quer zur Rahmenach-
se:
Elywi'(xl) =-B_x,,
EAu;(x,)=-B_,
1 T El wi(x,) = —lBle2 +C
EAu,(x,) =-B,x, +C,, 2

1 2’

__1 3
Elywl(xl) Sl B, x;” +C x; +C;,

Elng(xz) =D(x, - L),
EAu,(x,) =0,

2
-Lx,) +C
- 2 5

EAu,(x,)=C,,

, 1
Elywz(xz) = D(Ex2

1 1
El W, (x,) = D(gxz3 _ELXZZ) +Cgx,, +Cg.

Randbedingungen:
u,(0) =0, w, (0) =0, w, (L) =0;

Ubergangsbedingungen fir die biegesteife Ecke:
Gleiche Querschnittsdrehungen:
w; (L) =w5(0),

gleiche Schwerpunktsverschiebungen:
ul(L)éX1 +W1(L)éZl :ul(O)éx2 +W2(O)§22,
Mit
éxz = cosaéx1 —sinaézl, ézz =sina éxl +cox éZl’
entstehen aus der vektoriellen Stetigkeitsbedingung fur die Verschiebungen die
beiden Bedingungen
u,(L)=u,(0)cosa +w,(0)sina,

w, (L) =-u,(0)sina +w,(0)cosa.

Zur Bestimmung der sechs Integrationskonstanten C,,C,,...,C, stehen nun sechs
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Gleichungen zur Verfugung:

c, =0,

C, =0,

13 _
_Dgl_ +C5L +C6 —O,

1 2 _
-, B,L°+C, =C,
1 cosa sna
-— B L= cC,+—C_,

EA X EA 4 El, 6
1 1 sna cosa
- (-ZB,L°+CL)=—"_"C, +— > C,.
EIy 6 EA EIy

Wir definieren den Tragheitsradius des Querschnitts bezogen auf die zur y-Achse
parallele Tragheitshauptachse:
C o —Ai 2
|y.-\|y/A, Iy = Al
Mit D =B, erhalten wir dann fur die noch nicht bestimmten Konstanten das fol-
gende Gleichungssystem
_p 13
C,L+Cq —Bsz :
_r 1.2
C,-C, =B, EL ,
L2 e —_R i 2
C4|y cosa +C sina = Bxly L,
o 1
2 _ _ 3
C,L +C4|y sina -C, cosa ‘Bsz :
Wir eliminieren zunachst C, und C, und erhalten die Gleichungen
_n 2,3
C,L +Cq ‘Bsz :
_C.Lcosa +C, =-B.i 2Lsina -B. L3 cost
2 6 Xy zg ’

mit den Lésungen

. . 1
Bxlyzsma +B, (5 +cosa)g L2
C,= ,
1+ cosa

o 9,3
Co =B, g L>-C,L,

und dann wird
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_ 1.
CS—CZ_BZEL,
c, =1t (-C_Lsina -B_i_2Lcosa +B lL3sina)
4752 2 X'y zg '
y

Der Verschiebungsvektor des Lastangriffspunktes lautet

d=u,(0)¢, +w,(0), =_2¢ +&é
2 X5 2 z, EA X2 Ely 22'

Aufgabe 6

Far den in x =0 eingespannten Balken (L&dnge L, Biegesteifigkeit El) berechne
man die konstante Streckenlast g und die in x =L wirkende Kraft F so, dal3

sich der Querschnitt x =L um d verschiebt und dabei nicht dreht.

AW

Berechnung des Biegemoments aus der Gleichgewichtsbedingung am rechten

Balkenabschnitt x <é<L:

L
My (X) + [(€ =X)adé ~F (L =) =0,

2

_ _o(L-X) _
Mby(x)— qT+F(L X).
Differentialgleichung fur die Biegelinie:
_132
Elyw"(x):q&w(x 1),
iy o g XL, - (x-L)?
ElyW (x)=q 5 +F +C,,
_qx-D* L (x-L)?
Elyw(x)—q >4 +F +C (x -L) +C,,.

Randbedingungen:

w'(x=L)=0 - C, =0,

w(x=L)=d - C, :Elyd,
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3 2
W(x=0)=0 - -q- +FL =0 . F=9-
6 2 3
L4 L3 qL?
w(x=0)=0 - —-F—+C_, =0 - C, = )
( ) 924 6 2 272
Erforderliche Belastung:
4 El d El d
_qL _ y _ y
Eld="— . q=72 , F=24
y 72 9 L4 L3

Biegelinie:

w(x) =d{3(" -2)* +4(" -1)° +3}.

| | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Biegelinie

Aufgabe 7

Far den im Querschnitt x; =0 eingespannten raumlichen Rahmen mit Vollkreis-
guerschnitt berechne man die Biegelinie und die Durchbiegung unter der Last F.

Gegeben sind:
F =1IN, L =100mm, R =4mm
_3E

E=2100°N/mm?, G S

Flachentragheitsmomente:
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N :ZR4 =21 =4,021102mm*?,
Biege- und Torsionssteifigkeit:

El =4,22210'Nmm?2, Gl =3167 10’ Nmm?2

Schnittlasten:

N(x,) =0, N(x,) =0,
Mby(xl) =-F@3L -Xx,), Mby(xz) =-F(L -x,),
M, (x;) = -FL; M, (x,) =0.

Differentialgleichungen fur die Verschiebungen in z-Richtung und die Drehwin-
kel um die Rahmenachse (Stoffgesetze):

Elw; =F (3L -X,), Elwj =F (L -X,),
Gl 9, =-FL, Gl 3, =0.
2 2
= F Xl [ F X2
Wl‘a(3LX1_7) +C,, W, _E(LXZ _7) +C,,
_F 3Lx* x° . _F Lx,? x,° .
WiTg Ot Te )T G W (g ) HC, Gy
__FL _
191—_GTX1 +C3, 192 —C6.
P

Randbedingungen in der Einspannung:

w, (0) =0, w, (0) =0, 3,(0) =0;

Ubergangsbedingungen:

w,(3L)=w,(0),  9,(L)=-w,(0), W(3L)=9,(0).

Daraus folgt:

Mit den oben angegebenen speziellen Werten fur die Material- und Querschnitts-
daten erhalten wir:
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3FL2 _ 2
"91(3L) == = _9,474 ao 4, 9 (L) gFL 1 066 EI10_3
p
3 40F|_3 _
w,(3L) = QEIL =213210 tmm, w, (L) = T3E =3,158 10 tmm.

Grof3te Normalspannung im Rahmen (im Querschnitt x, =0):

12&_5 97N/ mm?Z.

XX max

GrofSte Schubspannung im Rahmen (in allen Querschnitten x, =const):

ZH' =9,947 M0 N/ mm?2,

Gxd) max

Aufgabe 8

Ein Stab BC (Lange L, Dehnsteifigkeit EA, Warmeausdehnungskoeffizient a) ist
in B und C mit zwei eingespannten Balken (Lange L, Biegesteifigkeit El) gelenkig
verbunden. Bei Raumtemperatur sei das System spannungsfrei. Man berechne
die Biegemomente in den Einspannquerschnitten, wenn der Stab um AT er-
warmt wird.

Fl §"
L yd
El x
F
L || EA,a
. X
L F
_—
El g X 7
f IF
Biegemoment im Balken:
Mby:—F*a_—x)
Berechnung der Biegelinie:
Elw" :F*(L—x), W’:F—(Lx—lxz), WzF—(ELx2 1x3 ;

El 2 El ‘2 6
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* 3
fr=w(l) = =
3EI
Dehnung des Stabes:
e=%vaar, - U - F ot
E L EA

Vertraglichkeit der Verschiebungen:

2FL3 _ F « _ aAT _ EAaAT
L 3EI EA 2L 1 2AL
+ 1+
3ElI EA 3l
Biegemoment in der Einspannung:
EAL a AT
M (L)=——"-.
by (&) 2AL?
1+
3l

Aufgabe 9

Ein Balken ( Lange 2L, quadratischer Hohlquerschnitt ) ist in den Punkten O
und D statisch bestimmt gestutzt und wird Uber zwei symmetrisch angeordnete
Seile durch eine Einzelkraft F belastet. Welche Bedingung muf3 der Winkel a er-
fallen, damit die Normalspannungen in den Querschnitten zwischen den Punk-
ten B und C wie angegeben verteilt sind?

Seilkrafte:

2T sna =F - T=—".
2sna
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F F
B 2tana ' 2tana C D
[0 — - o)
b S ! a/l b
F/2 F/2 N T F/2 F/2
__F
2tana
N (x)
I I
o .
| 2 2
| |
My, ()

Spannungsverteilung im Bereich BC:

My N _Fb F
T = T E A T P oAtna
y y
21
Fba F -0 - tang =Y
2Iy2 2Atana abA

| _a41—0,84

y =0,049a* A =a?@1-0,8%)=0,36a%

tana:O,2722.

Aufgabe 10

Der I-Querschnitt mit der Wanddicke d <<h ist mit dem Biegemoment M, be-
ansprucht. Man berechne die Flachentragheitsmomente Iy und I, den Nei-
gungswinkel der Nullgeraden und die grof3te Zugspannung im Querschnitt.

Hinweis: Bei der Berechnung der Flachentragheitsmomente sollen Terme der
Grofl3enordnung ho® vernachlassigt werden.
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h / Nullgerade

A

[ /’ ] A
| P h
1V
/
z
Flachentragheitsmomente:
2
=Ll =7 43 | =23,
y 12 4 12 Z 12
Normalspannungen:
o = MOCOSGZ _ Mosinay :12|\/|0 (Cosaz _sinay)
xx | | hd 7 2 77

y z
Nullgerade: z =;tanay =tanpy

B= arctan(z tana).
grofdte Zugspannung:
_6M_ cosa  sina

g __h __h = 2 + )
XX‘(Y— > Z_E) oh 7 2
Aufgabe 11
m g
So
A L.EI, B
¢ S ® X

Ein Balken (Lange L +2b, Biegesteifigkeit Ely) liegt statisch bestimmt auf zwei
Stltzen (Abstand L) und ist im Uberh&ngenden Teil fest mit einem starren Korper
(Masse m) verbunden. Man berechne die Biegelinie und den Neigungswinkel
a =w'(L) des starren Kdrpers in der Gleichgewichtslage.



C-1.4-Biegung gerader Stabe (Balken) 362

A

A

L b G =mg

, Bz T \j

Gleichgewichtsbedingungen in der undeformierten Lage (Theorie 1. Ordnung):
A, =0, A, +B, -G =0, B,L -G(L +b) =0;

b

_ b _
B, =G+ ) A, =G

Berechnung der Biegelinie im Bereich O<x <L:
Elyw"(x) = —Mby(x), Mby(x) =A,X,

x 2 x3
Elyw’(x) =-A, > +C,, Elyw(x) =-A, 3 +C x +C,,

Randbedingungen:
w(0)=0, w(L)=0.

2
w(0)=0 - C,=0, w(L)=0 - Cl:AzLa'
W)= P (3 -1%), W)= o2 @x2-L?),  a=w(l)= oo
6El L 6El_L 3E|

y y y
Aufgabe 12
iA m g
C
[
i I"Ely 79;7\97 X
B
z 3h
< 7h
y Querschnitt
z

Ein starrer Korper (Masse m) wird an einer vertikalen Wand gefuhrt und durch
einen elastischen Stab (Ladnge L) gestutzt. Man berechne die Biegelinie und die
erforderliche Hohe h des Rechteckquerschnitts, damit die Spannung o, im Stab
die zulassige Spannung o, , nicht Gberschreitet.
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\j

Gleichgewichtsbedingungen:
A, +B, =0, D, -G =0, -D, +C, =0, M, +C,L =0.

Biegemoment:
MBy(x) =C, (L =x).
Biegelinie:
Elyw"(x) =G(x -L),
N
Elyw’(x) :G(7 —-Lx +C,),

X3 2

— X .
ElyW(X) —G(g -L 5 +C x +C,);
Randbedingungen:
w(L) =0, w'(0) =0;

w'(0)=0 - C =0, w(L)=0 - C, :;lﬁ;
3 2 3 3 2
W(x):i(L_LL +|;)’ W(o)=GL , W'(L):_GL _
El," 6 2 3 3El, 2El,

Spannungen o, im Querschnitt x =0 mit dem gréf3ten Biegemoment:

_ Ivlby(o)z _ 4GL

Oux = I h4 Z.

y

M by (0) D <
XX | max zul I 2 zul
y

- h >3\ZGL/JZ

ul ”

Aufgabe 13

Zwei kreiszylindrische parallele Stabe sind durch einen Stab mit Rechteckquer-
schnitt miteinander verbunden. Wie grof3 muf3 bei der angegebenen Belastung die
Querschnittsbreite b gewahlt werden, wenn nach der GE-Hypothese alle drei Tei-
le gleich hoch beansprucht sein sollen?
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Yi72r
Mg . L‘& Mo@

— e = — e 2r

2r |

In jedem Stab ist die Stabachse die lokale x-Achse. In den kreiszylindrischen
Staben wirkt nur ein Torsionsmoment und im Verbindungsstab nur ein Biegemo-
ment; alle Schnittmomente haben den Wert M.

Grofdte Schubspannung in den beiden Torsionsstaben:

M T 2M
_ Yo 1T a - )
ax¢——| r, Ip 2r , 0X¢ 73

Vergleichsspannung nach der GE-Hypothese:

: 2. 3M
m -1 &2 _23M,
0y (GE) _EV60X¢ “V30x¢ R

Grofdte Normalspannung im Verbindungsstab:

M 3 3M

axx :702 , | = b(2r) , g = 2 ;

Iy max y 12 > 2br

Vergleichsspannung nach der GE-Hypothese:
: 3M
® _ 1 2 _ _>Mp

UV(GE) - \7‘\ 2axx =0y = 2br2’

Gleiche Maximalbeanspruchung der Bauteile:
2. 3M 3M m.3
(M) = 4(B) . 0 — 0 . = =
Oy GE) = OV (GE) - 2br2 b 4 r =1,36r.

Aufgabe 14

Ein durch drei Auflager gestutzer Balken mit abschnittsweise konstanter Biege-
steifigkeit (quadratischer Querschnitt) wird tber dem mittleren Auflager durch
ein Moment M belastet. Man berechne die Gleichung der Biegelinie und die ma-

ximale Grof3e des Lastmomentes, wenn die zulassige Spannung o,  nicht tber-
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schritten werden soll.

== =
3 El 455 % 2El
A B C
a Querschnitte Y2a
a
Y2a
Mg
L /\ L CX
Z Z Z } - _ _ -
X %
A, 1 B, 2 C,
z, )

— __Mg
A,2L+B,L +M, =0, B, =—" -2A_.
Biegemomente in den Bereichen 0<x, <L und 0<Xx, <L:
M
My, (X;) = A Xy, Mp, (X5) =A, (L +X,) +B, X, +M, =(A, +TO)(L -X,,).

Berechnung der Biegelinie des einfach statisch unbestimmten Systems:
Elwj(x;) =-A,x,

X2 w,(0) =0, €2 =0,
Elw;(x;)=-A, — +C,, L2
2 w; (L) =0, C,=A,
3 6
Elw, (X ——A +Cx +C
() =-A, "L
n MO
2EIwj(x,) = (A, +T)(X2 -L),
M, X22 WZ(O):O, Ca=0
2EIw. (x,)=(A_. +—)(—= -Lx,) +C,, 2
2( 2) ( z L ) 2 2) 3 WZ(L):O; C,=(A +%)I;;
3 2 3 z L3

Mo\ X2 X2
2EIw, (x,) = (A, + ) )( 5 -L 5 ) +Cx, +C,;
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W (L)=w'(0) - f( A, Cicy=te o a=Mo
1 2 z2 YV o2F 3 z 3L
Weitere Auflagerkrafte:
M 2M
-_"Vo —_an -p =0
BT el T AR Ty
Biegelinienfunktionen'
W, (X,) = (x ), W,(X,)= Mo (x,3 -3Lx,2 +2L°x,)
S 18EIL LX), 2727 18EIL 2 27
Biegemomentdiagramm:
__My - IV'o
oy <) = =5 0%y, by (62) =5 2L =)
-M,/3
0
Mby(xl) |
|
|
|
X1 I
|
|
|

by

2M,/3

Normalspannungen in den Querschnitten x =const:

_ Mby(xi)z | _a” | _(#2a)* _a*
Xx |y(i) ' y@d) 12’ y2 12 6

o

Maximale Spannung im linken Bereich:

1
-=-M
o =4( 3 0)(_3):2M0
XX (max) a4/12 2 aS )
Maximale Spannung im rechten Bereich:
2
=M, 4
3 0 2a
axx(max) 4/6 ( ) 2, 38

2,38 0<aI -~  M,<0,420, a°
zul
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Aufgabe 15

Fur den inhomogenen ebenen Rahmen, der durch ein Moment M, belastet ist,
berechne man die Verschiebung des Querschnitts x, =0:

EA,.El,
L
X2
L
 — =z
M0 2
X1
z, EA,El,

Schnittlasten in den beiden Rahmenteilen:

N(x;) =0, M (x;)=-Mg; N(x,) =0, M, (x,) =-M,.
Differentialgleichungen fur die Langs- und die Querverschiebungen in den beiden
Rahmenteilen:

EA u,'(x,)=0, EA,u,'(x,)=0,
El,w,"(x;)= Mg; El,w,"(X,)= M.
Integration der Differentialgleichungen:

EA U, (x,)=C,, EA,u,(x,)=C,,
El,w,'(x;)=Mgx, +C,, El,w,'(x,)=Mgx, +C,,
El,w, (X,) =M xZ +Cx, +Cy; El,w,(X,)=1Mx2 +C.x, +C,.

Rand- und Ubergangsbedingungen:
u,(L)=0, w,'(L)=0, w,(L)=0;
u, (L) =w,(0), w,(L)=-u,(0), w,'(L)=w,'(0).

Integrationskonstanten:

A I I
Co= 1 EMgL% Cp =+ ML, Cy =(3 + ML
2 2 2

- - _ -1 2
C,=0, C,=-M.L, C =5ML?

Verschiebungen des Lastangriffspunktes:

2

M_L
u,(0)=—2"-—  w,(0)=
1(0) 2E1, ,1(0)

1
El

I
1.1 2
(§+I )MOL.
1 2
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Aufgabe 1

DG

)

3)

Fur das System aus elastischen Stéa-
ben mit gleicher Dehnsteifigkeit EA
berechne man mit Hilfe des Satzes
von CASTIGLIANO die Verschiebung
f des Lastangriffspunktes D in Rich-
tung der Kraft F.

O —>SS
07
S a

o N

(@)

Berechnung der Auflagerkréafte und der Stabkrafte:
B, +S,cosa =0,

By +S4sina—F =0,

F6L +B, 6L -B, 3L =0;

—

2F —284cosa -F +S4sina =0,

F
S4:—l
2cosa —sna
g —_ Foosa “F - Fsna
X 2cosa -sina’ y 2cosa —-sina’
gng= 3t -1 _ 6L _2.
JasL 5’ .45L .5’
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5 _ 2 _2
S,=,F, B,=-_F B =F
_2v5
=S,sina +S,sina +B, =0, =S, +S, = 3 F, J5 J5
_ S,=2F, s, =-2F,
S, cosa +S, cosar +B, =0; /5 2 6 L 2
Y S, +S,=-—_-F;
S,+S,sna =0 S -F
5 +S,sina =0, 355

Elastische Energie des Fachwerks:

2 2
u=_1 = {(s,2+s,2+s5,2) 451 +s,%61} = LF ? 5+ ﬁ 7.27-F°
2EA 2EA L6 EA

Verschiebung des Lastangriffspunktes D:

f= ou =14, 54E

oF EA

Hilfsmittel
Bei der Anwendung des Satzes von CASTIGLIANO sind haufig Integrale der
folgenden Form zu berechnen

L
'gfi () f;00dx =L ¢y,

wobei die Funktionen fi(x) und fj(x) im Integranden vorwiegend lineare
Funktionen der Balkenachsenkoordinate x sind, namlich auf Krafte bezoge-
ne Langskrafte und Biegemomente. Es ist deshalb zweckmé&Rig, die Integrati-
onsergebnisse anhand einer Tabelle zu ermitteln, in der die am haufigsten
auftretenden Funktionskombinationen erfal3t sind.

So ist beispielsweise

X2

L L L
-([f3(x)f2(x)dx :{c(l—’i)bidx =cb ‘([()L‘ - T2)dx,

-

. L L, 1
[ Fa00) F,(x)dx =cb( - 2) =ZcbL =g,L,

o

1_
(VI gcb
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e e[ | dr %

f,=a f, =bx/L fa=c@-x/L) f,=dg+(d; —dg)x/L
f,=a aa zab zac 2a(dp +d,

b(gd, +3dy)

T

N
o
Q

Wl
o
o

D=
o
o

° _g 3ca ltb lcc cd,+1d))
fo=t@-x/L)
d d. _ ldd, +dd. )+
do Q % $do+dpa | Gdy+3dpb | Gdy+id))k Gi ot 1,0)
f=d.+@d -d +%(d,d, +d,d;)
f,=dy+(d; —dg)x/L 380 "1
Tabelle der Faktoren ¢ij
Aufgabe 2
b
b
s
A ? F .
AN s

Fur den aus funf Balkensegmenten bestehenden biegesteifen Rahmen (Biege-
steifigkeit El) berechne man mit Hilfe des Satzes von CASTIGLIANO die Er-
satzfederkonstante bezogen auf die Verschiebung des Punktes B in Richtung
der Kraft F.

Fb \ Fb

o
Biegemomente \/Fb \/FN

Elastische Energie des Rahmens mit Hilfe der obigen Tabelle berechnet unter
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Berucksichtigung des Biegemomentverlaufs:

15}
_ 8 b2
2EI 3 3E|

Verschiebung des Kraftangriffspunktes B:
_dU(F) _8.2b° £ F

_ 4\‘§b3 = 2

f —
dF 3El c
Federkonstante:
c= 3El 0265
8v2b b
Aufgabe 3
L L
)B .
X, X,
L
2L o— U
77777 Z3
X1
i F
— b
Zq

Der dargestellte statisch bestimmt gestutzte biegesteife Rahmen mit konstan-
ter Biegesteifigkeit El ist im Punkt B mit einer Einzelkraft F belastet. Man
zeichne Uber der Rahmenachse die auf F bezogenen Biegemomentlinien
I\W(xa) a =1,...,4 und berechne die erforderliche Kraft F, wenn der Punkt B in

Richtung der Kraft F um 3% der Lange L verschoben werden soll.

M(x,)=F M(x,).

L

-1 ¢ w2 0V _F
“‘za;{“" Oaldeg -~ f‘ap‘a%

La
[MZ(xg)dx,,
0
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-2L

M(x,)

Mit der obigen Tabelle ergibt sich aus diesem Biegemomentverlauf:

0 (=9 \2 2 _1\2[ 3
f :LEQL( 2L) +L(—2L)2+|_L7 +L( L) :giFL , F 20’095;
El g 3 3 g 3 El 22 L
Aufgabe 4
s
L L
‘N L A Man berechne die Biegemomente im
J ‘\J einfach statisch unbestimmt gestitz-
Mo Mo ten Rahmen.

Es mul3 zunachst ein statisch bestimmtes Ersatzsystem (nur drei Auflagerre-
aktionen) definiert werden. Wir entfernen das einwertige Auflager und erhal-
ten den eingespannten Rahmen als statisch bestimmtes Ersatzsystem, bei
dem wir aul3er den Momentenlasten (Lastfall 1) eine unbekannte Reaktions-
kraft R an der Stelle des einwertigen Auflagers (Lastfall 2) einfUhren. Beiden
Lastfalle werden anschlief3end uUberlagert.
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statisch bestimmtes Ersatzsystem

M (x;) =0,
M, (X,)=-M,,
W X1 L(X2) 0
M (x3)=0;
X3
X
Y\ 2 (/<
-/ N
Mg Mo
statisch bestimmtes Ersatzsystem
R M, (x;) =X,
X, M, (x5) =L,
M, (x5) =L —X,.
X3
X2
—
L L
M(x,) =M, (x,) +RM,(x;)
1 3t ou_ 1 3 -
= M “(x.)dx. - — = M(x; )M, (x;)dx; =0,
2EIy izlg S oR EIy iZ:L'g : S
3L B 3L
> [M ()M, (x)dx; +R Y [M,?(x;)dx; =0,
1=10 i=10
Reaktionskraft im einwertigen Auflager:
3L
Z M, (X.)M. (x.)dX.
L\ 1V i 2
R:—izl-!)- R = MOL :§MO
st ' 3+ +3° 5L
zIMl (x;)dx;
i=10
Biegemomente insgesamt:
_3M 2 _3M
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Aufgabe 5

Ein geschlossener, statisch bestimmt gestutzter biegesteifer Rechteckrahmen
mit konstanter Biegesteifigkeit EI und konstanter Dehnsteifigkeit EA ist mit
einer Kraft F_ belastet. Man berechne mit Hilfe des Satzes von CASTIGLIANO
die Langskrafte und die Biegemomente im Rahmen.

Aus den Gleichgewichtsbedingungen fur den Rahmen ergeben sich die im
rechten Bild eingetragenen Auflagerkréafte:

Fo +Fo Fo
2
L2
b
P -

Der geschlossene Rahmen wird an einer zweckmé&fig ausgewahlten Stelle
aufgeschnitten, so daf3 ein offener Rahmen entsteht.

1Fo Fo
X1 F i
X XN ° I‘2
3 2
F i
0

X4 i L2
— — — >

In dem (in der rechten unteren Ecke) aufgeschnittenen Rahmen werden nun
die Schnittlasten infolge der auf3eren Last- und Auflagerkrafte berechnet und
in Schnittlastdiagrammen dargestellt.
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_F0L1

Foly

N, (X,) M, (X,)

In der willktrlich ausgewahlten Schnitt-
stelle werden dem Prinzip ,,actio = reactio”
genugende innere Schnittlasten einge-

K, [[K1
K 3 m fahrt, also Krafte K ,K, und das Moment
2 - Ky, die fur den Zusammenhalt an der
3 \ K, fiktiven Schnittstelle zu sorgen haben.
K3 VKl

Im offenen Rahmen kdnnen nun die Schnittlasten geschrieben werden:
3 _
N(x,)=N_ (x,)+ .ZlKJN j(Xa),
J:
3

M(x, ) =M (x, )+ ZKjﬁj(xa).
j=1

Auf die innere Schnittkraft K, bezogene Langskrafte und Biegemomente im
offenen Rahmen:

Ly

=
Z|
=<l

(X | -1 L Malxa)
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Auf die innere Schnittkraft K, bezogene Langskrafte und Biegemomente im
offenen Rahmen:

-1 —L2
L, -L,
N, (X,) M,(X,)
KZA
- _ T
K2

Auf das innere Schnittmoment K, bezogene Langskrafte und Biegemomente
im offenen Rahmen:

<l

ﬁ3()(0() -1 3(Xa) 1

R/ 1
7

Elastische Energie des Rahmens:
4t N2(x M 2 (x
u=% [ (xg)  M20%), o
= 2EA 2EI a

Weil der Rahmen an der fiktiv aufgeschnittenen Stelle den Zusammenhang

bewahren muf3, gelten fur die inneren Schnittlasten K., i=12,3 die Bedin-
gungen:
alta NN MM
o= S [l + g Jdx, =0 =123
oK, & EA  ElTTC

Mit den Abkurzungen
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1.4 Lo _F L12
1—5{5(—FOL1)Ll F L (L)} =- ° (2L, +3L,),

_1.4 L,
2 - E{?(_FOL].)(_LZ) +?FOL L

FoLL
— 172
Lo} =02 2B +2Ly),

L F L
= LR 2R} = L),

A2 -
| = AiI-, i <<L1,L2

1 1 L
C,..= L. +L Y+ {12 |_|_2+1L2_
11 EA{Z 2} E|{3 1 }

L2 -2 2

L
6L —+2|_ +3L Y=L 2 +3L.},
3EI{ 2|_2 2} 3EI{ 1 2)

_1.4 L, __ Lk
C12 - E{?Ll(_l_z) +7(_L1)L2} - _ﬁ(l_l +|_2),

1.4 Ly _b
C13 - E{? Ll + L2(_L1)(_1) +7(_Ll)( _1)} _E(Ll +L2)’

_1 1 2 Ly 2 b 2
C - a{l_l +L1} +E{Ll(_|_2) +?L2 +7L2 }

22 3

2 -2 2

L L
2 ~ 2
6L +3L, +2L.} =2 (3L, +2L.),
3EI{ 1|_2 1 2} 3EI( 1 2)

L L
Cos {Ll( L,)+ 2|— o(D) + 2("—2)} =-§(L1 ),

1 2
C33 _E{Ll +L2 +L2 +L1} _E(Ll +L2)’

erhalten wir das lineare Gleichungssystem fur die inneren Reaktionskrafte
K, K, und Kt

g:n Cio Cls%‘(lg EDlE
%:21 Co 023%(2%:_%32%

@31 C32 33 HH(BB @35

Zahlenbeispiel:

Quadratischer Hohlquerschnitt (10 mm aul3en, 9 mm innen):
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:104 -94

A=19mm?2, |
12

mm?* =287mm?*

E=2100°N/mm?2, EI=6,01810'Nmm?
Ll =400mm, L2 =700mm,

F,=10N

_ -1
C11 =2,570 N "'mm

_ _ -1
C12 —C21 =-2,559 N "mm

D, =-1,285 10*mm K, =4,996 N

K, =-2,852N

C,53=C4 =7,31100°N 7!

D,=2,01610'mm  ©° %
C,, =7.056 N"'mm

D, =-3,656 1072 K, =-9,968 10° Nmm
C,3=Cy, =-1,279 M0 N7*

C,5=3,656107° N "mm™

Langskraft und Biegemoment im Rahmen:

-997 Nmm
997 Nmm 997 Nmm
2,85 N
997 Nmm
z Z
M(X,)
8| N(x,) |8 a
o of
-997 Nmm
-2,85N
-997 Nmm
-997 Nmm
997 Nmm

Aufgabe 6

Ein Balken (Ladnge 2L, Biegesteifigkeit El) ist mit drei Stdben (Dehnsteifigkeit

EA) statisch bestimmt gestutzt. Man berechne mit Hilfe des Satzes von CA-
STIGLIANO die Verschiebung des Punktes B in Richtung der Kraft F.
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N/
@ S °B
L L lF

Berechnung der Stabkrafte:

/\3 ,\/‘3 _
TSy "9y 70

S 1 1

1 2 2 3 2
-S,L —FL =0;
Biegemomente im Balken:

o 2F 2F,
" \ \ / B
F

H -Fx O0<sx <L,
M., (X)=0
YU B (x-2L) L <x <2L.

+S,-+S, = -F =0, S, =-F, S,=S,=2F.
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Elastische Energie des Systems:

168,2 L S 2L S oL 1%

u=-gt — M
ZEEA A3 EA .3 EA .3 EII by

2 (x)cx
:

L 2L
ZQEA V3 EI 1 5

y=L1LF?L17 2F L3%
20EA -3 3 Bl

Verschiebung des Punktes B:

_0U _17 FL 2|:|_3
B OF  J3EA 3E|'

Aufgabe 7

Fur den einfach statisch unbestimmt gestutzten ebenen Rahmen (Biegestei-

figkeit El) berechne man mit Hilfe des Satzes von CASTIGLIANO die Auflager-
krafte.

Als statisch bestimmtes Ersatzsystem wéhlen wir den Rahmen ohne das ein-
wertige Auflager C.

Auflagerkréafte und Biegemomente des Lastsystems:
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A
2FL
— | ]
BZ
F
2 2
“A‘24B =0, -A'2+B -F=0, B,L -FL =0;
2 X 2 z X

B. =F, A =./2F, B. =2F.

z

Auflagerkréafte und auf die Reaktionskraft K bezogene Biegemomente:

M(x,)
A
4L
3L
- 1 C
B, K
Bz
\“/2 _ A2 _ A,
-A—+B_ =0, -A— +B_. -K =0, B L -K2L =0;
2 X 2 z X
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Elastische Energie'
U= z 2 I 4dx

a)

Nach dem Satz von CASTIGLIANO mul} gelten:

3 La N N
aiuzo B Z I{ML(xa)+KM(xa)}M(xa)dX -0
oK = El a
3 Ly
z M, (X, IM(x,)dx,,

=

| O \——

K=-%
3 ~a
Z II\W(XG)I\W(xa)dxa
0

a=1

_ (U3)(2FL)(3L)L +(1/3)(—2FL)(-4L)- 2L
(1/3)(3L)°L +(1/3)(-L)?L +(1/3)(—4L)? /2L

K=-3*4%2c_ 453F.
5+8.2

My, (Xg):= M (x,) +KM(x,, ).
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Aufgabe 1

Ein Wasserbehalter (Masse leer 3600 kg, Abmessungen 2 x4 x1,5 m3)

steht auf
vier Stahlstitzen der Lange L =3.5m. Man bestimme das erforderliche IPB-Profil

bei 5-facher Sicherheit gegen Knicken.

Gelenk

L

Einspannung

Gesamtmasse:
M oq = 3600kg +12 103kg =15,6 103kg

Druckkraft auf eine Stitze:
1 _9,8115,6 no3

- _ 4
F*—nges N =3,8310"N.
2. EULERTfall:
-]
rit 4 L2 red

Bedingung fur das auszuwéhlende Profil:

1 20L2%F*

L O L R
3 2 4
> 20[03,500 mrg) E:B,832ELO N = 45210 mm?
m 2,1010°N/ mm
Tabellenwert:
IPB140: 1=55010°mm*,  A=4,3103mm?2.
: f 6
i :/;‘I— = j%mm =35,76 mm
VA 4,300
Schlankheitsgrad:
L 3
= red 7007 1957
i 35,76

s >s;: EULER-Theorie erlaubt, IPB 140 geeignetes Profil.
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Aufgabe 2
Far die beiden unterschiedlich gelagerten Dreieckscheiben berechne man die zu-
lassigen Lastkrafte F, und F,, wenn
L =300mm, b=10mm, h =2mm,
E=2100°N/mm?, o  =250N/mm?,

ZUu

$¢ 2L
L

gegeben ist.

Stabquerschnitt [ ]h
b

Im ersten Fall ist der Stab mit der Zugkraft 2F, belastet. Aus

2F1 <o. A
zul
folgt
oA 2
F1 < Zg _ 250N/ mm ELOmm 2mm — 5500N.

Im zweiten Fall ist der Stab mit 2F, druckbelastet. Die Stablagerung entspricht
dem 1. EULERTfall, deshalb muf3

El
2%<¥P’
gelten:
5 2 3 4
F2<n2 EI2 =r122’1ﬂo N/r’r;m 1(2)E2 mm =76.8N.
2 2[B00“mMm~ 12
Aufgabe 3

Eine starre Platte ist an einem ebenen Fachwerkrahmen befestigt und durch ein
Moment M, belastet. Wie grof3 darf das M, hdochstens sein, damit der Stab 1
nicht knickt? Fur den Fall, da3 der Stab 1 ein Kreisrohr ist (Auf3enradius r_, In-
nenradius r;), berechne man seinen Schlankheitsgrad s.
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oL !
Lo |
()
\‘E _ /
MO_S]_?L—O, Ed Sl—\270,
El El
- Yy - Y _ _y
Sl(krit)_nz(,\ZL)Z’ Ile(krit) 2J2L 3,49 L
| = 4_. 4 A =mfr 2 12 _/Iy_ljz_,_z
y_i(ra r| )! _n(ra r| )1 I _\‘JK _E\Sra ri )
S = I = i :Yra2+ri2
L ~2L 2.2L

Aufgabe 4
Wie grof3 muf3 L mindestens sein, wenn die EULERsche Knicktheorie anwendbar
sein soll?

Gegeben: E =7,2(10°N/mm?, R, =1510°N/mm?,

Kreisrohrquerschnitt: r, =9mm, r, =10mm.

L,El

Grenzschlankheitsgrad:

G |

\

S. =TT /i =68,83.
R
pd

Tragheitsradius:
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1 10*-9*

i=  — ="~ = - mm=6,727mm.
VA 410%-9%)

Reduzierte Knicklange: (4. EULERfall)

L.g =0.7L.
Schlankheitsgrad:
L
si=-red = 0.7L :O,104L.
I 6,727mm mm
Forderung:
S>s; - 0,104L>68,83 - L >662mm.
mm
Aufgabe 5

Far den Stab (Lange L, Biegesteifigkeit EIy <El,), der beidseitig gelenkig gelagert
ist und am linken Gelenk mit einer Drehfeder (Drehfederkonstante k) verbunden
ist, berechne man die Knicklasten fur die Falle kL :nEIy, n=123.

k

L F

= O

X G
F

z w (X)
B
< T x =

Das Biegemoment im Querschnitt x =const lautet nach der Theorie 2. Ordnung
Mby(x) =Fw(x) +B(L —Xx).

Zur Differentialgleichung fur die Biegelinie

Wiy — " 2 _ B 2. _
Elyw (x)——Mby(x) - w" (X) + A“w(X) _E(X -L), A e
y y
gehoren die drei Randbedingungen:

w(0)=0, w(L)=0, M., (0) = +w'(0).

denen die allgemeine L6ésung der inhomogenen Differentialgleichung

W(x) = C, cos(Ax) +C,, sin(Ax) +/\2Eé| (x -L)
y
angepaldt werden muf3. Mit
w(©0)=0 - C -t =o
A EIy
erhalten wir zunachst
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W(x) = C,{ cos(Ax) +’|f -1} +C, Sin(AX).

Die Ableitungen
w'(x) = C {-Asin(Ax) +i} +CAcos(Ax),  w"(x)=A chcos@ X)-CA 2sing x),
fuhren in der dynamischen Randbedingung
Mby(O) =-kw'(0) - Elw"(0)=kw'(0)
zu der Gleichung
—Ely)\zCl :k(cil +C,A).

Die Randbedingung im Punkt x =L liefert die dritte Gleichung
w(L)=0 - C, cos(AL) +C, sin(AL) =0.

Das homogene Gleichungssystem fur die Konstanten C, und C,
cos(AL)C; +sin(AL)C, =0,

Kk 2 _

(E+E|y/\ )C, +KAC, =0,
hat nicht-triviale Losungen dann und nur dann, wenn die Determinante der Ko-
effizientenmatrix null ist:

0 cos(AL)  sin(AL)O

k :
det (=0 -  kAcos(AL)-(- +EIl_A?)sin(AL) =0,
%myﬂ @ [ cos(AL) ([ +EI A%)sinAL)

f(E):=tané — ”52:0, E=AL.
n+¢&
1.0
) ]
05 |- n=1 R
n=2_
I et g
0.0 - e Lo — —
05 [ S-S S i
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Die Nullstellen der Funktion f(¢) sind die Eigenwerte des Randwertproblems.

Aus den kleinsten Werten fur jedes n ergeben sich die entsprechenden Knickla-
sten F_...

Knicklasten:

n| &=L | FL?/EL)
13,4056 11,6
235909 129
3137264 139

Aufgabe 6

Ein beidseitig gelenkig gelagerter Stab (Ldnge 2L, Biegesteifigkeit EIy <El,) wird
in der Mitte zusatzlich durch eine Feder (Federsteifigkeit ¢) abgestutzt. Man be-
rechne die Knicklast mit

c=5N/mm, L =500mm, E =2,100°N/mm?,
Werkstoff ST37, Quadratischer Hohlquerschnitt (20mm, 18mm):

|, =4,5853 M1o3mm*

fi=w, (L) =w,(0)

Momentengleichgewichtsbedingung:

2LB, +Lcf =0 - B, =-_cf.
Biegemomente nach der Theorie 2. Ordnung:

cf
My, (X1) = Fwy (x,) +B, (2L =x,) +cf (L —x;) =Fw, (x;) X

cf cf
Mby(xz) =Fw,(x,) +B,(L —x,) =Fw,(X,) +Ex2 —?L.

Differentialgleichungen fur die Biegelinien:
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cf . cf cf
El YW1 (xl) =—Fw,(x,) +—- > X1 El yWo (X,) =-Fw,(x,) - > X, +?L,
Az:zi y :L
EIy EIy

n f n f
w, (x1)+/\2wl(x1):y2x1, w, (x2)+)\2W2(x2)=y2(L -X,).
Allgemeine Losungen der inhomogenen Differentialgleichungen:
_ : y
w, (X,) = C; cos(Ax,) +C, sin(Ax,) +—2x1,

W, (x,) =C, cos(Ax,) +C, sm()\xz)+ 2(|_ ~X,).

Rand- und Ubergangsbedingungen:

w,(0)=0 C, =0,

_ - yf, _
w,(L)=f Cz}\sm(/\L)+ﬁL =f,
_ vf, _

w,(0) = f 03+WL—f,
w,(L)=0 C,cos(AL) +C, sin(AL) =0,

' ' f f
w;' (L) =w,,'(0) C,A cos;(}\L)+§}‘2 =C A _;}\2'

Elimination der Verschiebung f liefert das homogene Gleichungssystem fir C,
und C,:
C,sin(AL)cos(AL) +C,sin(AL) =0,

2y .
C_{Acos(AL) + ————sin(AL)} -C A =0.
AACosaL) + T SnL)} -C,
Losungsbedingung:

0 sin(AL)cos(AL) sSn(\L)O

0 il .
®RcosaL)+ 2 sina) 4 O > ST
B 22 -yL B

3

ZsmEEEcosE+ yL EE
3 3 3
ng _ cL _ 55N/mn12[500 mm , . =0,6491.
El, 2,1010°N/mm?#,585310°mm

y
sné=0 - éE=m
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3

- yL .
f(&):=fcosé + ——=5sné=0
@:=¢cosE 4 7~ 5siné
15 ‘
(&)
1.0 b j |
0.5 - .
0.0 -
-0.5 |- |
-1.0 \ \ \ \ \ \ \ \ \
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 ¢ 20
§=1,652

Dieser Wert fur AL ist kleiner als 7, also wird

El
- 2y _ 4
Fiie = @,652) 2 =1,05 107 N.
Mit der reduzierten Knicklange
El
- y — -
Fri =70 2 - L eq _1,652L =951mm

red
und dem Tragheitsradius

!y _ 458500°

iy:\s“?_v 76

mm=7,77mm

ergibt sich der Schlankheitsgrad

L
s=-red =122
Iy

der Uber dem Grenzschlankheitsgrad fur ST37 (=104) liegt; die nach der EULER-
schen Knicktheorie berechnete Knicklast ist also gultig.

Aufgabe 7

Ein eingespannter Stab mit geringer Biegesteifigkeit (Blattfeder) ist am freien
Ende im ausgelenkten Zustand durch eine richtungstreue Kraft F, parallel zur
ursprunglichen Stabachse belastet. Man berechne die Biegelinie bei grof3er Aus-
lenkung.

Fur die Tangenteneinheitsvektoren €_(s), Hauptnormaleneinheitsvektoren € (s)
und Krimmumgsradien R(s) der zu berechnenden Biegelinie r(s) gilt



C - 1.6 - Knicken und Biegetheorie 2. Ordnung 391

d
6, 9= ¢ (=R *E
S
X
~/

e

(O
S

0

Auf ein Stabelement der Lange ds wirken Schnittkrafte und Schnittmomente, fur
die die folgenden Gleichgewichtsbedingungen gelten:

- ds, = ds, =
F(s+—_)-F(s—-—) =0,
(s+5)-Fs-2)

- ds - ds, ds. 0 ds . ~ ds
M(s+—)—-M(s —+—es><Fs+—+ —€.(s FS-
( 2) (s ) 5 (s) xF( ) 0 () (
Mit den Zuwachsformeln

dF(s)ds
ds 2

dM(s) ds
ds 2

Fis+%)=F(e) M= D) =NiE) ,

erhalten wir die differentiellen Gleichgewichtsbedingungen fur die Schnittlasten

dF(s) _ 5 dM(s)
ds

gs 9 +ée (S)XF(S) =0.

Das Stoffgesetz lautet

__El,_ _EI )
M(s)e, = _ 2. €, =_ %-€_(s) x€_(s) =El €,(s) x

dé_(s)
R(s) ? R(s) S ds

Aus der Krafte-Gleichgewichtsbedingung folgt

F(s) =const - F(s)=F,=-FzE,,
und aus der Momenten-Gleichgewichtsbedingung
_ dZe (8 - .
El e (s) % 452 +e (s) xF, =0.

Ist ¢(s) der Winkel des Tangenteneinheitsvektors mit der x -Achse, so gilt
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[COSP[] F¢'sing ] E-l-qb"smqb ¢'2cos¢D
O 0O de O 0 d2e )
&, —E‘Hn(pD S=[p'cosp ] ——> _D¢"COS¢ -’ sm¢
ds [ 0 ds?
do 5 0 B E 0 E
Cosp] 3¢"sing ~¢"“cosp U [vosp0) R0 OO
0 il 5 D 0 O D 0
El Esn¢DxD¢"cos¢ —¢'“sing EI+Es|n¢D><DO 0= 0[]
‘0 il l oo 0Ood
@oam 0 E@oa@oa@@
El¢" +F,sing =0.
Mit den Randbedingungen
- . de
¢$(0) =0, M(L)e, =EI_é_ x—S =El_¢'(L)=0
z Z S dS =L z
ist eine Losung der Differentialgleichung
F
¢" +A°sing =0, A2=_0
El
z
zu berechnen. Weil
{¢"+}\28in¢}¢'=d%¢'2 —/\ZCO@ ﬁzo
ds
gilt, erhalten wir zunédchst mit ¢(L) =@
¢'? = 2)A?(cosp —cos®).
Daraus ergibt sich
d¢ s 19 dp _
A\ 2. cosp —cos® A2 J;,\ cos¢ — cos®
Im Integral setzen wir
cos¢ :1—23in2(¢/2), cos® =1 —23in2(¢/2),
dann wird
()]
[, 2 o
0 Sin*(®/2) -sin®(¢/2)
Mit
sin(®/2) =k, sn(¢/2) =ksinu,  dgp = 2K 4, - 2kcosu

cos($/2) T 1-K2sn?

$=0 - u=0; =@ - snu=1 - u =m/2,

du
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erhalten wir schliel3lich

2 du

| Toeam -
0 1-k“sin“u

Das Integral ist eine vollstandiges elliptisches Integral 1. Gattung und steht aus-
gewertet in Formelsammlungen zur Verfugung.

Zu einem Wert von AL muf der Parameter k bestimmt werden und daraus der
Neigungswinkel @ am Stabende.

Ist insbesondere k =0, also auch @ =0, so wird AL =m/2 und

El
m F :7;2 L22 =EULERsche Knicklast

4 ~ 0

(AL)? =

Ist der Winkel @ bekannt, so lautet mit

dx _dxdd _oep, DY VAP gy
ds d¢ ds ds d¢ ds
und
dg _ ¢'=A.2 /cosp —cos®
ds
das Differentialgleichungssystem flr die Biegelinie
dx _ Ccos¢ dy _ sing

dp A2 /cosp-cos®’  dp A 2. /cosp -cosd

Ist beispielsweise
El

El
- - 2 -
ML =208744 - Fy=(\L)? 7 =43574" %,

so wird
»=2
und mit
&=x/L, n:=x/L,
lautet das Differentialgleichungssystem
dé _ cos¢ dn _ sing
d$p AL-2 cosp —cos2’ ~ d¢ AL~/2. cosp —cos2’

Die Anfangsbedingungen lauten &(0)=n(0) =0, und integriert werden mulf} von
® =0 bis ¢ =2. So ergibt sich die in der folgenden Abbildung dargestellte Biegeli-
nie, die man Elastika nennt und die schon von EULER berechnet wurde.
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0.4 ‘
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Aufgabe 1

?

Seil der Lange L

Ein homogenes, biegeweiches Seil der Masse m und der konstanten Lange L
ist in den Punkten O und B aufgehangt und nimmt im Schwerkraftfeld, das
in negativer y-Richtung wirken soll, eine Gleichgewichtskonfiguration in der
vertikalen xy-Ebene an, die durch die Funktion y = f(x), die Seillinie, be-
schrieben wird. f(x) soll berechnet werden.

An der Stelle x hat die Seillinie eine Tangente mit dem Neigungswinkel a
gegen die x-Achse. Es gilt
df (x) _
Cdx
Im Seil wirkt an der Stelle x die tangentiale Seilkraft

S(x) =S, ()€, +S, (x)e,,.

- f'(x) =tana.

Mit den beiden Komponenten des Seilkraft konnen wir also schreiben
Sy 09 f S f'(x)S
=tana = f'(x), - x)=f'(x X).
S, (x) (x) y () = T'(x)S, (x)
Ein infinitesimales Seilelement Uber dem Intervall [(x —dx/2),(x +dx/2)] auf
der x-Achse hat die Lange ds und die Masse

dm :mds.
L

Mit dem Satz von PYTHAGORAS erhalten wir

ds :,\/(olx)2 +{ f(x +d2X) - f(x —dzx)}z,

und mit den Zuwachsformeln

f(x +d2x) = f(x) +f'(x)d2X, f(x —dzx) = f(x)—f'(x)dzx,
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wird

ds = 1+{f'(x)}2dx.

—~ dx
S(X +—
(x+=)

Die Seillange L mulf} sich ergeben, wenn wir die Langen aller Seilelemente
addieren:

Xg

[ A+{f))2dx =L.
0

Auf das Seilelement wirken drei Kréafte: Die Gewichtskraft —dmgéy und die

beiden Seilkrafte

dS(x) dx
dx 2

_d§(x)d7x}
dx 27

Sex+ 5 =80x) + S =09 =45

Das Seilelement befindet sich im Gleichgewichtszustand, wenn die Summe
aller Kraftvektoren null ist:
= dx = dx .=
S(x +—)+{-S(x ——)} —-dmge_ =0.
(x + ) +{-S(x ——)} ~dmgé,,
Daraus ergibt sich mit den Zuwachsformeln fur die Seilkraft und
dm :Tds :T\l +{f’(x)}2dx

die differentielle vektorielle Gleichgewichtsbedingung

dS(x) _mg

' 25 -
o - LH00) e, =0,

in der sich zwei skalare Gleichgewichtsbedingungen verbergen:
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dSX(x):O
dx ’
ds, (X) m
y g ' 2 _
- = 1+{f =0.
G T L L)

Aus der ersten Differentialgleichung folgt, daf3 die horizontale x -Komponente
der Seilkraft konstant ist,
S, =H, =const.

Wegen der zur Seillinie tangentialen Orientierung der Seilkraft konnten wir
oben die Beziehung
Sy(x) = f'(x)S, (X)
ableiten, und somit wird
Sy(x) =H, f'(x).

Dieses Zwischenergebnis setzen wir nun in die Differentialgleichung far die
Seilkraftkomponente Sy ein und erhalten schlie3lich eine nichtlineare Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung fur die Seillinie f(x)

fr)=-AL1+{f' )2 =0, A=Y

LH0
Wir setzen vorubergehend
v(x):= f'(x),

so dafd sich fur v(x) die Differentialgleichung erster Ordnung

V'(x) = AL +{v(x)}?

ergibt. Aus
1 dl:,\ d arsinhv dv Y d arsinhv(x) )
1+v2 dx dv  dx dx '
folgt

arsinhv(x) = Ax +C, - V(x) =sinh(Ax +C,).

Nun kehren wir wieder zur Darstellung mit der Funktion f(x) zuruck und
erhalten:

f'(x)=snh(Ax +C,) - f(x):jcosh(/\x +C,) +C,.

Mit der Randbedingung im Befestigungspunkt O
1
f(x=0)=0 - }COSh(Cl) +C, =0
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ergibt sich
f(x) = i{ cosh(Ax +C,) —cosh(C, )}.

Far die Hyperbelfunktionen gilt das Additionstheorem

cosha — coshb :23inha;bsinha;b,

also konnen wir auch schreiben
AX +2C
f(x) :Esinhilsinh/\—x.
A 2
Noch sind die in
mg

LH,

enthaltene horizontale Kraftkomponente H, und die Konstante C, unbe-
kannt. Also werden noch zwei Bedingungen bendtigt: Die Randbedingung fur
den Befestigungspunkt B

f(x =xg) =Yg,
liefert die Beziehung

AX, +2C AX
2§nh B Lsnh—B =y,
A 2 2

und die Gleichung fur die Seillinie mul3 der gegebenen Seillange L angepal3t
werden:

Xg XB
[ AHEePd=L [L+sinh2(ax +C)dx =L,
0 0

cosh(Ax +C4}
Lis h(A C inhC.} =L
X{sm (Axg +C;) —sinhC} =L.

Das Additionstheorem
sinha —sinhb :Zsinha;b cosha;’b,

erlaubt fur die Seillangenbedingung die Darstellung
AX AX, +2C
isinh 25 cosh——B 1=

Aus den beiden nun zur Verfugung stehenden Gleichungen



C - 2 - Seilstatik 399

2 . AXp+2C | AX

Z&nh—B lgnh—B =y_,
A 2 2 Ye
AX AX_ +2C
gsinh B cosh—B 1,
A 2 2
folgt wegen
cosh?a -sinh?a =1
AX 12-y_2 0O AX
L% -yg2 :izsinhz(—B), = 323 = B/\Z = sinh?(~_B),
A 2 Xg Xg 2
und mit
o= Mg
2

erhalten wir die nichtlineare Gleichung fur den Parameter o

sinhg _  L* -yg”

16) Xg

Aus den bekannten Werten Xg,yg und L bestimmt man zuerst 4 und da-
nach
_mg _MgXg

O LA 2L
Far die Konstante C, folgt aus den beiden Gleichungen

2 . .
XS| nh(é +C,)sinh(d) =yg,

isi nh(d) cosh(d + Cl) =L,
durch Division

Ye

Yy
tanh(d +C,) = S C. =artanh(=8) -o.
( 1) L 1 (L)

Die Gleichung fur die Seillinie lautet schliel3lich

f(x)= B X
(x) =B {cosh(25 X +C,) ~cosh(C, )}
B

Mit Hilfe der folgenden Abbildung der Funktion (sinhd)/d kann man einen zu
\‘Lz—sz/xB gehoérenden Naherungswert fur 0 ermitteln und dann nach
dem NEWTONschen Naherungsverfahren verbessern. Anschliel3end wird die

Konstante C1 bestimmt.
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3.5

3.0 : “‘/LZ - 2
: gegeben

25

2.0 | : » : - .

J|gesucht
1.0

\ \ \ \ \
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Ist beispielsweise L =10m, Xg =4m, yg =3m, so wird

h2_. 2
'VL Ys

Xp

X
H_ =mg—B =0.0808mg.
0 92L6 g

Die Seillinie ist in der folgenden Abbildung dargestelit.

Mit H, ist auch die y-Komponente der Seilkraft bekannt:

. . X
Sy(x) =H,f'(x)=Hgysinh(Ax +C,) = Hosmh(ZcSX— +C,).
B

=2.38485, 0 =2.47604, C, =-2.16652.

Im tiefsten Seilpunkt ist f'(x) =0 und die Seilkraft nimmt dort den kleinsten

Wert HO an.
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0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

Aufgabe 2

Ein schweres Seil ist im
Punkte (0,h) aufgehdngt und
wird im Punkt (b,0) so gehal-
ten, dald es dort eine horizon-
tale Tangente besitzt. Man be-
rechne fur h=2b die erfor-
derliche Horizontalkraft H im
Punkte (b,0).

D
AN N
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Seilliniengleichung:
1
f(x)= cosh(Ax +C)) +Cy, A :ﬁ
(v: Gewichtskraft des Seiles pro LaAngeneinheit)
Randbedingungen:
f(0)=h, f'(b) =0.

1
fO=h, -  Jcosh(C)+C, =h,

f(x) = j[cosh(/\x +C,) —cosh(C,)] +h,

f'(x) =sinh(Ax +C,);
f'(b) =0, - sinh(Ab +C,) =0, - C, =D,

f(x)= j[cosh(/\x ~Ab) —cosh(Ab)] +h.
Im Punkt (b,0) gilt aulRerdem
f(b)=0 - i[l—cosh(/\b)] +h =0 - cosh(Ab) =1 +Ah,

Ist insbesondere h =2b, so wird mit Ab =:¢
coshé =1+2¢& - £ =247

10

Graphische Lésung der Gleichung
I  cosh&=1+2¢ ‘

O | | | V
0 L E=2,47 3
_é y _¥
A=S H="=""=04
b A€ b



C - 2 - Seilstatik 403

Aufgabe 3

Ein schweres Seil (Gewicht pro Langeneinheit des Seils: y) ist in den Punk-
ten O und A aufgehangt. Der Punkt A ist mit einer Feder (Federsteifigkeit c)
verbunden und wird auf der x-Achse gefuhrt. Wenn die Feder entspannt ist,
befindet sich der Punkt A an der Stelle x =a.

Man berechne x =b fur L =5a und 2c/y =0,5.

Gleichung der Seillinie:

2 . AX . AX y
f (x) = —sinh(— +C, )sinh(—), Ar=——,
(x) = sinh(" +C))sinh(") -
Randbedingungen:
2 .., Ab . Ab Ab
fb)=0 - Tc;mh(7+c:1)smh(7):o - =

Im Punkt A ist die konstante horizontale Komponente H, der Seilkraft gleich
der Federkraft:

Ho=cl@a-b) - A :C(ay_b).
Aus der Bedingung fur die Seillange
icosh(/\zb +C1)sinh(/\2b) -L 2c@=-b)g nh(z‘;ab_b) -
p=0 &= . ua-psC F )=
erhalten wir mit den speziellen Werten L =5a und 2c/y =0,5 die Gleichung
a-sinn( >
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20 w I
Graphische Losung der Gleichung
| o
1-¢§)sinh(—) =10.
(A= §sinn( )
15 -
10 e

- @-sinh(2

0 i I i ‘,7 I
0.60 0.64 0.68
£=0,673, b =0,673a.
Aufgabe 4
y g
Po—
5m m

Ein Seil (LAnge L =10r, Masse 5m) hangt im Schwerkraftfeld zwischen einem
raumfesten Punkt O und dem Schwerpunkt B einer Kreisscheibe (Radius r,
Masse m). Auf die Kreisscheibe ist ein Faden gewickelt, an dem eine Masse
m aufgehéangt ist.

Man berechne die Gleichgewichtslage x; =b des Punktes B, die Koordinate
x * des tiefsten Seilpunktes und die Seilkraftkomponenten im Punkt B.
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Gleichgewichtsbedingungen fur die Kreisscheibe:
H-S, =0,
N —Sy -mg -mg =0, - H =mg, S, =mg.

Hr —mgr =0;
S, ist die konstante horizontale Seilkraftkomponente.

Gewichtskraft pro Langeneinheit des Seils:

=°M9 _5M9
10r r
Gleichung der Seillinie:
1 y 05
f(x)="cosh(Ax +C,) +C,, A= =~
(x) =" cosh(Ax +C,) +C, g =

f0)=0 - C,=-joshC,

1 2 . AX . AX
f(x)= X{ cosh(Ax +C;) —coshC} :}s nh(7 +C1)smh(?).

Randbedingung in B:

2. .. Ab . Ab
f(b)=r - 3 nh(7+C1)smh(7):r.

Berechnung der Seillange:

b
L = I cosh((Ax +C, )dx :1%sinh(/\b +C,;) —sinhC_},
A
0

2 . . .,Ab Ab
—snh(~—)cosh(— +C,) =L.
S Sinh(5)cosh(T7 +Cy)

Damit stehen zur Bestimmung von b und C, zwei Gleichungen zur Verfu-

gung.

4 . Ab, . Ab
A—zsmhz(7)smh2(7 +C,)) =r?,
4 . Ab Ab
? nh2 (?) COShz (? + Cl) = L2,

4 . 2/\b 2 2 . Ab A /y 2 2
—snh“(—)=L" -r - sinh(~—) =—~'L° -r~,
2 Snh*() (5)=5
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.99
4

b =§arsinh(g L2 -r?) =4rarsinh( ) =6,57r.

2 'nh()‘2b+C1)sinh()‘2b) -, "

2 n - tan( +Cy) :|r_ - C,=-15423.
—sinh(-_-)cosh(—_-+C,) =L,

202 2

Im Punkt x * hat die Seillinie eine horizontale Tangente:

C
f'(x*)=0 ~ sinh(Ax * +C;) =0 - x*:—Tl =3,08r.

Die Seilneigung im Punkt x =b hat den Wert
tanf = f'(b) =sinh(Ab +C ) =2,769.

Fur die vertikale Seilkraftkomponente in B gilt
Sy =tanfS, =mgtanB =2,77mg.

Aufgabe 5

Ein unausdehnbares, ideal biegeweiches Seil sei um einen starren Kreiszylin-
der gewickelt. Den Umschlingungswinkel bezeichnen wir mit a und den Haf-
treibungskoeffizienten fur die Reibungsverhaltnisse zwischen dem Seil und
der Zylinderwand mit . An den beiden Seilenden sollen die Krafte S, und
S, angreifen und das Seil straff gespanntim Gleichgewicht halten. Berech-
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net werden soll, flr welche Werte von S bei gegebener Seilkraft S das Seil
gerade noch nicht im Uhrzeigersinn Uber den Kreiszylinder rutscht.

In einem Schnitt ¢ =const wirkt die Seilkraft §(¢):S(¢)é¢(¢). Die Summe
der an einem Seilelement der Lange rd¢ angreifenden Krafte muf3 null wer-
den.

S@+ )-8 -5 +aN@)E, @) +1,ANG)E, ) =0,

djg”)dcb +dN ()8, @) +1,AN@)E, @) =0.

Mit
S de
ds _dS, g% _dS; g4
dp dp ¢ ~dp dp ? '
erhalten wir die vektorielle Differentialgleichung
dN(¢), ;. . dS(9) dN(¢),» _5
-S(¢) + 1€+ + re, =0,
aus der sich die Differentialgleichung fur die Seilkraft S(¢) ergibt:
ds(g) ,
— S(¢) =0.
do HHS@)
Ihre allgemeine Losung
S(@)=Ce Ho?
mul’ der Randbedingung
S(0)=S,

angepaldt werden. Deshalb wird
S(#)=S,e "’
und
_ ~Hoa
Sa —Soe o,

Diese Formel fur die Seilkraft nennt man EYTELWEINsche Formel.

Far den Fall, dal3 das Seil gerade noch nicht im Gegenuhrzeigersinn tber
den Kreiszylinder rutscht, &ndert sich im Freikdrperbild fur das Seilelement
nur die Richtung der Haftreibungskraft:
Dementsprechend wird
— Mo
S,=S,e .

Das um den Kreiszylinder geschlungene Seil befindet sich also in einem
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Gleichgewichtszustand, wenn
- a ua
S,e "° =5,sSe°
gilt.

Ist beispielsweise a =m, 4, =0,3, so kann S, einen Wert zwischen 0,389
und 2,566S, annehmen, ohne daf’ das Seil rutscht.

Aufgabe 6

Eine Seilwinde (Radius r) ist fest mit einer Bandbremse (Trommelradius R)
verbunden. An einem aufgewickelten Seil hangt ein Korper, der auf das S
die Gewichtskraft G Ubertragt. Man berechne die Kraft F, die ein Absenk
des Korpers gerade noch verhindert.

Wenn sich die Seilscheibe gerade noch nicht im Uhrzeigersinn dreht, mul3
das vom Hebel auf die Bremsscheibe wirkende Moment in entgegengesetzter
Richtung wirken. Also ist die am kurzen Hebelarm angreifende Seilkraft S;
groer als die am langen Hebelarm angreifende Kraft S,. Mit dem Umschlin-
gungswinkel a wird im Grenzfall des Gleichgewichts

— Hoa
S1 = 82e )



C - 2 - Seilstatik 409

Momentengleichgewichtsbedingungen fur Hebel und Scheibe:
Sa; +S,a, -FL =0,
S;R-S,R-Gr =0;

r
Sz(e“f’a -1) :EG’ Sz(aleuoa +a,) =FL,

1 r et
S.=—————(G, S, = —G,
2 gM" 1R 1 et _1R

Aufgabe 7

~

2 //
RN

Zwei Kreisscheiben sind mit einem Seil verbunden und sollen auf einem
Kreiszylinder (Radius R) im Gleichgewichtzustand sein, wobei das Seil Uber
dem Winkel a auf dem Kreiszylinder aufliegt und durch Haftreibung am
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Gleichgewichtszustand beteiligt ist. Man berechne die Bedingung fur die
Winkel ¢, und ¢,, damit Gleichgewicht mdglich ist.

Geometrische Bedingungen:

R :
(R+r)cosp. =R, - Bi=arccosR+ri, (i=12)

1 N [3
¢1/\
R

Gleichgewichtsbedingungen fur die zentralen Kraftesysteme in den Schwer-
punkten der Kreisscheiben:

DO O EI'COS¢1D sin(¢, +B,)0 @D
0+ N, O 0+S, 0 O=

@'Glﬁ Qs'n‘pl H @05(‘1’1"’[31)@ @@

DO O [c;oscbzm Ersn(cbz +B2)D @D
0+ N, O 0+S,

@'Gzﬁ “Bing, B 5005@2 ) E @)D
_ o Sn(g, +B,) _ . cosp, _ o Sin(g, +B,) __. cosp,
Ni=3, cosp, %176 cosB,’ N2 =3, cosp, 2 =6, cospB,

Das Seil rutscht nicht nach rechts, wenn
Una
82 < Sle 0
ist, und es rutscht nicht nach links, wenn
HUnO
S1 <82e 0
ist. Daraus folgt fur eine Gleichgewichtslage die Bedingung:
~HoO AT
s.e <S,<S.e"",

_ S - G, cos¢., cos
e “Oa<72<euoa = e Hod <_2 ¢2 Bl <eu0a.
S, G, cosg, cosf3,
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Aufgabe 1
Far das ebene Verschiebungsvektorfeld

u(x,y) =(ax +by)e, +(cx +dy)éy, (a,b,c,d <1)
eines deformierbaren Korpers berechne man die Hauptdehnungen.

Ableitungen der Verschiebungsvektorkomponenten:

ou, b auy:C ou
oy oox

aux
[9)%

y:d,
oy

Gradienten- und Deformationstensor:

@m b 00O 0 a Z(+c) 00
0 O g O
G=[ d 0f e=Eb+c d o4
. : %( ) a
M 0 0f H o 0 OH

Charakteristische Gleichung:
Ba -g, 3b+c) O B
det(e - £,,1) :det%(b +c) d-g, O B: —e,{(@-¢g,)d -¢,) -7 +c)?} =0,

H o 0 -&,H

-, {62 —¢,(a +d) +ad -3 (b +c)?} =0,

Hauptdehnungen:
En =0,
& =2@ +d)i\;/%(b +c)? —ad +1(a +d)? =1(a +d) £} (b +)* Ha d)°.
Aufgabe 2

Ein Warfel (Kantenldnge L) aus linear-elastischem Material (Elastizitatsmodul E,
Querkontraktionszahl v, Massendichte p) pal3t im unbelasteten Zustand in einen
starren Behalter mit quadratischem Querschnitt (Kantenlange L) und ideal glat-
ten Wanden. Der Wirfel ist durch das Eigengewicht und auf der Wurfeloberflache
z =a durch eine konstante Druckspannung p, belastet.

Da die Wandkontakte reibungsfrei sein sollen, darf man fur das Verschiebungs-
vektorfeld des Wrfels den Ansatz

u=u(z)e,
wahlen.
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vV V VVVYV

p;G!V g

starrer Behalter

% X

Man formuliere den entsprechenden Deformationszustand des Wurfels, die drei
Spannungsvektoren 6X,5y und g,, die Volumenkraft k und aus der Gleichge-

wichtsbedingung fur den Spannungszustand
o6, 90, 05, _ -
0Xx dy 0z

die Differentialgleichung fur die Verschiebungen u(z). Man l6se diese Differential-

gleichung und bestimme die Integrationskonstanten mit Hilfe der beiden Randbe-
dingungen:
u(0) =0, 0,,(@)=-p,.

Aus dem Verschiebungsvektorfeld
u=u(z)e,
ergibt sich das Deformationstensorfeld

M O 0[O
H 0
e=[0O 0 O0OW

0 0
B 0 u'f

Mit dem HOOKEschen Gesetz erhalten wir den entsprechenden Spannungszu-
stand

M 0 0O @1 0 0O

v 0 Y 0 0

0=2G{¢e+ el}=2G{O O O u'ld 1 004,
1-2v 0 0 1-2v i

M 0 u'd M 0 1H

und somit die Spannungsvektoren
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a0 0O 00
~ o0 v oo 1-y 00
o =2G u'mg o, =2G u'lll] o, =2G '00
X 1-2v g Y 1-2v g * 1-2v O
S| EIJS SRS
Die Volumenkraft lautet
k = -pgé

z
und weil die Spannungsvektoren nur von z abhangen, ergibt sich aus der Gleich-
gewichtsbedingung

o0, , a0, L, 99, _ -

0X dy 0z
die Differentialgleichung
1-v
2G u" =
1-2v P
far die Verschiebungen u(z). Daraus folgt
1-2v
u'=_——_—-—-p9z+C,,
2G(1—v)'0g 1
1-2v z?2
u=———-pg—+C.z+C,.
2Ga—wpgz 1 2

Aus der Randbedingungen u(0) =0 folgt

C,=0

und aus der Randbedingung o,,(a) = —p,

2G@A-v), 1-2v

a+C.}=-p,,
1-2v agE-v)PP2 " =P
1-2v
C, ==~ (py +poa).
1 2(3(1—v)(p0 pga)

Aufgabe 3

Auf der Oberflache eines unbelasteten elastischen Kdrpers wird ein kleiner Kreis
mit dem Radius r um den Punkt O gezeichnet. Anschlie3end wird der Koérper
belastet und festgestellt, dal3 aus dem Kreis eine Ellipse geworden ist mit den

Halbachsen a =r +25, b =r -9, wobei die groRe Halbachse einen Winkel a =30°

mit der x -Achse bildet. Die Oberflache z =0 sei spannungsfrei.
Man berechne die Spannung o,, in der Umgebung des Punktes O, wenn das Ma-

terial den Elastizitatsmodul E und die Querkontraktionszahl v =1/3 besitzt.
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Im Hauptachsensystem wird:

g ==, g, =~

Direkt unter der Oberflache herrscht ein ebener Spannungszustand:

o :7E (g + ye ):79E (276 _lé) :15E6
b —y2 ! 8 tr  3r 8r ’
g :i(é‘ + vye ):9£(_§ +gé) = _3E5
g2 8t r 3r 8r’

Im Hauptachsensystem hat der Richtungsvektor € die Darstellung

_ [eosa
€ =0 O
B-sinad
B B fcosa 0 gpy® Omcosa 0 3gs _
o, =€ loe )=0 O, O M 0= (5co8” a —sin’q),
Fsnag 8 @ -1fFsnaf Or
, = 21ES
> 1er
Aufgabe 4
Ay b
_______________ |
oy
NAAAANAAAAAAAAANAANAAANY
AN I
N
ho ' h
NN '
AR |
| X

Eine linear-elastische Folie #23 der Breite b, und der Héhe h, soll homogen in
x und y-Richtung so gedehnt werden, dal} sie die Flache bh Uberdeckt. Man be-
rechne die erforderlichen Spannungen o, und Ty sowie die elastische Energie-
dichte U_ in der Folie, wenn das Folienmaterial den Elastizitatsmodul E und die
Querkontraktionszahl v besitzt. Welche Kurve wird aus dem Kreis vom Radius r,
der auf die ungedehnte Folie gezeichnet ist?
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1 _
Exx E(Uxx - Vayy)’ XX T q )2 (€xx ngy)’
&, =—(o, -vo,) o) —i(e VE, )i
vy vy xx /! wo1- 2 \"yy xx /1
U, = > (axx £ oyyeyy)

Aus dem Kreis wird eine Ellipse mit den Halbachsen
a'X :r(l+gxx)’ ay :r(l +gyy)'

Aufgabe 5

EsiVs.0g

B

Ve lc

Auf einen Grundkorper (Materialkonstanten E,v,a;) wird bei der Temperatur
T, eine dinne Schicht eines anderen Materials (Materialkonstanten E.,vg,a)
aufgebracht. Der Grundkorper ist bei diesem Prozel3 parallel zur Schicht span-
nungsfrei gedehnt um ¢, = €y =05 (T, —T,) Die Schicht ist ebenfalls spannungs-
frei und in diesem Zustand noch ungedehnt.

Man berechne den ebenen Spannungszustand in der dunnen Schicht, wenn der
Werkstoffverbund auf die Temperatur T, abgekuhlt und dabei die spannungsfreie
Dehnungsanderung des Grundkoérpers der Schicht aufgezwungen wird. In der
Schicht gelte das HOOKEsche Gesetz.

Der Dehnungszustand des Grundkorpers andert sich bei der Abkiuhlung von der
Temperatur T, auf die Temperatur T, um

Ae = Asyy =-a4(T, -T)).
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Dem Material in der Schicht wird diese Dehnung aufgezwungen, so daf3 nach
dem HOOKEschen Gesetz gilt

1

Ae e (axx —vsayy) —0g (T2 —Tl),
S
1

Ag — (o ) — ag (T -T )

yy:ES yy ~Vs%xx
Daraus folgt:

(a ~a)(T, ~T,) =E1<ax V)

) L+ ve)ag ~aQ)(T, ~T) == @ V2

(ag ~ag)(T, =Ty) =0y, - S
S

ag)

E.(a. —a.)
_ - s\%%s "G -
Oyx = Oy = 1-v, (T, -T)).

Aufgabe 6

In zwei Volumenelementen eines Korpers, deren Kanten parallel zu den kartesi-
schen Koordinatenachsen orientiert sind, herrschen die angegebenen Span-
nungszustande.

z 30,
w 40
y e
O
P 40
x 30,

Wie grof3 muf3d t nach der GE-Hypothese und der Schubspannungshypothese
sein, wenn beide Volumenelemente gleich beansprucht sein sollen?

Spannungszustande:
0o —200 o U M 0 10
U 0 0 0
a) o= D—Za 40, 0% b) o= [(D 0 OD
Ho 0 30, Q 0 og

Vergleichsspannungen nach der GE-Hypothese:
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Ge)._ 1 | _ 2 - 2 - 2 2
oy, __\/72«\/(0)0( Jyy) +(Jyy 0,,)" (0, =0,) +6(ny "0y, X

cey_ 1 2 2 2 2 _
a) oy —’\—2,\1600 +0,° +90,° +240,° =50,

b) 0\(,GE) :i/\ 672 =- 3.
N2
Gleiche Beanspruchung nach der GE-Hypothese:
= 5
V3T =50 - T :\—300 =2,890.

Hauptspannungen des Spannungszustandes a)

-0, —20, o O
0 0
dett-20, 40, -0, 0 E=O -~ (3o, -0,)(0,? -40,,0,-40,%) =0,
H o 0 30,-0,H
0, =21--2)0,, 0, =20 +v2)a,, o, =30,

Extemwerte der Schubspannungen:

1 _ 1 _ 1 _
5(0' -0,)=-2,830,, E(an -0,,) =0,91q0,, E(GIII -0,) =1,91q,.
Gleiche Beanspruchung nach der Schubspannungshypothese:

T= ;al —a“‘ =2,8300.

Aufgabe 7
Auf eine dunne elastische Scheibe (Elastizitatsmodul E, Querkontraktionszahl
v =1/3) ist ein Quadrat der Kantenldnge L gezeichnet.

L
C
3001 B T 30,
~30°_
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Welche Lange L" bekommt die Seite AB, wenn die Scheibe durch die angegebenen
konstanten Randspannungen belastet wird und wie grof3 ist dann der urspring-
lich rechte Winkel in A?

In der Scheibe herrscht der homogene ebene Spannungszustand

O,y =0, Uyy = —200, ny =300.

Aus dem HOOKEschen Gesetz
_1+v v

o- Sl),

E ( 1+v )

Eéxx £y eng %o 30, OB F20, O 0 %
D—1+V _ v ] _

Fy Gy G oE 20, 003,50 20, 0O %
0

2. & &0 %o 0 Of Ho o -20,[H

folgt mit v=1/3:

2 12 0Q
og. U O
=912 -6 0O
3E O 0
HO 0 2
Die Einheitsvektoren in die Richtungen A - B und A - C lauten
[¢os30°0 [O/30 +sn30°0 [+10
0 0,0 O O 0,0 O
€ —Dsmsoo D——Dl D €, = Dcosso0 O-1 030
O 20 0

HOHEOE HOHEOE

Far die Dehnung der Strecke AB gilt
Dz 12 0[3/30

it
é 310[12—601—23—.
=€ e )12E[\ ] o "E
@o 0 2%05
L -L . _ _ %
811— L y - L —L(1+£11)—L(1+2\3E)

Berechnung des eingeschlossenen Winkels a zwischen den ursprunglich ortho-
gonalen Linien AB und AC:

m - -
O’ZE_Vlz’ y12::2e1 E(Jsez).
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12 12 Orri1Q

o O o 0O -8/30 o
Vip=-2[v3 1 o012 -6 om/3n=24"83% -1 69%,
6E 0 M 0O 6 E E
HO O 20 {H
o
a="-169-0.
2 E
Aufgabe 8
Man berechne die Konstanten a,a;,a, in dem Ansatz fur das Verschiebungsvek-
torfeld

u=(a,+ax +ay)e,
so, dal3 es die dargestellte Deformation des gleichschenklig-rechtwinkligen Drei-
ecks beschreibt.

L

Welche Normal- und Schubspannungen mussen auf den Randern der Dreieck-
scheibe wirken, wenn das Scheibenmaterial den Elastizitatsmodul E und die
Querkontraktionszahl v besitzt?

Anpassung des Verschiebungszustandes an die Verschiebungen der Eckpunkte
des Dreiecks:

i(0,0)=a,€, =0, G(L,0)=(a, +a,L)é, =0, G(L,L) =(a, +a,L +a,L)E, =u.€,,

Berechnung des Deformationszustandes:

O M 1 00 m 1
u |:| |:| u |:|
g=-2mg 5 G=-9mM 0 oo - e=-91 0 oo
L oo L O 0 L O

E)JS B 0 Of M O
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HOOKEsches Gesetz:

0 1 0O
E v O O Eu
= £+ e a, El 00 g:=—— 9
1+v( 1-2v b= D 0" 2(1+v)L
@ 0 0@
Berechnung der Spannungsvektoren auf den Dreiecksrandern:
M 1 O[O 10
L B 0 M O 00
ng=-e.; 0, =on =0, El 0] ODEI-1D—U 00 0
D O]
@ 0 0@05 BO 5
M 1 O 00
o - O M 0O 00
n,=e.: 02:0 5 =0, El 0 OEH])D—G EI.D
@ 0 0@@ @@
M 1 Oor+if 1O
B 1 . 1 . . B o. U M 0 g O O
N,=-—-€ + =€ G, =of, =20 0 00l 0=-—2G10=-0
A2 A2 y \fZD (1 [ \ZD ]
B O OEOH O H
y
o I
- - -— = X
0o
Aufgabe 9

O

3.

Der Kreisquerschnitt (Radius R) x=const eines Stabes ist durch die Biegemo-

mente Mby und M

bz sowie durch das Torsionsmoment Mt belastet. In den Punk-

ten A und B auf einem unbelasteten Teil der Mantelflache sind Dehnungsmef3-
streifen aufgebracht, mit denen man jeweils lokal die Dehnungen in tangentialen
Richtungen €,,€, und €; messen kann. Man bestimme die Formeln, mit denen
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sich aus den gemessenen Dehnungen die beiden Biegemomente und das Torsi-

onsmoment berechnen lassen.

e,=-e,
ﬁ )
A ........... A - €, =€,
: e,=6,
B ®3
P N E
B ~ €, =€,
Im Querschnitt x =const lautet der Spannungszustand
M M M I
—7by —_ bz =_t = :7p :E 4
Tx = |y i l, Y 9 |p " (Iy K 2 4R )

wobei die Torsionsschubspannungen in Zylinderkoordinaten dargestellt sind.

n o. A
T n o

) N
= e3
5 / O,
Og
o I
€ 3 AB O
(6)
0
o (0) =0
ng &n né
Gnn

In den MeBpunkten fuhren wir lokale &,n,{ -Koordinaten ein, wobei die {-Koordi-
nate jeweils orthogonal zur Mantelflache orientiert sein soll. Der lokale Span-
nungszustand im Stab &3t sich durch einen Spannungstensor

E‘V&f Ten OE
OZSTEn O OB
50 0 Of

beschreiben, weil die im unbelasteten Flachenelement der Mantelflache wirken-
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den Spannungen Orz 010, null sind.

Die Dehnungsmessungen erfolgen jeweils in die Richtungen

e

=6, 6,26, &,=1 (5 +8)
176 €76, €37 (6, t€)).

\

Dann folgt aus der Darstellung des Deformationsstandes im lokalen Koordinaten-
system

[ e . =@ [86 =¢
%EE &1 % (6  C1 €1 T &g
_ 0 I
8‘%&7 Em a0 €e,) ~C2 B8 =&
O
%En &1 B —6 @6 =1 2

€, ~C3 B85 = (64 +2¢, +&,).

Also gilt far die Berechnung der Deformationsmal3e aus den Mel3werten:

€ TEe) T8,y 2%m T2%e,) “Eey) “GE,)

Fuar den lokalen ebenen Spannungszustand lautet das HOOKEsche Gesetz

() —i(g +VE,_ )
& 1-y2 V& m’
) -i(s +Ve,,)
m = q—y2m &’
o —ie
&N 14y &’
Damit erhalten wir die Formeln fur die Berechnung der lokalen Spannungen aus
den Mel3werten:

E (6. tVve. )

EE 1- V2 (el) (éz) '
g E (6.  +ve,_ )
’7'7 1 V2 -2 ) (él) '

o —L(Ze -&..—€E_. )
o 20+v) €3 T(€) TE)”

Im MeBpunkt A: (X =X ,,Y =R,z =0) wird

M M
—_ bz — —__t
GEE = I R, Urm 0, o R,

und im MeBpunkt B: (x =x5 =X,,Y =0,z =R)

= 7 = :—7t
GEE—I R, a,m 0, o R.
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Daraus ergeben sich die drei gesuchten Gleichungen:

_ 1ER3
Moy = 40-v2) Cerm) " e, )

= —7TER3 (€ + Ve )
Bz — 4(1—V2) (él;A) (éZ;A) '

- _LRB(Z‘E -€ —-£ )
t - 4(1+V) (é3,A) (él,A) (éZ,A) ’

Aufgabe 10

Eine Kreisringscheibe (Innenradius r,, Auf3enradius r_) der Dicke b ist am Au-
RBenrand fest eingespannt und im Loch mit einem kreiszylindrischen Stab fest
verbunden, der durch ein Torsionsmoment M” belastet ist. In der Kreisscheibe

entsteht dann ein Spannungszustand, der in Polarkoordinaten die Darstellung
K

arr:O, a¢ =0, O =0y =5

¢ 9~ %pr T2

besitzt. Man berechne den Faktor K als Funktion von M~ sowie die Hauptspan-
nungen und Hauptspannungsrichtungen im Punkt P.

y

Spannungsvektoren im positiven Schnittufer r =r,:

. _ K.
g, —r—2e¢.
1
Momentengleichgewicht am kreiszylindrischen Stab:
2n K
[rio)brdg+M" =0, - r—zbri22n+M =0,
0] i

* *

M s = M
21b % 2mbr?’
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Spannungsmatrix im Punkt P in der lokalen Polarkoordinatenbasis:

00 0,0
o=U

0
¥ OH

Hauptachsentransformation:

Fo, 0,0 g =40,
det0 " 0,%-0,,° =0, L "
W ~9uF % =Ty
B él :T(ér —é¢),
(0-0,D€e, =0,
€, = (€ +é¢).

Aufgabe 11
Drei Stabe mit Kreisquerschnitt (Radius r) und aus gleichem Material sind a) mit
einer Langskraft F, b) mit einem Torsionsmoment M, und c) mit einem Biegemo-

ment M2 belastet.

O ——=F

O '—’>M1

O M

X

Wie grof3 sind die beiden Momente, wenn nach der GE-Hypothese der Werkstoff
in allen drei Staben in den jeweils am hdchsten beanspruchten Volumenelemen-
ten die gleiche Vergleichsspannung erreicht wird.

Vergleichsspannung nach der GE-Hypothese:
In kartesischen Koordinaten:

Ge)y_ 1 | _ 2 N2 N2 2 2 2
GV _\Z\E(UXX ny) +(0yy Jzz) +(Jzz axx) +6(0xy +Uyz +sz )’

in Zylinderkoordinaten (x -Achse = Zylinderachse):
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1
0\(/GE) =5 ‘:(arr _0¢¢)2 +(O¢¢ _axx)2 +(0xx _arr)2 +6(ar¢2 +a¢x2 +0, 2)'

N 2 \ Xr
a) Spannungszustand in kartesischen Koordinaten:
[0 0 0O
_DSX 0 OD Ge) - 1 5, 2_ _ F
G_B % Oy _V72\/ Oy =0y _?'
HO 0 0d

b) Spannungszustand in Zylinderkoordinaten auf dem Kreisrand:
0o Ty o™

D D 1 M 2M M
0=, 0 0O oCE) :\,2\/60X¢2 =/30,, =3 tr=/3"Glr=2/3_%.
P
50 0 Of

c) Spannungszustand auf dem Kreisrand in Punkten mit y =r:

o, 0 00O
o= EO 0 Oé o{°F) :V12V20XX2 =0 :'\I/lyzr :4:42r :47'\;'%.
HO 0 of
Bedingungen fur gleiche Materialbeanspruchungen:
2«\37'::@2,:7';2 ~ M, =0,29Fr, 47'\:%?,:; ~ M, =0,25Fr.

Aufgabe 12

Ein dunnwandiges Rohr mit quadratischem Querschnitt ist durch eine Langs-
kraft N und ein Torsionsmoment M, belastet. Man beschreibe die Spannungszu-

stande in den Punkten P1 und P2.

Querschnittsflache A und von der Mittellinie berandete Flache A _:
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A=4as, A_=a’
Normalspannung:
N _
O, N =0,
Schubspannung tangential zur Mittellinie:
Mt
o, = =T,.
0
X 2A0
Spannungszustande in den Punkten P,:(x,0,-a) und P,:(x,a,0):
o, 1, 0O &, 0 r.0
0° 0 g 0o 0g
oP)=0, 0 O oP,)=U0 0 ol
P To % (P,) 5 i
HO 0 of H, 0 OH
Hauptspannungen:
gjo_aH o B
detg 7, -0, 0 O=-0,{-0,(0,-0,) 1,4 =0,(0,% -0,,0, -T,%) =0,
H o 0 -0,
o -o, O 7, B
det% 0 -0, O B: -0,{-0,(0, -0,) -1,%} =-0,(0,,° -0,,0, -1,°) =0,
H o 0 -oy
1l - 5244002 -0
O ‘E(Uo*\ % o) oy =0
Aufgabe 13
Ein homogener Spannungszustand sei in seinem Hauptachsensystem {€,,€,,€,}
gegeben:
(o, 0 OO (g, -s/3 0 o O
O O ©) s 0 0
o=0 o, o o":=0-21=0 0 -s/3 o {
0 2 O 37 0 278/ 0
H o o H o 0 -s/3{

Man berechne die Normalspannung und die Schubspannung in einer Schnittfla-
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che mit dem Normaleneinheitsvektor

1 LE +a
n—\—s(e1 e, +e,).

Spannungsvektor:
le 0 o00ag H71D
B 1 O OO 1 0-d
d,=on=-"_-L0 o, obic="7"LyU
n v3 0O hg V3 0O<0

Normalspannung:

5,0 a0
o _=0 m—igy E@ag—l(a +0, to )—ESpur(o) =>
nmooon o y3p20.3pgpg 37t 2 ¥ 3 3

LE\R e

Schubspannungsvektor und Schubspannungsbetrag:
(0,0 QA0 Lo, -s 30

00 _ g Ot O
t=6 -0 = (&,0-°a)= 1 &, -s/30=0®,
noonnt 3020 30 V30O 0

B’sH 38 B’s_s/SH

r— . 1
n=|t|=T@d =0, @, 0 2 254\;3(012 10,2 +032) e

(-5 Sp =1 /gD o)
== 6b-—="— (621 Qo->1) =—0® 5P,
(0390031 =

N

Die Normaleneinheitsvektoren auf den Flachen eines aus gleichseitigen Dreiecken
gebildeten Oktaeders mit den Eckpunkten auf orthogonalen Achsen in Richtung
der Hauptachsen des Spannungstensors unterscheiden sich nur in den Vorzei-
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chen der Komponenten vom obigen Vektor n. In allen Schnittflachen parallel zu
diesen Oktaederflachen erhalten wir deshalb die gleiche Normalspannung und
die gleiche Schubspannung

S 1
O =g 7 g @ OO o)
Deshalb nennt man diese Spannungen auch Oktaeder-Normalspannung und Ok-

tader-Schubspannung.

Aufgabe 14

In einem Querschnitt x =const im Abstand L vom belasteten Endquerschnitt ei-
nes einseitig eingespannten Stabes mit quadratischem Querschnitt (Seitenlange
h) werden in den Punkten (1), (2) und (3) auf den Symmetrieachsen des Quer-
schnitts die Dehnungen von materiellen Linienelementen parallel zur x-Achse
gemessen. Man berechne aus den gemessenen Dehnungswerten die Lastkraft-
komponenten. E sei der Elastizitatsmodul des Stabmaterials.

Stoffgesetz:
1 1 .N(x) My, (X)  M_(x)
Exx = = Ixx =1 ( )+ Y z -—bz v},
E E A | |
y z
4
) _, _h
A=h*, Iy =1, =12
Im Querschnitt mit den Mel3stellen ist
N=F, Mby =-LF,, sz :LFy,
>*x@L E'A 1 27 x*x@ E*A 1, 2" x*x@ E*A 1 27

y z y
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6L 2 _ 2 _
P+ F,  Eh’g o =F — CF,  Eh’g o =F, —°F,.

2 —
Eh gxx(l)_ X pn z X n v

Daraus ergibt sich
_Eh?
I:x T o9 (gxx(l) +£xx(3))’

_Eh3 5
y ~ 12L (Exx(l) B Exx(2) +Exx(3))'

_Eh?3
I:z T 12L (‘Sxx(l) _Exx(S))'
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1. MAPLE-Programme:

Losung der Differentialgleichung in Aufgabe A-7

VVVVVYVYVYV

wi t h( DEt ool s) :

with(plots):

dgl:=diff(s(x),x)=sqgrt(1+(2*Pi *al fa*cos(2*Pi *x))"2):

alfa:=1.0:

ab: =s(0) =0:

| sg: =dsol ve({dgl, ab}, {s(x)}, type=nuneri c, net hod=r kf 45) :

pl: =pl ot s[ odepl ot] (I sg, [Xx,s(x)],0..1, nunpoi nt s=100, | i nestyl e=1):
pl ot s[di spl ay] ([ p1]);

Losung der Differentialgleichungen in Aufgabe B-4.1-1

VVVVVVVVYVYV

wi t h( DEt ool s) :
with(plots):

dgl 1: =di ff(yl(t),t)=y3(t):
dgl 2: =di ff(y2(t),t)=y4(t):

dgl 3: =di ff(y3(t), t)——Ianbda*sqrt((yB( t))"2+(y4(t))"2)*y3(t):
dgl 4: =di ff(y4(t),t)=-g-lanbda*sqrt ((y3(t))"2+(y4(t))"2)*y4(t):
| anbda: =0. 023:

g: =9. 81:

ab: =y1(0) =0, y2(0) =0, y3(0) =5, y4(0) =8. 6603:

| sg: =dsol ve({dgl 1, dgl 2, dgl 3, dgl 4, ab}, {y1(t),y2(t),y3(t),y4(t)},
t ype=nuneri c, met hod=r kf 45) :

pl: =pl ot s[ odepl ot] (I sg, [y1l(t),y2(t)], O..2, nunpoi nt s=100,

l'i nestyl e=2):

pl ot s[di splay] ([p1]);

Losung der Differentialgleichungen in Aufgabe B-4.7-14

VVVVVVYVYV

V VYV

wi t h( DEt ool s) :

wi th(plots):

dgl 1: =di ff(y1(t),t)=y 2( ):

dgl 2: =di ff(y2(t),t)=-(1-LOb/sqrt (1+y1(t)*yl(t)))*yl(t)-2*dd*y2(t):

LOb: =0. 5:

dd: =0. 2:

ab: =y1(0) =1, y2(0) =0:

| sg: =dsol ve({dgl 1, dgl 2, ab}, {y1(t),y2(t)}, type=nuneric,

met hod=r kf 45) :

pl: =pl ot s[ odepl ot ] (

p2: =pl ot s[ odepl ot ] (
pl

Isg,[t,yl(t)],0..20, nunpoi nt s=200, | i nestyl e=1):
I
pl ot s[ di spl ay] ([ pl, p

Sg
sg,[t,y2(t)],0..20, nunpoi nt s=200, | i nestyl e=2):
2]);
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2. pro Fit-Programme (Macintosh):
pro Fit ist ein sehr leistungsfahiges und leicht zu bedienendes Programm, mit
dem Daten und Funktionen analysiert und graphisch dargestellt werden kénnen.
Es wurde von der Firma
Quantum Soft, Zurich (http://www.quansoft.com)
entwickelt.
Speziell zur Lésung von Differentialgleichungssystemen wurde am Lehrstuhl far
Mechanik auf der Basis von Prozeduren, die in dem Buch
Press, Teukolsky, Vetterling, Flannery:
-Numerical Recipes in C*,
Cambridge University Press - 1992,
beschrieben sind, ein Modul erstellt, mit dem die entsprechenden L6sungsfunk-
tionen im Rahmen von pro Fit tabellarisch und graphisch dargestellt werden kon-
nen.
ODE Module v1.1
1998 D. Frohling & S. Kessel, LS Mechanik UniDO
http://www.mech.mb.uni-dortmund.de
Die Bilder von Funktionen in dieser Aufgabensammlung wurden mit pro Fit 5.1
erzeugt. Zur Losung der Differentialgleichungssysteme erster Ordnung werden
diese mit Pascal-Funktionen beschrieben, die von ODE Module aufgerufen wer-
den.

Beispiele:

L6sung der Differentialgleichung in Aufgabe A-7

function derivs(t,yl, dydt1: extended);
var al fa, zwpi, h,fs: extended;

procedure Initialize;

begi n
al fa: =0. 75;
zwpi : =2. 0*pi ;
Set FunctionParan('', 2,0);
end;
begi n
h: =zwpi *al f a*cos(zwpi *t);
dydt 1: =sqrt (1+sqr(h));
Set FunctionParan('', 3, dydt1);

end;
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Losung der Differentialgleichung in Aufgabe B-4.1-1

function derivs(t,yl,y2,y3,y4,dydtl, dydt2, dydt 3, dydt 4: ext ended) ;
{

geei gneter Lanbda-Wert = 0.023

Testwerte: alfa = 60 Gad, vO = 10 s, Rechenzeit 2 Sekunden

}
var g, Lamal f, v0, vOx, vOy, h: ext ended;

procedure Initialize;
begi n

Set BoxTitle(' Startwerte');

I nput (' Lanbda' , Lam ' Wnkel in Gad',alf,' Geschwi ndigkeit in
ms',v0);

g: =9, 81;

al f:=al f*pi/180. 0;

vOx: =v0*cos(al f);

vOy: =vO0*sin(al f);

Set Functi onParan('"', 2,0.0);
Set Functi onParan('"', 3,0.0);
Set Functi onParan(' "', 4, vOx) ;
Set Functi onParan(' "', 5, vOy);
end;
begi n
h: =Lantsqrt (sqr(y3) +sqr(y4));
dydt 1: =y3;
dydt 2: =y 4,
dydt 3: =- h*y3;
dydt 4: =- g- h*y4,
Set Functi onParan{' ', 6, dydt1);
Set Functi onParan{' ', 7, dydt 2);
Set Funct i onParan{' ', 8, dydt 3);
Set Functi onParan{' "', 9, dydt 4);
end;

LAsung der Differentialgleichung in Aufgabe B-4.7-14
function derivs(t,yl,y2, dydtl, dydt2: ext ended);

var
y0, yp0, D, | am ext ended,

procedure Initialize;
begi n
D: =0. 2;
| am =1. 5; {LO/ b}
Set FunctionParan('', 2,0.5);
Set FunctionParan('', 3,0.0);
end;



D - Programme zur Lésung von Differentialgleichungen 433

begi n
dydt 1: =
dydt 2: —-(1 0- Ianisqrt(l O+sqr(y1))) yl-2. 0*D*y2,;
Set Functi onParan('', 4, dydt1

Set Funct i onPar an("'’ 5 dydt 2)
end;
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