2 Vektorriaume beliebiger Dimensionen

In diesem Abschnitt werden zunéchst die Vektorrdume R” und C" behandelt, einschlieBlich li-
nearer Gleichungssysteme. Anschliefend werden allgemeinere algebraische Strukturen erortert:
Gruppen, Korper und Vektorrdaume iiber beliebigen Korpern samt linearen Abbildungen. Diese
abstrakteren Teile (ab Abschn. 2.3) konnen vom anwendungsorientierten Leser zunichst iiber-
sprungen werden.

2.1 Die Vektorraume R” und C”

2.1.1 Der Raum R” und seine Arithmetik

Analog zum R? und R3 fiihrt man R” ein: Der R” ist die Menge aller reellen Spaltenvektoren

X1
X2
x = . x1,...,x, eR).

Xn
Die reellen Zahlen x1, ..., x, heilen dabei die Koordinaten (Komponenten, Eintrige) des Spal-
tenvektors x!, und n ist seine Dimension. Zwei Spaltenvektoren x und y, s. (2.1), sind ge-
nau dann gleich, x = y, wenn ihre entsprechenden Koordinaten iibereinstimmen, d.h. wenn
X| = Yy1,X2 = Y2, ..., X, = Y, gilt. (Spaltenvektoren verschiedener Dimensionen sind natiirlich

verschieden.)

X1 v X1 £y AX1
X2 » X2ty Axo

x=| .|, y=|.]|, xxy= . , A= . (2.1)
Xn Yn Xp Yn AXp

Addition, Subtraktion, Multiplikation mit einem Skalar ). € R (auch s-Multiplikation genannt),
werden mit den Vektoren des R” koordinatenweise ausgefiihrt, wie in (2.1) angegeben. Es gelten
alle Regeln des Satzes 1.1 aus Abschn. 1.1.3 entsprechend: Assoziativgesetz fiir +, Kommuta-
tivgesetz fiir +, usw. Auf Grund dieser Gesetze nennt man R” einen n-dimensionalen reellen
Vektorraum.

Klammern werden bei lingeren Summen und Multiplikationen mit Skalaren normalerweise

1 Auch die waagerechte Schreibweise [x{, ..., x;] (oder (x1, ..., x,)) wird viel verwendet. Man spricht dann von
Zeilenvektoren. Der gemeinsame Ausdruck fiir Zeilen- und Spaltenvektoren ist n-Tupel. Wir bevorzugen beim R”
die senkrechte Anordnung, da sie sich spiter zwangloser in die Matrizenrechnung einordnet.
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weggelassen, man schreibt also a + b+ ¢, a + b + ¢ +d usw., Lua, Apuva usw. Weitere Briuche:

0

—x:=(—Dx, xi:=xix, ::%x, A£0, 0:=]:|. (2.2)

> =

Dies alles hat niemand anders erwartet!
Bemerkung:

(a) Die Vektoren des R” werden auch Punkte oder Elemente genannt, um sprachliche Eintonig-
keit zu vermeiden.

(b) R! und R werden als gleich angesehen, d.h. man setzt einfach [x] = x € R.

(c) Im R? und R? werden Vektoren gerne durch Pfeile iiber den Buchstaben symbolisiert. X
und x bedeuten im R” mit n = 2 oder n = 3 also dasselbe.?

Aus schreibtechnischen Griinden notiert man Spaltenvektoren des R” auch in der Form

T
x =[x1,x2, ..., %] ,

wobei T die Abkiirzung fiir »transponiert« ist.

Beispiel 2.1:

Ein physikalisches Beispiel fiir einen hoherdimensionalen Raum ist der sechsdimensionale Pha-
senraum RO in der kinetischen Gastheorie. Jedem Punkt (Gasmolekiil) ordnet man dabei seine
drei Ortskoordinaten und seine drei Impulskoordinaten zu, die zu einem 6-dimensionalen Vektor
zusammengefasst werden (s. [72], S. 545ff).

2.1.2 Inneres Produkt, Betrige von Vektoren

Definition 2.1:
(a) Das innere Produkt (Skalarprodukt) zweier Vektoren

X1 1

Xn Yn
aus R” ist definiert durch

X-y=x1y1+x2y2+...+ Xy (2.3)

2 Die Kennzeichnung der Vektoren des R? und R3 durch Pfeile kommt von der Veranschaulichung durch geo-
—
metrische Pfeile AB her. Ab Dimension 4 versagt die Anschauung aber. Hier sind Vektoren nur noch algebrai-
sche Objekte. Aus diesem Grunde withlen wir bei allgemeinen Erorterungen des R” die neutrale Schreibweise
x, also die Darstellung durch fett geschriebene Zeichen.
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(b) Der Betrag von x, auch Léiinge oder euklidische Norm genannt, ist

|x|:=«/x-x=\/x%+x%+...+x,%. (2.4)
Abkiirzung x> = x - x.
Satz 2.1:
(Regeln fiir das innere Produkt) Fiir alle Vektoren x, y, z aus R” und alle A € R gilt:
@ X-y=y-x Kommutativgesetz
a x+y)-z=x-z+y-z Distributivgesetz

(III) AMx-y)=(Ax)-y=x-(Ly) Assoziativgesetz
av) x#0&x-x>0 positive Definitheit

Ferner: Regeln fiir die Betrige von Vektoren:

V) [Ax| = |Allx] Homogenitdt

(VI) [x - y] < |x|lyl Schwarzsche Ungleichung
(VI) |x+y| <|x|+ 1|yl Dreiecksungleichung
(VII) |x —y| > ||lx| —|yll 2. Dreiecksungleichung
IX) |x]|=0<x=0 Definitheit

Bemerkung: Es handelt sich hier um die gleichen Regeln, wie wir sie aus R? und R kennen.

Beweis:

Die Nachweise von (I) bis (V) und (IX) ergeben sich unmittelbar aus den Koordinatendarstellun-
gen der Vektoren. Zum Beweis der Schwarzschen Ungleichung (VI) bemerken wir zunéchst, dass
sie im Falle y = 0 erfiillt ist. Im Falle y 7 0 arbeitet man mit dem Hilfsvektor p = ((x-y)/ )y
(der Projektion von x auf y, wenn man an R? oder R? denkt). Damit ist

N2 SN2 SN2
Os(x—p)2=x2—2(x 2y) L@ 2y) 2 & zy)
y y y

=0<x’y’ —(x-y)’ = (x-p)7 <X’y = x -yl < xllyl.
Die Dreiecksungleichung ergibt sich nun leicht aus (VI):
P =@+ )P =P +2x -y 4y, (VD liefert:
< Ix? +20xlly| + 317 = (x| + [yD*.
Die 2. Dreiecksungleichung erhilt man analog zu Folg. 1.3 in Abschn. 1.1.3. 0
Mit dem Distributivgesetz (II) leitet man wieder die binomischen Formeln her:

(a+b)2:a2+2a-b+b2, (a—b)2:a2—2a-b+b2,

2.5
(@a+b)-(a—b)=a>—b>. 2)
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Bemerkung: Das innere Produkt ist hier algebraisch eingefiihrt worden, da wir ja im unanschau-
lichen Raum R” zunichst keine geometrischen Begriffe wie Winkel, Geraden usw. haben. Diese
konnen wir nun aber analog zum R? oder R3 erkliren, wobei wir das innere Produkt heranziehen.
Dies geschieht in den folgenden Abschnitten.

Ubung 2.1:
Zeige: |x + y| = |x| + |y| gilt genau dann, wenn |x|y = |y|x gilt.

2.1.3 Unterriaume, lineare Mannigfaltigkeiten

Die Begriffe Linearkombination, lineare Abhéiingigkeit und Unabhdingigkeit werden wortlich aus
Abschn. 1.2.7 vom R? in den R” iibernommen:

m
(D > Aja; (mit A; € R) heiBt eine Linearkombination der Vektoren ay, ..., a,, € R".
i=1
) ay,...,a, € R" sind linear abhiingig, wenn wenigstens einer der Vektoren als Linear-
kombination der iibrigen darstellbar ist, oder einer der Vektoren 0 ist. Andernfalls heiflen
ai, ..., ay linear unabhdngig.
(IIl) Esfolgt:ay, ..., a, € R" sind genau dann linear unabhéngig, wenn die Linearkombination
m
Z ria; =0 (2.6)
i=1
nur mit Ay = Ay = ... = A, = 0 moglich ist. (s. Folg. 1.12, Abschn. 1.2.7)
Satz 2.2:

(Fundamentallemma) Je n + 1 Vektoren des R” sind linear abhingig.

Beweis:

Beweis: Sind ay, ay, ..., a,4+1 beliebige n + 1 Vektoren des R”, so betrachten wir die Gleichung
n+1

Z Mcar = 0. Koordinatenweise hingeschrieben, ist dies ein Gleichungssystem von n Gleichun-
k=1

gen fiir die n 4+ 1 Unbekannten Aq, ..., A,41. Wir denken uns die »Nullzeile« 0 - A1 + ... 40 -
An+1 = 0 noch darunter geschrieben, um ebenso viele Gleichungen wie Unbekannte zu haben.
Die Nullzeile dndert die Losungsgesamtheit nicht. Mit dem GauBschen Algorithmus? ergibt sich
aber, dass dieses Gleichungssystem unendlich viele Losungen hat. (Es entsteht kein Dreieckssy-
stem und Folgerung 2.4(b) in Abschn. 2.2.3 gilt.) Damit gibt es Losungen, bei denen die Ay nicht
alle 0 sind, d.h.: Die ay, ..., @, sind linear abhingig. O

3 Hier wird auf die Abschnitte 2.2.1 und 2.2.3 vorgegriffen. Dabei entsteht kein logischer Zirkel, da die dortige Erlédu-
terung des GauBschen Algorithmus (bis Folg. 2.4) unabhingig vom vorliegenden und néchsten Abschnitt verstan-
den werden kann.
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Da die Koordinateneinheitsvektoreney, ..., e, (¢; :=[0,...,0,1,0,..., O]T, 1 an i-ter Stelle,
sonst Nullen) sicherlich linear unabhéngig sind, ist n die maximale Zahl linear unabhingiger
Vektoren des R”. Dies motiviert zu folgendem Dimensionsbegriff:

Definition 2.2:

(D Eine Teilmenge U von R” heiflt ein Unterraum oder Teilraum von R", wenn mit
je zwei Vektoren @, b aus U auch a + b und Aa (fiir alle A € R) in U liegen.

(I) Die maximale Anzahl linear unabhingiger Vektoren aus U heilit die Dimension

von U.

(IIT) Es sei m die Dimension von U. Darin wird jedes m-Tupel (a1, a3, ..., a,) von
linear unabhingigen Vektoren aus U eine Basis von U genannt. Man schreibt
symbolisch:

dmU =m.

Bemerkung. Der kleinste Unterraum von R” ist U = {0}. Er hat die Dimension 0. Der grofite
Unterraum von R” ist R” selbst, mit der Dimension 7.
Allgemein lésst sich ein Unterraum von R” so beschreiben:

Satz 2.3:
(a) Ist (ay, ..., a,) eine Basis des m-dimensionalen Unterraumes U von R”, so ist
U die Menge aller Linearkombinationen

X =A1a; +ray+...+rpa, A €R). 2.7
(b) Diereellen Zahlen A1, .. ., A, sind dabei eindeutig durch x und die Basis (ay, ..., a;)
bestimmt.
Beweis:

(a) Ist x ein beliebiger Vektor aus U, so sind x, ay, ..., a,, linear abhingig, da es nicht mehr
als m linear unabhéngige Vektoren in U gibt (wegen dim U = m). Also gibt es eine Linear-
kombination

nox +p1a; + ...+ pman =0,  (u; €R). (2.8)
in der nicht alle x; Nullen sind. Dann ist aber 1o 7~ 0, sonst wiren die (ay, ..., a,) linear
abhingig. Division der GI. (2.8) durch o und A; := —u; /o liefern Gleichung (2.7).

Umgekehrt muss jedes x der Form (2.7) zu U gehoren, da nach Definition des Unterraumes
folgendes gilt: A;a; € U fiir alle i, Aja; + day € U, (L1a1 + Axaz) + A3az € U usw.

(b) Zum Nachweis der Eindeutigkeit der A; nehmen wir an, dass es neben (2.7) eine weitere

m m
Linearkombination x = ) p;a; gibt. Subtraktion von (2.7) liefert 0 = > (%; — u;)a;. Da
i=1 i=1
die ay, ..., a,, linear unabhingig sind, folgt A; — u; = 0, also A; = w; fiir alle i, d.h. die
A; sind eindeutig bestimmt. g
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Umgekehrt regt (2.7) zur Konstruktion von Unterrdumen an: Ist A eine beliebige nichtleere Teil-
p
menge des R”, so bildet die Menge aller Linearkombinationen x = )" X;a; mit beliebigen
i=1
Ai € R, a; € Aund p € N offenbar einen Unterraum U von R”. Er wird durch

U =: Span A
symbolisiert. Man sagt, »A spannt den Unterraum U auf, oder: » A ist ein Erzeugendensystem
von U«. Oftist A dabei eine endliche Menge {a, ..., a,,}. Dervon {ai, ..., a,,} aufgespannte
Unterraum

U = Span{ay, ..., a,}

m

besteht also aus allen Linearkombinationen x = > A;a;. Sind die aj, ..., a,, hierbei linear
i=1

unabhiéngig, so bilden sie eine Basis von U, wie wir im Folgenden beweisen:

Satz 2.4:

(Konstruktion von Unterriumen im R") Sind die Vektoren ay, ..., a,, € R" linear
unabhingig, so bilden die Vektoren der Form

x=Aa+...+ipa, ; €R) 2.9)

einen m-dimensionalen Unterraum von R”. Die Menge {a1, ..., a,,} ist also eine Ba-
sis des Unterraumes.
Beweis:
(I) Die Vektoren der Form (2.9) bilden einen Unterraum U, wie oben erldutert. Seine Dimensi-
on ist mindestens m, da er ja die m Vektoren (a1, ..., a,,) enthilt. Frage: Gibt es mehr als
m linear unabhéngige Vektoren in U? Wir zeigen, dass dies nicht der Fall ist, d.h. es wird
folgendes bewiesen:

(IT) Je m + 1 Vektoren aus U sind linear abhédngig. Zum Beweis wihlt man m + 1 beliebige
Vektoren by, ..., b, € U aus. Sie lassen sich in folgender Form darstellen:

m
bi=) viar (ik€R), i=1,....m+1.
k=1

Man betrachtet nun die Gleichung

m+1

> b =0. (2.10)
i=1

Sie wird umgeformt in

m+1 m—+1 m m m—+1

0= hibi=) ki) viiar=) ar) rivi. (2.11)
i=1 k=1 i=1

i=1 k=1



2.1 Die Vektorrdume R” und C" 81

Da die ay linear unabhiéngig sind, muss

m+1
D hivie=0 firallek=1,....m

i=1

gelten. Wir fassen die y;x zu Vektoren ¢; = [yi1, ..., yim]T zusammen. Die letzte Glei-
chung wird damit zu

m+1
D hiei=0, ¢ eR". (2.12)
i=1

Da aber je m + 1 Vektoren des R linear abhiingig sind (Satz 2.2), gibt es A;, die nicht alle
Null sind, und die (2.12) erfiillen. Wegen (2.11) ist damit auch (2.10) mit diesen A; richtig,

d.h. die b; sind linear abhingig. g
Satz 2.5:
(Austausch von Basiselementen) Es sei U ein m-dimensionaler Unterraum von R” mit
der Basis (ay, ..., a,). Sind by, ..., by (mit k < m) beliebige linear unabhingige
Vektoren aus U, so kann man sie zu einer Basis (b1, ..., bg, bxy1,...,b,) von U
erginzen, wobei die byy1, ..., b, aus {ay, ..., a,} entnommen sind.
Beweis:
Es gibt ein a;, das nicht Linearkombination der by, ..., by ist. Wéren nidmlich alle ay, ..., a,,
m
Linearkombinationen der by, . .., by, so wiren damit alle x = ) A;a; € U auch Linearkombi-
i=1
nation der by, ..., b, (nach Ersetzen der a; durch Linearkombinationen der by, ..., by). Damit
hitte U eine Dimension < k (nach Satz 2.4). Wegen k < m kann dies nicht sein. Also ist
wenigstens ein @; keine Linearkombination der by, ..., by. Setze by := a; und wende den
gleichen Schluss auf by, ..., byt an, (falls k + 1 < m). So fortfahrend erhilt man die neue
Basis (by, ..., b,;;) von U. O

Geraden und Ebenen im R? und R3 hatten wir durch Parameterdarstellungen beschrieben.
Ihre Verallgemeinerungen auf den R” heiflen »lineare Mannigfaltigkeiten«.

Definition 2.3:

Es seien rg, ay, ..., a, (m < n) Vektoren des R", wobei ay, a, ..., a,, linear unab-
hingig seien. Dann heiflt die Menge aller Vektoren

X =ro+ra+rar+...+ipam (A €R) (2.13)

eine m-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit. Im Falle m = 1, alsox = ro 4+ A1a;
(A1 € R) nennt man sie eine Gerade, im Falle m = n — 1 eine Hyperebene im R”.
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Gleichung (2.13) wird die Parameterdarstellung der linearen Mannigfaltigkeit genannt. Die
m

Vektoren Y Aiay, mit den ay aus (2.13), bilden einen m-dimensionalen Unterraum U (sieche
k=1
Satz 2.4). Aus diesem Grunde symbolisiert man die Mannigfaltigkeit M in Def. 2.3 auch durch

M=ro+U. (2.14)

Folgerung 2.1:
Ist M eine m-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit in R” und x¢ irgendein Vektor
aus M, so ist

M—x9:={x —x0|x €M} (2.15)

ein m-dimensionaler Unterraum von R”.

n—1
Eine Hyperebene H, gegeben durchx = ro+ Y A;a;, (s. (2.13)) kann auch in der Hesseschen
i=1
Normalform x -n = p (p > 0) beschrieben werden (analog zu RZund R3). n # 0 wird dabei aus
dem Gleichungssystema; -n =0 (i = 1,...,n — 1) berechnet (eindeutig bis auf einen reellen
Faktor # 0, s. GauB3scher Algorithmus fiir rechteckige Systeme, Abschn. 2.2.5). Durch |n| = 1
undn - ro > Oistn und p = n - ro eindeutig bestimmt (falls p > 0).

Ubung 2.2*
Es sei eine Hyperebene im R* durch folgende Parameterdarstellung gegeben
1 —1 10
> 8 2 -1
x=Zlkiai, mit aj = B ar = . ay = 3
1=
0 -2 4

Gib die Hessesche Normalform dazu an. Hinweis: Lose zunichst das Gleichungssystem ay - n’
=0,a,-n’ =0,a3-n’ = 0 fiir einen (unbekannten) Vektor n’, dessen letzte Komponente 1
gesetzt wird. Denke an die Cramersche Regel in 1.2.7. Berechne dann n und p aus n’.

2.14 Geometrie im R”, Winkel, Orthogonalitéit
Winkel

Definition 2.4:
Der Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren a, b € R" mita # 0, b # 0, ist

. 2.16
lal - |b] (10

¢ = <(a, b) := arccos

Ista = 0 oder b = 0, so kann <((a, b) jede Zahl aus [0, 7] sein.
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Man sagt, @ und b aus R” stehen rechtwinklig (senkrecht, orthogonal) aufeinander
—in Zeichena L b — wenn a - b = 0 ist (also <(a, b) = 7 /2 im Falle a # 0,

b #0).
Man gewinnt daraus unmittelbar:

Folgerung 2.2:
(a) Pythagoras im R". Zwei Vektoren a, b € R" stehen genau dann rechtwinklig
aufeinander, wenn Folgendes erfiillt ist:

(a +b)* = a®* + b*> (wie auch (a — b)*> = a® + b?). 2.17)
Fiir alle a, b € R" gelten die folgenden Gleichungen:

(b) Cosinussatz:

(a — b)> = a® + b*> — 2ja||b| cos <i(a, b) . (2.18)

(¢) Parallelogrammgleichung:

(@a+b)?+ (a—b)?=2a>+0b. (2.19)
Orthonormalbasis
Definition 2.5:
(a) Sind ay,...,a, € R" Vektoren der Linge 1, die paarweise rechtwinklig auf-
einander stehen, so nennt man das m-Tupel (ay, ..., a;) dieser Vektoren ein

Orthonormalsystem. Es gilt also dabei:

a; -ap =06 firalle i,ke{l,...,m} (2.20)

1, fallsi =k

2.21)
0, fallsi #k.

mit dem Kroneckersymbol §; 1=

(b) Eine Orthonormalbasis von R”, oder eines Unterraumes von R", ist eine Basis,
die gleichzeitig ein Orthonormalsystem ist.

Bemerkung:

(a) Die Koordinateneinheitsvektoren e; € R” bilden eine Orthonormalbasis von R”.

(b) Die Vektoren a; eines Orthonormalsystems (a1, ..., a,,) sind linear unabhéngig, denn aus

m

> xia; = 0 folgt nach Multiplikation mit @y sofort: Axay - ax = 0, also Ax = 0 (wegen
i=1

ay -ap = |lag|> = 1), firallek =1,...,m.



84 2 Vektorrdume beliebiger Dimensionen

Istnun (by, ..., b,,) eine beliebige Basis eines m-dimensionalen Unterraumes U von R” (der
auch gleich R” sein kann), so konnen wir sie in eine Orthonormalbasis von U verwandeln. Das
gelingt (z.B.) mit dem folgenden Orthogonalisierungsverfahren von Erhard Schmidt*:

(I) Man setzt

ay; :=by/|by]. (2.22)
(IT) Fuark = 2,3, ..., m bildet man nacheinander
k—1
dy = by — Z(bk aa; 3 (2.23)

i=1

und ay :=dy/|dg] .

Damit ist fiir zwei beliebige verschiedene a ;, a;, wobei wir ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit j < k annehmen, nach (2.23):

(bi-aj — (by-a;)1) =0.

1
ap-a; = — = —
! |d|

Ferner ist offensichtlich |ay| = 1 fiir alle k. Damit bilden die ay, ..., a,, eine Orthonormalbasis
von U. — Wir haben somit gezeigt:

Satz 2.6:
Jeder Unterraum von R” besitzt eine Orthonormalbasis.

Ferner gilt:

Satz 2.7:
Ist (ay, ..., a;) ein Orthonormalsystem und x eine Linearkombination daraus:

m
x = E Aid;
i=1

so lassen sich die Komponenten A; auf folgende Weise leicht berechnen:

Ai=x-a; firalle i =1,...,m. (2.24)
Beweis:
m
X-ap =) \ia;-ax = M@y - g = Ak, also x - @y = Ak. Ersetzt man hier k durch i, so folgt
i=1
(2.24). O
4 Erhard Schmidt (1876 —1959), deutscher Mathematiker
5 Esistdy # 0.Denn dy ist eine Linearkombination der b1, ..., by (durch Induktion leicht nachweisbar). Der
Koeffizient von by ist dabei 1, s. (2.23). Wire d; = 0, so miisste er aber O sein, da by, ..., by linear unabhingig

sind. Alsoist dy # 0.
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Orthogonales Komplement

Definition 2.6:

(a) Ist U ein Unterraum von R”, so heiflt die Menge der Vektoren x € R”, die auf
jedem Vektor von U rechtwinklig stehen, das orthogonale Komplement U~ von
U. In Formeln:

Ut :={xeR"|x-u=0firalleu € U}.

(b) Allgemeiner: Ist V ein Unterraum von R”, der den Unterraum U umfasst: U C
V, so heif3it

Uy :={x eV |x-u=0firaleu € U}

das orthogonale Komplement von U bzgl. V. U* und U ‘% sind offenbar Unter-
rdume von R”.

Folgerung 2.3:
Essei U C V, wobei U, V Unterrdume von R” sind. Damit folgt
(a) dimU + dim Uy = dim V.
(b) Jedes v € V lisst sich eindeutig als Summe v = u + u* mitu € U, u* € U‘J;
darstellen.
Im Fall V = R” folgt: dimU + dim U+ = n.

Beweis:

(a) Man wihle eine Orthonormalbasis (by, ..., b,,) in U (nach Satz 2.6 moglich), erweitere sie
zu einer Basis in V (nach Satz 2.5 in Abschn. 2.1.3) und verwandle sie mit dem Schmidt-
schen Orthogonalisierungsverfahren in eine Orthonormalbasis (b1, ..., by, byt1, ..., b))
in V. Dann spannen b, 11, ..., b, offenbar den Raum U& auf, und es gilt (a).

(b) v:)\.]b]+...+)\.mbm+)\m+]bm+]+...+)\-pbp. O

u u*

Bemerkung: Dies trockene Zeug erweist sich bei linearen Gleichungssystemen und Eigenwert-
problemen spiter als niitzlich.

2.1.5 Der Raum C”

Analog zum Raum R” wird der Raum C" gebildet. Er besteht aus allen Spaltenvektoren (n-
Tupeln)

z=|: (zieC) ®
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mit komplexen Zahlen z;, Koordinaten genannt. Addition und Multiplikation mit Skalaren A € C
sind, wie im R”, koordinatenweise definiert, womit auch alle Gesetze iiber Addition und Multi-
plikation mit Skalaren unverédndert gelten.
21 wi
Das innere Produkt aus z = | : |, w= | : | € C"istso erklirt

n
Z-W:.= Zz,»w,- s
i=1

wobei w; die zu w; konjugiert komplexe Zahl ist. Damit gilt

Z-w=w-Z2

fiir alle z, w € C". Alle anderen Gesetze des inneren Produktes gelten unveriandert (s. Satz 2.1
(ID), (III), (IV)). Mit der Definition

1zl =272 2=

des Betrages von z sind tiberdies die Regeln (V) bis (IX) in Satz 2.1 auch im C” erfiillt (Beweis
analog zum R").

Wir kommen auf den Raum C” in Abschn. 2.4.2 kurz zuriick. Wesentlich benétigen wir diesen
Raum aber in der Eigenwerttheorie von Matrizen in Abschn. 3.

2.2 Lineare Gleichungssysteme, Gaufischer Algorithmus

Ein Gleichungssystem der Form

apxy +appxy +...+ayux, = by

arix1 +axpxy +...+ axyx, = by
(2.25)

A1 X1+amaxo+ ... + amnxy = by

(aix, b € R gegeben, x; € R gesucht) heilit ein (reelles) lineares Gleichungssystem von m

Gleichungen mit n Unbekannten. Sind alle b; = 0 (i = 1,...,m), so liegt ein homogenes
lineares Gleichungssystem vor, andernfalls ein inhomogenes.

Als Losung des Gleichungssystems (2.25) bezeichnet man jeden Vektor x = [x1, x2, ..., xn]T
aus R”, dessen Koordinaten x1, ..., x, alle Gleichungen in (2.25) erfiillen.

6 C = Menge der komplexen Zahlen, s. Bd. Burg/Haf/Wille (Analysis) [27]



2.2 Lineare Gleichungssysteme, Gauischer Algorithmus 87

Wir beschiftigen uns zunédchst mit dem Fall m = n, der fiir die Praxis am wichtigsten ist. Man
spricht hier von quadratischen linearen Gleichungssystemen.’

2.2.1 Losung quadratischer Gleichungssysteme

Zur Losung eines quadratischen linearen Gleichungssystems

anxy+apxy+...+apx, = b

arix1+axpxy+...+ ayx, = by
(2.26)

a1 X1+apx2+ ...+ apx, = by,

von n Gleichungen mit n Unbekannten (a;x, b; € R gegeben, x; € R gesucht) kann der Gaufische
Algorithmus8, auch Subtraktions- oder Eliminationsverfahren genannt, verwendet werden.

Der Grundgedanke ist einfach: Man multipliziert die Gleichungen mit konstanten Faktoren
und subtrahiert sie dann so voneinander, dass moglichst viele Unbekannte x; dabei verschwin-
den, um, bei Fortfiihrung dieses Prozesses, zu einer Gleichung mit nur einer Unbekannten zu
gelangen. Diese Unbekannte wird berechnet und ihr Wert in die iibrigen Gleichungen eingesetzt.
Sukzessive ermittelt man aus diesen Gleichungen dann die tibrigen Unbekannten. — Wir be-
schreiben diesen Prozess genauer:

GauBscher Algorithmus: Zunichst reduziert man das System (2.26) zu einem Gleichungssy-
stem von n — 1 Gleichungen mit n — 1 Unbekannten, und zwar auf folgende Weise:

Erster Reduktionsschritt: Wir gehen davon aus, dass a1 # O ist.

Multipliziert man nun die erste Gleichung in (2.26) rechts und links mit dem Faktor ¢z; :=
as1/ay1 und subtrahiert die Seiten der so entstandenen Gleichung von den entsprechenden Seiten
der zweiten Gleichung, so entsteht eine Gleichung, in der x; nicht mehr vorkommt. Auf die
gleiche Weise verfiahrt man mit allen weiteren Gleichungen: Man multipliziert also als nichstes
die erste Gleichung mit ¢3; := a31/aj; und subtrahiert sie von der dritten Gleichung; wobei
wiederum x| herausfillt. AnschlieSend multipliziert man die erste Gleichung mit ¢4 := a41/ayy,
subtrahiert sie von der vierten Gleichung usw. Fiihrt man diesen Prozess bis zur n-ten Gleichung
durch, so entsteht ein Gleichungssystem

ag)xz—i—ag)m—i— ot aﬁ)xn =b

aé?xz—i—ag?m—i— R aéi)xn = béz)

2
2

(2.27)

a,(lzz) xz—i—a,%) xX3+...+ a,ﬁ)xn = b,(f)

7 Wer vorrangig an der praktischen Losungsberechnung interessiert ist, findet alles Notwendige dazu in den Ab-
schn. 2.2.1 bis 2.2.3 (bis Beisp. 2.3). Zum Verstéindnis wird nur der Begriff des Vektors aus R” vorausgesetzt, s.
Abschn. 2.1.1.

8 Fiir zwei- und dreireihige Systeme (n = 2 oder 3) ist die direkte Auflosung mit der Cramerschen Regel ebenfalls
eine gute Methode (n = 2: Abschn. 1.1.7, (1.69), n = 3: Abschn. 1.2.7, (1.99), n € N beliebig: Abschn. 3.4.6). Fiir
n > 4 ist aber in der Praxis der Gaufische Algorithmus respektive ein iteratives Verfahren vorzuziehen.
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dessen Koeffizienten sich auf folgende Art ergeben:

2 2 . ail .
al = aw —cinaig, bP =bi —cnby, mit ¢;y = — undi k=23,...,n.
agl

Jede Losung [x1, ..., x,1T von (2.26) liefert offenbar eine Losung [x», .. ., x,]T von (2.27), wih-
rend man umgekehrt jede Losung [x7, . .., x, 1T von (2.27) zu einer Losung von (2.26) erweitern
kann, wenn man die x», ..., x, in die erste Gleichung von (2.26) einsetzt und daraus x; berech-
net.

Den Reduktionsschritt wendet man nun auf das System (2.27) abermals an. Das dann entstan-
dene System reduziert man abermals usw.

Allgemein geht man folgendermalien vor: p-ter Reduktionsschritt. Es sei

agf;,)xp—i— ot agf,),)xn = b;,p)

(2.28)

a,(f;)x[,+ ot a,(f,,’)xn _b(p) , p<n

eins der reduzierten Gleichungssysteme. Unter der Voraussetzung, dass a,(f;) # 0 gilt, bildet man
(nach dem Muster von (2.27)) das neue Gleichungssystem

(p 1) (p+1) (p+1)
Ay pyrXptlt ot a, e =b,
: : (2.29)
+1 +1 +1
’(1pp+ixp+l+ +a(p )y :b,(f )
a(p)
+1 +1 .
mit al(,f ) = a[(,f) - c,-pa;’,’{), b(p ) b;p) - c,-pbg,p), wobei ¢;, = ( oy hk=p+1.
App
Fiihrt man dies fiir alle p = 2,3, ..., n — 1 durch — vorausgesetzt, dass bei jedem der redu-

zierten Gleichungssysteme a(‘" ) #* 0 ist — und schreibt die ersten Gleichungen aller betrachteten
Gleichungssysteme unteremander so erhilt man folgendes Dreieckssystem
anxi +app x2 + a3 x3+ ...+ amxp = b
+a@x +a@x+ .+ aPx, = b2

ag) x3+ ...+ a(3)xn = b(3) (2.30)

aWx, =b".

Sei a(") # 0, so wird dieses System von unten her durch die sogenannte Riickwdrtselimination
gelost: Man gewinnt x,, aus der letzten Gleichung, dann x,,_; aus der vorletzten usw., d.h., man
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berechnet nacheinander

b(n)
Xn = o5 und x; = —) b(’) Z a(l)xk (2.31)
Ann a;; k=i+1
in der Reihenfolge i = n—1,n—2, ..., 1 (dabei ai(ll) = a;; und bl.(l) := b; gesetzt). Die so errech-
nete Losung [x1, ..., x,]T des Dreieckssystems ist eindeutig bestimmt. Damit ist [xq, ..., x0T

auch die einzige Losung des urspriinglichen Systems (2.26), denn bei jedem Reduktionsschritt
bleibt die Losungsmenge unveridndert, wenn man zum reduzierten System die erste Gleichung
des vorangehenden Systems hinzunimmt. Aus dem Dreieckssystem (2.30) gewinnen wir also die
eindeutig bestimmte Losung des urspriinglichen Gleichungssystems (2.26).

Beispiel 2.2:
Gesucht sind reelle xi, x2, x3 mit

4x1—8x3+2x3 = —8 (GD)

—2x1+6x7—2x3 = —1 (G2) (2.32)

1
Btbo-sn= 4 (G)).

Multipliziert man Gleichung (G1) auf beiden Seiten mit —2/4 = —1/2 und subtrahiert sie dann
von (G2), so folgt

sz — X3 = -5. (G4)

Entsprechend ergibt die Multiplikation von (G1) mit 3/4 und anschlieBende Subtraktion von
(G3):

12x, —2x3 = 10.  (G5)

Mit dem reduzierten System (G4), (G5) verfahren wir entsprechend. (G4) wird mit 12/2 = 6
multipliziert und von (G5) subtrahiert. Es folgt

4x3 =40.  (G6)

Aus (G6) berechnet man x3, aus (G4) anschlieend x, und aus (G1) x, d.h. wir 16sen das Drei-
eckssystem

4x1 — 8xp4+2x3 = —8 (G1)

2xy —x3 = -5 (G4)
4x3 =40 (G6)
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von unten her auf. Man erhélt

5

)C3=lO, )CZZE, ,)612—27

und hat damit die eindeutige bestimmte Losung von (2.32) berechnet.

Ubung 2.3*

Lose folgendes Gleichungssystem

3x1 +8xp —2x3 +2x4 = 3
6x1 —xp +2x3 —3x4 =14
—2x1+3x0 +12x3+5x4 = 4

4x1 —S5xp +6x3 —10x4 =19

2.2.2 Matlab-Programme zur Losung quadratischer Gleichungssysteme

Fiir das in Kurzform
n
Y apxi=bi. i=1...n (2.33)
k=1

geschriebene Gleichungssystem (2.26) liefert uns das in Fig. 2.1 gezeigte Matlab-Programm eine
direkte Umsetzung der in Abschnitt 2.2.1 beschriebenen Vorgehensweise.
Nutzen wir das numerische Verfahren zur Losung des Gleichungssystems

dx1 —18xp — 2x3— x4= 5

—12x1 4+ 6xp — 5S5x3— 2x4 = -8

—3x14+ Txp —23x3+ 8x4=-—1
2x1+ 9+ x3—19x4 = 7,

(2.34)

so erhalten wir die Losung

x1 =0,7678, x2=-0,0675, x3=-0,1919, x4=—-0,3297.
Es lasst sich hierbei leicht nachpriifen, dass die erfolgreiche Berechnung auf dem Umstand be-
ruht, dass alle Koeffizienten

(1) @ 3

_ )
ayy =ai, ay, , azy unday,

von Null verschieden sind. Bereits durch das einfache System

—1
2 (2.35)
X1 +x2=2
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o

Gaubscher Algorithmus ohne Pivotierung

o°

function x = Gauss (A, b)

o

o

OUTPUT VARIABLES:

o°

o
»

Loesungsvektor

o

o

INPUT VARIABLES:

o

% A: gquadratische n x n Matrix.
% b: rechte Seite.
%

n = size(b,1);

x = zeros(n,1l);

o

Reduktionsschritte zur Uberfiihrung in Dreiecksgestalt
for p=1:n-1
for i=p+l:n
if (abs(A(p,p)) < 10" (-25))
error (Diagonalelement kleiner als 107 (-25)');

end;
c_ip = A(i,p) / A(p,p);
b(i) = b(i) - c_ip * b(p);
for k=p+l:n
A(i,k) = A(i,k) - c_ip * A(p,k);
end;
end;
end;

o

Rueckwdrtselimination
for i=n:-1:1
x(1) = b(i);
if(i < n)
for k=i+l:n

x (i) = x(1) - A(i,k) * x(k);
end;
end;
x(1) = x(i) / A(i,1i);
end;
return;

Fig. 2.1: MATLAB-Implementierung des GauBschen Algorithmus ohne Pivotierung

91
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wird deutlich, dass dieser Sachverhalt auch bei Gleichungssystemen mit eindeutiger Losung, hier
X1 = xo = 1, nicht stets gewihrleistet werden kann. Wihrend diese Problematik beim Glei-
chungssystem (2.35) noch offensichtlich ist, existieren auch Systeme, die trotz der eindeutigen
Losbarkeit zu einem Verfahrensabbruch beim GauBischen Algorithmus fiihren, ohne dass dieser
im Vorfeld notwendigerweise erwartet werden konnte.

So liefert das Modellproblem

X1+ 2xp+5x3 =12
2x1 + 4xp +2x3 =16 (2.36)
3x; +10x2 + x3 =30

einen Verfahrensabbruch erst innerhalb des zweiten Schleifendurchlaufs, da zwar afll) =ay #0
gilt, sich jedoch a3y = 0 ergibt.

Wie wir im Folgenden sehen werden, lassen sich derartige Verfahrensabbriiche bei gewissen
Matrizen durch eine sogenannte Pivotierung vermeiden.

Bezeichnen wir die Koeffizienten a;x, i,k = 1, ..., n des Ausgangssystems mit dem Super-
skript (1), d.h. ai(,?, so heifit ein Gleichungssystem regulir, falls fiir alle p = 1, ..., n stets
n
Y a1 >0 (2.37)
i,k=p

gilt.” Anschaulich ausgedriickt bedeutet die Bedingung (2.37), dass in den auftretenden Syste-
men niemals alle Koeffizienten identisch verschwinden. Aus der Eigenschaft (2.37) ldsst sich
sowohl

n
Y a1 >0 (2.38)
k=p
als auch
n
Y 1a| >0 (2.39)
i=p

folgern. Bei einem reguldren Gleichungssystem kann daher im Fall az(vl;) = 0 durch einen Zei-

lentausch der p-ten mit einer j-ten Zeile (j > p) ein nicht verschwindendes Diagonalelement
generiert werden, so dass der GauB3-Algorithmus fortgesetzt werden kann. Hierbei nimmt man
Zeilenvertauschungen meistens so vor, dass ein betragsgrofster Koeffizient der ersten Spalte in
die linke obere Ecke des zu behandelnden (reduzierten) Systems gelangt. Damit werden die Fakto-
ren ¢;p, mit denen die erste Gleichung des betrachteten Systems multipliziert wird, betragsméafig
< 1. Nach anschlieBender Subtraktion von den iibrigen Gleichungen des Systems entsteht ein
reduziertes System, in dem (normalerweise) die Unterschiede zwischen den Gleichungen nicht

9 Die Eigenschaft (2.37) bedeutet, dass die Matrix des Gleichungssystems regular ist.
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vom Anteil der ersten Gleichung des vorangehenden Systems »erdriickt« worden sind, so dass
das Weiterrechnen Erfolg verspricht. Dieses Verfahren heiflt Gauf3scher Algorithmus mit Spalten-
Pivotierung.

M ] D 0]
Ausgangssystem air » | mach 3. Reduktion (2) %
) @) [@
) o] 0 31 ]
nach 1. Reduktion |2 (5 | nach Berechnung der x; @ | |x]
C31 aik bi - (3) x_3
€41 L ! @ x4
0] [0
nach 2. Reduktion L @ @]
Cik ai(lf) bi(3)

Fig. 2.2: Speicherbelegung fiir n = 4

Zur 6konomischen Speicherbelegung im Computer verfiahrt man so, wie es Fig. 2.2 fiir den
Fall n = 4 zeigt: Die urspriinglich vorhandenen Koeffizienten a;; =: al.(,:), b; =: bl.(l), werden
nach und nach von den ¢;; und den reduzierten Groflen al.(,f) , bl.(j ) iiberschrieben. Zum Schluss
speichert man die berechneten x,, x,—1, ..., x] auf den Speicherplitzen ab, auf denen am An-
fang die b; standen.

Auf diese Weise kommt man mit minimalem Speicherplatzbedarf aus. Man benétigt nur die
n* + n Speicherplitze fiir Koeffizienten a;; und b;, sowie wenige zusitzliche Speicherplitze zur
Organisation (Umspeichern, Festhalten eines Zeilenindex usw.).

Wird analog eine Spaltenpivotierung derart durchgefiihrt, dass ein betragsgrofter Koeffizient
der ersten Zeile des (reduzierten) Systems in die linke obere Ecke tiberfiihrt wird, so spricht man
von einer Zeilen-Pivotierung. Wird ein betragsmifig grofites Element des (reduzierten) Systems
durch eine Kombination von Zeilen- und Spaltentausch in die linke obere Ecke transformiert, so
wird von einer vollstindigen Pivotierung gesprochen.

Mit dem in Fig. 2.3 dargestellten Gauf3-Algorithmus mit Spaltenpivotierung erhalten wir fiir
die Beispielsysteme (2.35) und (2.36) im Gegensatz zum vorherigen Verfahren, die gesuchten
Losungen

x1=x3 =1
respektive
x1=3, x=2, x3=1.

Neben der grundsitzlichen Durchfiihrbarkeit des Gaul3-Verfahrens fiir regulidre Systeme ergibt
sich durch die Pivotierung auch aus Sicht der Rundungsfehlereinfliisse eine Stabilisierung der
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GauBscher Algorithmus mit Spaltenpivotierung
unction x = Gauss_Pivot (A, b)

OUTPUT VARIABLES:

x: Loesungsvektor

INPUT VARIABLES:

A: quadratische n * n Matrix.
b: rechte Seite.

o o o o° o° o o° o° o o° Hh o° o

i=)
|

= size(b,1);
x = zeros(n,1);

% Reduktionsschritte zur Uberfithrung in Dreiecksgestalt
for p=1l:n-1
% Spaltenpivotierung
max = abs (A(p,p));
index = p;
for j=p+l:n
if (max < abs(A(j,p)))

index = j;
end;
end;
if (index > p)
tmp = b(p);
b(p) = b(index) ;
b (index) = tmp;
for j=p:n
tmp = A(p,J);
A(p,J) = A(index, j);
A (index, j) = tmp;
end;
end;

o

% Ende der Spaltenpivotierung
for i=p+l:n
c_ip = A(i,p) / A(p,P)i

b(i) = b(i) - c_ip * b(p);
for k=p+l:n
A(i, k) = A(i,k) - c_ip x A(p,k);
end;
end;

end;

% Rueckwdrtselimination
for i=n:-1:1
x(i) = b(i);
if (i < n)
for k=i+l:n

x (i) = x(1) — A(i,k) » x(k);
end;
end;
x(1) = x(1) / A(i,1);
end;
return;

Fig. 2.3: MATLAB-Implementierung des GauBschen Algorithmus mit Pivotierung
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Methode. Zur Verdeutlichung dieser Auswirkungen betrachten wir das System

&x1+2x =1
X1+ x=1

mit einem frei wihlbaren Parameter ¢ € R \ {2}.

Die exakte Losung des Systems lautet

1 1—¢

(2.40)

In der Tabelle 2.1 sind die, mit dem vorgestellten Algorithmus erzielten Ergebnisse fiir ¢ = 10~
miti € {1,2,10,12,13,15,16,20} dargestellt.

Tabelle 2.1: GauB3-Algorithmus mit und ohne Spalten-Pivotierung

GauB-Algorithmus
ohne Pivotierung ~ mit Pivotierung

& X1 X2 X1 X2

107! 05263 04737 0,5263 04737
1072 0,5025 04975 0,5025 0,4975
10710 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
10712 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
10-13 04996 0,5000 0,5000 0,5000
10-15  0,5551 0,5000 0,5000 0,5000
10716 o 0,5000 0,5000  0,5000
10720 ¢ 0,5000 0,5000  0,5000

Wiihrend zunichst fir ¢ = 10~/ mit i = 1,2,10,12 beide Verfahren identische Resultate
liefern, zeigt sich beim Algorithmus ohne Pivotierung ein zunehmend stirker werdender Run-
dungsfehlereinfluss bei kleiner werdendem Parameter ¢, der fiir ¢ = 10~ miti = 13,15,16 und
20 zu unbrauchbaren Ergebnissen fiihrt, obwohl kein Verfahrensabbruch eintritt. Die Spalten-
Pivotierung liefert hier eine deutlich erkennbare Stabilisierung der Methode, so dass die im
Grenzfall ¢ — 0 laut (2.40) vorliegende Losung x; = xp = % erzielt wird. Eine mathemati-
sche Analyse der Rundungsfehler wird in [96] présentiert.

Bemerkung: Eine formale Spezifizierung der Gleichungssysteme, fiir die der Gaul3sche Algorith-
mus mit und evtl. sogar ohne Pivotierung bei jeweiliger Vernachldssigung von Rundungsfehlern
die eindeutig bestimmte Losung ermittelt, wird in Abschnitt 3.8.3 prisentiert.
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Ubung 2.4*
Lose das folgende Gleichungssystem durch den Gaufischen Algorithmus mit Spaltenpivotie-
rung:
3078x1— 261x7+ 1587x3 = —401
0,126x1— 0,049x7— 3,956x3 = 2,647

1,981 - 10%x 4 7,217 - 10%x24 0,221 - 10%x3 = 0,512 - 107

223 Singulire lineare Gleichungssysteme

Es sei ein beliebiges quadratisches lineares Gleichungssystem
n
dapxi=bi. i=1....n (2.41)
k=1

vorgelegt, von dem wir zunéchst nicht wissen, ob es reguldr ist (d.h. ob es durch den Gauf3schen
Algorithmus in ein Dreieckssystem iibergeht), oder ob es singuldr ist (d.h. nicht regulir).

Um das Gleichungssystem zu 16sen wenden wir den Gauf3schen Algorithmus an, wie er in
Abschn. 2.2.1 beschrieben ist, d.h. mit Zeilen- und Spaltenvertauschungen, falls nétig. Hierbei
konnen wir an Totalpivotierungen denken, bei denen stets der absolut grofte Koeffizient auf der
linken Seite eines (reduzierten) Systems in die linke obere Ecke gebracht wird.

Ist das System nicht regulir, so muss schlieBlich ein (reduziertes) Gleichungssystem entstehen,
in dem alle Koeffizienten auf der linken Seite Null sind.

Die Reduktion bricht bei diesem Gleichungssystem ab. Schreibt man die jeweils ersten Glei-
chungen aller bis dahin erhaltenen Gleichungssysteme untereinander und fiigt das zuletzt erhal-
tene System, das links nur Nullen aufweist, hinzu, so ergibt sich

ayxy + apxa + ...+ ajpxp + appp1Xpp1 + ...+ apx, = by
@) Q) @) @, _
ayy X2 + ... + aszp + az’p+1x1)+1 + ...+ Ay Xn = o
alx, + a;{’;prJr] + ..+ alx, = b (2.42)
_ 1
0 + ... 4.+ 0 =5l
0 + ... 4+..4 0 =5pY

mitay #0,als £0,...,ah) £0,(p < n).

Wir wollen ein solchen System ein p-zeiliges Trapezsystem nennen (wobei dieser Name von
den ersten p Zeilen herriihrt). Dieses System besitzt, aus den Abschn. 2.2.1 genannten Griinden,
die gleiche Losungsmenge wie das Ausgangssystem (2.41). Man sieht sofort:
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Folgerung 2.4:

(a) Istin (2.42) eins der pP PASTREES bflp ) ungleich Null, so ist das Gleichungssystem
unlosbar;

— b,g,P )

(b) gilt dagegen b( 1= = bV 2 = = 0, so gibt es unendlich viele Losun-

gen.

Beweis:
(a) ist klar. Zu (b): Setzt man, zur besseren Unterscheidung

Xpt1 =1, Xpta=Hh, ..., Xp=In—p (2.43)

und bringt man die zugehorigen Glieder in (2.42) auf die rechte Seite, so kann man (2.42) im
Falle (b) wieder »von unten nach oben« auflésen. Die Losungen hingen von den frei wéhlbaren
Parameternty, ..., t,—p ab. O

Das skizzierte Auflosen des Systems (2.42) »von unten nach oben« fiihrt auf

([7) (p)
Xp = (p) Z Ap,p+jti
app

und firi=p—-1,p—2,...,1:

X = F b — Z af’; il Z allx | - (2.44)

ii k=i+1
In der oberen Gleichung ist x, in Abhéingigkeit von 11, ..., t,—, gegeben. Die untere Gleichung
wird nun in der Reihenfolge i = p — 1, p — 2, ..., 1 ausgewertet, wobei man jeweils rechts
alle vorher berechneten Ausdriicke fiir x; 41, x;42, ..., X, einsetzt. So entstehen Formeln fiir
die Losungszahlen x;, bei denen die rechten Seiten nur noch von den Parametern 1, ..., f,—p

abhingen. Sie haben die Form:
Xi=ui+ Y vtp, i=1...n. (2.45)

Dabei wurden auch die Gleichungen (2.43) mit eingeordnet, denn sie haben die Gestalt (2.45),
wenn man den Koeffizienten von #; gleich 1 setzt und die iibrigen Null, also vp4; = dy;
(Kronecker-Symbol).
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Beispiel 2.3:
Es soll die Losungsmenge L des folgenden Gleichungssystems berechnet werden
8x1+ 2x2 —3x3+5x4= 1
3x; — Txp+5x3— x4 =-2
14x1 — 12xp + 7x3 + 3x4 = =3

—5x1 — 9xp + 8x3 — 6x4 = —3.

(2.46)

Der Gaufische Algorithmus mit Spaltenpivotierung ergibt nach 2 Reduktionen das Trapezsystem

14x; — 12x0 + Tx3 + 3x4 = =3
— 13,2857x + 10,5000x3 — 4,2985x4 = —4,0714

0= 0

0= 0.

(2.47)

Das Gleichungssystem ist also singuldr — und 16sbar! Man setzt nun x3 = #1, x4 = 2, 16st dann
die zweite Gleichung in (2.47) nach x, auf, setzt den gefundenen Ausdruck fiir x, in die erste
Gleichung von (2.47) ein und 16st nach x; auf. Damit erhilt man die Losungsgesamtheit in der

Form

x1 = 0,04839 — 0,17742¢; + 0,53226¢,
x3 = 0,30645 — 0,79032¢; + 0,370971,

; (t1,n €R).
X3 =1

X4 =17

(2.48)

Die Losungsmenge L besteht also aus allen Vektoren x = [x1, x2, X3, x4]T von der Form (2.48),
wobei die Parameter t1, t> als beliebige reelle Zahlen gewéhlt werden diirfen. (Die Dezimalzah-

len sind gerundet, was durch = statt = symbolisiert wird.)

Algebraische Struktur der Losungsmenge im singuléren Fall
Die Gleichung (2.45) erhilt mit
X1 uj vy
x=|:|, wu=|:1], v;= : , j=1,...,n—p,

Xn Up Unj

die vektorielle Gestalt

n—p

x=u+Yy vjitj, (t;€R). (2.49)
j=1
Die v; sind dabei linear unabhiingig, wegen v,y j = d; fiirs, j = 1,...,n — p (denn ldsst

man die ersten p Koordinaten weg, so werden die v; zu Koordinateneinheitsvektoren).
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Gleichung (2.49) ist die Parameterdarstellung einer (n — p)-dimensionalen Mannigfaltigkeit.
Also:

Satz 2.8:
(a) Istdas lineare Gleichungssystem

n
Zaikxk =b (i=1,...,n)
k=1

singuldr, so ist die Losungsmenge entweder leer oder eine (n — p)-dimensionale
lineare Mannigfaltigkeit (p < n wie in (2.42)).

(b) Ist die rechte Seite dabei Null (b; = O fiirallei = 1, ..., n), so ist die Losungs-
menge L ein (n — p)-dimensionaler Unterraum (d.h. u# = 0 in (2.49)).

Beweis:
(a) ist klar. Zu (b): Im Fall b; = 0 (i = 1,...,n) ist xo = 0 eine Losung. Folgerung 2.1 in
Abschn. 2.1.3 ergibt, dass L —x¢9 = L — 0 = L ein (n — p)-dimensionaler Unterraum ist. [

Bemerkung: Satz 2.8 macht klar, dass der Gauflsche Algorithmus, unabhéngig von der spezi-
ellen Wahl der Zeilen- und Spaltenvertauschungen, stets auf ein Trapezsystem mit der gleichen
Zeilenzahl p fiihrt. Denn die Dimension n — p der Losungsmenge — und damit die Zahl p —
ist sicherlich unabhidngig vom Berechnungsverfahren fiir die Losungen.

Beispiel 2.3: (Fortsetzung) Mit den Vektoren

0,04839 —0,17742 0,53226

_— 0,30645 — —0,79032 - 0,37097
0 b 1 1 b 2 0
0 0 1

gewinnt man die Aussage: Die Losungsmenge L des Gleichungssystems (2.46) besteht aus allen
Vektoren der Form

x =u+tvy +nvy (t, 1 beliebig reell).

Veranschaulichung: Im Fall eines dreireihigen quadratischen linearen Gleichungssystems ldsst
sich die Losungsstruktur gut anschaulich machen. Es sei das folgende Gleichungssystem gege-
ben:

AT _
ajx) + appxy + azxz = by a, -x =b

ar1x1 + axyxy + ax3xz = by kurz &; -x=bp

az1x1 +azxy +azzx3 = b3 a-x=b

mit den Zeilenvektor a; = [a;1, a;2, a;3] und dem Spaltenvektor x = [x, x3, x3]L. Die Gleichun-
gen rechts konnen als Hessesche Normalformen dreier Ebenen E1, E», E3 aufgefasst werden, da
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wir uns die Gleichungen durch Multiplikation mit Faktoren # 0 so umgewandelt denken konnen,
dass |a;| = 1ist, firallei = 1,2,3.

<> AN I ——

d)

Fig. 2.4: Zur Losbarkeit linearer Gleichungssysteme

Die gemeinsamen Punkte aller drei Ebenen E1, E>, E3 bilden die Losungen. Figur 2.4 zeigt
fiinf charakteristische Moglichkeiten: Im Falle a) haben wir eindeutige Losbarkeit, da E1 N E; N
E3 aus einem Punkt besteht. b) und c) zeigen unlosbare Fille. E1 N E; N E3z = @, d), e) zeigen
Fille mit unendlich vielen Losungen: d) Gerade, e) Ebene.

Ubung 2.5:

(a) Gib die Losungsmenge des folgenden Gleichungssystems an:

3x1 4+ 4xp— Sx3+ x4=1
Tx1 — 2x0+ x3—2x4=-2
x1 — 10xp + 11x3 —4xy = —4
—4x1 + 6xp — 6x3 —3x4 =-3.

(b) Gib die Losungsmenge fiir den Fall an, dass die —3 auf der rechten Seite unten in —2
verwandelt wird.

(c) Streiche aus dem Gleichungssystem in (a) die letzte Zeile heraus, wie auch die Spalte mit
x4. Es entsteht ein dreireihiges quadratisches Gleichungssystem. Skizziere die drei Ebe-
nen, die durch die Gleichungen gegeben sind, in einem rdumlichen Koordinatensystem
(man denke sich einen geniigend groBen »gldsernen« achsenparallelen Quader gezeichnet
und veranschauliche die Ebenen durch ihre Schnittlinien mit den Quaderwinden). Wie
liegt hier die Losungsmenge?
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2.2.4 Allgemeiner Satz iiber die Losbarkeit linearer quadratischer Gleichungssysteme

Das Gleichungssystem (2.26) nennen wir ein quadratisches System, da ebenso viele Zeilen wie
Unbekannte vorkommen. Aus den Spalten des Systems bildet man die Spaltenvektoren:
api ap aip by
a = | : ,  a : s ey @ =| , b=1| 1 ]. (2.50)

anl an2 Ann by,

Damit erhilt unser Gleichungssystem die knappere vektorielle Gestalt
xja; +xxa, + ... +xpa, =b (ar,beR"). (2.51)

Mit den Zeilen des Systems geht man entsprechend vor: Man kann sie zu Zeilenvektoren zusam-
menfassen:

a, =lan,amn, ..., ai,l
(2.52)
&n = [an1, an2, - .., annl.

Mit solchen Zeilenvektoren rechnet man vollig analog wie mit Spaltenvektoren: Man kann sie
addieren, subtrahieren, mit & € R multiplizieren usw. Fiihren wir noch den Spaltenvektor

T
x = [x1,...,x,]

ein, so lasst sich unser Gleichungssystem so beschreiben
a - x=>b;, i=1,...,n. (2.53)
Voila! — Damit gilt der folgende zusammenfassende Satz

Satz 2.9:
Bei einem quadratischen linearen Gleichungssystem

n
dawxi=bi, i=1....n (2.54)
k=1

tritt genau einer der folgenden Fille ein:

1. Fall: (a) Das Gleichungssystem ist reguldr, d.h. der Gaullsche Algorithmus lie-
fert ein Dreieckssystem, in dem alle Diagonalkoeffizienten a1, ag), e, a,(,’,',) un-
gleich Null sind. Dies bedeutet, dass das Gleichungssystem fiir jede rechte Seite

b € R" genau eine Losung x = [x1, ..., x,]T € R” hat.
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(b) Das Gleichungssystem ist genau dann reguldr, wenn die Spaltenvektoren
ai, ..., a, linear unabhdngig sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Zei-
lenvektoren linear unabhdngig sind.

2. Fall: (¢) Das Gleichungssystem ist singuldr, d.h. der GauBsche Algorithmus liefert
ein p-zeiliges Trapezsystem, mit p < n. Das bedeutet: Es gibt entweder keine

Lésung (bﬁfz pooog b,(zp ) nicht alle Null), oder es gibt unendlich viele Losungen
(im Falle b'P )1 = 000 = b,(lp ) = 0). Im letzteren Fall ist die Losungsmenge eine

lineare Mannigfaltigkeit der Dimension n — p im Raum R”.

(d) Das Gleichungssystem ist genau dann singuldr (mit p-zeiligem Trapezsystem),
wenn die Spaltenvektoren ay, ..., a, linear abhéngig sind. In diesem Fall ist p
die maximale Anzahl linear unabhingiger Vektoren unter den ay, ..., a,. Fir
Zeilenvektoren gilt die entsprechende Aussage.

Beweis:
10pje Aussagen (a), (c) sind durch die vorangehenden Abschnitte klar. Es miissen nur noch (b)
und (d) bewiesen werden.

Beweis von (d): Im singuldren Fall verwandelt der GauBlsche Algorithmus das homogene Glei-
chungssystem

n
Zxkak=0, i=1,...,n (2.55)
k=1

in ein p-zeiliges Trapezsystem. Wir denken uns nun alle vorgenommenen Zeilen- und Spalten-
vertauschungen schon vor Beginn der Rechnung ausgefiihrt, und bezeichnen das entstandene Sy-
stem wieder wie in (2.55). Dann liefert der GauB3sche Algorithmus ein p-zeiliges Trapezsystem
auch ohne Vertauschungen von Zeilen und Spalten. Von dieser Situation gehen wir aus!

(dy) Die Losungsmenge von (2.55) wird nach Satz 2.8 (b) im vorigen Abschnitt durch

n—p
X = Z vt; (tj = xp+j) (2.56)
j=1

)4
beschrieben. Wihlt man alle t; = x,; = 0, so verkiirzt sich (2.55) zu > xxar = 0. Nach
k=1
(2.56) ist dann aber x = 0, also auch x; = ... = x, = 0, d.h. die a1, ..., a, sind linear
unabhingig.
ImFallt; =x,4; =—1und#; =0fiirallei # j G €{1,...,n— p}) wird (2.55) zu

P
Zxkak —a,y =0,
k=1

10 Kann vom anwendungsorientierten Leser tiberschlagen werden.
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wobei die x; aus (2.56) gewonnen werden. D.h.: @, ; ist eine Linearkombination der @y, ..., a,
(fiir jedes j € {1,...,n + p}). Folglich liegen alle @ ; in dem von ay, ..., a, aufgespannten
Unterraum der Dimension p. Folglich ist p die maximale Anzahl linear unabhingiger Vektoren
unter den Spaltenvektoren ay, ..., a,.

(d2) Beschreibt man das Gleichungssystem (2.55) mit den Zeilenvektoren ay, . .., @, so erhilt
es die Gestalt

al x=0, x=1[x,....,x,]". (2.57)

Alle Losungen x stehen also rechtwinklig auf den &iT, und damit auf jedem Vektor des von
&IT, ceey tAlz aufgespannten Unterraumes U C R”. Kurz: Der Losungsraum L ist das orthogonale
Komplement von U. Mit dim L = n — p und der Gleichung dim U + dim L = n (s. Folg. 2.3,
Abschn. 2.1.4) folgt dimU = p. Da die &T, e, &Z den Raum U aufspannen, ist die maximale

Anzahl linear unabhingiger unter ihnen gleich dim U = p.

Beweis von (b): Ist das Gleichungssystem (2.54) regulir, so hat es nach (a) fiir jede rechte Seite
n

genau eine Losung, also hat )" a;jxy = 0 (( = 1,...,n) nur die Losung x; = xp = ... =
i=1
xp, = 0,d.h.dieay, ..., a, sind linear unabhingig. — Setzen wir umgekehrt die ay, ..., a, als
n
linear unabhéngig voraus, so hat Y a;x; = 0 nur die Losung x; = ... = x, = 0. Damit ist

i=1
n
> ajx; = 0 ein regulires Gleichungssystem, denn im singulidren Fall lige ja keine eindeutige
i=1
Losbarkeit vor. Der Gaul3sche Algorithmus erzeugt also ein Dreieckssystem, d.h. auch (2.54) ist
reguldr.

Die lineare Unabhingigkeit der Zeilenvektoren a@; folgt im reguliren Fall wie oben in (dp).
Man hat p = n zu setzen.

Da die a;, ein quadratisches Schema bilden, folgt umgekehrt aus Symmetriegriinden aus der
linearen Unabhingigkeit der Zeilenvektoren auch die der Spaltenvektoren. d

Folgerung 2.5:

Ist ein quadratisches lineares Gleichungssystem

n
Zxkak =b (ay,becR"
k=1

fiir eine rechte Seite b eindeutig 16sbar, so ist es fiir jede beliebige rechte Seite eindeu-
tig 1osbar.

Beweis:

Eindeutige Losbarkeit fiir eine rechte Seite bedeutet, dass der Gaul3-Algorithmus ein Dreieckssy-
stem erzeugt. Fiir jede andere rechte Seite entsteht aber links vom Gleichheitszeichen die gleiche
Dreiecksstruktur, d.h. es liegt bei jeder linken Seite eindeutige Losbarkeit vor. 0
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Es ist klar, dass diese schone Eigenschaft fiir beliebige Gleichungen f(x) = b nicht allgemein
gilt. Sie ist eine Besonderheit linearer quadratischer Gleichungssysteme. Sie ist die Kernaussage
der sogenannten Fredholmschen Alternative: Entweder liegt fiir alle rechten Seiten eindeutige
Losbarkeit vor, oder fiir keine!

2.2.5 Rechteckige Systeme, Rangkriterium
Zur praktischen Losung. Gleichungssysteme der Form

ayxy +appxy+ ... +a, x, =by

anx1+axnxy+...+ayxy=by
(2.58)

A1 X1 + amax2 + ...+ Xy =by,

mit n # m, nennen wir rechteckige lineare Gleichungssysteme. Durch Ergidnzen von Nullzeilen
oder Nullspalten kann man sie stets zu quadratischen Systemen erweitern, womit sie auf den
behandelten Fall zuriickgefiihrt sind.

Man kann aber auch den Gauflschen Algorithmus vollig analog zum Vorherigen direkt auf
Rechtecksysteme anwenden.

Oft liegt dabei keine eindeutige Losbarkeit vor. Man gelangt durch die Rekursionsschritte i.
Allg. zu einem Trapezsystem mit unterschiedlicher Zeilen- und Spaltenzahl auf der linken Seite.
Dann geht man so vor, wie in Abschn. 2.2.3 erléutert.

Entsteht jedoch ein Dreieckssystem mit noch folgenden Nullzeilen (nur im Fall m > n mog-

lich), so liegt wieder eindeutige Losbarkeit vor, und wir berechnen die Losungen wie in Ab-
schn. 2.2.1.

Rangkriterium, Losungsstruktur.'! Mit den Spaltenvektoren

alk bl
a, = , k=1,...,n und b=

Amk bm

aus R” bekommt das Gleichungssystem (2.58) die Form

> xap=b (ar.beR"™). (2.59)
k=1

Dabei nehmen wir n, m € N als beliebig an, also gleich oder ungleich. Das Gleichungssystem
heilit homogen, wenn b = 0 ist, andernfalls inhomogen.

11 Kann vom praxisorientierten Leser beim ersten Lesen tibersprungen werden.
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Definition 2.7:
Es seien ¢y, ..., ¢ beliebige Vektoren aus R". Als Rang der Menge {cy, ..., ¢k},
Rangfey, ..., e},
bezeichnet man die maximale Anzahl linear unabhingiger Vektoren unter ihnen.

Damit gilt fiir beliebige lineare Gleichungssysteme, rechteckig oder quadratisch, der

Satz 2.10:
(Rangkriterium) Das lineare Gleichungssystem (2.59) ist genau dann 16sbar, wenn fol-
gendes gilt:
Ranglay, ...,a,} = Rang{ay, ..., a,, b}. (2.60)

Das Gleichungssystem ist genau dann eindeutig 16sbar, wenn die Ringe in (2.60)
gleich n sind, also gleich der Anzahl der Unbekannten.

Beweis:
Losbarkeit von (2.59) bedeutet, dass b als Linearkombination der a1, . . . , @, geschrieben werden
kann, d.h., dass b in dem von ay, ..., a, aufgespannten Unterraum U liegt, d.h.: {ay, ..., a,}
und {ay, ..., a,, b} spannen den gleichen Unterraum auf; d.h.: Beide Mengen {ay, ..., a,} und
{ai, ..., an, b} haben gleiche Maximalzahl linear unabhingiger Vektoren; d.h.: Es gilt (2.60). —
Die Eindeutigkeitsaussage folgt aus Satz 2.3 (b) in Abschn. 2.1.3. d
Satz 2.11:
(Struktur der Losungsmenge) Fiir das lineare Gleichungssystem
n
Zxkak =b (ax,beR™ (2.61)
k=1
gelte:

p = Ranglay, ..., a,} = Rang{ay, ..., a,, b}

(d.h. das Rangkriterium ist erfiillt). Dann folgt

(a) Die Losungsmenge ist eine (n — p)-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit im
R”™.

(b) Die Losungsmenge des zu (2.61) gehorenden homogenen linearen Gleichungs-
systems

n
> xap =0 (2.62)
k=1
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ist ein (n — p)-dimensionaler Unterraum von R”.

(c) Ist xop € R” ein beliebiger, aber fest gew#hlter Losungsvektor des inhomogenen
linearen Gleichungssystems (2.61), so besteht die Losungsmenge dieses Systems
aus allen Vektoren der Form

X =Xx0+x,, wobeix), Losung des homogenen Systems (2.62) ist.

Beweis:
(a) folgt unmittelbar aus Satz 2.9 (b), Abschn. 2.2.4, wenn man (2.61) im Fall m # n durch
Nullzeilen oder Nullspalten zu einem quadratischen System erginzt. (b) ergibt sich entsprechend
aus Satz 2.8 (b) in Abschn. 2.2.3.

Zu (c): Alle x = x¢ + x, sind offensichtlich Losungen von (2.61) (einsetzen!). Ist umgekehrt
x1 eine beliebige Losung von (2.61), soist x| —xo =: x}l zweifellos Losung von (2.62), woraus
x| = xo + x, folgt, d.h. x1 hat die behauptete Form. U

Bemerkung: Die Sitze 2.9 und 2.10 haben hauptséchlich theoretische Bedeutung (als Beweis-
hilfsmittel fiir weitere Sitze). Praktisch wird die Frage nach der Losbarkeit und der Berechnung
durch den GauBschen Algorithmus angegangen. (Wir bemerken, dass im Fall sehr groer n = m
auch andere — sogenannte iterative — Verfahren ins Bild kommen, s. Abschn. 3.8.4. Als »sehr
groB« ist dabei etwa n = m > 100 anzusehen).

Ubung 2.6*

Gib die Losungsmengen der folgenden beiden Systeme an:

Ix; — 8xp =1
3x1+5x —Txz3+ x4 =0
(a) (b) Sxi1+ 2x =7 .
8x1 —2x0+ x3—3x4=1
X1+ 12xp =13

23 Algebraische Strukturen: Gruppen und Korper

Es werden zwei algebraische Strukturen — Gruppen und Korper — erldutert. Sie bilden das alge-
braische Fundament fiir die spitere allgemeine Vektorraumtheorie. Da unmittelbare Anwendun-
gen im Ingenieurbereich jedoch selten sind, mag der anwendungsorientierte Leser den Abschnitt
beim ersten Lesen iiberspringen und spiter bei Bedarf hier nachschlagen.

2.3.1 Einfiihrung: Beispiel einer Gruppe

Wir beginnen mit einer Spielerei: Ein Plittchen von der Form eines gleichseitigen Dreiecks liegt
auf dem Tisch. Seine Ecken sind mit 1, 2, 3 markiert. Die Lage des Dreiecks ist durch einen
gezeichneten Umriss auf dem Tisch vermerkt, wobei die Ecken des Umrisses mit @, @, ® ge-
kennzeichnet sind (s. Fig. 2.5).
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Wir fragen nun nach allen Bewegungen des Plittchens, nach deren Ausfiihrung es wieder exakt
auf dem Umriss liegt. Auch Umdrehen ist erlaubt, so dass die Unterseite des Plidttchens nach oben
kommt. Alle diese Bewegungen heilen Kongruenzabbildungen des gleichseitigen Dreiecks. Sie
werden nach ihren Endlagen unterschieden.

® 1+ O

Fig. 2.6: Kongruenzabbildungen des gleichseitigen Dreiecks.

Fig. 2.5: Plittchen in Form
eines gleichseitigen
Dreiecks.

Dem Leser fallen sicher die folgenden fiinf Bewegungen ein (Fig. 2.6):

D = Drehung um 120° im Uhrzeigersinn'?

D = Drehung um 120° gegen den Uhrzeigersinn

W1 = Spiegelung an der (tischfesten) Seitenhalbierenden s
W, = Spiegelung an der (tischfesten) Seitenhalbierenden s;
W3 = Spiegelung an der (tischfesten) Seitenhalbierenden s3

(W von »Wenden«). Der Vollstindigkeit halber zdhlen wir noch die »triviale Bewegung« dazu:
I = Identitdt, d.h. die Lage bleibt unveréndert.

Mehr als diese sechs Kongruenzabbildungen des Dreiecks gibt es sicherlich nicht! (Warum?)

12 eine Achse durch den Dreiecksmittelpunkt, die senkrecht auf dem Dreieck steht.



108 2 Vektorrdume beliebiger Dimensionen

Wir beschreiben die Bewegungen des Dreiecks kiirzer durch:

1 3 — (1 3
12(1 2)’ Dz(z 1)’

1 3 1 3 1 3
wi=(i 33 m=(2 1) =1 3):

Was bedeutet dies? — Nun, ganz einfach: Hier wird angegeben, wie die Ecken des Dreiecks

:1.’ ? ;) wird z.B. ausgedriickt, dass durch diese Drehung die Ecke
1 des Dreiecks in Ecke ® des Umrisses iiberfiihrt wird, ferner Ecke 2 in Ecke ® des Umrisses

usw. Man beschreibt dies auch so:

(2.63)

(SSIN (ST \O RN V]
w W
~—
)
I
N
[OSIRE

—_— N W N

DN =N

bewegt werden! In D =

D(Y=3, DR =1, DB)=2, D()=2 usw.

D.h.: Die Kongruenzabbildungen in (2.63) werden als Funktionen aufgefasst, die die Menge
N3 := {1,2,3} umkehrbar eindeutig auf sich abbilden. Da in den unteren Zeilen der Schemata
in (2.63) gerade die Permutationen der Zahlen 1,2,3 stehen (d.h. die verschiedenen Reihenfol-
gen dieser Zahlen), identifiziert man die Kongruenzabbildungen 7, D, D, Wi, Wa, W3 auch mit
diesen Permutationen. — So weit, so gut! —

Jetzt filhren wir zwei unserer Kongruenzabbildungen nacheinander aus. Es muss wieder eine
der sechs Kongruenzabbildungen entstehen, denn andere gibt es nicht. Wird z.B. zuerst die Dre-
hung D ausgefiihrt und dann die Spiegelung W1, so ergibt sich insgesamt die Spiegelung W3 (wie

man mit einem ausgeschnittenen Papierdreieck schnell tiberpriift). Wir beschreiben dies durch
Ws=W; %D,

gesprochen: » Wy nach D« oder » Wy verkniipft mit D«, oder » W1 mal D«. W % D nennt man
das Produkt aus W1 und D und bezeichnet die Verkniipfung * als Multiplikation.

Tabelle 2.2: Multiplikationstabelle der Kongruenzabbildungen des gleichseitigen Dreiecks.

* 1 D D /4] Wy, W3
1 1 D D Wi W W3
D |D D I Wy, W3 W
D D 1 D Wz Wi W,
Wi | Wy Wz W I D D
Wy | Wo W W3 D I D
Wy | W3 W, W; D D I

Samtliche moglichen Produkte zweier Kongruenzabbildungen des gleichseitigen Dreiecks
sind in obenstehender Multiplikationstabelle verzeichnet (s. Tab. 2.2).

Sind A, B, H drei von unseren Kongruenzabbildungen fiir die H = A * B gilt, so folgt fiir
jede Ecknummer x des Dreiecks H (x) = A(B(x)). Man sieht dies ein, wenn man den Weg einer
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Ecke dabei verfolgt (iiberpriife dies mit W3 = Wj x D). Ersetzt man H durch A x B in der letzten
Gleichung, so folgt

(AxB)(x) =A(B(x)). (2.64)

fiir alle Ecknummern x. Fiir je drei beliebige Kongruenzabbildungen A, B, C unseres Dreiecks
folgern wir damit

1)) (Ax*xB)xC=A*x(BxC).

Denn fiir alle Ecken x gilt wegen (2.64)

(A% B) % C)(x) = (A* B)(C(x)) = A(B(C(x)))
= A((B*C)(x)) = (A% (Bx*C))(x).

Fiir jede beliebige Kongruenzabbildung A des gleichseitigen Dreiecks gilt ferner
Im) IxA=AxI=A, und

(III) Es gibt zu A eine Kongruenzabbildung X des Dreiecks mit
AxX=1=XxA.

Man bezeichnet X durch A~! und nennt es Inverses zu A.

Man beachte, dass A « B = B x A nicht allgemein gilt, zB. W x W = D, Wy x W) = D.

Eine Menge mit einer Verkniipfung, in der die drei Gesetze (I), (IT), (II) gelten, nennt man
eine Gruppe. Wir haben es also hier mit der Gruppe der Kongruenzabbildungen eines gleichsei-
tigen Dreiecks zu tun.

Im Folgenden wird der Gruppenbegriff allgemein gefasst. Er ist der wichtigste Grundbegriff
der modernen Algebra.

Ubung 2.7:
Beschreibe die Gruppe der Kongruenzabbildungen eines Rechtecks (es soll sich um ein »echtes«
Rechteck dabei handeln, also kein Quadrat). Anmerkung dazu: Nicht alle Permutationen der
Ecken entsprechen Kongruenzabbildungen des Rechtecks, sondern nur einige. Die entstehende
Gruppe heif3t die Kleinsche'3 Vierergruppe.

2.3.2 Gruppen

Definition 2.8:
Eine Gruppe (G, %) besteht aus einer Menge G und einer Verkniipfung!“x, die jedem
Paar (x, y) von Elementen x, y € G genau ein Element x * y € G zuordnet, wobei

13 Felix Christian Klein (1849 —1925), deutscher Mathematiker.
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die folgenden drei Gesetze erfiillt sind:

@ Fiir alle x, y, z € G gilt (Assoziativgesetz)

(x*ky)kz=2x*(y*2)
I Es gibt ein Element e € G mit (neutrales Element)
X*ke=X=ex*Xx
fiir alle x € G. e heiBit neutrales Element in G.

(IIT) Zu jedem Element x € G gibt es ein Element (Inverses)
y € G mit

Xky=e=y*x

y heiit Inverses zu x, symbolisiert durch x~ L

@ @

® ®
Fig. 2.7: Zu Ubung 2.7, Kleinsche Vierergruppe (mit Klein)

Neutrales Element ¢ und Inverses von x sind eindeutig bestimmt, denn wiirde auch ¢’ der Bedin-
gung (I1) geniigen so folgte ¢ = ¢’ % ¢ = ¢, und wiiren y und y’ Inverse von x, so erhielte man
y=exy=('xx)xy=yx(xxy) =y xe=y.

Wegen (I) schreibt man auch x * y * z statt (x * y) * z, da es ja gleichgiiltig ist, wie man
klammert. Entsprechend x * y * z % w usw.

Definition 2.9:
Gilt in einer Gruppe (G, *) zusitzlich

Iv) xxy=yx*xx furallex,y € G, (Kommutativgesetz)

so liegt eine kommutative Gruppe vor, auch abelsche'> Gruppe genannt.

14 Unter einer (bindren) Verkniipfung aus einer Menge M verstehen wir eine beliebige Vorschrift, die jedem Paar
(x,y) mit x, y € M genau ein Element aus M zuordnet.
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Statt « werden auch andere Symbole verwandt, oder * wird ganz weggelassen. Dies ist in der
Algebra tiblich: Man schreibt einfach xy statt x * y und spricht von multiplikativer Schreibweise
bzw. multiplikativer Gruppe G.

Bei abelschen Gruppen schreibt man héufig + statt *, wobei das neutrale Element mit O be-
zeichnet wird, und das Inverse zu x € G mit —x. Man spricht von additiver Schreibweise bzw.
additiver Gruppe. Die gerahmten Gleichungen in (I), (II), (II), (IV) bekommen dann die Form

x+y+tz=x+@+2), x+0=x=0+x,

(2.65)
X+ (—x)=0=(—x)+x, xX+y=y+x.

Die Subtraktion in einer additiven abelschen Gruppe wird folgendermallen definiert:
x—y=x+(=y).

Eine Gruppe (G, %) heilit endlich wenn G eine endliche Menge ist. Die Anzahl der Elemente von
G heift die Ordnung der Gruppe (G, *). Eine nichtendliche Gruppe heiflt unendliche Gruppe.

Statt von der Gruppe (G, %) oder (G, -) oder (G, +) spricht man auch einfach von der Gruppe
G, wenn aus dem Zusammenhang klar ist, mit welcher Verkniipfung gearbeitet wird. Dadurch
wird sprachliche Uberladung vermieden.

Beispiele fiir Gruppen

Beispiel 2.4:
Die Menge Z (der ganzen Zahlen), QQ (der rationalen Zahlen), R (der reellen Zahlen) und C (der
komplexen Zahlen), sowie R” und C" bilden additive abelsche Gruppen:

z,+), Q+, R+, €+, ®R,4+), (C"+.

Beispiel 2.5:
Streicht man aus @, R und C jeweils die 0 heraus, so liefern die entstehenden Mengen Q', R/, C’
multiplikative abelsche Gruppen

(Q/’ ) s (]R/v ) s (C/v ) .

Beispiel 2.6:
G = {—1,1} bildet eine multiplikative abelsche Gruppe aus 2 Elementen.

Beispiel 2.7:
Die Menge G der komplexen Zahlen mit Absolutbetrag 1 stellt eine multiplikative abelsche
Gruppe dar.

15 Nach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802 —1829).
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Beispiel 2.8:

Die Menge aller Kongruenzabbildungen einer ebenen oder rdumlichen Figur auf sich selbst er-
gibt eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfiihrung der Kongruenzabbildungen. Gruppen
dieser Art sind meistens nicht kommutativ (s. Beispiel in Abschn. 2.3.1).

Beispiel 2.9:

(Gruppe der bijektiven Abbildungen einer Menge auf sich) Wir haben es hier mit dem Parade-
beispiel fiir Gruppen zu tun. Zunichst sei kurz wiederholt'®: Eine Abbildung f : M — N heift
injektiv (eineindeutig), wenn aus x1, xo € M mit x| # x; folgt: f(x1) # f(x2), kurz: »Verschie-
dene Urbilder haben verschiedene Bilder«. f : M — N heilt surjektiv (Abbildung von M auf
N), wenn zu jedem y € N ein x € M existiert mit f(x) = y, m.a.W.: »Der Bildbereich N wird
durch die Werte f(x) ausgeschopft.« (d.h. f(M) = N). f : M — N heilt bijektiv (umkehrbar
eindeutig), wenn f injektiv und surjektiv ist.

Wir betrachten die Menge G aller bijektiven Abbildungen f : M — M einer Menge M auf sich.
Zwei solche Abbildungen f : M — M und g : M — M werden durch ihre Hintereinanderaus-
fiihrung (Komposition) verkniipft: Man definiert f o g durch

(fog)x):= f(g(x)) firallex € M.

(fog): M — M ist also wieder eine bijektive Abbildung von M auf sich. Es ist sonnenklar,
dass (G, o) eine Gruppe ist, denn es gilt fiir alle f, g, h € G:

D (fog)oh=fo(goh) (2.66)
wegen

((fog)om)(x) = (fog)h(x)) = f(gh(x)) = (f(goh)(x)
=(fo(goh))(x) firallex € M.

(II) Die Abbildung I : M — M mit I (x) = x fiir alle x € M — Identitdt genannt — erfiillt
lof=f=fol furalle feGgG. (2.67)

(III) Zu jeder bijektiven Abbildung f existiert die Umkehrabbildung f~!, die folgendes erfiillt
fofl=1=f"1of. (2.68)

Die Gruppengesetze sind somit erfiillt. Besitzt M nur ein oder zwei Elemente, so ist die Gruppe
(G, o) kommutativ (man priife dies nach!), hat M drei oder mehr Elemente, evtl. sogar unendlich
viele, so ist sie nicht kommutativ (s. Abschn. 2.3.1: Die dortige Gruppe kann als Gruppe der
bijektiven Abbildungen auf der Eckpunktmenge M = {1,2,3} aufgefasst werden. Sie ist nicht
kommutativ).

Die beschriebene Gruppe G aller bijektiven Abbildungen einer Menge M auf sich wird Per-

16 s. Burg/Haf/Wille (Analysis) [27]
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mutationsgruppe von M genannt, symbolisiert durch

Perm M =G .

Ist M der Zahlenabschnitt N,, := {1,2, ..., n}, so schreibt man
S, == PermN,, .
Diese endlichen Permutationsgruppen werden wir im nédchsten Abschnitt genauer betrachten.

Definition 2.10:
Es sei (G, ) eine Gruppe und U eine nichtleere Teilmenge von G. Man nennt U (bzgl.
%) eine Untergruppe von (G, )'7, wenn folgendes gilt

U. D Wennx,y € U,soauchx xy € U.
(U. 1I) Wennx € U, soauchx~! € U.

(In additiver Schreibweise: x,y e U = x+yeUundx e U = —x € U.)

Es folgt unmittelbar, dass dann auch gilt
(U. II0) e € U, wobei e das neutrale Element von G ist,

denn: da U # ) so existiert ein x € U, damit auch x~! € U (nach (U. II)) und somit x xx ! = ¢
in U (nach (U. I)).
Die Untergruppenbeziehung beschreiben wir einfach durch

(U, %) C (G, %x).

U bildet mit der Verkniipfung *, eingeschrinkt auf die Paare (x, y) mit x, y € U, natiirlich
wieder eine Gruppe, wie der Name Untergruppe schon sagt.

G und {e} sind Untergruppen von (G, *). Sie heilien die volle und die triviale Untergruppe.
Alle anderen Untergruppen von G werden echte Untergruppen genannt.

Definition 2.11:
Eine Untergruppe U von (G, *) heifit ein Normalteiler, wenn fiir jedes u € U und
jedes a € G gilt:

axuxaleU.
(Die Bedeutung der Normalteiler wird spéter bei Gruppenhomomorphismen klar.)

In kommutativen Gruppen sind alle Untergruppen offenbar auch Normalteiler.

Beispiel 2.10:
(Z,+) (@ +) CR,+) C(C,+).

17 Oder kurz: Untergruppe von G.
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Beispiel 2.11:
(Q/’ ) C (R/9 ) C ((C/v )

Beispiel 2.12:

Die in Abschn. 2.3.1 beschriebene Gruppe G = {I, D, D, Wy, Wa, W3} hat die echten Unter-
gruppen Uy = {I, D, D}, Uy = {I, W1}, Uy = {I, W»}, U3 = {I, W3}. Man priife an Hand der
Gruppentafel (Tab. 2.2) nach: Uy ist ein Normalteiler, Uy, Uz, U3 sind es nicht.

Ubung 2.8*
Welche echten Untergruppen hat die Kleinsche Vierergruppe aus Ubung 2.7?

233 Endliche Permutationsgruppen

Wir sehen uns in diesem Abschnitt die Permutationsgruppen S, genauer an. S, war definiert
als die Menge aller bijektiven Abbildungen der Menge N, = {1,2, ..., n} auf sich. Die Per-
mutationsgruppen S, — auch Symmetriegruppen genannt — spielen in vielen Bereichen der
Mathematik eine Rolle, z.B. in der Kombinatorik, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Algebra der
Polynomgleichungen und der Behandlung der Determinanten (s. Abschn. 3.4).

Ist f : N, — N, eine bijektive Abbildung, so wollen wir Funktionswerte f (i) auch durch k;
bezeichnen:

f@) =k;.

Die Abbildung f kann damit vollstindig durch das Schema

1 2 3 ... n
S = <k1 ko ks o kn)
beschrieben werden, wobei (ky, k2, . .., k) eine Permutation von (1, 2, ..., n) ist (daher der Na-
me »Permutationsgruppe«). Die Permutationen von (1, 2, ..., n) (d.h. die n-Tupel (k1, ..., k),

bestehend aus allen Zahlen 1, 2, ..., n) sind also den Abbildungen f € S, umkehrbar eindeutig
zugeordnet, so dass wir sie miteinander identifizieren konnen:

1 2 ... n
(k] ky --- kn>:(k1”k'l)

Die Abbildungen f € S, werden wir also auch als Permutationen bezeichnen. Die Ordnung von
Sy ist n! (s. Burg/Haf/Wille (Analysis) [27]). Die Verkniipfung von f, g € S, bezeichnen wir
einfach durch fg. Als explizites Beispiel siehe die Gruppe S3 in Abschn. 2.3.1.

Definition 2.12:

Als Transposition t bezeichnen wir jede Permutation aus S,,, die genau zwei Zahlen
vertauscht und alle iibrigen fest lésst, also

t(i)=j, t(j)=i fiirzweiZahleni,;j e N, i # j,

und 7 (k) = k firalle k # i und k # j.
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Satz 2.12:
Jede Permutation aus S, ldsst sich als Produkt von endlich vielen Transpositionen
darstellen.

Beweis:

Zur Erzeugung von (ki, ka, ..., k,) aus (1,2, ...,n) bringt man zuerst k1 an die erste Stelle,

durch Vertauschen von 1 mit ky (falls nicht k&; = 1). Dann wird 2 und k, vertauscht, falls
nicht kp = 2, usw. Diese Folge von Vertauschungen lisst sich als Produkt von Transpositionen
schreiben. 0

Fiir weitere Uberlegungen unterscheiden wir gerade und ungerade Permutationen:

Definition 2.13:
Als Fehlstand einer Permutation (k1, k2, . . ., k,) bezeichnet man ein Paar k;, k; mit

i<j, aber ki>kj.

Eine Permutation heif3it gerade, wenn die Anzahl ihrer Fehlstinde gerade ist. Andernfalls heifit
sie ungerade. Z.B.: Die Permutation (2, 3, 1) hat die Fehlstidnde (2, 1), (3, 1), und keine weiteren.
(2, 3, 1) ist also eine gerade Permutation.

Man vereinbart weiter:

falls p gerade Permutation

1
sgn(p) = {_1

falls p ungerade Permutation

(sgn(p) wird gesprochen als »Signum p«).

Satz 2.13:
Eine Permutation p ist genau dann gerade, wenn bei jeder Darstellung

p=~Htty...t,, t Transpositionen,

die Anzahl m der verwendeten Transpositionen gerade ist. Fiir ungerade Permutatio-
nen gilt Entsprechendes.

Beweis:

Eine Transposition wird als Vertauschung zweier Zahlen aufgefasst. Wir konnen also die Per-
. . 1 2 ... n
mutation p = f13...t,e (mit dem neutralen Element e = (1,2, ...,n)(= 1 9 " )
aus S,) so auffassen, als ob p aus (1,2, ..., n) durch sukzessives Vertauschen je zweier Zahlen
entsteht, und zwar entsprechend den Transpositionen t,,, f,,—1, . . . t, die in dieser Reihenfolge
nacheinander angewandt werden. Jede Vertauschung zweier Zahlen erzeugt aber genau einen
neuen Fehlstand, oder vernichtet genau einen. Ist m also gerade, so kommt am Ende eine gerade

Anzahl von Fehlstdnden heraus, anderenfalls eine ungerade. O
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Mit Satz 2.13 beweist man leicht
sgn(pi * p2) = sgn(pr)sgn(pa) . sgn(p™') =sgnp.

Ubung 2.9:

(a) Welche der folgenden Permutationen sind gerade und welche ungerade
3,1,2), G,2,1), 5,7,1,2,6,3,4)?

(b) Schreibe diese Permutationen als Produkte aus Transpositionen.

234 Homomorphismen, Nebenklassen

Dieser Abschnitt rundet das »Einmaleins« tiber Gruppen ab. Unmittelbare Anwendungen auf die
Ingenieurpraxis kommen dabei nicht vor (sehr wohl aber mittelbare fiir die »Darstellungstheorie
von Gruppen« und damit fiir Kristallographie und Quantenmechanik). Der anwendungsorientier-
te Leser mag sich zunéchst mit »Querlesen« begniigen.

Im vorliegenden Abschnitt schreiben wir i. Allg. Gruppen multiplikativ, d.h. Produkte werden
in der Form xy oder x - y ausgedriickt. Gruppen (G, -) werden auch einfach durch G beschrieben.

Definition 2.14:

Esseien G, H zwei Gruppen. Ein Homomorphismus von G nach H ist eine Abbildung
f : G — H, die folgendes erfiillt:

fxy) = f(x)f(y) furalle x,yeG.

Diese Gleichung hei3t Homomorphiebedingung.
Ist f zusitzlich bijektiv, so heilt f ein Isomorphismus von G auf H. Im Falle
G = H nennt man den Isomorphismus f : G — G Automorphismus.

Beispiel 2.13:
Durch f(x) = e* wird ein Isomorphismus von (R, +) auf (RT,-) vermittelt, wobei Rt :=
(0, 00). Der Leser iiberpriife dies.

Beispiel 2.14:
Fiir alle z € Csei f(z) = |z]. Mit C' = C\ {0}, und R = (0, c0) folgt: f : C' — R ist ein
Homomorphismus beziiglich - von (C, -) auf (R*, -).

Beispiel 2.15:

Fiir unser Beispiel G = {I, D, D, W1, Wa, W3} aus Abschn. 2.3.1 definieren wir 1 = i) =
f(D) = f(D)und —1 = f(W;) fir alle i = 1,2,3. Damitist f : G — {—1,1} ein Homomor-
phismus, wobei {—1, 1} bzgl. - eine Gruppe ist.

Als Kern des Gruppen-Homomorphismus f : G — H — kurz Kern f — bezeichnet man
die Menge aller x € G mit f(x) = ¢, wobei ¢’ das neutrale Element von H ist. Das Bild des
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Homomorphismus f : G — H ist einfach die Menge f(G) = {f(x) | x € G} (also der
Wertebereich von f.)

Satz 2.14:
Eigenschaften von Homomorphismen: Es sei f : G — H ein Homomorphismus der

Gruppe G in die Gruppe H. Ferner seien ¢ € G und ¢’ € H die neutralen Elemente.
Damit gilt

@ fle)=r¢.

) f(x™h = (f(x) " firallex € G.

(c) Das Bild von f ist eine Untergruppe von H.

(d) Der Kern von f ist ein Normalteiler in G.

(e) Ist g : H — K ein weiterer Gruppen-Homomorphismus, so ist auch die Kompo-
sition g o f : G — K ein Gruppen-Homomorphismus.

(f) Ist f : G — H ein Isomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung ! :
H — G ein Isomorphismus.

Die einfachen Beweise bleiben dem Leser iiberlassen (s. z.B. [86], S. 38 —40).

Definition 2.15:
Es sei U eine Untergruppe der Gruppe G. Dann heif3t jede Menge

aU ={ax |xeU}, aeG
eine Linksnebenklasse von U, und entsprechend
Ua :={xa|x e U}

eine Rechtsnebenklasse von U. Der gemeinsame Begriff fiir Links- und Rechtsneben-
klasse ist — na was wohl? — Nebenklasse.

Folgerung 2.6:
Die Gruppe G wird in Linksnebenklassen von U zerlegt, d.h. verschiedene Links-
nebenklassen sind elementfremd und G ist die Vereinigung aller Linksnebenklassen.
(Fur Rechtsnebenklassen gilt Entsprechendes.)

Beweis:

Die letzte Aussage ist offensichtlich richtig, da jedes x € G ja in »seiner« Nebenklasse xU liegt.
— Es seien aU, bU zwei verschiedene Linksnebenklassen. Wir kénnen (ohne Beschrankung
der Allgemeinheit) annehmen, dass au € aU nicht in bU liegt. Hitten aU und bU aber ein
gemeinsames Element z, hitte es die Form z = ax = by mit passendem x, y € U. Es folgte
a = byx~! (durch Rechtsmultiplikation mit x 1), also au = (byxu = b(yx~'u) € bU, im
Widerspruch zu au ¢ bU. Daher gilt aU N bU = (. O
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Folgerung 2.7:
Ist G eine endliche Gruppe, so haben alle Nebenklassen einer Untergruppe U von G
gleich viele Elemente.

Beweis:

Mit U = {ay,az,...,a,} ist aU = {aay,aaz, ..., aa,}, wobei aa; # aa; fir j # i ist,
denn aus aa; = aa; folgte nach Linksmultiplikation mit al:a =a j- Entsprechend Ua =
{aja, ..., aya}. O
Satz 2.15:

(von Lagrange) Es sei G eine endliche Gruppe. Es folgt: Die Ordnung jeder Unter-
gruppe U von G ist Teiler der Gruppenordnung.

Beweis:
G wird in »gleich grofe« Linksnebenklassen von U zerlegt, wobei U = eU selbst eine Neben-
klasse ist. Damit folgt die Behauptung. U

Bemerkung: Dieser Satz ist eine grofe Hilfe beim Aufsuchen aller Untergruppen einer endli-
chen Gruppe, denn alle Teilmengen, deren Elementanzahlen die Gruppenordnung nicht teilen,
entfallen schon als Kandidaten fiir Untergruppen.

Eine Untergruppe U einer Gruppe G ist genau dann ein Normalteiler, wenn aU = Ua fiir alle
a € G gilt, d.h. wenn jede Linksnebenklasse gleich der entsprechenden Rechtsnebenklasse ist.
Denn aU = Ua bedeutet: Fiir jedes u € U gibt es ein v € U mit au = va, d.h. fiir jedes u gilt
aua~' = v € U, d.h. U ist Normalteiler.

Definition 2.16:
Ist N ein Normalteiler einer Gruppe G, so bildet die Menge aller Nebenklassen von
N eine Gruppe bzgl. der Verkniipfung

aN -bN = abN . (2.69)

Diese Gruppe heilit Faktorgruppe von G nach N und wird mit G/N symbolisiert. (Es
ist N neutrales Element von G/N und (aN)~' =a~'N.)

Folgerung 2.8:
Durch f(x) = xN wird ein Homomorphismus von G auf G/N vermittelt. Dabei ist
N der Kern von f.

Jeder Normalteiler einer Gruppe G ist also Kern eines Homomorphismus und jeder Homomor-
phismus auf G hat einen Normalteiler als Kern. Man kann sagen: Die Normalteiler beschreiben
alle Homomorphismen. Der folgende Satz fasst dies noch deutlicher zusammen.

Satz 2.16:
(Homomorphiesatz fiir Gruppen) Fiir jeden Gruppenhomomorphismus f : G — H
mit Kern N gilt: Die Faktorgruppe G/N ist isomorph zu f(G) C H beziiglich der
Abbildung o : G/N — f(G), definiert durch ¢ (aN) = f(a).
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Beweis:
Es ist hauptsédchlich zu zeigen, dass f alle Elemente aus aN auf f(a) abbildet. Man erkennt dies
sofort aus f(au) = f(a)f(u) = f(a)e’ = f(a) fir alle u € N (¢ neutral in H). Damit ist

sinnvoll erklirt, und der Nachweis, dass « ein Isomorphismus ist, elementar. O
Ubung 2.10:
Gib die Faktorgruppe G/N an fir G = {I, D, D, W|, Wy, W3} und N = {I, D, D}, s. Ab-
schn. 2.3.1.
Ubung 2.11:

Durch sgn p (p Permutation aus Sj,) ist eine Abbildung sgn : S, — {—1,1} gegeben. Zeige,
dass sie ein Homomorphismus ist (G = {—1,1} ist eine Gruppe bzgl. der Multiplikation).

Anleitung: Stelle zum Nachweis der Homomorphiebedingung die Permutationen als Produkte
von Transpositionen dar und verwende Satz 2.13 aus Abschn. 2.3.3.

2.3.5 Korper

Definition 2.17:
Ein algebraischer Kérper (K, +, -) — kurz Korper!8— besteht aus einer Menge K
und zwei Verkniipfungen + (Addition) und - (Multiplikation), die jedem Paar (a, b),
a, b € K, jeweils genau ein Element a 4+ b bzw. a - b zuordnen. a + b heif3it die Summe
von a, b, a - b Produkt von a, b. Dabei miissen folgende Gesetze erfiillt sein.
Fiir alle a, b, ¢ € K gilt:

(Al) a+b+c)=(a+b)+c.
(A2) a+b=>b+a.
(A3) Es gibt ein Element 0 € Kmita + 0 = a fiir alle a € K.

(A4) Zu jedem a € K gibt es genau ein x € K mit a + x = 0. Man schreibt dafiir
X =: —a.

M1) a-(b-c)=1(a-b)-c.

M2) a-b=b-a.

(M3) Es gibt ein Element 1 € Kmita - 1 = a fiiralle a € K.

(M4) Zu jedem a # 0 aus K gibt es genau ein y € K mit ay = 1. Man schreibt dafiir
1

y=:a"odery=—.

a

M) a-b+c)=a-b+a-c.

D2) 0#1.

18 Da Beiwort algebraisch soll zur Unterscheidung von physikalischen Korpern im Raum dienen. Das Beiwort wird
weggelassen, wenn Irrtiimer ausgeschlossen sind.
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Bemerkung: Die Gesetze (A1) und (M1) heilen Assoziativgesetze der Addition bzw. Multiplika-
tion. (A2) und (M2) werden entsprechend Kommutativgesetze genannt, wihrend (D1) Distribu-
tivgesetz heifit. Der Multiplikationspunkt - wird auch weggelassen: a - b = ab.

Die Assoziativgesetze (Al), (M1) bedeuten, wie bei Gruppen, dass es gleichgiiltig ist, wie
man Klammern setzt. Wir lassen sie daher auch einfach weg, sowohl bei dreifachen Summen
und Produkten, wie auch bei lingeren. Die Korperaxiome (A1) bis (D2) zeigen, dass (K, 4) und
(K, ) (mit K = K\ {0}) abelsche Gruppen sind; 0 und 1 sind damit eindeutig bestimmt. Die
Gruppen sind durch die Gesetze (D1) und (D2) verkniipft.

Subtraktion bzw. Division werden folgendermallen definiert

a—b:=a+(=b); a:b:= :=a-% b #0). (2.70)

a
b
Es folgen aus den Axiomen (Al),..., (D2) alle Regeln der Bruchrechnung, wie in Burg/Haf/-
Wille (Analysis) [27]:

a b ad+bc a b ab a b ad
-+ —-= , —e—==—, —i—=—, 2.71)
c d cd c d cd c d ch
a(—=b) = —ab, (—a)(—b)=ab, (2.72)
b
ax=b (a@#0)x=—-; a-0=0. (2.73)
a

Man definiert die Potenzen mit natiirlichen Zahlen n:

adt'=a-a-a-...-a
—————

n Faktoren

und im Fall a # 0:
1

a =1, a =— (neN),
a

womit die Potenzen fiir alle ganzen Hochzahlen erklart sind.
Dies alles hat niemand anders erwartet! Doch nun zu den Beispielen:

Korper sind Q, R und C beziiglich der iiblichen Addition und Multiplikation. Diese drei Korper
sind unsere Hauptbeispiele.

Doch gibt es auch endliche Korper (bei denen K eine endliche Menge ist). Sie sind fiir die
Ingenieurmathematik aber von geringem Interesse.

Beispiel 2.16:
Der einfachste Korper ist K = {0,1} mit04+0=0,0+1=14+0=1,14+1 = 0und
0-0=0-1=0,1-1=1.Ziemlich trivial!

Beispiel 2.17:
Ist p eine Primzahl, so kann man mit den Zahlen der Menge Z, = {0,1, ..., p — 1} »zyklisch
modulo p« rechnen. Das geht so: Fira, b € Z, definiert mana @ b :=a + b, fallsa + b < p,
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unda®b :=a+b— p,fallsa+b > p. Entsprechend: a ©b := a-b—mp, wobei die ganze Zahl
m > 0 so gewihlt wird, dass a - b — mp € Z,. Damit ist (Z,, @, ©) ein Korper. (Der Beweis
wird hier aus Platzgriinden weggelassen.) Man nennt Z, den Restklassenkérper modulo p.

Bemerkung: Eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + und -, die nur die Gesetze (A1), (A2),
(A3), (A4), (M1) und (D1) zuziiglich (D1): (b+c)-a = b-a+c-a erfiillen, heifit ein Ring. Meist
wird auch noch (M3) gefordert, also die Existenz einer 1 € Kmita-1=1-a =afiirallea € K.
Man spricht dann von einem Ring mit Eins (-Element). Gilt zusétzlich (M2): a-b = b-a, so liegt
ein kommutativer Ring vor. SchlieBlich heif3t ein kommutativer Ring mit 1 ein Infegritditsbereich,
wenn aus x - y = 0 folgt: x = 0 oder y = 0.

Beispiele fiir Ringe sind (Z, +, -), der »Ring der ganzen Zahlen« (er ist ein Integrititsbereich),
ferner die Menge der Polynome bzgl. +, -, und der »Ring der quadratischen n-reihigen Matrizen«,
s. Abschn. 3. Da fiir die Ingenieurpraxis die Ringtheorie von geringer Bedeutung ist, brechen wir
die Erorterung hier ab. Ein einfacher Einstieg ist in [86] zu finden.

Ubung 2.12%
Zeige, dass Z3 = {0,1,2} ein Korper wird, wenn man in ihm zyklisch modulo 3 rechnet (s.
Beisp. 2.17).

24 Vektorriume iiber beliebigen Korpern

Nachdem wir die speziellen Vektorraume R” und C” in Abschn. 2.1 kennen und lieben gelernt
haben, werden hier die Vektorrdume allgemein als algebraische Strukturen eingefiihrt, R” und
C™ erscheinen als Spezialfille dieser Struktur. Als wichtige weitere Beispiele werden Funktio-
nenriume genannt.'® Sie spielen bei Differential- und Integralgleichungen eine grundlegende
Rolle.

Der praxisorientierte Leser, wie auch der Anfinger, kann diesen Abschnitt zunichst tibersprin-
gen und mit Abschn. 3 fortfahren. Er mag bei Bedarf hierher zuriickkehren und an einem Abend,
an dem im Fernsehen nichts Gescheites gesendet wird, diesen Abschnitt genie3en.

24.1 Definition und Grundeigenschaften

Im Folgenden sei (K, +, -) ein beliebiger algebraischer Korper — kurz Korper K genannt (s.
Abschn. 2.3.5). Man kann sich einfach R an Stelle von K vorstellen, wenn einem die algebraische
Struktur »Korper« noch ungewohnt ist. Die beiden Korper R und C sind fiir die Anwendungen
sowieso am wichtigsten.

Wir definieren Vektorriiume tiber K, indem wir uns an R” orientieren.

Definition 2.18:
Ein Vektorraum iiber einem Korper K besteht aus einer nichtleeren Menge V, ferner

(a) einer Vorschrift, die jedem Paar (x, y) mit x, y € V genau ein Elementx + y €
V' zuordnet (Addition)

19 s. Abschn. 2.4.9
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(b) und einer Vorschrift, die jedem Paar (A, x) mit A € K und x € V genau ein
Element Ax € V zuordnet (Multiplikation mit Skalaren, s-Multiplikation), wobei
fur alle x, y, z € V und A, u € K folgende Regeln gelten:

Al) x+(y+2)=x+y) +z, (Assoziativgesetz)
(A2) x+y=y-+ux, (Kommutativgesetz)
(A3) Es existiert genau ein Element 0 in V mit

x+0=x firalle x eV

(A4) Zu jedem x € V existiert genau ein Element
x' € V mit

x+x' =0.

Man bezeichnet x’ durch —x und nennt es das Negative zu x. Ferner:
S1) A+ wpwx =rx+ ux

(Distributivgesetze)
S2) A(x+y) =Ax+Ay
(S3) (Apw)x = A(ux) (Assoziativgesetz)
S4) Ix=x mit 1 € K.

Bezeichnungen und Erliduterungen: Statt Vektorraum iiber K sagt man auch K-Vektorraum,
oder linearer Raum® iiber K. Der beschriebene Vektorraum V iiber K wird auch durch das
Tripel (V, 4+, K) symbolisiert. Die Elemente von V werden Vektoren oder Punkte genannt, die
Elemente von K Skalare.

Die Additionsgesetze (A1) bis (A4) besagen nichts anderes, als dass (V, +) eine additive
abelsche Gruppe ist, s. Abschn. 2.3.2. Wir bendtigen aus Abschn. 2.3.2 nicht mehr, als dass die
Subtraktion durch

X —yi=x+(-y)

erklart ist, und dass man Summen x + y 4+ z, x + ¥y + z + w usw. meistens ohne Klammern
schreibt, da es wegen (A1) gleichgiiltig ist, wie man Klammern setzt.

Dasselbe gilt iibrigens fiir Apux, Apoex usw. auf Grund von Regel (S3). Man schreibt iiberdies

X 1
A=A d —:=- A#0).
X X un 3 )Lx A #0)

20 Der Ausdruck »linearer Raum« hat sich insbesondere in der »Funktionalanalysis« eingebiirgert, in der die lineare
Algebra und Analysis zu einer hoheren Einheit verschmelzen.
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Folgerung 2.9:
Fiir alle x aus einem Vektorraum V iiber K und alle A € K gilt:

(a) Ox=0, A0=0
(b) Mx=0= (=0 oder x =0)
() (—A)x = A(—x) = —Xix, speziell (—)x = —x.

Beweis:
(a) Ox =0x +0x — 0x = (0 + 0)x — Ox = Ox — Ox = 0, und analog 10 = 0.

(b) Sei Ax = 0. Dann ist A = 0 oder A # 0. Im letzteren Fall gilt x = A ox =2"Towx) =

A7lo=0.
© (—Mx =(Mx+ix —ix = (A +A)x —Ax = 0 - x = —Ax. Mit A = 1 folgt
(—Dx = —1x = —x und damit A(—x) = (A(—1))x = (—A)x. ]
Ubung 2.13*

Es sei (V, +) eine nichttriviale abelsche Gruppe und K ein Korper.
Wir definieren das Produkt Ax fiir alle A € K und alle x € V durch Ax := 0. Ist damit V ein
Vektorraum iiber K? Welche Gesetze in Def. 2.18 sind erfiillt und welche evtl. nicht?

2.4.2 Beispiele fiir Vektorrdume

Beispiel 2.18:
Die Vektorraume R” iiber R, sowie C" iiber C, sind wohlbekannt.

Beispiel 2.19:

Mit einem beliebigen Korper K bildet man den Vektorraum K" iiber K nach dem gleichen Muster
wie R” tiber R. D.h. K" besteht aus allen Spaltenvektoren, die jeweils n Elemente aus K enthalten
(die »Koordinaten« des Spaltenvektors). Die Addition + geschieht koordinatenweise, wie beim
R”, und die Multiplikation mit A € K ebenfalls.

Die Kraft des allgemeinen Vektorraumbegriffes entfaltet sich besonders bei Mengen von Funk-
tionen, den sogenannten Funktionenrdumen. Dazu geben wir einige Beispiele an.

Beispiel 2.20:

Die Menge C(I) aller stetigen reellwertigen Funktionen auf einem Intervall I bildet bzgl. der
tiblichen Addition von Funktionen und der iiblichen Multiplikation mit reellen Zahlen einen
Vektorraum iiber R.

Beispiel 2.21:

Analog zu C(I) kann man die Menge C*(I) aller k-mal stetig differenzierbaren reellwertigen
Funktionen auf 7 als Vektorraum iiber R auffassen (k € Ng = {0,1,2,3,...}). Dabei identifi-
ziert man CO(I) := C(I), C*®°(I) ist der Vektorraum der beliebig oft stetig differenzierbaren
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Funktionen f : I — R. Es folgt

ch>ClH>C*)>...oC>®(U).

Beispiel 2.22:

Die Menge Pol R aller Polynome p(x) = ap + ajx + ...+ a,x" (x € R, a; € R) fiir beliebige

n € Ny bildet bzgl. Addition und Multiplikation mit reellen Zahlen einen Vektorraum iiber R.
Mit Pol,, R bezeichnen wir die Menge aller Polynome aus Pol R, deren Grad hochstens n ist.

Es gilt zweifellos

R =PolgR CPoliRCPolR C ... CPolR.

Auch Zahlenfolgen konnen sich zu Vektorraumen formieren. So bilden alle reellen Zahlenfolgen
einen Vektorraum iiber R bzgl. gliedweiser Addition und gliedweiser Multiplikation mit reellen
Zahlen. Aber auch alle konvergenten Folgen, alle Nullfolgen und alle beschriinkten Folgen stel-
len je einen Vektorraum dar. Ein fiir die Theorie der Fourierreihen wichtiger Folgenraum?®' sei
abschlielend erwéhnt:

Beispiel 2.23:
Die Menge 22 aller reellen Zahlenfolgen (ag, ai, az, .. .) mit

o0
Z a,% konvergent
k=0

ist ein Vektorraum iiber R. Er wird Hilbertscher Folgenraum®* genannt. Er ist dem R” sehr
verwandt. Zwar haben seine Elemente a = (ag, a1, az, . ..) unendlich viele Koordinaten, doch

o0
kann man aus @ und b = (bg, by, ba, . ..) in €2 das innere Produkt a - b = > a;b; bilden, sowie
i=0
die Linge |a| = +/a - a definieren. Damit lassen sich, wie im R”, Winkel <t(a, b) erkliren, kurz,
man kann »Geometrie« betreiben. (Die Bedeutung von £ in der Fourierreihen-Theorie wird in
Abschn. 2.4.9 kurz erlédutert.)

Beispiel 2.24:
Allgemeiner als 02 wird ¢ eingefiihrt, der Vektorraum aller reellen Folgen a = (ag, a1, az, . ..)

o0
mit konvergenter Summe ) |a;|” (p > 1). Hier arbeitet man mit der »Vektorlinge« |a|, =
i=0

o0 1/p
(Z la;|P ) . Innere Produkte werden im Falle p # 2 nicht benutzt.
i=0

Ubung 2.14%*

Welche der folgenden Mengen sind Vektorrdume iiber R?

21 s. Abschn. 2.4.9
22 Nach dem deutschen Mathematiker David Hilbert (1862 — 1943).
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(a) Die Menge der reellen Folgen (a,), ey mita, — 1 firn — oo?

(b) Die Menge aller reellen abbrechenden Folgen (ay), cn? (Eine abbrechende Folge sieht
so aus: (ay, ap, as,...ayn,0,0,0,...), d.h. a, = 0 fiir alle n > N. Der Abbrechindex N
kann fiir verschiedene Folgen dabei verschieden sein.)

(c) Die Menge der Funktionen f : R — R mit | f(x)| — O fiir |x| = oc0?

X1
(d) Die Vektorenx = | xp | € R3? Uberall werden dabei die iiblichen Operationen + und

1
A- (mit A € R) verwendet.

24.3 Unterriaume, Basis, Dimension

Wir machen es uns jetzt ziemlich einfach: Die Begriffe und Sitze aus dem entsprechenden Ab-
schn. 2.1.3 iiber den R" werden auf Vektorraume iiber K ausgedehnt. Wir wollen sehen, wie weit
das moglich ist.

Definition 2.19:
Es sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K. Als Linearkombination der Vektoren
ai,...,a, €V bezeichnet man jede Summe

m
Zkiai mit A; € K.

i=1

Die Vektoren ai,...,a,, € V heilen linear abhiingig, wenn wenigstens einer der
Vektoren als Linearkombination der iibrigen geschrieben werden kann oder einer der
Vektoren 0 ist.2> Andernfalls nennt man die ay, . . ., a,, linear unabhdngig.
Die lineare Unabhingigkeit der ay, ..., a,, ist gleichbedeutend damit, dass die Linearkombi-
nation
m
Zx,-a,- =0 ek (2.74)
i=1
nur durch A1 = A = ... = A, = 0 erfiillt werden kann. (Beweis wie in Folg. 1.12, Ab-
schn. 1.2.7.)
Satz 2.17:

(Fundamentallemma in K") Je n 4+ 1 Vektoren aus K” sind linear abhingig.

Beweis:

Der Gaufische Algorithmus ohne Pivotierung (s. Abschn. 2.2.1, 2.2.3) verlduft mit Werten aus K
ganz genau so wie mit Werten aus R. Damit ldsst sich der Beweis von Satz 2.2, Abschn. 2.1.3
wortlich tibertragen, wenn man R durch K ersetzt. O

23 Letzteres ist hauptsichlich auf den Fall m = 1 gemiinzt.
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Definition 2.20:
V sei ein Vektorraum iiber K. Eine nichtleere Teilmenge U von V heifit ein Unterraum

von V, wenn mit je zwei Vektoren x,y € U auchx + y € U und Ax € U (fiir alle
A € K) ist.

Natiirlich bedeutet dies, dass U selbst ein Vektorraum iiber K ist bzgl. der Addition und s-
Multiplikation in V, wie man leicht nachweist.
Kleinster Unterraum von V ist {0}, grofiter V selbst.

Definition 2.21:
(a) Essei V ein Vektorraum iiber K. V heil3t unendlichdimensional, wenn es beliebig
viele linear unabhingige Vektoren in V gibt. Symbolisch ausgedriickt:

dimV = o0.

V heilit endlichdimensional, wenn V nicht unendlichdimensional ist.

(b) Ist V endlichdimensional, so heit die maximale Anzahl linear unabhingiger
Vektoren in V die Dimension von V. Diese Zahl sei n. Man schreibt

dmV =n.
Je n linear unabhéngige Vektorenay, ..., a, C V bilden eine Basis (ay, ..., a,)
von V.24

Die Ubertragung der Begriffe und Sitze von R” in V klappt wie am Schniirchen. Es gilt:

Satz 2.18:
(a) Ist (ay, ..., a,) eine Basis des n-dimensionalen Vektorraumes V iiber K, so be-
steht V aus allen Linearkombinationen

X =Ma+Aas + ...+ hay, O € K). (2.75)

(b) Die A; sind durch x und a1, ..., a, eindeutig bestimmt.

Der Beweis verlduft wortlich wie der Beweis des Satzes 2.3, Abschn. 2.1.3, wenn man dort V
statt U, K statt R und n statt m setzt.
Ist A eine beliebige nichtleere Teilmenge eines Vektorraumes V iiber K, so bilden alle Linear-

P
kombinationen x = Y A;a; mit beliebigen p € N, A; € K, a; € A zweifellos einen Unterraum

i=1

U von V. Er wird

Span A :=U

24 Oft wird als Basis auch die Menge {a, ..., ay, } bezeichnet. Wir bevorzugen aber das n-Tupel (ay, ..., ay) fir den
Basisbegriff, da man so »Rechts-« und »Linkssysteme« unterscheiden kann.



2.4 Vektorraume tiber beliebigen Korpern 127

genannt. Man sagt: » A spannt U auf« oder » A ist ein Erzeugendensystem von U«. ImFallU = V
spannt A den ganzen Raum V auf: SpanA = V, und A ist dann — wen wundert’s — ein
Erzeugendensystem von V. Es gilt

A C SpanA.
Ist A ={ay,...,a,} dabei endlich, so besteht
Span{ay, ..., a;}

m
genau aus allen Summen Y A;a;. Im Fall linear unabhingiger a; folgt:
i=1

Satz 2.19:

(Konstruktion von Unterrdumen) Sind die Vektoren ay, ..., a, aus dem Vektorraum
V iiber K linear unabhéngig, so hat der von ihnen aufgespannte Unterraum

U = Span{ay, ..., a,}

die Dimension m. Die Menge (ay, ..., a,,) ist also eine Basis von U..

Beweis:
U besteht aus allen Vektoren

x = Z,\,-a,- i €K). (2.76)

i=1

Esist dimU > m, dadie ay,...,a, € U linear unabhingig sind. Es ist daher nachzuweisen,
dass je m 4+ 1 Vektoren aus U linear abhingig sind (woraus dim U = m folgt). Dieser Nachweis
verlauft vollig analog zum Beweis von Satz 2.4 (ab II), in Abschn. 2.1.3 (unter Benutzung des
»Fundamentallemmas« Satz 2.17). O

Fiir den Spezialfall U = V erhilt man

Folgerung 2.10:
Sind die Vektoren ay, ..., a, aus dem Vektorraum V iiber K linear unabhingig und
spannen sie V auf, so bilden sie eine Basis von V. Insbesondere ist dann dim V = n.

Auch der Satz iiber den Austausch von Basiselementen (Satz 2.5, Abschn. 2.1.3) wird samt
Beweis iibertragen. (Man hat nur U aus R” durch V zu ersetzen):

Satz 2.20:
(Austausch von Basiselementen) Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K
mit der Basis (ay, ..., ay,). Sind by, ..., br (k < n) beliebige linear unabhéngige
Vektoren aus V, so kann man sie zu einer Basis (b1, ..., bk, bg+1,...,b,) von V
erginzen, wobei die byy1, ..., b, aus {ay, ..., a,} entnommen sind.
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Basis-Wechsel

Geht man im Vektorraum V iiber K von einer Basis (a1, ..., a,) zu einer necuen Basis (by, ...,
b,) iiber, so verwandelt sich die Darstellung

x=) &ai (& ek @.77)

i=1

eines beliebigen Punktes x € V folgendermallen: Zunichst gilt
n
a,-:Zakibk, i=1,...,n (2.78)
k=1

mit bestimmten oy; € K. Damit erhdlt man

n n n n
X = ZS, Zakibk = Zbk Zakié:i ,
k=1 i=1

i=1 k=l

also

n n
x=) &b mit &= oxi. (2.79)
k=1 i=l1

Lineare Mannigfaltigkeiten

Entsprechend Abschn. 2.1.3 wird definiert: Ist U ein Unterraum des K-Vektorraums V und rg
ein beliebiger Vektor aus V, dann nennt man

M=ro+U :={ro+x|xeU}

eine lineare Mannigfaltigkeit in V. Fiir die Dimension von M vereinbart man einfach dim M :=
dim U (auch im Fall dim U = o0). Ist U dabei ein Unterraum von der Art, dass U U {xo} mit
einem xo € V \ U den Raum V aufspannt, dann heifit M eine Hyperebene in V. Ist dagegen
U={Xxo| » € K}, (x0 € V, xg #0), dann heiit M eine Gerade in V. Auf diese Weise
bekommen wir immer mehr »Geometrie« in unsere staubtrockenen Vektorrdume.

Ein wichtiges Anwendungsbeispiel fiir endlichdimensionale Funktionenrdume und Mannig-
faltigkeiten tritt bei linearen Differentialgleichungssystemen auf.

Beispiel 2.25:
Man betrachte das lineare Differentialgleichungssystem

Vi) = @@y x) +bi(x), i=1.....n, (2.80)
k=1
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x € I (Intervall), wobei die ajx : I — Rund b; : I — R gegebene stetige Funktionen sind und
die y; : I — R gesuchte stetig differenzierbare Funktionen (s. Burg/Haf/Wille (Band III) [25]).
1. Fall b;j(x) = O fiir alle i (homogener Fall): Fasst man die y; (x) zu einem »Funktionenvek-
tor« y(x) = [y1(x), ..., ya(x)]T zusammen, so bilden die Losungen y(x) von (2.80) einen
n-dimensionalen Vektorraum V iiber R (bzgl. der koordinatenweisen Addition und Multiplikati-
on mit A € R). Eine Basis dieses Vektorraumes heif3t ein Fundamentalsystem von Losungen (s.
Burg/Haf/Wille (Band III) [25]).

2. Fall b; (x) nicht alle = 0 (inhomogener Fall): Ist durch yo(x) = [y1(x), ..., yu )]F irgendei-
ne Losung gegeben, so wird mit einem Fundamentalsystem (y;(x), ..., y,(x)) aus dem homo-
genen Fall jede Losung durch

Y = yox) + Y hiyi(x), A €R,

i=1

beschrieben, und jedes y(x) dieser Art ist auch Losung. Die Losungsmenge ist damit eine 7-
dimensionale Mannigfaltigkeit im Raum C (I aller stetig differenzierbaren Funktionen f :
I — R. (s. Burg/Haf/Wille (Band III) [25]).

Bemerkung: Die Funktionenriume C (1), C*(1), C*®(I), Pol R, sind unendlichdimensional, da
sie alle Pol R als Unterraum enthalten.?> Der Raum Pol R ist aber unendlichdimensional, da er
alle Potenzfunktionen py(x) = xk (k € Np) enthilt, von denen je endlich viele linear unabhingig

m
sind (denn aus 0 = > akxk folgt o = O fiir alle k = 0, ..., m, da ein nicht verschwindendes
k=0

Polynom m-ten Grades hochstens m Nullstellen hat.)

£P ist ebenfalls unendlichdimensional. (Man betrachte dazu ¢; = (0,...,0,1,0,0,...) € £7,1
an i-ter Stelle).

Ubung 2.15*

Zeige, dass die Menge der trigonometrischen Reihen

n
f) =ap+ Y _(agcos(kx) + by sin(kx)),  x € R, (n fest)
k=1
einen Vektorraum 7 iiber R bildet. Beweise ferner, dass (1, cos x, sinx, cos(2x), sin(2x), .. .,
cos(nx), sin(nx)) eine Basis von T ist, also insbesondere dim 7 = 2n + 1 gilt.

Ubung 2.16*
(a) Zeige, dass alle reellen Polynome, die hochstens den Grad 10 haben und eine Nullstelle
bei x = 1, einen Vektorraum iiber R bilden. Welche Dimension hat der Raum? Gib eine
Basis dazu an!
(b) Lose das gleiche Problem (wie unter (a)) fir Polynome vom Hochstgrad 10, die wenig-
stens zwei Nullstellen haben, und zwar bei 1 und —1.

25 Wobei die Polynome nur auf / betrachtet werden.
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244 Direkte Summen, freie Summen

Direkte Summen: Es seien Uy, Uy, ..., U, Unterrdume des Vektorraums V iiber K, deren Ver-
einigung Uy U U U ... U U, den Raum V aufspannt. Man nennt dann V die Summe Uy + Uz +
...+ U,, der Unterrdume, d.h. es ist

U+Uy+...4+ Uy, :=Span(U1 UU, U ... UUy,).
Gilt zusitzlich
WUi+... 4+ U1+ Ugs1 + ...+ Up) NU, = {0} furalle k=1,...,m, (2.81)
so nennt man V die direkte Summe U, ..., Uy, und beschreibt dies durch
V=UeoU®...0U,.
Im Falle zweier Unterrdume, also V = U; + U,, bedeutet V = U; @ U, einfach Uy N U, = {0}.

Folgerung 2.11:

GiltV =U; + Uy + ...+ U, (U; Unterrdaume des Vektorraums V), so sind folgende
Aussagen dquivalent:

@V=U1eU,®...0U,.

(b) Jedes x € V lasst sich eindeutig darstellen als x = u; + us + ... + u,, mit
u; € U; firallei =1, ..., m.

©O0=u+...4+u, (u € U;) = u; =0firallei.
Ist V endlichdimensional und V = Uj + ... + Uy, so ist (a) dquivalent zu

(d) dmV =dimU; +dim U, + ... + dim U,,.

Beweis:
(@)= (©):Ausu;+...+u, =0 € U;)folgtu; = —(uz+...+u,) € Us+...+U, und € Uy.
Dawegen (a) Uy N (Us+ ...+ Uy) ={0},sou; = 0; entsprechend ur =uz =... =u, =0.

m m m

(c) = (b): Hat x zwei Darstellungen x = ) u; = ) u, so folgt ) (u; — u;) = 0, also
i=1 i=1 i=1

u —u; =0,dh u; =u firalle i.

(b) = (¢): Klar.
(c)=(@):Seiu; e U NWUz+ ...+ Upy), folglichu; = ur + ... + u, mit u; € U;. Somit

O0=—-u+ur+...vu,=>u=0=UNU+...4+U,) = {0}. Entsprechend gilt (2.81)
fiir alle k = (a).

(a) & (d): Fall m = 2:

[V=U &®Uyund [(ay,...,as) Basisvon Uy, (by,...,b;) Basis von U;]]
& [(ay,...,as, by, ..., b)) Basisvon V(a; € Uy, b; € Uy)]
< dimV =dimU; +dim U, .
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Fiir m > 2 folgt (a) < (d) durch vollstindige Induktion. Il

Beispiel 2.26:

Das folgende Beispiel macht klar, dass es sich bei direkten Summen im Grunde um etwas sehr
naheliegendes handelt. Und zwar betrachten wir in R” den Unterraum U; der Vektoren u; =
[x1,...,x,0,0, ...,O]T, deren Koordinaten x;41 = ... = x, = 0 sind. Entsprechend U>,
bestehend aus allen up = [0,0,...,0, X541, ..., xn]T. Firx = [xq,..., x,,]T folgt damit die
eindeutige Zerlegung

X1 X1 0
x=| " ="+ 0 =ui+u alsoU; & U, = R”
Xs+1 0 Xs+1 ! 2 ! 2 '
L Xn | | 0 | | X

Im K” verlduft dies natiirlich genauso.

Dies gibt Anlass zu folgender Konstruktion:

Freie Summen

Sind Uy, ..., Uy, beliebige Vektorraume iiber K, so bildet die Menge der m-Tupel

uy u u) uy +u u AU
(u; € Uj), mit ] = : . A= ,
7 U, u, um +u, U, A,
einen Vektorraum V iiber K. Er heif3t die freie Summe der Vektorrdume Uy, . . ., Uy, , beschrieben

durch
Vv=U+U+...+U,.
Auch fiir die Vektoren u; = U; verwenden wir eine solche Schreibweise:

u
uy+...fuy =

Um
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U; lisst sich bijektiv auf den folgenden Unterraum U; C V abbilden:

0" 0]

o 0 0

U, = u; ujeU; ¢y, durch u;— |u;
0 0

(Man sagt, U; wird auf diese Weise in den Vektorraum V' »eingebettet«.) Es folgt V = U19...8
U, . Damit ist die freie Summe in eine direkte Summe iiberfiihrt worden, und alle Eigenschaften
direkter Summen konnen auf freie Summen iibertragen werden.

Beispiel 2.27:
Die freie Summe R3 4 R? besteht aus allen Vektoren der Form
e
X2 X1
x=||x]|, mt |[x|eR?, [x“}eRz.
X4 X3 s
X5

Wir lassen hier die inneren Klammern weg, schreiben also

X1
X2

_ o3 w2 S
x=|x3|, unddamit R+ R*=R".
X4
X5

Allgemein also:
R™ FR™ 4 .. 4 R™ = RUH2t-4m

Die freien und direkten Summen von Vektorrdaumen spielen bei direkten Summen von Matrizen
eine Rolle (s. beispielsweise Abschn. 4.1).

Ubung 2.17*
Es seien U, V Unterrdume des endlichdimensionalen Vektorraumes W iiber Kmit U +V = W.
Beweise

dmW =dimU +dimV —dim(U NV).

Anleitung: Konstruiere Basen By, By, Byny, mit Byny = By N By.
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24.5 Lineare Abbildungen: Definition und Beispiele

Abbildungen von einem Vektorraum in den anderen, die Summen in Summen {iberfithren und
Produkte in Produkte, also die Struktur der Vektorrdume beriicksichtigen, sind von besonderem
Interesse: Mit diesen »linearen Abbildungen« wollen wir uns im Folgenden beschiftigen.

Definition 2.22:
Es seien V und W zwei Vektorrdume iiber dem gleichen Korper K. Eine Abbildung
f V. — W heillt eine lineare Abbildung von V in W, wenn fiir alle x, y € V und
alle A € K folgendes gilt:

HD) fx+y)=fx)+ f() (Additivitir)
(H2) f(x) = Af(x) (Homogenitcit).

Man sagt auch: f ist eine strukturvertrdgliche Abbildung.

Lineare Abbildungen heillen auch lineare Transformationen, lineare Operatoren oder (Vektor-
raum-)Homomorphismen. Alle diese Bezeichnungen bedeuten dasselbe.
Aus (H1), (H2) folgt durch sukzessives Anwenden

H) f (Z ,\kxk> = Z,\kf(xk) firalle x; € V, A e K. (2.82)
k=1

k=1

Umgekehrt folgt aus (H) sowohl (H1) (n = 2, A1, A2 = 1) wie (H2) (n = 1), also gilt: (H) &
((H1) und (H2)). Die Eigenschaft (H) heilt Linearitdt von f.

Beispiel 2.28:
Lineare Abbildungen von R" in R Ist x = [xy, ..., x,]T ein Vektor des R”, so kann man ihm
den Vektor y = [y1, ..., yn]" aus R durch die Gleichung

n
yi=Y auxi, i=1....m (2.83)
k=1

eindeutig zuordnen. Die so erklarte Abbildung f : R” — R™ ist sicher linear. Sie ist durch das
rechteckige Schema

ayl -+ Qdin

(2.84)

aml - Qmn

der Zahlen a;; vollstindig bestimmt. Ein solches Schema nennt man eine reelle Matrix (sym-
bolisiert durch einen grofen, fett geschriebenen Buchstaben, z.B. A). Umgekehrt kann jede
lineare Abbildung g : R" — R durch eine Matrix der Form (2.84) nebst Gl. (2.83) be-
schrieben werden. Bezeichnet man namlich die Bilder der Koordinateneinheitsvektoren e; =
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[0,...,0,1,0,...,0]T € R” (mit 1 an k-ter Stelle) mit ay = [a1x, azk, ..., amk]* (k = 1,...,n),
n
also g(ex) = ay, so folgt fiir das Bild y eines Vektors x = ) xxex € R nach (2.82)
k=1

n n n
y=g (Z xkek) = xgle) =) xiax.
k=1 k=1 k=1

Schreibt man die Koordinaten der linken und rechten Seite der Gleichung hin, so entsteht gerade
(2.83). Matrizen der Form (2.84) beschreiben also iiber (2.79) alle linearen Abbildungen von R”
in R™,

(Matrizen werden in Abschn. 3 ausfiihrlich behandelt.)

Es ist klar, dass in K" (K beliebiger algebraischer Korper) alles genauso verlauft.

A% Yo A
y Ly

A

X ¢ y P AX

Y

Fig. 2.8: Drehung im R, Fig. 2.9: Additivitiit der Drehung. Fig. 2.10: Homogenitéit der Drehung,
mit Fig. 2.9 zusammen also:
Linearitit.

Beispiel 2.29:

(Drehungen der Ebene) Die Ebene R? soll um 0 gedreht werden, und zwar um den Winkel ¢, s.
Fig. 2.8 (¢ > 0: Drehung gegen den Uhrzeigersinn; ¢ < 0: mit dem Uhrzeigersinn). D.h. ein
Ortsvektor

X1 r cos o
X2 rsina

(r, a Polarkoordinaten von x) soll in

[ [reoste +¢)
y= (2| [ sin(a + @)

iberfiihrt werden. Diese Zuordnung beschreiben wir durch y = f(x). Mit dem Additionstheo-
rem von cos und sin (Abschn. 1.1.2) folgt

y1 = r(cosa cos g — sina sing) = (cos@)x; — (sin@)x;

y2 = r(cosa sing + sina cos ¢) = (sing)x; + (cosp)xy,
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y1 = (cos @)x1 — (sin p)x2

. : (2.85)
y2 = (sing)x] + (cos ¢)x3

Die Drehung wird also durch die Matrix

cosgp —sing
sing  cosg

beschrieben, und ist somit eine lineare Abbildung. Dies lésst sich aber auch unmittelbar geome-
trisch einsehen, s. Fig. 2.9, Fig. 2.10.

Beispiel 2.30:

(Drehungen im dreidimensionalen Raum) Eine Drehung im Raum R? um den Winkel ¢ bzgl.
einer Achse durch 0, die in Richtung von ¢ € R3 (Je| = 1) liegt, wird mit einer Orthogonalbasis
(a, b, c¢) so beschrieben:

x=8a+85&Eb+E&c (§1=x-a,5b=x-bE=x" 0

geht iiber in
y=/f(x)=(1cosp — & sing)a + (§1sing + 5 cos p)b + &3¢ (2.86)

Man erkennt die Analogie zum R?, s. (2.85). Natiirlich ist diese Drehung eine lineare Abbildung,
wie man geometrisch an Hand der Figuren 2.8 bis 2.10 sieht, die den »Blick« in Richtung ¢
zeigen.

Lineare Abbildungen auf unendlichdimensionalen Vektorraumen lassen sich nicht so einheit-
lich beschreiben, wie es bei endlichdimensionalen Rdumen moglich ist (s. Beispiel 2.26). Im
Folgenden werden einige typische Beispiele angegeben.

Beispiel 2.31:

Die Differentiation einer Funktion f € C (I ordnet ihr die Funktion f' € C(I) eindeutig zu.
Diese Abbildung symbolisieren wir durch D, also Df = f'. Zweifellos ist D : C Y = ¢
eine lineare Abbildung. Sie ist bekanntlich nicht eineindeutig, da D(f + ¢) = Df, wenn c eine
konstante Funktion bezeichnet.

Allgemeiner:

Beispiel 2.32:
Ein »linearer Differentialoperator« L definiert durch

Lfy=av+arf+af +af +...4ans1 f™

fur alle f € C"(I) (mit q; € C([1)) ist eine lineare Abbildung L : C"(I) — C(I). Hier spielt
die lineare Algebra in die Theorie der Differentialgleichungen hinein.
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Beispiel 2.33:
Durch die beiden »Integraloperatoren«

b
(F()0) = / Ko, 0) () de,  »Fredholm-Typ®

a
X

(T(f)(x):= / K(x,0)f(t)dt, »Volterra-Typ<*’

a

werden lineare Abbildungen f : Cla,b] — Cla,b], und T : Cla,b] — Cla, b] definiert.
K (x, t) wird dabei als (stiickweise) stetig auf [a, b1? vorausgesetzt.
In der Theorie der Integralgleichungen spielen diese linearen Abbildungen eine grof3e Rolle.

Ubung 2.18*

Essei f : R? — RZ eine Drehung um ¢ = 25,3° (d.h. f(x) geht aus dem Ortsvektor x durch
Drehung um 25,3° gegen den Uhrzeigersinn hervor). Gib die Matrix an, die diese Abbildung
beschreibt.

2.4.6 Isomorphismen, Konstruktion linearer Abbildungen

Es seien im Folgenden V, W Vektorrdume iiber demselben Korper K.

Definition 2.23:
Eine lineare Abbildung f : V — W heifjt ein
Isomorphismus, wenn  f bijektiv ist*®

Endomorphismus, wenn V = W ist

Automorphismus, wenn  f bijektivund V = W ist.

Bemerkung: Gelegentlich spricht man auch von Epimorphismus, wenn f surjektiv ist, und Mo-
nomorphismus, falls f injektiv ist. Um nicht in einem Sumpf von Begriffen zu ertrinken, werden
wir diese Begriffe nicht weiter verwenden.

Zwei Vektorrdaume V, W tiber K heilen isomorph, in Zeichen V >~ W, wenn es einen Isomor-
phismus f : V — W gibt. Ist Z ein weiterer Vektorraum iiber K, so gelten die Regeln:

Vv, VeWsesW~V, VexWundWx>xZ=>V>Z.

Auf Grund dieser Gesetze nennt man ~ eine Aquivalenzrelation.

26 Erik Ivar Fredholm (1866 —1927), schwedischer Mathematiker.

27 Vito Volterra (1860 — 1940), italienischer Mathematiker und Physiker.

28 Die Begriffe injektiv, surjektiv, bijektiv sind in Beisp. 2.9, Abschn. 2.3.2 erklirt, wie auch ausfiihrlicher in Burg/-
Haf/Wille (Analysis) [27]
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Gilt V.~ W, so sagt man auch gelegentlich, W ist eine (isomorphe) Kopie von V. Dieser
Ausdruck weist darauf hin, dass V und W nicht wesentlich verschieden sind.

Satz 2.21:
(Konstruktion linearer Abbildungen) Es seien V und W Vektorrdume iiber K, wobei
(ai,...,a,) eine Basis von V ist und {by, ..., b,} eine Teilmenge von W. Damit
folgt:

(I Es gibt genau eine lineare Abbildung f : V. — W mit f(ayx) = by fiir alle
k=1,...,n.Sie wird gebildet durch

n n
f (Z Akak> = Z Axby  Konstruktion einer linearen Abbildung. (2.87)

k=1
(II) f ist genau dann injektiv, wenn by, ..., b, linear unabhéngig sind.
(II) f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn (b1, . .., b,) eine Basis von W ist.
Beweis:

(I) Man sieht ohne Schwierigkeit, dass f eine »lineare Abbildung« ist, indem man (H1), (H2)
nachweist. Die Eindeutigkeit folgt so: Ist g ein weiterer Homomorphismus mit g(ay) = by fiir
n

alle k, so folgt wegen (H), (letzter Abschnitt), fiir allex = Y Agax € V:

k=1
n n n
gx) =g (Z kkdk) = Mgla) =) b= f(x).
k=1 k=1 k=1
n n
(IT) Es sei f nicht injektiv. Dann existieren verschiedene x = Acay, x' = ALay in V mit
] k
k=1 k=1

f(x) = f(x),dh. f(x) — f(x) = f(x —x') _0 Dax # x/,also z _x—x/ £ 0 ist, so

folgt f(z) = 0 mit einem z # 0 aus V. Es sei z = Z Cray, also 0 = f(z) = Z kb = 0.Da
k= k=1
nicht alle ¢ = 0 sind (wegen z # 0), sind damit die bk linear abhéngig. — Sind umgekehrt die

by, ..., b, als linear abhingig vorausgesetzt, so gibt es A; € K (nicht alle 0), mit Z Aib; = 0.
i=1

Fir x := Z Aia; folgt damit f(x) = Z Aib; = 0. Es ist also f(x) = 0 und f(0) = 0 mit
i=1
x # 0. D.h. f ist nicht injektiv. Damit 1st (II) bewiesen. — (III) folgt unmittelbar aus (II). O

Bemerkung: Wir wollen die Konstruktionsvorschrift (2.87) fiir lineare Abbildungen von endlich-
dimensionalen Vektorraumen noch einmal hervorheben: Ordnet man den Basisvektoren eines
Vektorraums V eindeutig Vektoren eines anderen Vektorraums W zu, so ist damit sofort eine li-
neare Abbildung gegeben (durch (2.87)). Auf diese Weise lassen sich alle linearen Abbildungen
von V (mit dim V endlich) in W beschreiben. Die Dimension von W ist dabei beliebig, sie kann
also auch oo sein.

Dem Teil (II) in Satz 2.21 kénnen wir noch folgende schone Formulierung geben:
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Folgerung 2.12:

Zwei endlichdimensionale Vektorraume V, W iiber K sind genau dann isomorph,
wenn dim V = dim W ist.

Insbesondere gelangen wir damit zu der niitzlichen
Folgerung 2.13:
Jeder Vektorraum V tiber K mit endlicher Dimension n € N ist isomorph zu K”".

Austfiihrlich: Ist B = (a, ..., a,) eine Basis von V, so wird jedem Vektor x =
n

> xkag € V (mit x; € K) der Vektor
k=1

X1
Xp = : c K"

Xn

zugeordnet. Die dadurch erkldrte Abbildung f(x) = xp (f : V — K”") ist ein
Isomorphismus. x p heiflt auch der numerische Vektor zu x bzgl. der Basis B.

Insbesondere im Fall K = R macht man viel Gebrauch hiervon, da man den R” so gut kennt.
Die folgenden Beispiele geben Isomorphismen an, besonders in Verbindung mit Satz 2.21 (III).

Beispiel 2.34:
Zwei Ebenen E1, E> im R3, die durch 0 gehen, sind isomorphe Vektorrdume iiber R. Denn sind

x =Aa+ray, y=pubi+ ub

die Parameterdarstellungen von E| und E, ((a1, a;) Basis von E{, (b, b>) Basis von Ej3), so
wird durch folgende Abbildung eine Isomorphie von E| auf E, vermittelt:

faar 4+ Aaz) := rb1 + Aobs .

Beispiel 2.35:
Der Losungsraum V der linearen Differentialgleichung y™ = a1y 4+ a2y’ + ... + a,y"*~ D
ist n-dimensional. Er ist zum R" isomorph, denn ist y, ..., y, ein Fundamentalsystem29 von

Losungen (d.h. eine Basis von V), so ist folgende Abbildung ein Isomorphismus von V auf R":

A

f (ZMM’) =) ke =
i=1 i=1

An

29 s. Burg/Haf/Wille (Band III) [25]



2.4 Vektorrdume iiber beliebigen Korpern 139

24.7 Kern, Bild, Rang
V, W seinen Vektorraume iiber K.

Definition 2.24:
Ist f : V — W eine lineare Abbildung, so sind Kern, Bild und Rang dieser Abbildung
erklart durch

Kern f = Menge allerx € V mit f(x) =0

Bild f = Menge aller f(x) mitx € V 3
Rang f = dimBild f .

Satz 2.22:
f 'V — W sei eine lineare Abbildung. Damit gilt
(a) Kern f ist ein Unterraum von V
(b) Bild f ist ein Unterraum von W

(c) f ist genau dann injektiv, wenn Kern f = {0} ist.

Beweis:

(a), (b) iiberlegt sich der Leser leicht selbst. Zu (c): Es sei Kern f = {0}. Angenommen, f ist
nicht injektiv. Dann gibt es zwei Vektoren x1, x, € V mitx| # xp und f(x1) = f(x2). Daraus
folgt f(x1) — f(x2) = 0, also f(x; —x2) =0, also f(z) = 0mitz = x; — x2 # 0, also
z € Kern f, was der Voraussetzung widerspricht. Also ist f injektiv. — Ist umgekehrt f als
injektiv vorausgesetzt, so kann f(x) = 0 nur die Losung 0 haben, also folgt Kern f = {0}. O

Damit stof3en wir zum kronenden Satz vor:

Satz 2.23:
(Dimensionsformel) Fiir jede lineare Abbildung f : V — W gilt:

dimKern f + dimBild f = dim V 3!, (2.88)

Beweis:

1. Fall: Die Dimensionen von Kern f und Bild f sind beide endlich. Ist Kern f = {0}, so
folgt die Behauptung aus Satz 2.22 (c). Ist Bild f = {0}, so ist Kern f = V, also (2.88) auch
richtig. Wir nehmen darum im Folgenden Kern f # {0} und Bild f # {0} an. Ferner seien
ai,...,aq,by,...,b, €V gegeben mit:

(ai,...,a,) isteine Basis von Kern f

L . . (2.89)
(f(b1), ..., f(bp)) isteine Basis von Bild f.

30 Bild f ist also nichts anderes als der Wertebereich f(V) der Abbildung, s. Burg/Haf/Wille (Analysis) [27]
31 Mit oo wird in diesem Fall so gerechnet: 0o + 0o = 00, 00 +n =n + 0o = oo fiir alle n € Ny.
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Behauptung: ay, . ..,aq, by, ..., b, ist eine Basis von V (womit die Dimensionsformel gilt).
q p
Beweis der Behauptung: ay, ..., ay, by, ..., b, sind linear unabhingig, da ) Aja;+ Y w;ib; =

i=1 i=1

p
0 nach Anwendung von f auf > w; f(b;) = 0 fiihrt, also u; = 0 firallei =1, ..., p, folglich

i=1

q
> xia; = 0 und damit auch ; =0 firallei = 1,...,q.

i=1
P
Ist ferner x € V beliebig, so gilt f(x) € Bild f, also f(x) = Y_ B; f(b;) (mit B; € K) und
i=1
daher

P P
0=fx)—) Bifb)=f (x -~ Zﬁib,) :
i=1

i=1

P P q

dh.x — > Bib; € Kern f,alsox — )_ Bib; = >_ ajay, d.h. x ist eine Linearkombination der
i=1 i=1 k=1

a;,b;.Dieay,...,a,,by,..., by, spannen also V auf und bilden somit eine Basis von V.

2. Fall: dimKern f = oo. Wegen Kern f C V ist dann auch dim V' = oo und die Dimensions-
formel (2.88) gilt.

3. Fall: dimBild f = oo. Angenommen, die Dimension von V ist endlich, und (ay, ..., a,)
sei eine Basis von V. Dann spannen die Vektoren f(a;) = b; (i = 1,...,n) Bild f auf (nach
Satz 2.21 (I)), also folgt dim Bild f < dim V = n, im Widerspruch zu dim Bild f = oo. Folglich
gilt dim V = oo und damit die Dimensionsformel (2.88). (I

Folgerung 2.14:
(Aquivalenz von Injektivitiit und Surjektivitit) Es sei f : V — W eine lineare Ab-
bildung, wobei die Vektorrdume V und W die gleiche endliche Dimension n haben.
Damit gilt:

f ist genau dann injektiv, wenn f surjektiv ist.

Beweis:
f injektiv < Kern f = {0} (s. Satz 2.22 (¢)) < dimKern f = 0 < dim Bild f = n (wegen der
Dimensionsformel (2.88)) < Bild f = V < f surjektiv. O

Bemerkung: Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen. Ein lineares Gleichungssystem
n
y,-:Za,-kxk, i=1,...,m, (290)
k=1

mit gegebenen a;; € K, y; € K und gesuchten x; kann als lineare Abbildung f : K* — K™
interpretiert werden, wobei jedem x = [x1, ..., xn]T einy =[y,..., ym]T zugeordnet wird.
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Losbarkeit liegt genau dann vor, wenn y € Bild f ist, und eindeutige Losbarkeit genau dann,
wenn zusdtzlich dimBild f = dimV = n (d.h. dimKern f = 0). Diese Aussagen spiegeln
genau das Rangkriterium Satz 2.10, Abschn. 2.2.5, in anderer Formulierung wieder.

Die Folgerung 2.14, die besagt: »Entweder bijektiv, oder weder injektiv noch surjektiv«, ent-
spricht im Fall der Gleichungssysteme der Folgerung 2.5, Abschn. 2.2.4: Im Fall n = m ist das
Gleichungssystem (2.90) entweder fiir jedes y € K" eindeutig losbar, oder fiir keins.

Zur praktischen Losung, auch bei beliebigen Korpern K, benutzt man aber in den allermeisten
Fillen den guten alten GauB3-Algorithmus, der in K genau wie in R verlauft (wenn man die Pivo-
tierung nach Grofle von Absolutbetrigen aufler Acht lidsst, sondern sich mit Diagonalelementen

# 0 begniigt).

Ubung 2.19%

Durch y; = 6x1+4x,—10x3, yp = —9x1 —6x+15x3 ist eine lineare Abbildung f : R3 — R2
gegeben. Berechne Kern f und Bild f, d.h. gib fiir beide Rdume Basen an. Welche Werte haben
dim Kern f und Rang f? Rechne die Dimensionsformel (2.88) fiir dieses Beispiel nach.

Ubung 2.20%*

Durch L(y) = y’ — 2y ist ein »Differentialoperator« fiir alle y € C1(R) erklirt. L : C}(R) —
C(R) ist eine lineare Abbildung (iiberpriife das!). Welche Funktionen y € C 1(]R) liegen im
Kern von L?

24.8 Euklidische Vektorriume, Orthogonalitit

Definition 2.25:

Es sei V ein Vektorraum iiber R. Eine Vorschrift, die jedem Paar (x, y) mitx,y € V
genau eine reelle Zahl r zuordnet, beschrieben durch

r=x-y,

hei3t ein inneres Produkt auf V, wenn folgende Gesetze erfiillt sind: Fiir alle x, y, z €
V undalle A, u € R gilt

I) X-y=y-x Kommutativgesetz
am x+y)-z=x-z+y-z2 Distributivgesetz
(1) AMx-y)=(Ax)-y=x-(Ay) Assoziativgesetz
av) x#0&5x-x>0 positive Definitheit.

Man nennt |x| := /x - x die Ldnge (den Betrag, die euklidische Norm) von x. Fiir
x - x schreibt man kiirzer x2.
Ist auf V ein inneres Produkt wie oben erklért, so nennt man V einen euklidischen

Vektorraum (oder Prd-Hilbertraum).

Wie in Abschn. 2.1.2, Satz 2.1 (V) — (IX) beweist man, nur unter Verwendung von (I) — (IV)
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Folgerung 2.15:
Ist V ein euklidischer Vektorraum, so gilt fiirallex, y € V und alle A € R
% [2x] = [A]|x], (VD) lx - y| < |x||yl,
(VI |x + y| < |x[+ |y, (VIO  |x —y| = [lx| — |y,

IX) |x|=0&x=0.

Beispiel 2.36:
Fiir alle f, g € C([a, b]) ist folgendermallen ein inneres Produkt erklart

b
f-g=/f(x)g(x)d)c- (2.91)

Beispiel 2.37:
Ist (aq, ..., a;) eine Basis des Vektorraums V iiber R, und sind

n n
x=Y xai, y=) yiai (x,y€R)
i=1 P

n
beliebig aus V, soist durch x - y = Y x;y; zweifellos ein inneres Produkt von V gegeben. Auf
i=1
diese Weise lassen sich auch im R” verschiedene innere Produkte einfiihren.

Definition 2.26:
Ist V ein euklidischer Vektorraum, so erkldrt man den Winkel zwischen zwei Elemen-
tena,be V,a #0,b # 0, durch

a-b
la| - |b]

¢ = <(a, b) := arccos (2.92)
Ista = 0 oder b = 0, so kann <((a, b) jede beliebige Zahl aus [0, 7] bedeuten. Man
sagt, die Elemente a, b € V stehen rechtwinklig (orthogonal) aufeinander: @ L b,
wenna - b = 0 ist.

Damit folgen Pythagoras (a + b)> = a*> + b* & a-b = 0, und Cosinussatz (a — b)? =
a® + b*> — 2la| - |b| cos <t(a, b) durch schlichtes Ausmultiplizieren (wie in Abschn. 2.1.4).
Orthonormalsystem, Orthonormalbasis und orthogonales Komplement eines Vektorraumes
werden wie in Abschn. 2.1.4 definiert (man hat dort nur V statt R” zu setzen).
Ebenso funktioniert in einem endlichdimensionalen euklidischen Vektorraum V das Schmidt-
sche Orthogonalisierungsverfahren, und es gelten Satz 2.6, Satz 2.7 und Folgerung 2.3 aus Ab-
schn. 2.1.4 entsprechend (man ersetze dort einfach R” durch V).
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Ubung 2.21:

Beweise, dass (2.91) ein inneres Produkt in C([a, b]) beschreibt, d.h. weise nach, dass alle
Eigenschaften (I) — (IV) in Definition 2.25 erfiillt sind.

Ubung 2.22%

(a) Welchen Winkel bilden sin(kx) und cos(nx) (n, k € N, n # k) in C([0,27]) miteinander,
wenn das innere Produkt entsprechend (2.91) erklart ist.

(b) Welchen Winkel bilden f(x) = x und g(x) = x2 in diesem Raum miteinander?

Ubung 2.23*

Wende auf die Polynome fy(x) = 1, fi(x) = x, fr(x) = x2in C([—1,1]) das Schmidtsche
Orthogonalisierungsverfahren an.

Ubung 2.24*

Zeige: Zu jeder linearen Abbildung f : R” — R gibt es einen Vektor v € R” mit f(x) = v -x
fiir alle x € R".

Ubung 2.25%

Essei|f| = +/f - f fur f € C([a, b]) (inneres Prod. wie in (2.91)) und || f||oo := sup |f(x)].
1

x€la,b

(a) Zeige:
lim | falloo =0= lim |fy]=0.
n—0oo n— 00

(b) Zeige, dass die Umkehrung nicht gilt. D.h. gib eine Funktionenfolge ( f;;) aus C([a, b])
an mit | f| — 0 fiir n — o0, aber nicht || f||co — 0 fiir n — 00!

2.4.9 Ausblick auf die Funktionalanalysis
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3Die Funktionalanalysis verkniipft Analysis und lineare Algebra. Insbesondere die Funktionen-
raume werden dabei wichtig. — Wir beginnen mit einer Verallgemeinerung des euklidischen

Raumes:

Definition 2.27:

Ein Vektorraum V iiber R (oder C) heifit ein normierter linearer Raum, wenn zu jedem
x € V eine nichtnegative reelle Zahl erklért ist, so dass Folgendes fiir alle x, y € V
und A € R (oder A € C) gilt:

Axll = 1Alllxll,  llx 4yl < lxll+1lyll, lxl=0&x=0. (2.93)

||x || heifit die Norm (oder Léiinge) von x.

32 Ausfiihrlich beschrieben in Burg/Haf/Wille (Partielle Dgl.) [26]
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Man sieht, jeder euklidische Raum ist auch ein normierter linearer Raum (mit || x| := |x|).
Umgekehrtes braucht nicht zu gelten. Das wichtigste Beispiel eines normierten linearen Raumes
ist C([a, b]) mit der Norm

IFIF = 1flloo = sup [fC)].

x€la,b]

Man weist die Normgesetze (2.93) leicht nach. Mit dieser Norm ist C([a, b]) kein euklidischer
Raum, d.h. es gibt kein inneres Produkt mit || f|| = +/f - f in C([a, b)).

Mit der Analysis wird der Zusammenhang folgendermaBen hergestellt: Man betrachtet in ei-
nem normierten Raum V' (unendliche) Folgen (a,),cN, kurz (a,) geschrieben. Das Element a
heiBt Grenzwert von (a,), wenn

la, —al - 0 fir n— oo

gilt. In diesem Falle sagt man, (a,) konvergiert gegen a.

(ay) heiBit eine Cauchy-Folge, wenn zu jedem ¢ > 0 ein Index ng € N existiert, so dass fiir alle
a,, a, mitn,m > nq gilt:

lan —amll < €.
(Vgl. Cauchysches Konvergenzkriterium, Burg/Haf/Wille (Analysis) [27])

Definition 2.28:

(a) Ein normierter linearer Raum hei3t volilstindig, wenn jede Cauchy-Folge aus
dem Raum gegen einen Grenzwert in diesem Raum konvergiert.

(b) Ein vollstindiger normierter linearer Raum hei3t Banachraum.

(c) Ein vollstidndiger euklidischer Raum hei3t Hilbertraum (mit der Norm ||x| =

VX - X).

Natiirlich ist R” ein Hilbertraum und damit auch ein Banachraum. Anspruchsvollere Beispiele
sind folgende:

Beispiel 2.38:

C([a, b]) ist ein Banachraum bzgl. || f||cc- (Denn ist ( f;,) aus C([a, b]) eine Cauchy-Folge, so ist
(fn) gleichmiBig konvergent und hat somit einen Grenzwert f € Cla, b] (nach Burg/Haf/Wille
(Analysis) [27]).

Beispiel 2.39:
C k([a, b)), die Menge der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f : [a, b] — R ist bzgl.
k . .
1F1="Y" sup 1fD)| (f© i-te Ableitung, f© = 1)
i=0 x€la,b]

ein Banachraum. (Dies folgt aus Burg/Haf/Wille (Analysis) [27]durch vollstandige Induktion.)



2.4 Vektorraume tiber beliebigen Korpern 145

Beispiel 2.40:

Der Folgenraum ¢” (p > 1), erklirt in Beispiel 2.24, Abschn. 2.4.2, ist ein Banachraum mit
der in Beispiel 2.24 angegebenen Norm |a|, (= |lal]). (Fiir den Nachweis der Normgesetze,
insbesondere der Dreiecksungleichung |a 4 b|, < |a|, + |b|, und der Vollstindigkeit wird auf
die Literatur iiber Funktionalanalysis verwiesen (z.B. [76], Kap. II § 4, S. 56 -57).

Spezialfall: p = 2: Der Raum ¢? ist ein Hilbertraum mit dem in Beispiel 2.23, Abschn. 2.4.2
erklirten inneren Produkt. ¢2 kann als der einfachste unendlichdimensionale Hilbertraum ange-
sehen werden. (Entsprechend werden Raume £7 aus komplexen Zahlenfolgen gebildet.)

Beispiel 2.41:
Die Menge L?[a, b] aller Funktionen f : [a, b] — R, fiir die das folgende Integral existiert:

b b
f FCOIP de stelltbzgl. || £l == / FPde (p=1)

und den iiblichen Operatoren 4 und A - (A € R) stellt bei Funktionen einen Banachraum dar.
Hierbei sind die oben auftretenden Integrale im Sinne von Lebesgue zu verstehen (s. hierzu
beispielsweise [63] oder [75]). Wir heben ausdriicklich hervor: Wiirde man in Cla, b] die obige
| - Il p-Norm unter Verwendung des bekannten Riemann-Integrals (s. Burg/Haf/Wille (Analysis)
[27]) einfiihren, dann kime man zwar zu einem normierten Raum, aber dieser Raum wire nicht
vollstandig.

Der Spezialfall p = 2 ist von besonderer Bedeutung, weil Lz[a, b] ein Hilbertraum ist. In der
Theorie der Fourierreihen spielt der Raum der 27 -periodischen und iiber dem Intervall [0,27]
im Sinne von Lebesgue quadratisch integrierbaren Funktionen eine besondere Rolle. Ist ndmlich
f eine solche Funktion und ist

o0

[%" + ) (ax cos(kx) + by sin(kx))i|
k=1

die Fourier-Reihe von f, dann kann man ihr die Folge

¢y =(ao,ar,by,az, by, ...)

der Fourier-Koeffizienten zuordnen:

ak

g
1
—/f(t)cos(kt)dt, k=0,12,...
T
—7IT

T
1

bkz—/f(t)sin(kt)dt, k=12,....
w
—7

33 Henri Lebesgue (1875—1941), franzosischer Mathematiker
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Es lasst sich zeigen, dass die Reihe

o0
ag + Z(a,% + b,%)
k=1

konvergiert und mit || f ||% tibereinstimmt. Mehr noch: Die Zuordnung f +> ¢y, symbolisiert
durch F(f) := cy, ist ein Isomorphismus (s. Abschn. 2.4.6)

F: L0, 7] — ¢>.

Damit spiegelt der Raum ¢2 alle Fourier-Reihen von 27 -periodischen Funktionen aus L2[0,27]
wieder und ist somit ein brauchbares Hilfsmittel zum Studium dieser Reihen.

Bemerkung: Die Funktionenrdaume C k(ry, L?(I) und andere spielen bei Differentialgleichun-
gen, Integralgleichungen und Fourier-Reihen eine wichtige Rolle. Im Teil »Funktionalanalysis«
von Burg/Haf/Wille (Partielle Dgl.) [26] wird ausfiihrlich darauf eingegangen. Ergéinzend wird
der Leser auf die Literatur tiber Funktionalanalysis und Differentialgleichungen verwiesen (z.B.
(11, [30], [63], [76], [90], [148]).

Ubung 2.26*

Entspanne dich!
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