2 Informationsquellen

2.1 Modellierung und Klassifizierung von Quellen

Im Abschn. 1 wurde schon darauf hingewiesen, dass die Berechnung von In-
formationsmengen eine Abstraktion von realen Vorgéngen, d. h. eine Modell-
bildung erfordert. Das trifft im Besonderen auch fiir Informationsquellen zu.
Man muss sich deshalb im Folgenden immer bewusst sein, dass die Berech-
nung der Quelleninformation auf Modelle bezogen ist, die von realen Quellen
abgebildet sind. In diesem Zusammenhang sind zwei wesentliche Aspekte her-
vorzuheben:

e Im Modell werden nur spezifische Eigenschaften des realen Objekts abge-
bildet, so dass immer eine Uberpriifung notwendig ist, ob die Abbildungs-
genauigkeit fiir den vorgesehenen Zweck ausreicht.

e Aufgrund der Abstraktion kénnen mit gleichen Modellen physisch sehr ver-
schiedenartige Quellen beschrieben werden, wie wir in vielen Beispielen zei-
gen werden.

Geméls der SHANNONSschen Theorie erfolgt die Modellbildung auf wahrschein-

lichkeitstheoretischer Grundlage: Die reale Informationsquelle wird durch eine

vorgegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung auf die Menge der moglichen Er-
eignisse der Quelle abgebildet.

Unter einem ,,Ereignis* verstehen wir die Auswahl eines Symbols oder Zeichens

aus der Quelle; das kann im konkreten Fall ein Buchstabe, eine Ziffer, ein Mess-

wert, oO. A. sein.

Beispiele fiir die Abbildung realer Informationsquellen sind:

e Anzahl der Zeichen einer alphanumerischen Tastatur mit der Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Tastenanschlige,

e Anzahl unterscheidbarer Helligkeitswerte jedes Bildpunktes (z. B. eines Fern-
sehbildes) und ihre Auftrittswahrscheinlichkeiten,

e Anzahl und Wahrscheinlichkeitsverteilung der Amplitudenstufen eines quan-
tisierten analogen Signals.

D. Schonfeld, H. Klimant, R.Piotraschke , Informations- und Kodierungstheorie,
DOI 10.1007/978-3-8348-8218-9_2, © Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden 2012
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Die Menge der moglichen Ereignisse einer Quelle wird als Zeichenvorrat oder
Alphabet der Quelle bezeichnet.

Ein bestimmtes Ereignis, d. h. ein konkreter Auswahlvorgang aus einem Al-
phabet, wird dem Informationsbegriff entsprechend als zufélliges Ereignis
betrachtet.

Damit kann das Modell einer Informationsquelle auch auf eine zuféllige Varia-
ble mit einem vorgegebenen Wertevorrat und einer zugehorigen Wahrschein-
lichkeitsverteilung zuriickgefithrt werden.

Der Wertevorrat bzw. die Anzahl der Elemente des Alphabets kann endlich
sein, wie beim lateinischen Alpabet der Buchstaben, oder unendlich, wie z. B.
die Amplitudenwerte eines analogen Signals. Werden jedoch nur ganz bestimm-
te Amplitudenwerte der analogen Signalquelle erfasst, dann hat das Alphabet
nur endlich viele oder abzéhlbar unendlich viele Elemente.

Unter diesem Aspekt wird eine Einteilung in diskrete und kontinuierliche
(bzw. analoge) Quellen vorgenommen.

In realen Informationsquellen sind die Ereignisse meistens voneinander ab-
hdangig, d. h., ein Ereignis ist durch ein anderes oder durch mehrere andere
Ereignisse bedingt, wie z. B. die Anordnung der Buchstaben in einem sinnvol-
len Wort. Diese Abhéngigkeit wird modellméfig durch bedingte Wahrschein-
lichkeiten beriicksichtigt. In vielen Anwendungsfillen kann die Abhéngigkeit
jedoch vernachléssigt werden, und héaufig reicht sogar eine Ndherungslésung
durch die zusétzliche Annahme gleichwahrscheinlicher Ereignisse aus.

Diese unterschiedlichen Aspekte der Modellbildung werden auch zur Klassifi-
zierung der Informationsquellen (Bild 2.1.1) und fiir die weitere Gliederung im
vorliegenden Abschnitt verwendet.

Informationsquellen
diskrete Quellen kontinuierliche Quellen
Einzelquellen Verbundquellen
Quellen mit Quellen mit
unabhingigen abhingigen Ereignissen
Ereignissen (MARKOW-Quellen)

Bild 2.1.1 Klassifizierung von Informationsquellen
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2.2 Diskrete Quellen

2.2.1 Diskrete Quellen mit unabhangigen Ereignissen

Im Abschn. 1.2 wurde ein Informationsmafs eingefiihrt (Gl. (1.1)), das nun zur
Berechnung verschiedener Quellenmodelle genutzt und erweitert werden soll.
Dabei werden die zunichst fiir ein Einzelereignis dargestellten Uberlegungen
auf eine endliche Menge unterschiedlicher Ereignisse iibertragen.

Definition 2.2.1 Eine Quelle mit dem Alphabet X = {x1,29,...,25}
und der Verteilung der zugehirigen Auftrittswahrscheinlichkeiten (p(x;)) =

(p(x1), p(x2), ..., p(xN)), wobei

>_ple) =1, (2.1)

wird als diskrete Quelle X mit unabhangigen Ereignissen bezeichnet.

Da GL. (1.1) offensichtlich fiir alle p(z;) (¢ = 1,2, ..., N) gilt, ergeben sich

Hl = _ldp('rl)?
Hy = —1d p(z2),

Hy = —ldp(zn).

Die einzelnen Ereignisse liefern i. Allg. unterschiedliche Beitrdge zur Unbe-
stimmtheit bzw. zum Informationsgehalt der Quelle. Da die Ereignisse zufélli-
gen Charakter haben, wie oben festgestellt wurde, ist auch H; (i = 1,2, ..., N)
eine Zufallsgrofse, fiir die folgender gewichteter Mittelwert H,, berechnet wer-
den kann:

N
Hy =3 p(x;) Hi
i=1

bzw.
o= Sop@)d == p(w) W) (29)

Anmerkungen zur Notation:
1. Im Weiteren wird zur einfacheren Schreibweise meistens p(z;) = p; gesetzt.
2. Wo es zweckméfig erscheint, wird H,, = H(p1, p2, ..., pn) geschrieben. [
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Mit Gl. (2.2) wird die mittlere Unbestimmtheit der Quelle berechnet, die als
Entropie |entropy| bzw. Quellenentropie bezeichnet wird. Aufgrund des Zu-
sammenhangs zwischen Unbestimmtheit und Information stellt die Quellenen-
tropie H,, damit gleichzeitig den mittleren Informationsgehalt [average
information content| der Quelle dar.

H,, erhilt die Mafeinheit bit/Zeichen, bit/Messwert u. A. Obwohl in der Li-
teratur haufig nur die Einheit bit verwendet wird, werden wir im vorliegenden
Buch aus methodischen Griinden auch immer die Bezugsgrofe fiir bit ange-
ben.

In den folgenden Sétzen werden einige wichtige Eigenschaften der Entropie-
funktion geméf Gl. (2.2) aufgefiihrt:
1. Die Quellenentropie H,, ist eine stetige Funktion von p; fir 0 < p; < 1.
2. H,, wird maximal, wenn alle Ereignisse der Quelle gleichwahrscheinlich
sind.
Beweis:

Zur Extremwertbestimmung von H,, verwenden wir den LAGRANGHEschen
Multiplikator A und erhalten die Hilfsfunktion

N
== > (i ldpi+Ap;) + X\
i=1
Die partiellen Ableitungen nach p; (i = 1,2,..., N) ergeben
OF;

=—Ildp; —lde — \.
Op; P ‘

.
Aus der Bedingung g " = 0 erhalten wir schlieRlich

(3

ldp; = —-lde—X (i=1,2,....,N).
Da Id p; fiir alle ¢ gleich ist, muss

pi = (i=1,2,..,N)

fiir den Extremwert gelten. Alle zweiten Ableitungen nach p; ergeben nega-
tive Werte, d. h., es liegt tatséchlich ein Maximalwert vor.

Nach dem Einsetzen von p; = 1/N in Gl (2.2) ergibt sich damit der Ma-
ximalwert der Quellenentropie

Hypaw = 1d N. (2.3)
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3. Eine Quelle, deren Alphabet ein sicheres Ereignis enthélt, hat keine Unbe-
stimmtheit:

H(0,...,0,1,0,...,0) = 0.
Der Beweis folgt unmittelbar aus Gl. (2.2).
4. Die Hingzufiigung von unmdglichen Ereignissen zum Alphabet einer Quelle
dndert nicht ihre Entropie:
H<p17p27 s DN» 07 07 HS) O) = H(p17p27 7pN)

Der Beweis folgt unmittelbar aus Gl. (2.2).
5. Die Auflésung eines Ereignisses in Teilereignisse, fiir die p; = q1 + ¢o gilt,
fithrt zu einer Zunahme der Entropie:

Hl(p17p27 - Piy apN) < HQ(pla - g1, qo, apN)
Beweis (fiir i = N, also py = ¢1 + ¢2):

N-1 N-1
Hy ==Y pildpi—pyldpy == p;ldp; — g ldpy — g ldpy,
i=1 i=1
N-1
Hy ==Y pildpi—qldq — g 1d s,
i=1

Hy —Hy=—qldg — g2 ldgy + ¢ ldpy + g2 1d py,
— g 1dPY 4 g 1aPY >0
Q1 q2
Der letzte Satz lasst folgende allgemeine Schlussfolgerung zu:
Je grofer die Auflésung eines diskreten Systems ist, d. h. je feiner es struk-
turiert ist, um so grofer ist seine Entropie bzw. sein mittlerer Informations-
gehalt.

Abschliefend kehren wir nochmal zum 2. Satz mit der Bemerkung zuriick, dass
der Maximalwert der Entropie auch als Entscheidungsgehalt H, |decision
content| der Quelle bezeichnet wird. Darunter ist Folgendes zu verstehen:

In einem System zufélliger Ereignisse kann jedes Ereignis durch aufeinanderfol-
gende Bindrentscheidungen (ja/nein, kleiner/gréfer, u. A.) bestimmt werden.
Soll z. B. auf diese Weise aus einer Menge von N Zahlen eine bestimmte Zahl
serraten’ werden, so sind dazu im Mittel Hy Fragen bzw. Binérentscheidungen
erforderlich.

Von besonderem Interesse in diesem Zusammenhang ist der binére Fall (N = 2)
mit gleichwahrscheinlichen Ereignissen, z. B. der Wurf einer Miinze mit den
moglichen Ergebnissen ,Kopf* oder ,Zahl‘. Fiir diesen Fall wird die Einheit
der Informationsmenge definiert.
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Definition 2.2.2 Der FEntscheidungsgehalt von zwei wunabhdingigen und
gleichwahrscheinlichen Ereignissen einer Quelle

bit
Hy=1d2=1 2.4
0 Ereignis (24)

wird als Einheit der Informationsmenge bezeichnet.

Beispiel 2.2.1
Berechnung der Quellenentropie eines Wiirfels (N = 6) fiir folgende Fille:
e idealer Wiirfel mit p; = é firi=1,2,...,6.

Entsprechend Gl. (2.3) ergibt sich

Hy =146 = 2,58 bit/ Ereignis,

e vom Idealfall abweichender Wiirfel mit dem Wahrscheinlichkeitsvektor

(pz) = (pla P2, - pﬁ) = (51; é ; 51; é g) .

Entsprechend Gl. (2.2) erhélt man

Hp =54 1d8+ 3 1d 5 = 2,41 bit/ Ereignis . O
Diese Ergebnisse werden durch die praktische Erfahrung bestétigt, derzufolge
die Unbestimmtheit (Entropie) geringer ist, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir

das Auftreten einer bestimmten Augenzahl beim Wiirfeln grofer als die der
anderen Augenzahlen ist.

Beispiel 2.2.2
Berechnung der Entropie einer Bindrquelle (N = 2) mit p; = p und p; = 1—p.
Durch Einsetzen der Wahrscheinlichkeiten in Gl. (2.2) ergibt sich

Hp = —pldp—(1—p)ld(1-p). (2.5)

Die logarithmische Funktion H(p;, p2) hat die Extremwerte
H(0,1) = H(1,0) =0 und

H (), 3) = Hpaw = 1 bit/BZ . d
Anmerkung:

In der Rechentechnik und Datenverarbeitung wird grundsétzlich jedem Bit
(binéres Element als Tréger der Information) der Wert von 1 bit zugeordnet.

Der entsprechende Informationsgehalt geméaf der SHANNONschen Theorie be-
tragt jedoch nur im Grenzfall 1 bit, d. h., wenn beide moglichen Bindrzustinde
gleichwahrscheinlich sind. O
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Wir betrachten abschliekend noch ein spezielles Quellenmodell:

Ein besonderer Modellfall liegt vor, wenn sich das Wahrscheinlichkeitsfeld
aus gleichwahrscheinlichen und nichtgleichwahrscheinlichen Ereignissen zusam-
mensetzt. Als Beispiel kann man sich eine Skalenanzeige (mit Grob- und Fein-
anzeige) vorstellen, bei der die ganzzahligen Werte mit sehr unterschiedlichen
Wahrscheinlichkeiten auftreten kénnen, wéhrend fiir die Zwischenwerte meis-
tens Gleichwahrscheinlichkeit angenommen werden kann.

Das mathematische Modell dieses Falls kann wie folgt beschrieben werden:
Gegeben sei eine diskrete Quelle mit N unabhéngigen Objekten mit unter-
schiedlichen Auftrittswahrscheinlichkeiten p; und M; gleichwahrscheinlichen
Elementen des i-ten Objektes (i = 1,2,..., N).

Die Entropie des i-ten Objektes ist

bi

Als Mittelwert tiber alle N Objekte erhalten wir die Quellenentropie H,, in
bit/ Element:

N
Hy=> pi(ld 1‘ +1d M), (2.6)

i=1 ¢

Fiir den Fall M; = M fiir alle 7 gilt

N
1
H, = pild  +1d M. 2.7
2, =
Die Gln. (2.6) und (2.7) zeigen nochmal deutlich, dass es sich bei diesem Quel-
lenmodell um einen zweistufigen Entscheidungsprozess handelt:
1. Auswahl eines Objektes,

2. Auswahl eines Elementes aus dem entsprechenden Objekt.

Beispiel 2.2.3

Eine diskrete Quelle enthélt 24 Zeichen, die in drei gleich groke Gruppen mit
den Auftrittswahrscheinlichkeiten (p;) = (0,80 0,15 0,05) unterteilt werden
koénnen. Innerhalb jeder Gruppe treten die Zeichen gleichwahrscheinlich auf.
Es ist die Entropie dieser Informationsquelle zu bestimmen!

Losung:
Mit M =8, N =3 und (p;) ergibt sich nach Gl. (2.7)
H, =1d8—-0,81d0,8—0,151d0,15—0,051d 0,05 = 3,9 bit/Zeichen .
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Ohne Beriicksichtigung der unterschiedlichen Gruppenwahrscheinlichkeiten wé-
re die Quellenentropie

Hy=1d24 = 4,6 bit/Zeichen . O
Hinweis: Aufgaben s. Abschn. 2.4

2.2.2 Diskrete Quellen mit abhangigen Ereignissen
(MARKOW-Quellen)

2.2.2.1 Beschreibung diskreter MARKOW-Quellen

Im vorangegangenen Abschnitt wurde angenommen, dass die aufeinanderfol-
genden Ereignisse einer Quelle voneinander unabhéngig sind. Man spricht in
diesem Fall auch von einer ,Quelle ohne Gedéchtnis®. Diese Modellannahme
ist zwar oft bei praktisch hinreichender Genauigkeit gerechtfertigt, weicht je-
doch meistens erheblich von der Realitdt ab, wie z. B. bei der Verwendung des
Alphabets der lateinischen Buchstaben. Schon aus Erfahrung wissen wir, dass
in jedem sinnvollen Text bestimmte Buchstabenverbindungen (z. B. en, de,
ch) sehr viel haufiger als andere vorkommen, d. h., zwischen diesen existieren
stirkere Abhingigkeiten.

Die Abhéngigkeit zeigt sich darin, dass das Eintreten eines Ereignisses (die
Auswahl eines Quellenzeichens) von den wvorausgegangenen Ereignissen be-
stimmt wird. Mit anderen Worten: Das Ereignis ™Y tritt unter der Bedin-
qung ein, dass ganz bestimmte Ereignisse W, 2@ . 2™ bereits eingetreten
sind.

Diese m Ereignisse stellen den Zustand der Quelle vor dem Eintreten des Er-
eignisses x(™*Y) dar. Bei jedem Ereignis (Auswahl eines Quellenzeichens) geht
die Quelle in einen Folgezustand iiber, der durch die m zuletzt ausgewahlten
Quellenzeichen bestimmt wird und von dem die Auswahl des jeweils néchsten
Quellenzeichens abhéngt.

Die Auswahl des Quellenzeichens 21 erfolgt demnach mit der bedingten
Wahrscheinlichkeit

P (x(m+1)|x(m)... z? x(l)) . (2.8)

Ein Quellenmodell, bei dem die Quellenzeichen entsprechend Gl. (2.8) aus-
gewdhlt werden, wird als ,MARKOW-Quelle m-ter Ordnung” oder auch als
,Quelle mit Gedéchtnis* bezeichnet.

Wir werden uns hier auf den wichtigen Modellfall ,MARKOW-Quellen er-
ster Ordnung” beschréanken, bei dem die Auftrittswahrscheinlichkeiten der
Ereignisse immer nur von dem zuletzt eingetretenen Ereignis 2™ abhingen.
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Da der jeweilige Zustand der Quelle in diesem Fall nur vom Ereignis (™ be-
stimmt wird, spricht man bei MARKOW-Quellen erster Ordnung auch meis-
tens von Zustandswahrscheinlichkeiten anstelle von Ereignis- oder Zei-
chenwahrscheinlichkeiten.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist in diesem Modellfall geméf Gl. (2.8)

p(zm D]zt |

wofiir wir im Folgenden die Schreibweise

plajlez;) (1,7 =1,2,..,N) (2.9)

verwenden werden. Sie ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Ereignis bzw.
der Zustand z; eintreten wird, wenn der Zustand x; vorliegt. Weil damit der
Ubergang vom Zustand z; in den Zustand x; ausgedriickt wird, bezeichnet
man p(z;|z;) auch als Ubergangswahrscheinlichkeit.

Definition 2.2.3 Eine MARKOW-Quelle ist das mathematische Modell ei-
ner Informationsquelle, bei dem die aufeinanderfolgende Auswahl von Quel-
lenzeichen, d. h. die Folge der Zustinde, sowohl von der momentanen Ver-
teilung der Auftritts- bzw. Zustandswahrscheinlichkeiten als auch von der
Verteilung der Ubergangswahrscheinlichkeiten abhdingt.

Der Begriff ,momentane Verteilung” weist darauf hin, dass die Auftritts- bzw.
Zustandswahrscheinlichkeiten (im Gegensatz zu Quellen mit unabhéngigen Er-
eignissen) bei MARKOW-Quellen i. Allg. zeitlich verdnderlich sind. Die Folge
dieser Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Zusténde bzw. Quellenzeichen nen-
nen wir MARKOW-Kette (s. Bild 2.2.1).

Die MARKOW-Kette kann in jedem diskreten Zeitpunkt nach dem Satz von
der vollstédndigen Wahrscheinlichkeit wie folgt berechnet werden:

p(x;) = > p(wi) plajle) (G =1,2,...,N). (2.10)

i=1

Anmerkung:
Im Gegensatz zu den Zustandswahrscheinlichkeiten soll die Verteilung der
Ubergangswahrscheinlichkeiten zeitlich invariant sein. O
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p(xn) p(xn)

» p(X;)

p(x;)

p(x2)

p(x1)
\ \ Zeit
t+1

t
Bild 2.2.1 Zustandswahrscheinlichkeiten p(x;), p(z;) und Ubergangswahr-
scheinlichkeiten p(z;lz;) (i,7 =1,2,...,N)

p(x2)
p(x1)

Beispiel 2.2.4
Eine diskrete Quelle sei durch die Anfangswahrscheinlichkeiten (Vektor der

Zustandswahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt ¢ = 0) (pz(o)) = (1 0 0) und die
folgende Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten bestimmt:

p(zi|zy)  plaslzy)  plas|zr) 0 0,2 0,8
(p(zjlx;)) = | p(z1]a)  plae]zs)  plrslze) | = 10,1 0,9 0
p(zi|rs)  plwe|rs)  plas|s) 0,2 0,4 0,4

Zu berechnen sind die Zustandswahrscheinlichkeiten der MARKOW-Kette fiir
eine hinreichend grofe Zahl von Ubergéngen!

Losung:

Entsprechend Gl. (2.10) wird die Verteilung der Zustandswahrscheinlichkeiten
zum Zeitpunkt (¢ + 1) wie folgt berechnet:

) = () (p(xj]as) -

Zustandswahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt ¢ = 1:

P = pOp(a |20) + Py p(a|es) + p p(a|os) = 1-040-0,1+0-0,2=0,

) = p\p(aalar) + pY p(walwe) + b plaslws) = 1-0,240-0,940-0,4=0,2,

pél) = pgo)p(xglxl) —&-pgo)p(xg\xg) +p§0)p(x3|a:3) =1-0,840-04+0-0,4=0,8.
Zustandswahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt ¢ = 2:

PP =0-040,2-0,1+0,8-0,2=0,18,

PP =0:0,240,2-0,940,8-0,4=0,50,

PP =0-0,840,2-0+0,8-0,4=0,32.

Fiir die weiteren Ubergiinge wollen wir uns nur die Berechnungsergebnisse an-
sehen:
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t 0 1 2 3 4 5 6 .. 10 .. 20
pr 1 0,00 018 0,12 012 0,11 0,10 .. 0,10 .. 0,10
p2 0 020 050 061 0,68 0,72 0,74 .. 076 .. 0,76
ps 0 080 032 027 020 0,17 0,16 .. 014 .. 0,14

Nach dem zehnten Ubergang #ndert sich die Verteilung der Zustandswahr-
scheinlichkeiten (bei einer Genauigkeit von zwei Dezimalstellen) nicht mehr,
d. h., diese Verteilung entspricht dem stationédren Zustand der Quelle. [

Mit dem Beispiel 2.2.4 haben wir eine wesentliche Eigenschaft der hier betrach-
teten Klasse von MARKOW-Quellen kennengelernt, ndmlich die der Statio-
naritit.

Die meisten dieser stationdren Quellen besitzen dariiber hinaus die Eigenschaft
der Ergodizitat. Ohne auf theoretische Grundlagen ergodischer Prozesse né-
her einzugehen, soll der fiir uns wesentliche Aspekt hervorgehoben werden:
Bei ergodischen Quellen hingt die Verteilung der stationdren Wahrscheinlich-
keiten nur noch von den Ubergangswahrscheinlichkeiten und nicht mehr vom
Anfangszustand der Quelle ab.

Wir kénnen uns von dieser wichtigen Eigenschaft leicht {iberzeugen, indem im
Beispiel 2.2.4 fiir die Anfangswahrscheinlichkeiten z. B. (pgo)) = ( ; ; ;) ge-
wahlt wird. Deshalb werden die Zustandswahrscheinlichkeiten im stationéren
Bereich auch als ergodische Zustandswahrscheinlichkeiten bezeichnet.
Wir wollen im Folgenden stets ergodische MARKOW-Quellen vorausset-
zen. Dann konnen die stationdren bzw. ergodischen Zustandswahrscheinlich-
keiten p; (= p(x;)) auch aus der allgemeinen Lisung des vollstandigen Glei-
chungssystems (fiir den stationdren Zustand) gewonnen werden:

p1 = p1p(xr|x) + pa p(zi|xs) +...+ py p(zi|zN),

p2 = p1 p(z2|z1) + p2 p(2|z2) +...+ pNn p(22]2N), (2.11)

pn = p1 p(en|z1) + p2 p(an|ze) +. ..+ py p(@N|ZN) |

mit p+p+...+pyv=1.

Im Gegensatz zur iterativen Losung geméfs Gl. (2.10), deren Genauigkeit von
der Anzahl ausgefiihrter Ubergédnge bzw. Iterationsschritte abhéngt, fiihrt das
Gleichungssystem (2.11) zu exakten Losungen.

Fiir die bindre MARKOW-Quelle (N = 2) erhalten wir aus Gl. (2.11) die
stationéren Zustandswahrscheinlichkeiten

p(z1|z2) p(2]21)

, D2 = mit p1+py=1.
p(alz)) + p(ri]zs)” 72 plxalar) + pla|ra) P

pP1 =
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Hervorzuheben ist hierbei der Fall symmetrischer Ubergangswahrschein-
lichkeiten

p(x2|21) = p(a1]z2) = p,

p(a1]z1) = p(zo|z2) = 1 —p,
mit den stationédren Zustandswahrscheinlichkeiten

b1 =p2 = ; .
Eine Binérquelle mit gleichen Zustandswahrscheinlichkeiten und symmetri-
schen Ubergangswahrscheinlichkeiten (was haufig, wenigstens naherungsweise,
zutrifft) befindet sich demzufolge von Anfang an im stationdren Zustand.
Eine anschauliche Beschreibung von MARKOW-Quellen ist auch durch Zu-
standsgraphen moglich (Bild 2.2.2), in denen die Ereignisse (Zustédnde) durch
Knoten und die Ubergénge (mit den zugehorigen Ubergangswahrscheinlichkei-
ten) durch Kanten dargestellt werden (kantenbewerteter gerichteter Graph).

P(x2|xl)

P (x|x)
p(x1|x1) p(x1|x2) 2| 2

Bild 2.2.2 Zustandsgraph einer bindren MARKOW-Quelle 1. Ordnung

2.2.2.2 Entropie diskreter MARKOW-Quellen

Wie wir wissen, ist die Entropie ein Mafs fiir die Unbestimmtheit eines Sys-
tems zufélliger Ereignisse. Bei Quellen mit N nicht gleichwahrscheinlichen und
voneinander abhéngigen Zustdnden liegt Unbestimmtheit in der Hinsicht vor,
dass man fiir einen bestimmten Zeitpunkt nicht genau voraussagen kann,

— welcher von N méglichen Zustdnden gerade vorliegt und

— welcher von N mdoglichen Ubergéingen als niichster eintreten wird.

Zunachst wollen wir feststellen, dass bei dem angenommenen Fall immer bei-
de Teile der Unbestimmtheit vorliegen, und zwar unabhéngig davon, welches
Quellenmodell verwendet wird. Sobald man aber eine Unbestimmtheit durch
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung beschreibt und diese bei der Entropiebe-
rechnung berticksichtigt, wird ein Teil der urspriinglichen Unbestimmtheit be-
seitigt, d. h., die wirkliche Entropie wird kleiner.

Bei MARKOW-Quellen (Definition 2.2.3) werden sowohl die Zustands- als
auch die Ubergangswahrscheinlichkeiten beriicksichtigt. Man kann demzufolge
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erwarten, dass die Entropie kleiner als beim Quellenmodell mit unabhéngigen
Zustéanden sein wird.

Zuerst wollen wir die Unbestimmtheit, die in den Ubergangsméglichkeiten von
einem beliebigen z; zu allen z; (j = 1,2,..., N) liegt, berechnen. Analog zur
Gleichung fiir die Entropie unabhéngiger Ereignisse (Gl. (2.2)) erhélt man

H; = Zp xj|z;) 1d

Den anderen Teil der Unbestimmtheit erfasst man durch Mittelwertbildung
iiber alle z; (i = 1,2,...,N), d. h. durch Wichtung der einzelnen Betridge H;
mit den entsprechenden Auftrittswahrscheinlichkeiten p(x;):

= Zp(l‘i) H;.

Der Mittelwert H,,, der die Entropie bzw. den mittleren Informationsgehalt
der MARKOW-Quelle erster Ordnung darstellt, wird fiir den stationdren Fall
p(z;) = p(x;) als MARKOW-Entropie H),; bezeichnet:

(x]’x)

1 bit
H f ;) 1d i . 2.12
M ;;p @) pla;) plaj|z;) " Zustand (2.12)
Anmerkung:
Da wir uns auf MARKOW-Quellen erster Ordnung beschrianken, kénnte die
Mafseinheit auch bit/Ereignis oder bit/Quellenzeichen heifen. O

Beispiel 2.2.5

Berechnung der MARKOW-Entropie einer diskreten Quelle mit N = 3 vonein-
ander abhéngigen Zustanden (mit den im Beispiel 2.2.4 gegebenen Zustands-
und Ubergangswahrscheinlichkeiten) entsprechend GI. (2.12):

1 1 1 1
Hy =0,10(0,21d 0,81d 0,76 (0,11d 0,91d
M= < 0,2jL ’ 0,8>+ ’ ( 0,1+ ’ 0,9)

1
+QM(Q2M02+204M04>

)

= 0,64 bit/Zustand.

Zum Vergleich soll die Entropie dieser Quelle im stationéren Zustand bestimmt
werden, wenn die Abhéngigkeiten dabei unberiicksichtigt bleiben:
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1 1 1
H, —=0101 761 141 — 1,03 bit/Z .
0 Od0,10+0 76 d0,76+0 d0,14 03 bit/Zustand

Wird dariiber hinaus noch Gleichwahrscheinlichkeit der Zusténde angenom-
men, ergibt sich eine maximale Entropie

Hy=1d3 = 1,58 bit/Zustand . O

Die Ergebnisse des Beispiels 2.2.5 bestétigen den objektiven Zusammenhang
zwischen dem Maf der Unbestimmtheit und der Entropie bzw. dem mittleren
Informationsgehalt der Quelle: Je mehr ,Vorinformation” in Form von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen beriicksichtigt wird, um so geringer ist die verblei-
bende Unbestimmtheit. Wir sollten aber nicht vergessen, dass es sich in diesem
Beispiel nur um unterschiedliche Modelle einer Quelle handelt.

Die Anwendung des MARKOW-Modells (unter der Voraussetzung der Reali-
sierbarkeit) wiirde zu einer betréchtlichen Reduzierung der zu verarbeitenden
oder zu speichernden Informationsmengen fiithren. Auf diesen Aspekt, der mit
der Kodierung zusammenhéngt, werden wir im Abschn. 3.4.2.4 ndher einge-
hen.

Hinweis: Aufgaben s. Abschn. 2.4

2.2.2.3 Spezielle MARKOW-Modelle

Bei dem oben betrachteten MARKOW-Modell werden zu jedem diskreten Zeit-
punkt alle maglichen Zustandsiibergénge berticksichtigt. Dadurch ist das Mo-
dell universell anwendbar. In speziellen Anwendungsfillen kann es aber sinnvoll
sein, das Modell so an die konkrete Quelle anzupassen, dass viele Ubergangs-
moglichkeiten ,yerdeckt* bleiben. Auf diese Weise kann die Modellkomplexitét
wesentlich verringert werden. Fiir diese angepassten Modelle wurde der Begriff
Hidden-MARKOW-Modell (HMM) eingefiihrt.

Wir wollen uns hier auf die kurze Beschreibung eines praktischen Anwendungs-
falls beschrianken, und zwar auf ein ,phonetisches Strukturmodell als Hidden-
Markow-Modell* [SCH 92].

Die automatische Sprachverarbeitung setzt eine Modellierung der natiirlichen
Sprache voraus. Eine Moglichkeit dazu ist, die in der Sprache enthaltenen
Phoneme (kleinste bedeutungstragende Lauteinheiten) durch spezielle MAR-
KOW-Modelle nachzubilden.

Man hat erkannt, dass jedes Phonem durch 6 aufeinanderfolgende Zusténde
(21, 29, ..., z) hinreichend genau beschrieben werden kann. Diese Zusténde
sind zeitlich so angeordnet, dass man in jedem Zustand nur drei Ubergangs-
moglichkeiten beriicksichtigen muss: man verweilt im jeweiligen Zustand oder
geht zum néchstfolgenden iiber oder tiberspringt einen Zustand (Bild 2.2.3).
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P13 P24 P35 P46

Bild 2.2.3 Hidden-MARKOW-Modell eines Phonems (p;; = p(z;|zi))

Hidden-MARKOW-Modelle vereinfachen damit auch das Darstellen von Zu-
sammenhéngen. Betreffs weiterer Einzelheiten sowie spezieller Modellberech-
nungen wird auf die oben angegebene Literatur verwiesen.

2.2.3 Verbundquellen

Wir betrachten in diesem Abschnitt gleichzeitig zwei diskrete Quellen X und Y
mit den zugehorigen Verteilungen der Auftrittswahrscheinlichkeiten (p(z;)) =
(p(z1), p(x2), ..., p(zn)) der Zeichen z; € X und (p(y;)) = (p(y1), p(¥2), .-,
p(yn)) der Zeichen y; € Y. Dabei wollen wir annehmen, dass die Ereignisse
wnnerhalb jeder Einzelquelle voneinander unabhdngig sind.

Fiir die Modellbeschreibung ist es dabei unwesentlich, ob es sich wirklich um
zwel verschiedene Quellen handelt oder nur um eine Quelle mit zwei verschiede-
nen Ereignismengen. Wesentlich ist dagegen, dass die Ereignisse beider Quellen
voneinander abhéngig sind, d. h., dass ein Ereignis der einen Quelle von einem
vorausgegangenen Ereignis der anderen Quelle bestimmt wird.

Wir wollen im Weiteren den Fall zugrunde legen, dass immer zuerst in der
Quelle X ein Ereignis stattfindet, das unmittelbar danach ein bedingtes Ereig-
nis in der Quelle Y mit der bedingten Wahrscheinlichkeit p(y;|z;) auslost.
Dieses Auftreten von zwei Ereignissen z; (i = 1,2, ..., N)und y; (j = 1,2, ..., M)
bezeichnet man als Verbundereignis (z;,y;), das durch eine Verbundwahr-
scheinlichkeit p(z;,y;) bewertet wird.

Da bei der konjunktiven Verkniipfung von Ereignissen bekanntlich der Mul-
tiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitslehre gilt, ergibt sich fiir die Verbund-
wahrscheinlichkeit

p(wi, y;) = p(xi) - p(ysle:). (2.13)
Definition 2.2.4 Die diskreten Quellen X und Y mit den Verbundwahr-

scheinlichkeiten p(x;,y;) firi = 1,2,..,N und j = 1,2,..., M bilden eine
Verbundquelle (X,Y).



28 2 Informationsquellen

Da die Verbundquelle allein durch eine Menge diskreter Wahrscheinlichkeiten
eindeutig beschrieben wird, kann fiir die Entropieberechnung prinzipiell der
gleiche Ansatz wie fiir diskrete Einzelquellen verwendet werden. Indem in GI.
(2.2) p(z;) durch p(z;,y;) ersetzt wird, erhdlt man die Entropie der Verbund-
quelle bzw. die Verbundentropie [joint entropy|

N M
==> > plrs,yy) Wdp(as,y;) . (2.14)

=1 j=1

Um weitere Aussagen zur Verbundentropie zu gewinnen, setzen wir Gl. (2.13)
in Gl. (2.14) ein,

z

H(X,Y) =~ p(x;) p(yj\mz') 1d (p(x;) p(yj’xi)) )

1

M-

(2

1J

und erhalten nach einigen Umformungen

H(X,Y):—Z (x;) ldp(z;) Z Z (i) p(yjle:) M p(y;|z;) .

i

Im ersten Term erkennen wir die Quellenentropie H (X)), der zweite Term stellt
die bedingte Entropie |conditional entropy| H(Y|X) dar:

H(Y|X) = ZZ p(x;) p(y;lz) 1d py;la;) - (2.15)

Damit erhalten wir schliefslich folgende Formel fiir die Verbundentropie:
HX,)Y)=HX)+ HY|X). (2.16)

Fir den Fall, dass zuerst in der Quelle Y ein Ereignis auftritt, d. h., dass
p(i,y;) = p(y;) - p(wily;)

ist, erhélt man im Ergebnis
H(X,)Y)=H(Y)+ H(X|Y) (2.17)

mit der bedingten Entropie

H(X|Y) = ZZ p(y;) p(ily;) 1 p(aly;) - (2.18)
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Die gewonnenen Ergebnisse kdnnen
in einem VENN-Diagramm (Fla-
chendiagramm) (Bild 2.2.4) an-
schaulich dargestellt werden. Das
Bild zeigt, dass der Grad der Ab-
héngigkeit beider Quellen formal im
Grad der Uberdeckung beider Kreis-
flichen und damit in der Grofe der
bedingten Entropien zum Ausdruck
kommt.

Unter Nutzung dieser Interpretation
konnen wir bei der Angabe der fol-
genden Schranken fir die bedingten Bild 2.2.4 VENN-Diagramm einer

H(X)

Entropien auf einen mathematischen Verbundquelle (X,Y)
Beweis verzichten:
H(X|Y)<H(X) und H(Y|X)<H(Y). (2.19)

Es sollen jetzt noch zwei interessante Grenzfille der Abhéngigkeiten beider
Quellen betrachtet werden (Bild 2.2.5):

a) Vollstandige Unabhéngigkeit:

Bei unabhéingigen Ereignissen gilt p(y;|z;) = p(y;), d. h.
H(Y|X) = H(Y) entsprechend Gl. (2.19) und damit
H(X,Y) = H(X)+ H(Y).

b) Vollstandige Abhéngigkeit:

Bei vollstédndig abhéngigen Ereignissen ist H(Y|X) = 0 und damit wird
H(X,Y) = H(X).

(Fiir den Fall, dass zuerst in der Quelle Y ein Ereignis stattfindet, wire H(X,Y)
=H(Y).)

H(X)

a) b)

Bild 2.2.5 Grenzfille fir Verbundquellen
a) vollstindig unabhingig, b) vollstindig abhéingig
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Beispiel 2.2.6
Gegeben seien zwei diskrete Quellen X und Y mit folgenden Verbundwahr-
scheinlichkeiten:

p(1,y1) p(1,92) - p(21,ym)
(p(z4,y5)) = p(z2,y1) p(@2,2) ... plz2,ym) | _

=3
-

o= O g

oo~ E— O
w

~= O B e

p(l’N; ZJ1) p(l'm 92) S p(l’m ZUM)

Zu berechnen sind:

a) Einzelwahrscheinlichkeiten (p(x;)), (p(y;)),
b) bedingte Wahrscheinlichkeiten (p(y;|z;)),
c¢) Entropien H(X),H(Y),H(Y|X), H(X,Y).

Losung:
Zu a)
a . 1 1
p(xi) = le(xi,yj) ergibt: p(z1) = §, p(aa) = p(as) = §, plas) = 5.
J:
N : 5 9
p(y]) ;p(x'myj) erglbt: p(yl) = 16’ p(y?) — 39 p(y?)) — 32
zu b)
Nach Gl (2.13) ist p(y;|z:) = p(x(“y)j) und damit wird
Pl
2 0 3
111
TeYy— | 2 4 1
eliled) =7 1
111
4 4 2
zu ¢)
al 11 1 1
H(X)= ;) 1d = 1ld4+2- 1d8 1d 2
= 1,75 bit/Ereignis ,
M

5 .16 9 32 13 32

1
H(Y) = Jd =2 1d 1d 1d
() =>_rv) ply) 16 ¢ 5 T3 %9 T3

= 1,57 bit/Ereignis,
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1

H(Y|X) p(xi) plyjle:) 1
=22 PPl
; 1,1 1 1 1,1 1
~ ol 1d2 42" 1d4 1d 1 2. 1d4+ _1d2
2o 142+ ((1d242: M)+ 1+, (2-) 14+, 1d2)

=1,19 bit/Ereignis ,
H(X,Y)=H(X)+ H(Y|X)

= 1,75 bit/ Ereignis + 1,19 bit/ Ereignis

= 2,94 bit/Verbundereignis .

Kontrolle: Berechnung der Verbundentropie nach Gl. (2.14)

1 1 1 1
HX,)Y)= 1d4+5-_1d8 1d16+2- __1d32
(X, Y) 4 i 8 +16 i 32

= 2,94 bit/Verbundereignis.

Grenzfille:
a) Vollstandige Unabhéngigkeit

H(X,)Y)=H(X)+ H() = 3,32 bit/Verbundereignis .
b) Vollstédndige Abhéngigkeit
H(X,Y)=H(X)=1,75 bit/Verbundereignis . O

Wir wollen nun noch die spezielle Verbundquelle (X, X') betrachten, bei
der beide Quellen identisch sind.

Stellt man sich diesen Modellfall als eine Quelle mit zwei identischen Ereig-
nismengen vor, dann wird mit der Verbundwahrscheinlichkeit p(z;, ;) die Ab-
héngigkeit von zwei aufeinanderfolgenden Ereignissen einer Quelle X ausge-
driickt, und die bedingte Entropie H(X|X) ist nichts anderes als die bekannte
MARKOW-Entropie H) erster Ordnung (Bild 2.2.6).

H(X) H(X)

<

7/_H(X|X)=Hym

Bild 2.2.6 VENN-Diagramm der Verbundquelle (X, X)
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In diesem Fall gilt fiir die Verbundentropie
HX)<HX,X)<2-H(X),
und somit wird die MARKOW-Entropie
H(X) bei vollstandiger Unabhéngigkeit,

Hy=H(X,X)—-H(X)=
M (X, X) (X) { 0 bei vollstéandiger Abhéngigkeit.

Zur Demonstration dieser speziellen Verbundquelle dient das folgende Beispiel.

Beispiel 2.2.7

Eine diskrete Quelle X = {x, z9, 23} sei durch folgende Matrix der Verbund-
wahrscheinlichkeiten beschrieben:

1 1 1
16 8 8
(P(l‘i,fﬂj)) =10 0 372
1 3 1
4 32 8

Zu berechnen sind:
a) Quellenentropie H(X),
b) bedingte Entropie H(X|X) als MARKOW-Entropie.

Losung:

Zu a)

pli) = 2 p(as, a;) ergibt: p(r) = i, p(ra) = 5, plas) = 35 -
J

p(x;) = Zp(xi,:l:j) ergibt: p(xy) = 16, p(z2) = 32, p(z3) = ég

Die Gleichheit der Ergebnisse bedeutet, dass sich die Quelle im stationéren

Zustand befindet (Bedingung fiir die Berechnung der MARKOW-Entropie!).
5 .16 7 .32 15 .32

HX)= > 1d 1d 1d % = 1,52 bit/Zeichen .
(X)= (g1 5 gy 1d o + g5 1d o= 1,52 bit/Zeichen

zu b)
1
H(X|X)= HM_Zprl (z;]z;) 1d ,
p(x;lw:)
1 2 2
5 5 5
P T4, T
ol = (") < Lo 0|
p(xi) 8 3 4
15 15 15
5 /1 2 5\ 15 (8 15 3 15 4 15
Hy = d5+2- "~ 1d 1d 1d 1d
M 16<5 Ty 2)+32<15 8 T15 93 "5 4>

= 1,16 bit/Zeichen . O
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Abschliefend soll noch erwédhnt werden, dass die Verbundquelle als Modell-
klasse nicht nur die Verbindung zu MARKOW-Quellen herstellt, sondern auch
die Grundlage zur wahrscheinlichkeitstheoretischen Beschreibung der Informa-
tionsiibertragung bildet (s. Abschn. 4.4.2, Kanalmodell).

Hinweis: Aufgaben s. Abschn. 2.4

2.3 Kontinuierliche Quellen

Das von einer kontinuierlichen Quelle ausgehende Signal kann in einem vorge-
gebenen Bereich jeden beliebigen Wert annehmen, d. h., die Menge der mog-
lichen Ereignisse dieser Quelle ist unbegrenzt. Unter dem Informationsaspekt
sind auch in diesem Fall nur zufillige Ereignisse von Bedeutung. Wir inte-
ressieren uns deshalb auch nur fiir zufillige Signale, deren Amplitudenwerte
meistens eine charakteristische Verteilung (z. B. Gleich- oder Normalvertei-
lung) aufweisen.

Aus der Mathematik wissen wir, dass fiir stetige Zufallsgrofsen die Wahr-
scheinlichkeitsdichte eine charakteristische Kennfunktion darstellt. In Ana-
logie zur Auftrittswahrscheinlichkeit bei diskreten Ereignissen kann die Wahr-
scheinlichkeitsdichte interpretiert werden als die Wahrscheinlichkeit, mit der
ein zu einem bestimmten Zeitpunkt auftretender Funktionswert des zufilligen
Signals z(t) in ein bestimmtes Intervall Az fillt (wobei Az — 0).

Zur Berechnung der Entropie einer kontinuierlichen Quelle bzw. eines
kontinuierlichen Signals wollen wir von einer diskreten Betrachtung der ste-
tigen Dichtefunktion ausgehen, damit bereits bekannte Beziehungen von den
diskreten Quellen iibernommen werden konnen.

Dazu denkt man sich die Fléche

unter der Dichtefunktion f(x) in

Teile gleicher Breite Ax zerlegt f(x)
(Bild 2.3.1).

Das Integral einer Teilflache der
Breite Az gibt dann die Wahr-
scheinlichkeit p(z;) dafiir an, dass
die zuféllige Grofse x; im Bereich
Az liegt:

f(x)

0 Xj X
AX

p(x;) = /f(q:) dz = f(z;) Ax.  Bild 2.3.1 Wahrscheinlichkeitsdichte-
Az

Sfunktion
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Durch Einsetzen dieser Beziehung in Gl. (2.2) fiir diskrete Ereignisse erhélt
man

H(X) == f(w:) Avld(f(z:)Ax)
=— Z fx:) Az ld f(z;) — Z f(x;) Az ld Az

Um nun zur Entropie einer kontinuierlichen Quelle zu gelangen, muss der
Grenziibergang Ax — 0 durchgefiihrt werden. Das gelingt nicht vollstdndig,
denn

lim 1d Az
Az—0

wiirde eine unendlich grofe Entropie H(X) ergeben, was offensichtlich der
Realitdt widerspricht. Betrachtet man die Stufenbreite Az als Mafl fiir die
Auflésung der stetigen Funktion in praktisch unterscheidbare Amplitudenwer-
te (was der praktisch moglichen Genauigkeit bei der Informationserfassung
entspricht), dann hat Az immer einen Wert, der grofer als Null ist und, im
Gegensatz zur Funktion x(t), nicht zuféllig ist.

Nach dem Grenziibergang fiir die iibrigen Ausdriicke in der obigen Gleichung
erhalten wir

H(X):—/f(x) Id f(z) de —1d Ax. (2.20)

Da Az unter gleichen Bedingungen als konstant angesehen werden kann, lasst
man das Glied 1d Az in Gl. (2.20) meistens weg und spricht von der relativen
Entropie einer kontinuierlichen Quelle:

Hoy = — / F@)d f(z) do. (2.21)

Beispiel 2.3.1
Wir bestimmen die Entropie fiir zwei praktisch wichtige Félle von kontinuier-
lichen (analogen) Zufallssignalen.

1. Amplitudenbegrenztes Signal mit einer Gleichverteilung der Funkti-
onswerte im Bereich —a < z < a:
Einsetzen von f(z) =, in Gl (2.21) ergibt

Hyg= [ 21a 1d (2a) dz,

—a

H,o =1d(2a). (2.22)
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2. Leistungsbegrenztes Signal mit einer Normalverteilung der Funktions-
werte x bei gegebener mittlerer Leistung P:

Wir setzen die Dichtefunktion der Normalverteilung

1 o2
@)= . e

in Gl. (2.21) ein und erhalten:

Hyo = ]Of(x) (v p eff») dz

(e}

—ld\/ZWP/f(x)dx—l—le lde/a:2 f(z) dz

—00

1
:ld\/27rP+21de,

1
H,..= 5 ld(27eP). (2.23)
]

Aus dem Beispiel geht hervor, dass die Entropie neben dem Integrationsbe-
reich vor allem von der Art der Dichtefunktion bestimmt wird. Wir haben in
diesem Beispiel bereits die Dichtefunktionen gewahlt, die im jeweiligen Fall
eine maximale Entropie ergeben.

Die entsprechende Beweisfithrung, die hier nur grob skizziert werden kann,
erfolgt nach der Methode der LAGRANGEschen Multiplikatoren A\; und As:

1. Fiir das amplitudenbegrenzte Signal mit der Nebenbedingung

/af(x) der=1

erhalten wir aus Gl. (2.21)

F——/af(:(:) Id f(z) doz — N\ /af(x) de —1

Die partielle Ableitung

OF
of(x) "
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beinhaltet die Losung eines Variationsproblems und liefert die Extremwert-
bedingung (Extremwert gleich Maximum, da zweite Ableitung negativ!):

—In f(z) —1-X\In2=0.
Daraus folgt
f(z) = e UMM — congt

Dieses Ergebnis bedeutet, dass die Gleichverteilung den Maximalwert der
Entropie ergibt.

2. Fiir das leistungsbegrenzte Signal erhilt man durch die zusétzliche Ne-
benbedingung

/ 2? f(r)dz =P
in analoger Weise wie oben:

—In f(x) —1-XA\In2— (N In2)2*=0.
Daraus folgt

f(x) _ 67(1+,\1 In2) ef(AQ In 2) 12.

Indem dieser Ausdruck in die beiden Nebenbedingungen eingesetzt wird,
konnen mit Hilfe bekannter Integralformeln fiir e=*21"2) #* die Unbekannten
A1 und Ay bestimmt werden und man erhéalt schlieflich

1 JJ2
T) = e 2P,
f(@) V27 P
Dieses Ergebnis zeigt, dass bei leistungsbegrenzten Signalen die Normal-
verteilung zum Entropiemaximum fiihrt.

Zum Vergleich wollen wir jetzt noch die Entropie bei Gleichverteilung leis-

tungsbegrenzter Signale (Hgy) berechnen:

Fiir f(z) =, mit —a <z < a wird die mittlere Leistung

a

P_/$2f($)d$_ ! /xQdJ;—CLQ.
2a 3

—a

Setzt man a = v/3 P in Gl (2.22) ein, so ergibt sich eine Entropie

1
Hey =1d(20) = [ 1d (12 P).
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Die entsprechende Entropie bei Normalverteilung geméfs Gl. (2.23) ist
1
Hyy = 5 1d (17 P).

Sollen die Entropien bei Normal- und Gleichverteilung gleich sein (Hyy =
Hey), dann ergibt sich fiir die mittleren Leistungen 17 Pyy = 12 Pgy, d. h.,
es miisste Pgy = 1,42 Pyy sein.

2.4 Aufgaben

Abschn. 2.2.1: Quellen mit unabhéngigen Ereignissen

1. Berechnen Sie den mittleren Informationsgehalt (Entropie) einer diskreten Quelle
mit sechs voneinander unabhéngigen Zeichen, wenn
a)p1=0,5 p2=0,2 p3=ps=0,1 ps=ps=0,05
b) alle Zeichen gleichwahrscheinlich sind.
2. Bestimmen Sie den mittleren Informationsgehalt einer Buchseite!
Fiir die Berechnung sind anzunehmen:
45 unabhéngige und gleichwahrscheinliche Zeichen,
40 Zeilen und 65 Zeichen/Zeile.
3. Eine automatische Waage mit bindrer Messwerterfassung habe einen Messbereich
von 0...100 g bei einer Schrittweite von 1g.
a) Bestimmen Sie den mittleren Informationsgehalt je Messwert!
b) Wie grof wird der mittlere Informationsgehalt bei einer Schrittweite von 0,1¢g ?
4. Ein Rasterbild bestehe aus 10° Bildpunkten mit folgender Wahrscheinlichkeits-
verteilung der Helligkeitswerte H;:

Hy: 50,00 %,
Hy: 25,00 %,
Hy: 12,50 %,
H4 : 6,25 %,
Hs: 6,25%.

a) Wie grofs ist der mittlere Informationsgehalt eines Bildes?
b) Wie grofs wire der mittlere Informationsgehalt, wenn die Auftrittswahrschein-
lichkeiten der Helligkeitsstufen unbekannt sind?

5. Der Amplitudenbereich eines zuféilligen Signals soll in sieben Intervalle eingeteilt
sein, fir die folgende Auftrittswahrscheinlichkeiten der Amplitudenwerte ermit-
telt wurden:

(p(x;)) = (0,47 0,25 0,13 0,07 0,04 0,02 0,02).
Innerhalb jedes Intervalls, bestehend aus 16 Teilintervallen, wird gleichwahrschein-
liches Auftreten der Amplitudenwerte angenommen.
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a) Bestimmen Sie die Quellenentropie, d. h. den mittleren Informationsgehalt je
Amplitudenwert!
b) Wie grof ist die maximale Entropie?
6. Das Alphabet einer Informationsquelle bestehe aus den Zahlen 1 bis 100, die mit
folgenden Wahrscheinlichkeiten auftreten:
1 bis 25:  p(z1) =},
26 bis 70:  p(z9) =
71 bis 100:  p(xs3) =

Innerhalb der Teilbereiche treten die Zahlen mit gleichen Wahrscheinlichkeiten
auf.

a) Berechnen Sie die Entropie dieser Quelle!
b) Wie groft wiire die Entropie bei gleichwahrscheinlichem Auftreten aller Zahlen?

Abschn. 2.2.2: MARKOW-Quellen

1. Eine ergodische Informationsquelle habe ein Alphabet mit drei Zeichen, wobei
folgende Abhéngigkeiten zwischen den Zeichen bestehen:

0,5 0,2 0,3
(p(zjlzs)) =1 0,1 0,6 0,3
0,2 0,1 0,7

a) Bestimmen Sie die stationdren (ergodischen) Wahrscheinlichkeiten p(x;)!
b) Bestimmen Sie die MARKOW-Entropie dieser Quelle!

2. Die Steuerung eines automatischen Teilefertigungsprozesses erfordert die laufende
Qualitéatspriifung der produzierten Teile. Dabei sollen drei Giiteklassen (Zustande
21, 22, z3) unterschieden werden, fiir die folgende Verteilung der Auftrittswahr-
scheinlichkeiten zum Zeitpunkt ¢ = 0 anzunehmen ist:

p(z) =0,9 p(z)® =01 p(z)0 =0.
Fiir den Fertigungsprozess wurde folgendes Ubergangsverhalten der Zustéinde sta-
tistisch ermittelt:
0,60 0,38 0,02
(p(24]z:)) = 10,15 0,80 0,05
0,40 0,60 O

Berechnen Sie

a) die Zustandswahrscheinlichkeiten fiir die Zeitpunkte t = 1,2,....5,
b) den mittleren Informationsgehalt (MARKOW-Entropie) je Priifergebnis, wobei
die Zustandswahrscheinlichkeiten zum Zeitpunkt ¢ = 5 als stationédr anzunehmen
sind.

3. Ein sogenanntes ,System mit Erneuerung” mit den Zusténden z; (Funktionstiich-
tigkeit) und 23 (Ausfall) habe eine Ausfallrate A und eine Reparaturrate p. Das
Ubergangsverhalten des Systems soll durch folgende Matrix beschrieben sein:
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ol = (102,

Bestimmen Sie (allgemein)

a) die stationdren Zustandswahrscheinlichkeiten,

b) die MARKOW-Entropie des Systems.
Abschn. 2.2.3: Verbundquellen

1. Gegeben seien zwei Signalquellen A und B mit jeweils drei Farbsignalen (rot, gelb,
griin) und folgenden Verbundwahrscheinlichkeiten:

A aq a9 as
B (rot) (gelb) (griin)
b t 2 1 1
1 (rot) 9 18 9
by (gelb) 5 5 S
bs (griin) é 118 é

Berechnen Sie
a) Einzelentropien H(A), H(B),
b) bedingte Entropien H(A|B), H(B|A),
¢) Verbundentropie H(A, B).
2. Von zwei diskreten Quellen X und Y sei folgende Matrix der Verbundwahrschein-
lichkeiten gegeben:

0,12 0,10 0,08 0,05 0,03
(p(zi,y;)) =1 0,02 0,04 0,12 0,04 0,02
0,03 0,05 0,08 0,10 0,12
Gesucht sind:
a) Einzelentropien H(X), H(Y),
b) bedingte Entropie H(X|Y),
¢) Verbundentropie H(X,Y)
1. fiir den gegebenen Fall,
2. fiir den Fall, dass y; (j = 1,2,...,5) auf ein sicheres Ereignis x; € X fiihrt.

Abschn. 2.3: Kontinuierliche Quellen

1. Berechnen Sie die Entropie eines kontinuierlichen Signals mit symmetrischer Ex-
ponentialverteilung

flz) = ; eml?l —0o <2 < 00
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