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A Definitionen und Grundkonzepte

A.1 Wege, Kreise und Zusammenhang

Nehmen Sie ein Blatt Papier, wahlen Sie einige Stellen, dgenrkieren, beispiels-

weise durch kleine Kreise, und ergadnzen Sie einige Verloigeln zwischen bestimm-
ten Paaren von Markierungen. Die von Ihnen gewahlten Markgen, diese kleinen

Kreise auf Ihrem Blatt, werden aknotenoderEckenbezeichnet, wahrend die Striche,
die Sie gezogen haben, um einige davon zu verbinderKaitenbezeichnet werden.

Diese Striche kdnnen gerade oder gebogen sein, wesestiiabizwischen zwei Kno-

ten eine Verbindung existiert oder nicht. Folglich ist zumigpiel die Zeichnung aus
der nachfolgenden Abbildung ein Graph, der 29 Knoten und &7té&h enthalt.

PEL PO

Auf diese Weise beschreibt Manori einen Graphen. Formalegedrickt, ist ein
Graph durch ein geordnetes P&drE) definiert:V ist eine Menge von Elementen, die
man alsKknotenbezeichnet, wahrenl eine Menge von Linien, sogenannt&anten
ist, die bestimmte Knotenpaare verbindEnst daher eine Teilmenge des kartesischen
Produktsv x V. Im Allgemeinen schreibt mafx,y} fir eine Kante, welche die Knoten
x undy verbindet.

Eine Kante ist folglich ein ungeordnetes Paar von Knoteneltie Kante, welche die
Knotenx undy verbindet, kann man sowolik,y} als auch{y,x} schreiben.

Es sei erwahnt, dass eine Kante auch einen Knoten mit sibbtsadrbinden kann.
Dann spricht man von ein&chleife Es konnen auch mehrere Kanten gleichzeitig exis-
tieren, die dasselbe Knotenpaar verbinden. Man spricht dan einemMultigraphen

Der Multigraph aus Abbildund\.1 auf der nachsten Seite enthalt zum Beispiel vier
Knoten, die als schwarze Kreise dargestellt sind und dieeiBbaungena, b, ¢ und
d tragen. Es gibt eine Schleife um den Knotnund es gibt zwei parallele Kanten
zwischen den Knoteaundc.

Definition A.1. Ein Wegin einem Graphen ist eine Folge von Kanten, durch die zwei
Knoten des Graphen miteinander verbunden sind.

Wenn man zur lllustration im Graphen aus AbbilduAdlL die Kanten{b,d} und
{c,d} nacheinander durchlauft, erh&lt man einen Weg, der diedrimtindc verbindet.
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Abbildung A.1: Ein Multigraph mit den Knotea, b,c undd.

Tatséachlich existieren noch andere Wege zwischen den Kbatedc. Man kdnnte zum
Beispiel die nachfolgenden Kantenziige betrachten:

* {b,d}, {d,d}, {c,d}, {a,c}, {a,c}
 {b,d}, {d,d}, {d,d}, {d,d}, {d,d}, {c,d}.

Definition A.2. Ein Weg, der jeden Knoten nicht mehr als ein Mal besucht,tredd?
mentar

Im Beispiel aus Abbildund\.1 ist der einzige elementare Weg, der die Kndtamd
c verbindet, der Weg aus den Kant@md} und{c,d}.

Definition A.3. Ein Weg, der jede Kante nicht mehr als ein Mal durchlauft3hein-
fach

Im Graphen aus Abbildung.1 existieren nur vier einfache Wege, diaund c ver-
binden. Sie setzen sich aus nachfolgenden Kantenziigemmesa

e {b,d}, {c,d}

* {b,d}, {d,d}, {c,d}

* {b,d}, {c,d}, {a,c}, {a,c}

» {b,d}, {d,d}, {c,d}, {a,c}, {a,c}.

Anmerkungen. Die beiden letzten Wege aus dieser Aufzahlung sind einfaeli,es
zwischen den Knotea und ¢ zwei verschiedene Kanten gibt. Wirde zwischen diesen
beiden Knoten nur eine Kante existieren, wéaren die beidetele Wege nicht einfach,
denn sie wirden die Kante, die den Knogemit dem Knotenc verbindet, zwei Mal
durchlaufen.

Alle elementaren Wege sind einfach, weil mehrere Durcleléih und derselben
Kante zwangslaufig mehrere Besuche der Knoten dieser Kanteolge haben.

Definition A.4. Ein Graph heiRzusammenhangenadienn zwischen allen Knotenpaa-
ren des Graphen ein Weg existiert.



Definitionen und Grundkonzepte 3

Manori definiert den Begriftusammenhangergegeniber Sébastien, indem er fol-
gende Begriffe verwendet:

Wenn Du Dich von jedem beliebigen Knoten des Graphen zu jealem
deren beliebigen Knoten des Graphen tUber Kanten des Grédyghezgen
kannst, nennt man den Graphen zusammenhangend. Diesdsa\&ainen
Ursprung darin, dass jeder beliebige Punkt des Grapheredenj beliebi-
gen anderen Punkt des Graphen tUiber Kanten des Graphen zeshémyt.

Definition A.5. Man sagt, dass zwei Knoten in einem Grapl@&genau dann zu der-
selbenZusammenhangskomponegehdren, wenn iis ein Weg existiert, der sie ver-
bindet.

So existieren in dem Graphen aus der ersten Abbildung diesgitels sechs Zusam-
menhangskomponenten.

Man kann somit beweisen, dass ein Graph genau dann zusa@ngemd ist, wenn
er nicht mehr als eine Zusammenhangskomponente besitzt.

Definition A.6. Ein Weg, dessen Ausgangspunkt gleich dem Endpunkt istf Kedfs.
Wieder spricht man von eineslementarerKreis, wenn darin die Knoten des Graphen
nicht mehr als ein Mal besucht werden, und man spricht voaneiginfachenKreis,
wenn keine Kante zwei Mal durchlaufen wird.

Anmerkung. Alle elementaren Kreise sind zwangslaufig einfach, da sicaus dem
mehrfachen Durchlaufen ein und derselben Kante ein mdtefad8esuch der Knoten
dieser Kante ergibt.

Im Beispiel aus Abbildung\.2 existiert nur ein elementarer Kreis, der jeden Knoten
des Graphen besucht. Dabei handelt es sich um den Kreis a&adéen{a, b}, {b,c},
{c,d}, {d,e}, {e f} und{f,a}. Dieser Kreis ist gleichzeitig einfach.

Abbildung A.2: Ein Graph mit einem elementaren Kreis.

Derselbe Graph enthalt noch andere einfache Kreise, zuspigkiden Kreis aus
den Kantern{a, b}, {b,c}, {c,d}, {d,e}, {e f}, {f,b}, {b,d}, {d,f} und{f,a}, wie
Abbildung A.3 auf der nachsten Seite illustriert.
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a b a b
c (]
f d f d
e e
elementarer Kreis einfacher Kreis

(und daher auch einfach)  (aber nicht elementa

Abbildung A.3: Graphen mit einfachen Kreisen.

A.2 Gerichtete Graphen

In bestimmten Fallen kann es interessant sein, die Kantes €&raphen mit einer Ori-
entierung oder Richtung zu versehen. So kann man anstedeleante{x, y} zwischen
den Knoterx undy eine Kante haben, die vonnachy gerichtet ist, oder eine Kante,
die vony nachx gerichtet ist. Man spricht dann vagerichteterKanten und verwendet
die Notation(x,y), um eine gerichtete Kante vormachy zu kennzeichnen.

Manchmal hat man es auch ngémischterGraphen zu tun, in denen einige (aber
nicht alle) Kanten eine Orientierung oder Richtung haben.

In Kapitel 4 hat Bonvin einen gemischten Graphen gezeiclaigter versuchte, die
Ortskonfiguration des Gelandespiels zu rekonstruierea.gerichteten Kanten veran-
schaulichen den kiirzesten Weg, der es ermdglicht, die vamsMor Grumbacker hin-
terlassenen Hinweise zu sammelin.

M T B
F R J

Abbildung A.4: Ein gemischter Graph.

Manori hat seinerseits gerichtete Graphen in Kapitel 8 eadet, um zu versuchen,
Familie Courtel am Dienstagmorgen langer schlafen zute&sehe AbbildundA.5 auf
der nachsten Seite).

Alle oben definierten Begriffe flir ungerichtete Graphenném auf gerichtete Gra-
phen Ubertragen werden. Man erhalt so zum Beispiel die akgrfden Definitionen.

Definition A.7. Ein gerichteter Wegdn einem gerichteten Graphen ist eine Folge von
gerichteten Kanten tber die man von einem Knoten zu einemrandjelangen kann.

Beispiel A.1. In Kapitel 8 hat Manori einen gerichteten Weg gezeichnatdéa Kno-
tenAl mit dem KnoterV/ 6 verbindet.
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Abbildung A.6: Ein gerichteter Weg im Graphen aus Abbildéng.

Definition A.8. Ein gerichteter Graph isttark zusammenhangendenn fir alle Kno-
tenpaare,y des Graphen ein gerichteter Weg vonachy und vony nachx existiert.

Beispiel A.2. Der gerichtete Graph, den Manori gezeichnet hat, um diet€lsuénger
schlafen zu lassen (siehe AbbilduAgb), ist nicht stark zusammenhangend, weil bei-
spielweise kein gerichteter Weg varl nachAl existiert. Es reicht allerdings aus, eine
gerichtete Kante voxi 6 nachAl einzufligen, um den Graphen stark zusammenhéngend
zu machen.

Definition A.9. Ein gerichteter Kreisn einem gerichteten Graphen ist ein Weg, in dem
der Ausgangspunkt mit dem Endpunkt zusammenfallt.

Beispiel A.3. Im Graphen aus Abbildun@.7 existiert ein gerichteter Kreis, der die
Knotena, b undc verbindet.

Abbildung A.7: Graph mit einem gerichteten Kreis.

Die gerichteten Wege und Kreise kdnnen elementar oderctirdain wie die Wege
und Kreise in ungerichteten Graphen. Sie sind elementamwe ein und denselben
Knoten nicht zwei Mal besuchen, und sie sind einfach, wearesi und dieselbe ge-
richtete Kante nicht zwei Mal durchlaufen.
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A.3 Knotengrade
Im ersten Kapitel erklart Manori gegenliber Sébastien:

Wenn du einen beliebigen Graphen zeichnest, kannst du iimémzahl
der Kanten angeben, die an jedem Knoten liegen.

Definition A.10. Die Anzahl der Kanten, die an einem Knoten liegen, ist &xiad.

Im Graphen aus Abbildung.2 auf Seite3 haben die Knotem, ¢ und e daher zum
Beispiel den Grad 2, wahrend die Knoterd und f den Grad 4 haben.

Die Eigenschaft, anhand derer Manori aufzeigen konntes daglen Organisatoren
nicht gelingen wird, die gewiinschten Gruppen so zusamnsetzen, dass alle Regeln
befolgt werden, ist folgende.

Satz A.1. Die Summe der Knotengrade in einem Graphen ist immer eiredlgetahl.

Beweis Wenn man die Summe Uber alle Knotengrade bildet, zahlt sdmante zwei
Mal. Jede Kantdx,y} wird namlich ein erstes Mal beriicksichtigt, wenn man derdGra
des Knotens betrachtet, und ein zweites Mal, wenn man den Grad des Ksigten
addiert. Diese Summe entspricht folglich dem DoppelterAstemahl der Kanten in dem
Graphen, und es handelt sich folglich um eine gerade Zahl. O

Im oben genannten Beispiel haben wir 3 Knoten vom Grad 2 undh@d6 vom
Grad 4, was insgesamt 3+ 3-4 = 18 ergibt, also das Doppelte von 9 — die Anzahl der
Kanten in diesem Graphen.

Genau damit ist es also Manori gelungen, Sébastien davoberzdugen, dass die
von den Organisatoren gewiinschte Zusammensetzung nisktieen kann. Tatséach-
lich enthalt der Graph, den er betrachtet, einen Knoten @& &-Teilnehmer und ei-
ne Kante zwischen zwei Teilnehmern, wenn sie bereits zusamgearbeitet haben. Zu
fordern, dass jeder Teilnehmer in einer 15er Gruppe mit Aleten Gesichtern sein
sollte, ist &quivalent zu dem Vorhaben, einen Graphen mKdd&en zu konstruieren,
die alle den Grad 7 haben. Da die Summe der Knotengrade dieggmschten Gra-
phen 7. 15 = 105 sein musste, was eine ungerade Zahl ist, kann der Graphdid
Organisatoren konstruieren wollen, nicht existieren.

Andere Anwendungen

Genauso ist es unmoglich, 15 Computer so mit Kabeln zu véebnindass jeder Com-
puter genau zu 7 anderen Computern eine direkte Verbindanhdrhdiesem Fall sind
die Computer die Knoten, und die Kabelverbindungen zwiscéheen sind die Kanten.

Genauso ist es unmdglich, 15 Geradensegmente in der Ebenelsgen, dass je-
des Segment genau 7 andere Segmente schneidet. Die Knaspneehen hier den
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Segmenten und die Kanten den Schnittpunkten der Segmegiht® man dagegen
6 Segmente haben, von denen jedes jeweils genau 3 anderer@egthneidet, ist das
moglich, beispielsweise mithilfe der 6 Segmente aus AlbiniddA.8.

C

B

Abbildung A.8: 6 Segmente, die jeweils genau 3 andere Segnsehneiden.

Diesen Segmenten kann man den Graphen aus Abbildihguordnen.

=

Abbildung A.9: Der Graph zu Abbildung.8.

Es lassen sich andere, sehr einfache Eigenschaften deengnate beweisen. Hier
ist ein anderes Beispiel.

Satz A.2. In jedem Graphen existieren mindestens zwei Knoten mit ddras Grad.

Beweis Betrachten wir einen beliebigen Graphen, undxsdie Anzahl seiner Knoten.
Der Grad jedes Knotens ist daher eine Zahl aus der Mége. .., x— 1}, weil jeder
Knoten nicht mit mehr alg — 1 anderen Knoten verbunden sein kann. Wenn alle Gra-
de voneinander verschieden sind, muss zwangslaufig zu jédementy der Menge
{0,1,...,x— 1} ein Knoten mit dem Grag existieren, dg0,1,...,x— 1} x Elemente
hat und der Grapk Knoten beinhaltet.

Es existiert folglich ein Knoten vom Grad 0, der mit keinenr daderen Knoten
verbunden ist.

Es existiert auch ein Knoten vom Grad 1, der mit allen anderen Knoten verbunden
ist. Das ist aber ein Widerspruch, weil der Knoten vom Gead. nicht mit dem Knoten
vom Grad 0 (der mit keinem anderen Knoten verbunden istjuwetén sein kann. [
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Anwendung

Stellen wir uns vor, dass sich die COPS-Organisatoren ldi@8en, die Regeln fir die
Zusammensetzung der Arbeitsgruppen zu andern. Sie kositierzum Beispiel ent-
schliel3en, es so einzurichten, dass zwei Teilnehmer irlbers Gruppe sind, wenn sie
mit unterschiedlich vielen Teilnehmern aus dieser Grupgl@abnt sind. Manori wéare
nun auch hier in der Lage zu beweisen, dass eine solche Zusmaseimung unmaglich
ist, weil der zu jeder Gruppe gehoérende Graph Knoten mit &rashthalten musste,
die sich alle voneinander unterscheiden, was aufgrund etnAS2 auf der vorherigen
Seite ausgeschlossen ist.



B Planare Graphen

In Kapitel 2 >Die Villen des Bellevue< des Buches definiertida gegenliber Sébastien
planare Graphen wie folgt.

Definition B.1. Ein Graph istplanar, wenn man ihn auf einem Blatt Papier so zeich-
nen kann, dass sich seine Kanten nicht tUberschneiden. &licteesDarstellung heif3t
topologisch planarer Graph

Zum Beispiel ist der linke Graph aus AbbilduBgl planar, weil man durch Verfor-
mung einer Kante den rechten Graphen erhalten kann, der imd8rgenommen nur
eine andere Darstellung ein und desselben Graphen istyisiatlejedoch die Kanten
nicht berschneiden.

Nach der oben genannten Definition sind diese beiden Grgphear, aber nur der
rechte Graph ist topologisch planar.

Abbildung B.1: Darstellung eines Graphen mit und ohne Kainberschneidung.

Definition B.2. In einem topologisch planaren Graphen nennt man die von deieik
umschlossenen Gebidiachen

In dem Graphen, der Courtels Villa abbildet, gibt es belspieise 6 Flachen, die mit
f1 bis f6 bezeichnet sind (siehe Abbildulg2 auf der nachsten Seite). Es sei betont,
dass das AulRengebiet eines topologisch planaren Grapbeafakb eine Flache ist. In
unserem Beispiel ist das die Flaché.

SeiN die Anzahl der Knoten eines topologisch planaren GrapKesei die Anzahl
seiner Kanten uné die Anzahl seiner Flachen. Euler hat den folgenden Satzdseni

Satz B.1 (Eulerscher Polyedersatz)In allen topologisch planaren zusammenhangen-
den Graphen gilt

F=K-N+2.
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Abbildung B.2: Graph mit den inneren und &uf3eren Fladtehis f 6.

Mithilfe dieses Satzes lassen sich zahlreiche Resultateiben. Bezeichnet man
mit P die minimale Anzahl von Kanten, die eine Flache begrenzeeriséalt man zum
Beispiel folgendes Resultat.

Satz B.2. Jeder topologisch planare zusammenhangende GrapN Kitoten, deren

P
kleinste Flach&von P Kanten begrenzt ist, enthalt hbchst%(N — 2) Kanten.

Beweis Sei G ein topologisch planarer zusammenhangender GraphNnkinoten,
K Kanten,F Flachen und wie vorhin mit der Eigenschaft, dass der Raref jetiiche
mindesten$ Kanten enthalt. Nach dem Satz von Euler il K — N+ 2.

Wenn man die Summe Uber die Anzahl der Kanten bildet, dieféitshe begrenzen,
erhalt man das Doppelte der Anzahl der Kanten. Jede Kantkngimlich zwei Mal
gezabhlt, weil sie im Rand von genau zwei Flachen auftaucht.

Da der Rand jeder Flache mindestdh&anten enthalt, ergibt sichkk> PF. Mit
dem Satz von Euler l&sst sich die letzte Ungleichung wiet fettreiben:

2K>P(K—-N+2),
wenn man all&k nach rechts bringt, heifl3t das also:

P N—2)>K
p N2k

O

Anhand dieser Eigenschaft, die Manori verwendet hat, unrt@bder Ubertreibung
zu Uberfuhren, kann man zeigen, dass ein planarer zusardmgarder Graph mit
N Knoten nicht mehr alsI$ — 6 Kanten enthalten kann.

Satz B.3. Jeder planare zusammenhangende GraphNhHinoten enthalt héchstens
3(N —2) Kanten.

1im Sinne von minimaler Anzahl von Kanten.
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Beweis Sei G ein planarer zusammenhéngender GraphNniKnoten undK Kanten.
Wir betrachten eine Darstellurig von G, in der sich die Kanten nicht Uberschneiden.
Die DarstellungD ist daher topologisch planar und hat dieselbe Anzahl vortémand
Kanten wie der Grapks. SeiP die minimale Anzahl von Kanten auf dem Rand einer
Flache vorD.

Da der Rand jeder Flache aus mindestens 3 Kanten bestdhB Hil3, und mit

P
SatzB.2 auf der vorherigen Seite erhalten wilN\8— 2) > P—Z(N —-2)>K. O

Also kann der nachfolgende Graph, der Courtels Beschrgibeamer Villa entspricht,
nicht planar sein, weil N — 2) gleich 9,K aber gleich 10 ist.

NA

Abbildung B.3: Graph mit allen Verbindungen durch Tirenrdeenster.

Nehmen wir nun an, dass keine Flache eines planaren Graph&meeck ist. An-
ders ausgedriickt, nehmen wir an, dass wenn man drei baiébigten im Graphen
wahlt, immer mindestens eine Kante zwischen zwei diesearkdreten fehlt. Nun gilt
P > 4, und die Schranke fur die Anzahl der Kanten veréndert siehwird allerdings
noch kleiner.

Satz B.4. Jeder planare zusammenhéangende GraphNnktnoten, der kein Dreieck
enthalt, hat héchsteng? — 2) Kanten.

Beweis Der Beweis ist analog zum letzten Beweis. Ist ein planassammenhangen-
der GraphG mit N Knoten,K Kanten und ohne Dreiecke gegeben, so kann man eine
topologisch planare Darstellurigyvon G betrachten, in der sich die Kanten nicht tber-
schneiden. Der Graph hat dieselbe Anzahl von Knoten und Kanten wie der Gr@ph
und enthalt kein Dreieck. Die kleinste Anzdhlvon Kanten auf dem Rand einer Flache
von G ist daher mindestens 4.

SatzB.2 auf der vorherigen Seite gilt fir alle, woraus wir die Ungleichung(® —

P
2) > P—Z(N —2) > K schlieRen. O

Mithilfe dieser Eigenschaft gelang es Manori zu zeigensabs Graph aus Abbil-
dungB.4 auf der nachsten Seite, der den Anschlissen der Villen asaNaSas und
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Strom entspricht, nicht planar sein kann. Dieser Graphadntt@mlich kein Dreieck,
und es ist 2N — 2) = 8, wahrenK = 9 ist.

Vilal Villa2

Wasse Stror

Villa 3 Gas

Abbildung B.4: Darstellung mit den Villen als Knoten.

Wie man sieht, ist es mitunter einfach zu zeigen, dass eipt@mnecht planar ist. Das
ist allerdings nicht immer der Fall. Im nachfolgenden Bedbgibt esN = 6 Knoten,
K = 11 Kanten, und der Graph enthalt Dreiecke. Wir wissen dallenn dieser Graph
planar ist, so muss die Ungleichung\3—- 2) > K gelten. In unserem Fall is{B — 2) =
12 > K. Dieser Graph konnte also theoretisch planar sein. Er iasbes nicht, denn es
ist unmoglich, ihn zu zeichnen, will man alle Kantenibersgtiungen vermeiden.

Abbildung B.5: Graph mit 6 Knoten und 11 Kanten, der nichthglaist.

Mithilfe von SatzB.2 auf Seitel0lassen sich zahlreiche andere Resultate beweisen.
Man kann zum Beispiel beweisen, dass jeder planare Graptestens einen Knoten
enthalt, dessen Grad hochstens 5 ist.

Satz B.5. Jeder ebene Graph enthélt mindestens einen Knoten, dessém@hstens
5 ist.

Beweis SeiG ein planarer Graph. S&' eine Zusammenhangskomponente ®iiBe-
denken Sie, dags’ = G ist, wennG zusammenhangend ist.) Bezeichnet man die Kno-
tenzahlen und Kantenzahlen v@& mit N und K, so erhalten wir wegen SaB.3 auf
Seitel0 eine Ungleichung, die sich wie folgt umschreiben lasst:

3N >K+6. *)
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Wir wollen den Beweis durch Widerspruch fuhren. Wir nehmaiet an, dass alle
Knoten vonG (und folglich auch vonG’) einen Grad von mindestens 6 haben. Wir
wollen zeigen, dass dies zwangslaufig auf einen Widerspiiilott. Wir nehmen also
an, dass die Summe der Knotengrade @mindestens M ist.

Wir haben bereits festgestellt, dass die Summe der Knadieggines Graphen gleich
dem Doppelten der Kantenzahl ist. Es gilt dahi€r=2 6N, das heifl3t,

K > 3N. (**)

Wenn wir die beiden Ungleichungen (*) und (**) verknupfen,eshalten wiK > K +6,
was offensichtlich unmdoglich ist. O

Betrachten wir erneut den Graphen aus Kapitel 1, in dem endimoten pro Teil-
nehmer der COPS gibt und zwei Teilnehmer durch eine Kanteunelen sind, wenn
sie bereits zusammengearbeitet haben. Wenn die Orgaeisater COPS ihre Arbeits-
gruppen schlie3lich so festlegen, dass jeder Teilnehnmagrivergangenheit mit genau
6 anderen Mitgliedern der Gruppe zusammengearbeitet &, @issen wir, dass der
zu einer Gruppe gehérende Graph nicht planar ist, weil dad@Her Knoten 6 ist.

Popular wurden die Graphen durch den Schotten Francis iutter 1852 die Frage
aufwarf, ob es moglich sei, alle geographischen Kartenili@tkion vier Farben ein-
deutig einzufarben, ohne dass zwei direkt aneinander gnelezL&nder dieselbe Farbe
haben. Stellt man jedes Land als einen Knoten dar und vesbimén zwei Knoten
genau dann durch eine Kante, wenn die beiden Lander der Knlitekt aneinander
grenzen, so erhalt man einen planaren Graphen. Francigi&uthllte also wissen,
ob es immer mdglich ist, die Knoten eines planaren Graphdhilfaivon vier Farben
eindeutig einzufarben, unter der einzigen Bedingung, des&nden jeder Kante ver-
schiedene Farben haben sollen. (Das ist aquivalent zu ddeffemg, dass die Lander
mit einer gemeinsamen Grenze verschiedene Farben haben).

Zur lllustration folgt hier eine Vier-Farbung einer imagnen geographischen Karte.
Der zugehorige Graph ist gefarbt wie in AbbilduBgr auf der ndchsten Seite.

g, O,
B s

Abbildung B.6: Eine Vier-Farbung einer imaginaren geogiaphen Karte.

Es ist leicht, jeden beliebigen planaren Grapl&ru farben, indem man maximal
6 Farben verwendet (anstelle von 4), unter der einzigenrigediy, dass die Enden
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Abbildung B.7: Der zu einer Vier-Farbung gehérende Graph.

jeder Kante verschiedene Farben haben sollen. Dazu kanreumgthst die Knoten
nach folgendem Verfahren ordnen (wobkdie Anzahl der Knoten des Graph@rist).

Betrachte den Graphds = G und initialisiere einen Zahlarmit 0.

SolangeG’ nicht leer ist, gehe wie folgt vor.
Wabhle einen Knoten mit dem kleinsten Grad3hund bringe ihn an die Stelle
N —i.
Entferne diesen Knoten a@ und erhéhe den Zahléum eins.

Zur lllustration kdnnte man in dem oben betrachteten Grajnesrsten SchritB, C,

E oderG wéahlen, well sie alle den minimalen Grad 3 haben. Wir wahkm ldnotenB,
der folglich an 8. Stelle ist.

In dem neuen Graphen, der sich ergibt, wenn wir den KnBtentfernen, hat nut
den minimalen Grad 2. Wir bringen ihn daher an die 7. Stelenrikann soforD an
die 6. Stelle gebracht werden, und anschlie(¥rh die 5. Stelle. Es bleiben 4 Knoten
vom Grad 3. Wir kdnnen uns zum Beispiel entscheiden, dendfridtan die 4. Stelle
zu bringen, daniir an die 3. Stelle an die 2. Stelle und schlieRlichan die 1. Stelle.
Wir erhalten somit eine Liste, dia, G, F, H, E, D, C und B in dieser Reihenfolge
enthalt. Dieses Verfahren illustriert Abbilduy8 auf der nachsten Seite.

Wir kbnnen nun die Knoten des Graphen in der durch die Listelgenen Reihen-
folge farben. Wenn wir einen Knoten farben, dann ist es parskaktion jedes Mal
derjenige mit dem minimalen Grad im Graphen aus den Knotenbekreits gefarbt
wurden. Unter der Voraussetzung, d&slanar ist, wissen wir aus Sai5 auf Sei-
te 12, dass dieser Grad zwangslaufig kleiner als 6 ist. Mit andéverten: Wenn wir
einen Knoten farben, ist dieser mit hdchstens 5 Knoten velb, die bereits gefarbt
wurden. Es ist folglich immer eine der 6 Farben verfligbar.

Entscheiden wir uns zum Beispiel, nach Mdglichkeit die EaNeil zu verwenden,
das helle Grau als zweite Wahl, das dunkle Grau als drittel Wadh das Schwarz als
vierte Wahl, so erhalten wir, wenn wir die Knoten in der Reflodge A, G, F, H, E,
D, C undB farben, folgendes Muster. Zunachst weisen wir dem Knétdas Weil3 zu;
dann dem Knotel& das helle Grau, dem Knotdn das dunkle Grau und dem Knoten
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Abbildung B.8: Verfahren zur Ordnung der Knoten.

H das Schwarz. Wenn wir beim Knoté&hangekommen sind, kénnen wir wieder das
Weil3 oder das helle Grau verwenden, und wir weisen dem Kriotdaher das Weil}
zu. Wir fahren auf diese Art und Weise fort, bis wir die Farpemhalten, die wir schon

weiter vorn angegeben haben.

Abbildung B.9: Der zu einer Vier-Farbung gehérende Graph.

Ein bisschen (aber nicht viel) schwieriger ist es, einemgan Graphen mit hochs-
tens 5 Farben eindeutig zu farben. Aber erst seit 1976 wei3daak Kenneth Appel
und Wolfgang Haken, dass stets vier Farben ausreichen. iDasigen, erweist sich

aber als ziemlich schwierig.






C Intervallgraphen

Betrachten wir eine Menge von Aufgaben, die jeweils einemagen Anfangs- und
Endzeitpunkt haben. Angenommen, man mochte AngestelttdenAusfihrung dieser
Aufgaben betrauen, aber kein Angestellter kann zwei Awggaduf einmal bewaltigen.
Um diese Situation zu modellieren, geniigt es einen Graphbepeirachten, in dem
jede Aufgabe durch einen Knoten dargestellt wird und zwedtkn durch eine Kante
verbunden sind, wenn sich die entsprechenden Aufgabditlzéiberschneiden. Der so
konstruierte Graph ist eilmtervallgraph

Definition C.1. EinIntervallgraphist ein Graph von Intervalliiberschneidungen auf ei-
ner Geraden. Ist also eine Menge-= {l4,...,Iy} von Intervallen auf einer Geraden
gegeben, so ordnet man ihr den Intervallgrap@ea (N,K) mitN = {1,...,n} zu, und
zwei Knotenx undy sind genau dann durch eine Kante verbunden, wenib, # 0 ist.

Beispiel C.1. Abbildung C.1zeigt ein Beispiel fur eine Menge von Aufgaben und den
entsprechenden Intervallgraphen.

A B C
b E F
G _H
~J K L
M N
> Zeit
14 auszufihrende Aufgaben entsprechender Intervallgraph

Abbildung C.1: Eine Menge von Aufgaben und der entsprecaémgrvallgraph.

In der Sache mit dem Diebstahl aus dem Kantonsarchiv fasste{lo die Aussa-
gen der Tatverdachtigen mithilfe der Tabelle aus Abbild@ngauf der n&chsten Seite
zusammen, in der ein Kreuz in einem Feld dafir steht, dasBeatigon in der entspre-
chenden Zeile ausgesagt hat, der Person in der entsprech8pdlte begegnet zu sein.
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Donnerstag, 9. April 2009 Freitag, 10. April 2009
T|{B|E|S|L|[G|M T({B|E|S|L|G|M
T X [ x| x T X X | x
B B | X X X
E| X X E X | x| x
S| X X X | X | X S X | X X
L X X X L X X | X
G X X G|x|[x|[x]x
M X [ x| x M

Abbildung C.2: Tabellen mit Kreuzen zu den Aussagen dererdéichtigen.

Wenn jeder Tatverdachtige nicht mehr als ein Mal pro Tag s dantonsarchiv ge-
gangen ist, hat jeder eine gewisse Zeitspanne an diesemefbriaght. Folglich kann
man den Aussagen einen Intervallgraphen zuordnen, indemeinan Knoten pro Tat-
verdachtigen anlegt und zwei Knoten miteinander verbindenn sich die ihnen zuge-
ordneten Intervalle zeitlich Uberschneiden, anders alréigkt, wenn sich diese beiden
Tatverdachtigen begegnet sind (wenn also in Costellosli€abm Kreuz steht). Auf
dieser Basis konstruiert Manori die nachfolgenden Graptienim Prinzip zwei Inter-
vallgraphen entsprechen, einem fir die Intervalle vom Reostag und dem anderen fur
die Kreuze am Freitag.

L B G
Mp D T F F
D
GD ED
—
S $ Er
Graph fiir Donnerstag Graph fir Freita

Abbildung C.3: Die beiden Intervallgraphen fiir Donneratag Freitag.

Um den Schuldigen zu ermitteln, zeigt Manori unter andemdsss der rechte Graph
kein Intervallgraph ist. Man kann sich daher fragen, woramminen Intervallgraphen
erkennt. Alle Intervallgraphen weisen die nachfolgendgeBschaft auf, und sie ergibt
sich daraus, dass die Zeit linear und nicht zirkular ist.

Satz C.1. Wenn G ein Intervallgraph ist, dann existiert kein Kreis, der maly drei
Kanten hat und keine Abkirzung besitzt.

Der Ausdruck >keine Abklrzungc« ist im letzten Satz sehr wichDer linke Graph
aus AbbildungC.3ist beispielsweise ein Intervallgraph, obwohl ein Kreis dénge 6
existiert, der aus den 6 Kanten auf dem Rand des Grapherhbd3teser Kreis weist
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allerdings Abkirzungen auf. Anstatt sich zum Beispiel $gruberGp nachMp zu be-
wegen, kann man die Abkirzung Uber die direkte Kante zwis&aund Mp nehmen.

Manori hat seinen Kollegen gezeigt, dass der Graph flurageivei Quadrate enthalt,
das heil3t, zwei Kreise mit 4 Kanten ohne Abkirzung. Der GfépFRreitag ist deshalb
kein Intervallgraph, was darauf hindeutet, dass einer dévefdachtigen am Freitag
mehr als ein Mal im Kantonsarchiv gewesen ist.

Die Intervallgraphen haben noch andere interessante &ibefien. Die nachfolgend
beschriebene Eigenschaft versetzt uns in die Lage, dadeRrolmm Anfang dieses
Kapitels zu lésen. Wir kdnnen damit namlich die minimale Ahizvon Angestellten
bestimmen, die gebraucht werden, um alle Aufgaben termaéche auszufiihren.

Definition C.2. Ein Knoten istsimplizial wenn seine Nachbarn (das sind die Knoten,
mit denen er durch eine Kante verbunden ist) untereinanidedwarch jeweils eine Kan-
te verbunden sind.

Definition C.3. Ein perfektes Eliminationschenia einem Graphen aus Knoten ist
eine Ordnung, ..., V, der Knoten, sodass in dem Graphen simplizial ist, der nur die
Knotenv,...,v, enthalt.

Mit anderen Worten: Isty, . . ., v,y ein perfektes Eliminationschema, so sind alle Nach-
barn vonv; untereinander verbunden. AuBerdem gilt: Entfernt man deotéhv, aus
dem Graphen, so sind die Nachbarn weruntereinander verbunden, usw. Das heif3t,
entfernt man die KnoteRq,...,vi_; aus dem Graphen, so sind alle Nachbarn vion
untereinander verbunden.

Satz C.2. Ein Graph ist genau dann ein Intervallgraph, wenn er eiregee§ Elimina-
tionsschema besitzt.

Es ist sehr einfach, ein perfektes Eliminationsschemaramailntervallgraphen zu
finden. Es reicht aus, einen simplizialen Knoten auszuwéfdas heil3t, einen Kno-
ten, dessen Nachbarn alle untereinander verbunden siddhpomitv, zu bezeichnen.
Dann entfernt man diesen Knoten aus dem Graphen und sudheimeen simplizialen
Knoten in dem Restgraphen. Diesen Knoten nennt vaabDieses Verfahren setzt man
solange fort, bis der Restgraph leer ist.

Kommen wir auf das urspriingliche Problem zurtick, das darstamd, Aufgaben an
Angestellte zu vergeben, wobei jede Aufgabe eine genauangsf und Endzeit hat.
Dieses Problem lasst sich auf die Aufgabe zurtckfihrenKdaen eines Intervallgra-
phen unter der Bedingung zu farben, dass zwei Knoten, dehdiine Kante verbunden
sind, nicht dieselbe Farbe erhalten dirfen. Mit anderent®iordede Farbe entspricht
einem Angestellten, und es ist verboten, einem Angestetiteei Aufgaben zu Ubertra-
gen, die sich zeitlich Gberschneiden. Will man die AnzahlAlegestellten minimieren,
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die zur Erfullung der Aufgaben gebraucht werden, ist dasvatpnt dazu, eine Farbung
der Knoten mit einer minimalen Anzahl von Farben zu bestimme

Eine solche Farbung kann man leicht mit dem folgenden Vesfakrhalten, in dem
man annimmt, dass die Farben in einer bestimmten Reihenf@geben werden.

Farbung der Knoten in einem Intervallgraphen mit einer mmaien Anzahl von Farben

1. Bestimmen Sie ein perfektes Eliminationsschema. ., vy.

2. Farben Sie die einzelnen Knoten nacheinander entspréaer umgekehrten Rei-
henfolgevy, ..., Vi, wobei Sie daflr immer die zuerst verfligbare Farbe wahlen.

Im Problem mit den 14 Aufgaben vom Anfang dieses Kapitelbtsigan beispiels-
weise, dass der Knoteéd simplizial ist und man ihn daher alg auswahlen kann. Wir
hatten aucl@, J oderl auswahlen kdnnen. Den Knoterhatten wir dagegen nicht aus-
wahlen kdnnen, weil seine Nachbdfrund B nicht mit den anderen Nachbam | und
N verbunden sind. An die zweite Stelle kann man zum BeispielKigotenl bringen,
anschlieBend den Knotéyhan die dritte Stelle. Der Knotelnist dann simplizial, weil
seine Nachbarn in dem Restgraphen, der sich durch EntfelereikinotenC, | und N
ergeben hat, die Knotdh undB sind, die untereinander verbunden sind. Man kann da-
her den Knoter. an die vierte Stelle bringen. Man setzt dann in gleicher Ad Weise
fort, um beispielsweise die folgende Ordnung zu erhalten:

C,I,N,L,F,B,E,H,K,;M,A D,G,J.

Nun kann man den Graphen farben. Angenommen, die Farbervemdunkel nach
hell geordnet. Man beginnt folglich damit, dem Knotgdie Farbe Schwarz zuzuord-
nen. Dann ordnet ma@® das dunkle Grau zu, das helle Grau dem Knddeund dem
KnotenA die Farbe Weil3. Der KnoteW, der als nachstes zu farben ist, kann die Farben
Dunkelgrau oder Schwarz erhalten. Da diese letzte Farbvangig ist, wahlt man sie
fur den KnotenM. Man setzt dann in gleicher Art und Weise fort, bis man eine Fa
bung des gesamten Graphen erreicht hat, die im linken TeiAlabildungC.4 auf der
nachsten Seite dargestellt ist.

Diese Farbung verwendet vier Farben, was bedeutet, das&ngestellte gebraucht
werden, um die 14 Aufgaben zu erflllen. Die Zuordnung dergabén an vier Ange-
stellte ist im rechten Teil von Abbildun@.4 auf der nachsten Seite dargestellt. Jede
Zeile entspricht einer Farbe und somit einem AngestelBanispielsweise Ubernimmt
der durch die Farbe Weil3 vertretene Angestellte die Aufigabh®, C undE, weil diese
Knoten weil3 gefarbt sind.

Im letzten Beispiel hatten wir die Aufgabe, eine Aufteilutdgr Knoten eines Inter-
vallgraphen in eine minimale Anzahl von Teilmengen zu lbesten, sodass es keine
Kante gibt, die zwei Knoten ein und derselben Teilmengeinddi. Einige Situationen
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E B C
H I
K L
M F N
= Zeit
Farbung in umgekehrter Reihenfolge Die Aufgaben kdnnen von vier Angestellt
des perfekten Eliminationsschemas Ubernommen werden. Jede Zeile
C,LNLFBEHKMAD,G,IJ entspricht der Arbeit eines Angestellten

Abbildung C.4: Lésung des Problems, 14 Aufgaben auf mogtigrenige Angestellte zu ver-
teilen.

kdnnen mithilfe eines Intervallgraphen modelliert werderdem man eine Aufteilung
der Knoten in eine minimale Anzahl von Teilmengen bestimmerss, in denen dies-
mal zwischen zwei Knoten ein und derselben Teilmenge keimeatdfehlt. In Farben
ausgedrickt, mdchte man diesmal die Knoten so farben, tlagsreten ein und der-
selben Farbe untereinander durch eine Kante verbundenEssnidlgen drei Beispiele
fur solche Situationen.

Beispiel C.2. Ein Lagerhaus fur Pharmaprodukte mochte einen Vorrat aduRten
p1,..., pn aufbewahren. Jedes Prodythat eine minimale Lagertemperatuy und ei-
ne maximale Lagertemperatl;. Man mdchte die minimale Anzahl von Kiihlschrén-
ken bestimmen, die zur Aufbewahrung der Produkte gebrauerden.

Um dieses Problem zu l6sen, konstruieren wir einen Intigmadhen, in dem die
Knoten fir die Produkte stehen und zwei Prodytend p; durch eine Kante verbun-
den sind, wenn die Schnittmenge der Intervaitg M;] und [m;, M;] nicht leer ist. Man
mdchte also Produktgruppen so erstellen, dass alle Peeirker Gruppe untereinan-
der durch eine Kante verbunden sind (was bedeutet, dasseskagertemperatur gibt,
die fur alle Produkte aus dieser Gruppe passend ist).

Beispiel C.3. Die Personeliy, ..., P, haben beschlossen, ihren Urlaub im Hotel Belle-
vue zu verbringen. Perséhwird vom TagA; bis zum TagB; bleiben. Der Hoteldirektor
hat dem Verwalter die Verantwortung fir den guten Verlawf Aafenthalts der Urlau-
ber Uberlassen und ist demnach nur sehr selten im Hotelnticye begibt sich der
Direktor nur ab und zu ins Hotel, um die gerade anwesendete@assonlich kennen-
zulernen und sie auf diese Weise an das Hotel zu binden. DektDi mdchte seine
n Gaste so kennenlernen, dass die Anzahl der Tage, die eridefotel Bellevue ver-
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bringen muss, minimal ist, denn er ist ein sehr beschaftig#nn. Vor allem liegt das
Hotel in einer sehr abgeschiedenen Ecke des Landes, di@szhverreichen ist.

Um die Anzahl der Besuche zu minimieren, die der Direktor déotel abstatten
muss, um alle seine Gaste kennenzulernen, kann man eimevaligraphen konstruie-
ren, in dem die Knoten die Hotelgaste sind und zwei GBstmd P; durch eine Kante
verbunden sind, wenn die Schnittmenge der Interj&lleB;] und [A;, B;] nicht leer ist.
Man maochte also Gruppen so bilden, dass alle Gaste einep&ugereinander durch
eine Kante verbunden sind (was bedeutet, dass es einenbfagrgdem alle Gaste der
Gruppe im Hotel anwesend sind, und sie der Direktor folgkehnenlernen kann).

Beispiel C.4. Ein Theaterliebhaber méchte siofi heaterstlcke, ..., P, ansehen, die
demnachst in Montréal auf dem Spielplan stehen werdens JtdiekP, wird in einem
zusammenhangenden Zeitraum auf dem Spielplan stehen,wardvem TagD; bis
zum TagF. Wenn an einem Tag mehrere Theaterstiicke auf dem Spietplaens dann
werden sie zu verschiedenen Zeiten gezeigt, damit manlsi@amldemselben Tag be-
suchen kann. Der Theaterliebhaber wohnt eine Autostundéiantréal entfernt und
mochte unbedingt jede Nacht zu Hause schlafen. Wenn er disatdrvorstellungen
an zwei aufeinanderfolgenden Tagen besucht, dann wirctlerzsiei Mal nach Mon-
tréal begeben. Wie oft wird er sich mindestens nach Montrégében mussen, um alle
Theaterstlicke gesehen zu haben?

Zur Losung dieses Problems kann man einen Intervallgragbestruieren, in dem
die Knoten die Theaterstlicke sind und zwei Theaterstécked P; durch eine Kante
verbunden sind, wenn die Schnittmenge der Interv@llef] und[Dj, F;] nicht leer ist.
Man mochte also Gruppen so bilden, dass alle Theaterstilge @ruppe untereinan-
der durch eine Kante miteinander verbunden sind (was betjelatss es einen Tag gibt,
an dem sie der Theaterliebhaber alle sehen kann).

Zur Lésung dieser drei Probleme muss man folglich eine Alufig der Knoten eines
Intervallgraphen in eine minimale Anzahl von Gruppen Imesten, sodass alle Knoten
einer Gruppe untereinander durch eine Kante verbunden Bl kann man sie wie
folgt auswéhlen. Man beginnt, indem man die Knoten nach di&ran Grenze des zu-
gehorigen Intervalls in aufsteigender Reihenfolge sdrtla Beispiel C.2 ordnet man
die Produkte also aufsteigend nach der Temperatuin BeispielC.3sind es die An-
kunftstageA;, wohingegen es in Beispi€l.4die PremierentagB; sind.

Man besucht dann die Knoten in dieser Reihenfolge. Man detzersten Knoten in
eine erste Gruppe, und die Regel fur die anderen Knotenésfolgt: Kann der betrach-
tete Knoten in die Gruppe eingeflgt werden, die gerade kaiest wird, fiigt man ihn
in diese Gruppe ein; anderenfalls schlie3t man die Gruppesetrt den betrachteten
Knoten in eine neue Gruppe.

Zur lllustration betrachten wir Beispi€.4 mit denn = 5 Theaterstiicken aus Abbil-
dungC.5auf der nachsten Seite. Die Reihenfolge der Theaterstétkemit 23,1,4,5.
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[ 1 2 3 4 5
D; [26. Juni 20. Junj 22. Juni 17.Jdli 19. Ju
Fi | 22. Juli|24. Juni 15. Julj 23. Jufi 20. Jd

Abbildung C.5: Beispiel mit funf Theaterstlcken.

Wir setzen das zweite Stiick demnach in eine erste GruppediidtesStiick kann eben-
falls in diese Gruppe eingeteilt werden, weil es mit dem mveStick einen Termin
gemeinsam hat. Das erste Stlick passt nicht in diese Grugieseaine Premiere erst
nach der letzten Vorstellung des zweiten Stlicks stattfindfetkonstruieren also eine
neue Gruppe fur dieses Stuck. Die Stucke vier und funf wedaam in dieselbe Gruppe
einsortiert, weil sie mit dem ersten Sttick Vorstellungenl@miuli und 20. Juli gemein-
sam haben. Der Theaterliebhaber kann somit am 22., 23. dddu8i nach Montréal
kommen, um die Stlicke zwei und drei zu sehen, und am 19. od@0aduli fur die
Stlicke 14 und 5.

Abbildung C.6 zeigt den diesem Problem entsprechenden Intervallgrapiiteginer
Farbung der Knoten durch zwei Farben. Alle Knoten einer &#alas bedeutet ein und
derselben Gruppe) sind darin untereinander durch eineskambunden.

P4

PS5

Abbildung C.6: Ein Intervallgraph mit einer Farbung der kem






D Kantengraphen

Einem gegebenen Graph&@kann man einen neuen Graphklnzuordnen, den man
auch ald_(G) bezeichnet. Er heifltantengraptoderLine-Graphvon G. Einen solchen
Graphen erhélt man, indem man fur jede Kante @im H = L(G) einen Knoten setzt
und zwei Knoten inH genau dann verbindet, wenn die entsprechenden Kantén in
einen gemeinsamen Knoten haben.

Im nachfolgenden Beispiel enthélt der Graplgenau 6 Kanten, was bedeutet, dass
L(G) genau 6 Knoten enthalt. Die Knotém b] und [a, ¢] sind inL(G) durch eine Kan-
te verbunden, weil die entsprechenden Kanteiden Knotena gemeinsam haben.
Dagegen existiert keine einzige Kante zwischen den Knf@gsh und [b, €], denn die
beiden Kanten haben i@ keinen Knoten gemeinsam.

a b [a.g [be

c d [c.d [d§
Abbildung D.1: Ein Graph und sein Kantengrdp().

Es gibt Graphen, die keine Kantengraphen sind. Der folg&rdehH ist beispiels-
weise kein Kantengraph. Anderenfalls misste ein G@pRistieren, fur detd =L(G)
ist. Dieser GraptG misste drei KanteA,C und D haben, die keinen Knoten gemein-
sam haben, und eine vierte Kare die mit den Kantem, C und D einen Knoten
gemeinsam hat. Das ist naturlich unmdglich, weil jede Katezwei Enden hat.

A B C

T g e

D
Ein Graph H, der kein Kantengraph ist. Der Graph G, fiir den H=L(G) sein

Abbildung D.2: Ein Graph, der kein Kantengraph ist.

Bedenken Sie: Hatte der obige Graph eine zusatzliche Kaumte Beispiel eine Kan-
te, dieA mit D verbindet, so wardl ein Kantengraph, denn die KanBehatte dann
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einen Knoten (ein Ende) mK und D gemeinsam und den anderen Knoten (das andere
Ende) gemeinsam n@.

A B C B
: A: ;(D C
D
Ein Kantengraph H. Der Graph G, fur den H=L(G) i

Abbildung D.3: Ein Graph, der ein Kantengraph ist.

Es existieren genau neun Konfigurationen, die keinem Kgnégien entsprechen.
Sie sind in AbbildungD.4 dargestellt. Enthalt ein GrapH mindestens eine dieser
9 Konfigurationen in der dargestellten Form (das heil3t, dusétzliche Kante), so ist
er kein Kantengraph. Die vorletzte dieser Konfiguratiorstrdiejenige, die uns vorhin
im Beispiel gegeben war.

P LQ

<l N ¥ &

Abbildung D.4: Neun Konfigurationen, die keinem Kantendy@pentsprechen.

AuRBerdem gilt: Enthalt ein GrapH keine dieser neun Konfigurationen, so existiert
ein eindeutiger Grapls mit H = L(G), insofern keine Zusammenhangskomponente
von G ein Dreieck ist. Der Graph auf der linken Seite von Abbilduihg auf der vor-
herigen Seite vom Anfang dieses Kapitels ist also der etigieGraphG, dessen Kan-
tengraph der Graph auf der rechten Seite dieser Abbildung is

<] [P

Abbildung D.5: Ein KantengrapH und sein eindeutiger Grayh
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Die eben erwahnte Einschrankung hinsichtlich der GrapgBederen Zusammen-
hangskomponenten Dreiecke sind, ergibt sich, weil es zwapl®&nG; und G, gibt,
fur dieL(G1) undL(G,) Dreiecke sind (siehe Abbildurig.6).

A
Gy

A H=L(Gy)=L(G,)

G, oA
c

Abbildung D.6: Zwei Graphefs; undG,, deren Kantengraph ein Dreieck ist.

Um den Betruger in der Erbangelegenheit zu entlarven, kaest Bonvin einen Gra-
phen, der das Geléandespiel vollstandig widergibt, eins@hth der Informationen, die
in dem Teil des Dokuments enthalten sind, das angeblich eom ldosegelderpresser
gefunden wurde. Dazu konstruiert er einen Graphen, deetierj Weg einen Knoten
enthalt, und er verbindet zwei Wege, wenn die beiden ein [gedecinsam haben. Der
von ihm konstruierte Graph muss namlich zu einem Kantetgnagehoéren, in dem die
Knoten die Kreuzungen an den Wegenden sind und die KanteiVefie selbst. Bonvin
zeigt Manori den folgenden Graphen, und Manori ist sich stthdariiber im Klaren,
dass es sich dabei um die sechste verbotene Konfiguratiaielhan

M T B
F R J

Abbildung D.7: Ein Graph, der keinem Kantengraphen entgpri

In dem Teil des Dokuments, das der Losegelderpresser aclyggfunden hat, er-
weckt es den Anschein, dass der Maigléckchenweg und derrdsgeeg (also die
KnotenM und B) keine Enden gemeinsam haben. Das ist die einzige Infoomatiie
falsch sein kann, weil sie keinen Zweifel Uber die Glltigladas Ubrigen Dokuments
aufwirft. Nimmt man dagegen an, dass der Maiglockchenwety der Begonienweg
ein Ende gemeinsam haben, muss man eine Kante zwiddhaemd B ergdnzen. Und
diesmal erhalt man einen Kantengraphen, wie von Manoriigeze
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M B M
FmB—Q
F R 3 R J

Der dem Gelandespiel Der Graph G mit H=L(G).
entsprechende Kantengraph H.

Abbildung D.8: Ein Kantengraph und sein Ursprungsgraph.

Kantengraphen kénnen verwendet werden, um eine andereelharg der Situation
zu gewinnen. Betrachten wir etwa das Problem der Hausntétiegung. Nehmen wir
genauer an, dass ein Transportunternehmen mit der Hagssidgligung in einem Vier-
tel von Montréal beauftragt ist. Inm wurde ein Plan des isrzur Verfiigung gestellt,
auf dem die anzufahrenden StralRen verzeichnet sind. Dikgesnehmen mdchte nun
die Entsorgung mit nur einem einzigen Fahrzeug realisiddem aul3erdem die Anzahl
der gefahrenen Kilometer zu minimieren, méchte das Unkemesm gerne wissen, ob
eine Tour existiert, die jede Stral3e des Viertels genau eimdvirchlauft. Das Fahrzeug
soll also keinen einzigen Uberflissigen Kilometer fahreit.dén Worten der Graphen-
theorie: Das Unternehmen mdéchte wissen, ob in dem Graphdtudrkreisexistiert.

Definition D.1. Ein Kreis, der jede Kante eines Graphen genau ein Mal dustthla
heil3tEulerkreis

anzufahrenden Straf3en

/ Graph G mit neun\ d
i/

g h
Kreis, der jede Kante von G Kreis (fettgedruckt), der jeden Knote
genau ein Mal durchlauft von L(G) genau ein Mal besucht
(Eulerkreis) (Hamiltonkreis)

Abbildung D.9: Korrespondenz zwischen Euler- und Hamiteisen.
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Wenn man den Kantengraph&(G) von G betrachtet, sollte man sich somit fragen,
ob eine Tour existiert, die jeden Knoten vb(G) genau ein Mal besucht. Ein solcher
Kreis hei3tHamiltonkreis

Definition D.2. Ein Kreis, der jeden Knoten eines Graphen genau ein Mal bgsuc
heiBtHamiltonkreis

Mit anderen Worten: Um herauszufinden, ob in einem Gra@heim Eulerkreis exis-
tiert, kann man auch den Kantengraph€®) konstruieren und prufen, ob InG) ein
Hamiltonkreis existiert. Im nachfolgenden Beispiel nenmaér an, dass das Unterneh-
men den Mll in neun StralBemb,...,i entsorgen muss. In Abbildurig.9 auf der vor-
herigen Seite haben wir unten links einen Eulerkrei& igekennzeichnet, wahrend der
Graph rechts denselben Kreis darstellt, diesmal aber atsltdakreis (fettgedruckt) in
L(G).






E Paarung und Farbung von Kanten

Betrachten wim Hockeymannschaften, die bei einem Turnier gegeneinanmdsstan
sollen. Nehmen wir an, dass jede Mannschaft genau ein Maingegle andere Mann-
schaft antreten soll. Man kann sich zunachst die Fragesstellie grol3 die maximale
Anzahl von Begegnungen ist, die an einem Tag unter der Badmgtattfinden kdnnen,
dass keine Mannschaft zwei Spiele an einem Tag austragen mus

Die Antwort ist einfach: Isih gerade, so kdnnen/2 Begegnungen an einem Tag
stattfinden; ish ungerade, so reduziert sich diese Zahl@uf 1) /2, was bedeutet, dass
zumindest eine Mannschaft nicht jeden Tag spielt.

Mit den Worten der Graphentheorie: Man setzt fur jede Mahaficeinen Knoten
und verbindet jedes Knotenpaar durch eine Kante. Die Kaeatggprechen also den
Begegnungen, die geplant werden sollen. Die oben gedkehige lasst sich nun in die
Frage umformulieren, wie grof3 die maximale Anzahl der Kagg die man im Gra-
phen wahlen kann, ohne dass zwei gewahlte Kanten einen iKget@einsam haben.
Wonach man hier sucht, nennt sich eigentlRgarungmit maximaler Kantenzahl.

Definition E.1. Eine Paarung in einem Graphen ist eine Menge von Kanten, eoerd
keine zwei Kanten einen Knoten gemeinsam haben.

Man kann sich auch fragen, was die minimale Anzahl von Tagemlie gebraucht
werden, um alle Begegnungen wie gewuinscht stattfinden sardatJnter der Bedin-
gung, dass jede Mannschaft jeder anderen Mannschaft genklaEbegegnet, geht es
um die Planung von(n— 1)/2 Spielen.

» Fir geraden haben wir gesehen, dass pro Tag maximé Spiele stattfinden
kénnen, und daher dauert es mindestensl Tage, bis alle Spiele stattgefunden
haben.

 Flr ungerade haben wir gesehen, dass pro Tag maxitmal 1)/2 Spiele statt-
finden kénnen, man braucht daher fir alle Spiele mindestdagie.

Mit den Worten der Graphentheorie: Wir wollen die KanteresitGraphen farben,
indem wir dabei so wenige Farben wie moglich derart verwendass jede Farbe einer
Paarung entspricht. Wir ordnen also jedem Tag eine Farbe zu.

Es ist wirklich einfach, allen(n—1)/2 Spiele ann— 1 Tagen zu planen, werm
gerade ist. Dabei kann man wie folgt vorgehen. Wir nummeniatie Knoten fir die
n Mannschaften von 1 biz Wir zeichnen den oben erwahnten Graphen, indem wir den
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Knotenn in der Mitte platzieren und die anderen Knoten kreisformmgden Knotem
anordnen.

* Am ersten Tag organisiert man Begegnungen zwischen demddaaften 1 und
n, 2 undn—1, 3 undn— 2 bis zur Begegnung zwischen den Mannschaftéh
undn/2+1.

¢ Am nachfolgenden Tag nimmt man die Paarung vom vorherigenuhd modifi-
zZiert sie, indem man die Paarungskanten im Uhrzeigersiehtdr

Da eine Zeichnung mehr sagt als lange Erklarungen, ist imerlBustration dieser
Konstruktion fir eine Menge von= 6 Mannschaften.

VT

Die 15 Kanten entsprechen erster Tag zweiter Tag dritter Tag
den 15 zu planenden Spielen. (Farbe Schwarz) (Farbe Rot) (Farbe Blau)
1 1 1
5 >;K§o 2|5 @?é f 2 5 2
4 3 4 3 4 3
vierter Tag funfter Tag Kompletter Spielpan fir 5 Tage.
(Farbe Griin) (Farbe Malve)

Abbildung E.1: Konstruktion einer Paarung fir eine geradat€nzahl.

Der Fall mit ungeradenm lasst sich nun ebenfalls leicht planen. Es reicht ndmlich
aus, eine fiktive Mannschaft mit der Numnret 1 hinzuzunehmen. Wenn eine Mann-
schaft gegen die Mannschait- 1 spielt, bedeutet das einfach, dass diese Mannschaft
einen Ruhetag hat. Man muss daher einen Spielplan#it Teams konstruieren, wo-
bein+ 1 eine gerade Zahl ist. Wir haben gesehen, dass ein solchapl8p existiert.

Er nimmt nur(n+ 1) — 1 = n Tage in Anpsruch. Und wir haben gesehen, dass kein bes-
serer Spielplan existiert. Um den Spielplan fir die ursgliéhen n Mannschaften zu
erhalten, muss man dann einfach alle Spiele mit der fiktivanmdchafh+ 1 streichen.
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Spielen in dem Turnier zum Beispial= 5 Mannschaften, erganzt man eine fik-
tive 6. Mannschaft und konstruiert den vorhin angegebengitplan. AnschlieRend
streicht man alle Spiele, die Mannschaft 6 betreffen, um rtohfolgenden Zeitplan
fur 5 Mannschaften in 5 Tagen zu erhalten.

1

4 3
Abbildung E.2: Zeitplan fir 5 Mannschaften.

Paarungen und Kantenfarbungen kommen auch in vielen andesammenhangen
vor. Nehmen wir zum Beispiel an, dass man 5 Tatigkeltg,, Tz, T4 undTs erledigen
muss, von denen jede eine Zeitspanne des Tages in Anspmcht.nDie Tatigkeiten
T1 und T, missen vom Angestelltds, erledigt werden, die Tatigkeitely und T4 vom
AngestelltenE, und die TatigkeitlTs vom Angestellteres. Fir die Tatigkeitenr; und
Tz wird die MaschineM; gebraucht, fir die Tatigkeite®, und T, wird die Maschine
M, gebraucht und fur die Tatigkelg die MaschineMs. Berlicksichtigt man, dass sich
jeder Angestellte nur einer Tatigkeit auf einmal widmenrkand dass jede Maschine
nur von einem Angestellten auf einmal verwendet werden kaniien wir wissen:

» Wie viele Tatigkeiten konnen an einem Tag maximal erledigtden?
» Wie viele Tage dauert es mindestens, bis die 5 Tatigkeitedigt sind?

Man kann dieses Problem natirlich auf eine beliebige AnzahlITatigkeiten, An-
gestellten und Maschinen verallgemeinern.

Diese beiden Probleme kénnen mithilfe eines Graphen medelNerden. Die Kno-
ten sind die Angestelltei;, E; und E3 sowie die MaschineMMy, M, und M3. Man
verbindet dann einen Knotdf mit einer Maschinévj, wenn eine Tatigkeit den Ange-
stelltenE; und die MaschinéVl; beansprucht. Die 5 Tatigkeiten aus unserem Beispiel
werden daher mithilfe von 5 Kanten dargestellt. Um die eFstge zu beantworten,
reicht es folglich aus, in diesem Graphen eine Paarung mér ehaximalen Anzahl
von Kanten zu bestimmen. In unserem Beispiel beinhaltegidiBte Paarung drei Kan-
ten. Man kannEj, Ms], [Ez,M,] und [E3, M3] wéhlen, was den TatigkeiteR, T, und
Ts entspricht. Man hatte audk;, My], [E2,M;1] und [Ez, M3] wahlen kdnnen, was den
TatigkeitenT,, T3 und Ts entsprechen wirde.

Das zweite Problem ist Aquivalent zu einer Kantenfarbusgelben Graphen mithil-
fe einer minimalen Anzahl von Farben, sodass benachbarteKaerschiedene Farben
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haben. Jede Farbe entspricht damit einer Paarung (nichmgaléaifig der maximalen)
und stellt die Menge der Tatigkeiten dar, die an einem gagabdag bewaltigt wer-
den. In unserem Beispiel dauert es zwei Tage, die 5 Tatgkei erledigen. Man kann
zum Beispiel am 1. Tag die Tatigkeitdn, T4 und Ts erledigen (feine Linien) und die
TatigkeitenT, und Tz am 2. Tag (dicke Linien).

E;O0——0O M,

Abbildung E.3: Eine Kantenfarbung.

Definition E.2. Bei der Kantenfarbung eines Graph®8rordnet man allen Kanten eine
Farbe zu, sodass Kanten, die an demselben Knoten liegethieiene Farben haben.
Im Allgemeinen will man eine Farbung finden, die zudem so géirben wie moglich
verwendet. Die kleinste Anzahl von Farben, die zur Farbuargkéinten eines Graphen
benotigt werden, heiféthromatischer Indexon G und wird mitq(G) bezeichnet.

Sei A(G) der groRte Grad eines Knotens @& Unter der Bedingung, dass alle an
einen Knoten liegenden Kanten verschiedene Farben hahen,der chromatische In-
dexq(G) von G offensichtlich nicht kleiner al&(G) sein. Dagegen kann es sein, dass
q(G) echt groRRer ald\(G) ist. Zum Beispiel kdnnen die Kanten des nachfolgenden
Funfecks nicht mit weniger als 3 Farben gefarbt werden, eridh(G) = 2 ist.

Abbildung E.4: Ein Funfeck, das nicht mit weniger als 3 Fargefarbt werden kann.

Satz E.1 (Satz von Vizing).Die folgenden Ungleichungen gelten fiir alle Grapl@&n
A(G) <q(G) <A(G)+1.

Vizing hat selbst eine Prozedur angegeben, mit deren Hidfe eine Kantenfarbung
von G mit A(G) + 1 Farben bestimmen kann. Sein Algorithmus kann sich alsoinen e
Einheit gegentber dem chromatischen Index vertun, was wiebentlich ist. Dagegen
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ist es sehr schwierig, festzustellen, i) gleichA(G) oderA(G) + 1 sein muss, wenn
G keine besondere Eigenschaft aufweist.

Will man q(G) bestimmen, so kann man beispielsweise eine erste Paartiegeti
maximalen Anzahl von Kanten i@ bestimmen, dieser Paarung eine Farbe zuweisen
und sie aus dem Graphen entfernen. Durch Wiederholen diesgangs wird man alle
Kanten des Graphen farben und man kann hoffen, auch die alimvdgliche Anzahl
von Farben verwendet zu haben, weil man bei jedem Schrithdidmale Anzahl von
Kanten sucht, die mit einer Farbe gefarbt werden konnerseDiergehensweise farét
jedoch nicht immer mig(G) Farben. Im nachfolgenden Graphen enthélt die grof3te Paa-
rung beispielsweise 3 Kanten: Es handelt sich um die dretéfamie an Knoten vom
Grad 1 liegen. Wenn man diese drei Kanten gleich einfarbtbbhoch das Dreieck Ub-
rig, zu dessen Farbung drei neue Farben gebraucht werdéjewdrei Kanten jeweils
Knoten gemeinsam haben. Das eben beschriebene Verfabfen &dlso eine Farbung
mit insgesamt vier Farben, wahrend der chromatische l@@x gleich 3 ist, wie in
der nachfolgenden Abbildung mit einfachen, fetten undrgdmiten Linien illustriert.

Graph, dessen grofdte Paarung sich aus Der chromatische Index q(G) ist
3 Kanten (fettgedruckt) zusammensetzt

Abbildung E.5: Farbung eines Graphen.

In bestimmten Fallen kann man hingegen einfach feststetlen(G) = A(G) oder
q(G) =A(G) + 1list. Das ist beispielsweise bei vollstandigen Grapherfrelyin denen
keine einzige Kante fehlt.

Definition E.3. Ein Graph hei3tollstandig wenn zwischen allen Knotenpaaren eine
Kante existiert.

Am Anfang dieses Kapitels haben wir gesehen, dass die Riagines Turniers mit
n Mannschaften aquivalent zu der Aufgabe ist, die Kantensei#standigen Graphen
mit n Knoten zu farben. Wir haben gesehen, dass daftil Tage ausreichen, wem
gerade ist, wahrend mamTage braucht, wenn ungerade ist.
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Satz E.2. Gegeben sei ein vollstandiger Gra@hmit n Knoten. Dann ist
* 9(G) =A(G) =n—1, wennn gerade ist,
* q(G) =A(G) + 1= n, wennn ungerade ist.

Ein weiterer einfacher Fall liegt vor, wenn die Knoten degren so in zwei Teil-
mengerN; undN, zerlegt werden kdénnen, dass jede Kante des Graphen genaiean e
Knoten ausN; und an einem anderen Knoten ausliegt.

Definition E.4. Ein GraphG ist bipartit, wenn eine Zerlegun@\;, N,) seiner Knoten
existiert, sodass jede Kante v@weinen Endknoten iftN; und den anderen iN, hat.

Im Beispiel Uber die Planung von Tatigkeiten, das wir votbetrachtet haben, geht es
darum, die Kanten eines bipartiten Graphen zu farben. diligs ist die Zerlegung der
Knoten einfach: Man kann die Angestellten in die Meihgesetzen und die Maschinen
in die MengeN,. Die Kanten, die fur die Tatigkeiten stehen, verbinden imeiaen
Angestellten mit einer Maschine.

Satz E.3. Ist G ein bipartiter Graph, dann gif(G) = A(G).

In dem Graphen der funf Tatigkeiten, den wir hier erneut laleli, wird der héchste
Grad von den Knotek;, E;, M; und My erreicht, und er ist gleich 2. Der chromatische
Index ist also 2, was wir mithilfe von einfachen und fettenien dargestellt haben.

E:LX Ml
E2 MZ
E;O——0O Mg

Abbildung E.6: Der chromatische Index.

Andere Beispiele In einem Cégepvon Montréal sollem Lehrer Kurse irm Klassen
geben. Jede Kante des Graphen auf der linken Seite der tgeiden Abbildung ent-
spricht einem zu gebenden Kurs. Klar ist, dass ein Lehrdnt ziwei Kurse auf einmal
geben kann und dass eine Klasse nicht gleichzeitig an zweiekuteilnehmen kann.
Wie viele Unterrichtszeitrdume muissen im Stundenplaneseben werden, um alle
maoglichen Kurse zu erteilen?

1College d’enseignement général et professionel — Bildeingshtung, in der eine technische und vor-
universitare Aushildung stattfindet.
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Das ist ein Kantenfarbungsproblem fir einen bipartiternpBea. Die Anzahl der vor-
zusehenden Unterrichtszeitrdume ist dait&) = A(G). In unserem Fall ist diese Zahl

gleich 3, und ein 3-farbiger (in fetten, einfachen und gelséiten Linien) Stundenplan
ist auf der rechten Seite der nachfolgenden Abbildung déetie

s

Stundenplan mit drei Unterrichtszeitrat

Klassen

Lehrer

zu gebende Kurse

Abbildung E.7: Kantenfarbungsproblem fur einen bipanti@&aphen.

Kommen wir auf einige Falle unseré&arafen der Grapheninspektor Manori, zu-
rick. Um Cindy ihr Lacheln wiederzugeben, fihrt er ihr eid@ubertrick vor, in dem
es darum geht, 9 Karten auf 9 Umschlage zu verteilen. Jedschlayg darf nur eine der
von Manori vorgegebenen Karten enthalten. Die Situatiomithilfe des nachfolgen-
den bipartiten Graphen dargestellt, in dem es darum getd,Raarung zu bestimmen,
die alle Knoten umfasst.

| Il v

VI viE vl X

Abbildung E.8: Ein bipartiter Graph, um neun Karten auf neunschlage zu verteilen.

Indem er die Knoten so umordnete, dass Kantenuberschrggduwermieden wer-
den, gelang es Manori, die nachfolgende Darstellung demsebraphen zu erhalten,

A IX B

\%
vil D
O Oo—@
VI K v 10
Il
® O
viI 8 9

Abbildung E.9: Schwarz-Wei3-Darstellung des Graphen aunsarherigen Abbildung.
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wobei die Bipartition diesmal mithilfe der Farben Schward uNVei3 an den Knoten
gekennzeichnet ist. Schwarz steht fiir die Umschlage, Vieig@ié Karten.

Manori demonstriert Cindy, dass in diesem Graphen jedeuRgamit 9 Kanten
zwangslaufig eine Kante enthélt, die den Knoten VIII mit demotén fir die Dame
verbindet. Er zeigt ihr zwei derartige Paarungen.

A IX B \% A IX B v

D
@ I O O
v 10 VI K v 10
I
\ ° 1l 8
6

Vil

\ K

[ ]
Vil IIs

9 Vil Is 9
o O @

1] 7 | 6 1]

~

Abbildung E.10: Zwei verschiedene Paarungen zu neun Kanten

Bevor er Bekanntschaft mit Cindy macht, fuhrt Manori eindas Gesprach mit
Despontin, in dem sie Uber stabile Ehen sprechen. Eine Memge Ehen zwischen
n Mannern undn Frauen ist wiederum eine Paarung in einem bipartiten Graphe
dem die Manner zIN; gehéren und die Frauen 2. Hier sind zwei Beispiele fur
Paarungen, die es fur 3 Manner und 3 Frauen gibt.

M1O——-OF1 M1 F1

M2 Z>< F2 M2 F2
M3 F3 M3 F3
Abbildung E.11: Das Eheproblem fur drei M&nner und drei Erau

Wir beenden dieses Kapitel mit dem zweiten Sudoku-Gittes, Manori fir Lei er-
ganzen soll. Um sein Ziel zu erreichen, wahlt Manori im Gitechs bestimmte Kéast-
chen und stellt fest, dass diese nur die Zahlen 1, 2, 3, 4, @wrdhalten kénnen. Er
konstruiert dann einen bipartiten Graphen mit den Kéasteteerste Knotenmend,
und den verfugbaren Zahlen als zweite Knotenmewg&r verbindet einen Knoten aus
N1 mit einem Knoten aubl,, wenn die Zahl aubl, in dieses Késtchen ald geschrie-
ben werden kann. Er erhalt den in AbbilduBdl2auf der nachsten Seite dargestellten
Graphen.

Um diese sechs Kastchen auszuflllen, muss er dann einengaadiesem bipartiten
Graphen bestimmen, weil jedes Kéastchen nur eine der sethsrZenthalten kann und
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2 AN 9 8
9 B 6 3
1|7 o438 3
7| 3M

9 = 8

F 21711 9| g

Abbildung E.12: Bipartiter Graph zur Lésung eines Sudoktie®s.

jede Zahl nur in eines der sechs Kastchen geschrieben wkesan(weil sie alle in
derselben Spalte stehen).

Um einen besseren Blick auf diese Dinge zu haben, entstkl@idManori, die Kno-
ten ein wenig umzuordnen und sie so zu zeichnen, dass eskameniberschneidun-
gen mehr gibt. Er erhalt die neue nachfolgende Darstelliundgr die Kastchen aus;
schwarz gefarbt sind. Die in die Kastchen zu schreibendéheAausN, sind weil3.

Abbildung E.13: Eine andere Darstellung des bipartiterpBea aus der letzten Abbildung.

Man sieht gut, dass dieser Graph bipartit ist, weil es keiapt& gibt, die zwei weilRe
oder zwei schwarze Knoten verbindet. Abgesehen davonigise¢dGraph auch topolo-
gisch planar, weil es keine Kantenuiberschneidungen gibt.

Manori stellt dann fest, dass in diesem bipartiten GrapflefPaarungen zu 6 Kanten
zwangslaufig die Kante enthalten, denit 8 verbindet, was bedeutet, dass man in das
KéastcherB nur die Zahl 8 schreiben kann.






F Eulerkreise und Hamiltonkreise

Beginnen wir mit der Wiederholung einiger Definitionen, dig bereits im KapitelD
Uber Kantengraphen angegeben haben.

Definition F.1. Ein Kreis, der jede Kante eines Graphen genau ein Mal durtthigei3t
Eulerkreis

Definition F.2. Ein Kreis, der jeden Knoten eines Graphen genau ein Mal bésueil3t
Hamiltonkreis

Manche Graphen enthalten weder Hamilton- noch Eulerkreigedieser Graph.
ai c d
b

Abbildung F.1: Ein Graph, der weder einen Hamiltonkreismeimen Eulerkreis besitzt.

Es sei erwédhnt, dass man Hamilton- und Bwkggein analoger Weise definiert, indem
man den BegrifKreis durchWegersetzt. Der oben abgebildete Graph hat einen Hamil-
tonweg, ndmlicid — c—a— b. Er hat auch einen Eulerweg, ndmlidh-c—a—b—c.

Anwendungen

Ein Handelsreisender fahrt jeden Morgen von seinem Waohiwst Dieser Startpunkt
ist in Abbildung F.2 durch einen schwarzen Knoten gekennzeichnet. Der Haedelsr
sende soll sich zu einer Menge von Kunden begeben, die dued®evikKnoten darge-
stellt sind, und dann zu seinem Wohnsitz zurtickkehren. NeeldVeg muss er nehmen,

e @)
O
©)
[ ]
o O
@)
O

Abbildung F.2: Die Suche nach einem Hamiltonkreis mit miaien Lange.



42 Kapitel F

damit die zurlickgelegte Wegstrecke minimal wird. (Man ninram dass die Entfernun-
gen zwischen allen Kundenpaaren sowie dem Kunden und demsaitbbekannt sind.)
Man sucht hier einen Hamiltonkreis mit minimaler Lange.

Ein Mullauto startet von seinem Depot, in der nachfolgenddbildung schwarz
gezeichnet, und es soll jede Stral’e des abgebildeten Beszdurchfahren, um den
Mull zu entsorgen. Welchen Weg soll es nehmen? Hier suchteimeem Eulerkreis.

B -5

Abbildung F.3: Die Suche nach einem Eulerkreis.

Die Kreise (nicht zwangslaufig Hamiltonkreise oder Euleise) verfiigen Uber eine
wichtige Eigenschaft, auf die Manori Sébastien aufmerksaanht, als er versucht, die
entwischte Maus wiederzufinden. Diese nachfolgend angegebigenschaft lasst sich
leicht auf Wege Ubertragen.

Satz F.1. Zeichnet man in einem Graphen einen Kreis, so haben allegkirovangs-
laufig einen geraden Grad, weil man jeden Knoten, auf den mkiuft, auch wieder
verlasst. Zeichnet man in einem Graphen einen Weg, so hdle#wischenknoten
(also alle Knoten, die nicht Start- oder Endpunkt des Weineh sinen geraden Grad.

Genau dieser Eigenschaft bedient sich Manori, um die Maeslevzufinden. Der
Weg der Maus von ihrem Kafig bis zu ihrem Versteck ist namlichkantenzug. Ma-
nori zeichnet den Graphen, der alle Kanten enthalt, welehd/ldus entlanggelaufen
ist. Dazu ist er aufgrund der Informationen in der Lage, Weldie Bewegungsmelder
geliefert haben. Sein Gedankengang ist wie folgt:

« Wenn der Grad aller Knoten gerade ist, so ist die Maus zuribdeisgangsort
zurtickgekehrt und es wird schwer sein, sie wiederzufinden.

» Wenn der Graph nur zwei Knoten enthalt, deren Grad ungdsidso ist einer
dieser Knoten ihr Fluchtort und der andere der Ort, an dersicheversteckt.

« Wenn der Graph mehr als zwei Knoten enthalt, deren Gradradgest, so sind
die gesammelten Informationen inkohéarent.

Glucklicherweise befindet man sich in der zweiten Situatiod einer der Knoten mit
ungeradem Grad (Knotefd) gehort zu einem Labor, wahrend der andere (Kndtgn
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einem Bereich zwischen den Laboren entspricht, der nur Abteftoffnung hat. Die
Maus befindet sich zwangslaufig in dieser.

A B C

D(8 —=8)E F
4 5) 4
G H |

Abbildung F.4: Die von der Maus durchlaufenen Kanten.

Im 18. Jahrhundert hat der grof3e Mathematiker Euler folgemtoblem geldst. Die
Stadt Konigsberg (spater Kaliningrad) liegt an dem Flugg@ der die Insel Kneiphof
zu beiden Seiten umflie3t und sieben Briicken besitzt, wigbinildung F.5dargestellt.
Kann ein FulRganger in einem Spaziergang alle Bricken genavat iberqueren?

[
! /

, Knewhof [

Konigsberg I I

Abbildung F.5: Der Fluss Pregel mit der Insel Kneiphof unither sieben Briicken.

Zur Lésung dieses Problems hat Euler einen Graghkanstruiert, in dem die Kno-
ten die verschiedenen zusammenhéngenden Bereiche sinid deoh jede Kante eine
Verbindung zwischen zwei Bereichen durch eine Bricke déirdDamit ein FuRganger
einen Spaziergang machen kann, bei dem er jede Briicke genslaldiberquert, muss
G einen Eulerkreis enthalten, was nicht der Fall ist, v@&ilier Knoten enthéalt, deren
Grad ungerade ist.

D D

Abbildung F.6: Der zum Konigsberger Brickenproblem gehdeeGraph.
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Wenn alle Knotengrade in einem Graphen gerade sind, isteeslizh leicht, einen
Eulerkreis zu zeichnen. Dazu kann man wie folgt vorgehen.

Konstruktion eines Eulerkreises in einem Graphen, in ddmkahoten einen geraden
Grad haben.

1. Bestimme einen beliebigen Kréls
2. WennC alle Kanten durchlauft, dann STOPP. Gehe anderenfalls mkitPu

3. Wabhle einen Knotewin C, der ein Endpunkt einer Kante auRerhalb @ist. Kon-
struiere einen zweiten Kre® mit v, sodas€ undC’ keine Kante gemein haben.

4. Verschmelz&€ undC’ zu einem KreisC”. Diese Verschmelzung ergibt sich, indem
man vom Knoterv ausgeht, die Menge der Kanten des KreBekirchlauft, bis man
wieder beim Knoterv angekommen ist, dann die Menge der Kanten des Kré€lses
durchlauft, bis man schlielRlich wieder heankommt.

5. SetzeC gleichC” und gehe zu Punkt 2.
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Abbildung F.7: Konstruktion eines Eulerkreises in einenaj@ren, in dem alle Knoten einen
geraden Grad haben.

Definition F.3. Angenommen, jeder Kante sei eine Entfernung zugeordnes.Hba-
blem, einen Hamiltonkreis mit minimaler Gesamtlange zuitresen, nennt mairro-
blem des Handlungsreisenden

Das Problem des Handlungsreisenden ist sehr schwer zu Bsenoch existieren
Softwarepakete, mit denen man solche optimalen Losungstimreen kann, solange
die Anzahl der Knoten ein paar Hundert nicht tbersteigtujar CONCORDE, das
man sich auf der Seitectp: //www.tsp.gatech.edu/concorde.html herunterladen
kann). Bis man eine optimale Losung erhalt, kdbnnen Stunddrsagar Tage vergehen.

Wenn man es mit groBen Graphen zu tun hat oder man die Loswsaiperschnell
erhalten mochte, verwendet man sogenardearistiken die in akzeptabler Zeit L6-
sungen akzeptabler Gute liefern.


http://www . tsp . gatech . edu/concorde . html
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Heuristik des nachsten Nachbarn (Nearest-Neighbor- il
1. Wahle einen Ausgangsknotgn

2. Solange nicht alle Knoten bereits besucht wurden, fidigehden Schritt aus: Gehe
zum nachstgelegenen noch nicht besuchten Knoten.
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Abbildung F.8: Eine L6sung des Problems des Handlungsréesenach der Nearest-Neighbor-
Heuristik.

Beispiel F.1. Man hat diese Heuristik mit dem verglichen, was beispieisavdie Soft-
ware CONCORDE liefert. Der Fehler liegt im Mittel bei ungefd 5%.

Alle Heuristiken, einschlie3lich der Nearest-Neighbatifstik, kdnnen leicht ver-
bessert werden, indem man am Ende ein VerfahreNaghoptimierundPost-Optimi-
zation) anschliel3t. Dieses besteht darin zu prifen, ob ieskain Kantenpaar existiert,
das man durch ein anderes Kantenpaar ersetzen kann (esgiaptenpaar nur eine
mdogliche Vertauschung), sodass sich die insgesamt zueletite \Wegstrecke verrin-
gert. Solange solche Kantenpaare existieren, werden dialgehungen ausgefuhrt.
Diese Vorgehensweise illustriert die nachfolgende Ahlilgl
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Abbildung F.9: lllustration zum Verfahren der Nachoptinuieg.

Dieses Verfahren der Nachoptimierung erlaubt eine bdabbtReduzierung der Ab-
weichung vom Optimum. Wenn man etwa die Losungen der Soft@&@NCORDE mit
der Kombination aus Nearest-Neighbor-Heuristik und aliesl8ander Nachoptimierung
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vergleicht, so kann man feststellen, dass der Fehler imeMitir noch bei ungefahr 2
bis 3% liegt.

Es gibt Verfahren, mit denen man diese Abweichung auf eiiglantel Prozent ver-
ringern kann, aber diese Verfahren sind viel komplexerwsaizen.

Kommen wir nun aber auf Eulerkreise zurlick. Wie bereits anwaist es leicht,
einen Eulerkreis zu bestimmen, wenn alle Knoten eines @ra@teinen geraden Grad
haben, wéahrend der Graph keinen Eulerkreis enthalt, wendasatens ein Knoten einen
ungeraden Grad hat. Definitionsgeman durchlauft man imretBelerkreis jede Kante
genauein Mal. Wir interessieren uns hier flr Probleme, bei deriarKeeis bestimmt
werden soll, der jede Kante des Grapmeimdestengin Mal besucht.

Definition F.4. Jeder Kante eines zusammenhangenden Graphen sei einenémgfe
zugeordnet. Dashinesische Brieftragerprobletbesteht darin, einen kirzesten Kreis
zu bestimmen, der jede Kante des Graphen mindestens einuvddlduft.

Im Gegensatz zum Problem des Handelsreisenden ist dasidesisthen Brieftra-
gers einfach zu l6sen. Wenn kein Knoten mit ungeradem Greadfiex, wissen wir
bereits, wie man einen Eulerkreis bestimmt, und dieserskigtizwangslaufig der kur-
zeste, weil er jede Kante genau ein Mal durchlauft. Andedenkann man wie folgt
vorgehen.

Algorithmus zum Finden einer optimalen Losung des chioksis Brieftragerproblems
in einem Graphen G, der Knoten mit ungeradem Grad enthélt.

1. Erzeuge einen vollstdndigen Graplt¢aus den Knoten vo@ mit ungeradem Grad
und verbinde jedes Knotenpaar lih durch eine Kante, deren Kantengewicht die
Lange des kirzesten Weges zwischen den betrachteten Kindiaist.

2. Bestimme eine kostenminimale Paarungfin

3. Fuge zu jeder Kante der unter 2. bestimmten optimaleruRgaten entsprechenden
kirzesten Weg i ein.

R

Graph G mit ~ Graph H unter der Annahme,in G einzufi— Graph G mit einge- optimaler Kreis irr
4 Knoten mit dass alle Entfernungen in Ggende Kanten fligten Kanten; alleBrieftragerproblen
ungeradem  gleich 1 sind; die kostenmini— Knoten haben
Grad (schwarz) male Paarung ist fett gezeichnet einen geraden Grad

Abbildung F.10: lllustration des Losungsalgorithmus zurieBragerproblem.
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4. Alle Knoten des resultierenden Graphen haben einen gei@dad. Man kann daher
leicht einen Eulerkreis konstruieren.

Im letzten Beispiel haben wir angenommen, dass alle Entfeyen inG gleich 1
sind. Vergegenwartigen wir uns dabei: Damit der 2. Scheg Algorithmus einen Sinn
hat und man in der Folge alle Knoten@mit ungeradem Grad in Knoten mit geradem
Grad verwandeln kann, muss esGreine gerade Anzahl von Knoten mit ungeradem
Grad geben. Das ist immer der Fall, wie wir gleich zeigen werd

Satz F.2. Alle Graphen enthalten eine gerade Anzahl von Knoten mietaaem Grad.

Beweis Man kann eine Zerlegung = | UP der MengeV der Knoten eines Graphen
definieren, indem mahals Menge der Knoten mit ungeradem Grad &hals Menge
der Knoten mit geradem Grad definiert. Es gilt also

Z/ Gradv) = ZbGrac(v) + Z Gradv).

Wir haben bereits gezeigt, dass diese Summe gerade issiweileich dem Doppelten
der Anzahl der Kanten des Graphen ist. Da der erste Summasdrdsumme gerade
ist (es handelt sich um eine Summe gerader Zahlen), mussdenaweite Summand
dieser Summe gerade sein. Damit eine Summe von ungeradé@ngdrade ist, muss
man Uber eine gerade Anzahl von Zahlen summieren, woraussoidiel3t, dass die
Mengel eine gerade Anzahl von Knoten enthalt. O

Ein Problem, das dem des chinesischen Brieftragers alvesltieht darin, einen kos-
tenminimalen Kreis zu bestimmen, der eine feste Teilmewngddanten mindestens ein
Mal durchlauft. Praktisch ist auch das Stralennetz eirsat@ius zahlreichen Kanten
aufgebaut und die Mullabfuhr muss nur bestimmte Kanten dapli&n bedienen. Der
mit Mill beladene Laster kann die anderen Kanten des Graphtmdessen benutzen,
um sich von einem Ort zum anderen zu bewegen.

Definition F.5. Jeder Kante eines zusammenhangenden Graplseneine Entfernung
zugeordnet un® sei eine Teilmenge zu durchlaufender KanteirDasProblem des
landlichen Brieftragersbesteht darin, einen kirzesten KreisGnzu bestimmen, der
jede Kante vorD mindestens ein Mal durchlauft.

Das Problem des landlichen Brieftragers ist sehr schwebsenl, genau wie das des
Handelsreisenden. Tatsachlich sind reale Probleme wiebekamplexer als die bereits
erwahnten, weil dabei zahlreiche Nebenbedingungen beiditigt werden muissen,
wie etwa die Kapazitat der Fahrzeuge, die Pausen der Fadwer u

Wenn beispielsweise die bei den Kunden abzuliefernde ceiehben abzuholende
Menge die Kapazitat eines Fahrzeugs Ubersteigt, missemradtastwagen eingesetzt
werden. Das Problem verkompliziert sich demzufolge, wednnmicht nur den Weg
jedes Fahrzeugs bestimmen, sondern auch die Kunden umtérathezeugen aufteilen
muss, wie in Abbildund-.11auf der nachsten Seite illustriert.
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Abbildung F.11: Belieferungsproblem mit realen Nebenbgdngen.



G Farbung von Knoten

Im Jahr 1852 stellte sich der junge Englander Francis Gattig Frage, ob es immer
moglich sei, eine geografische Karte mithilfe von vier Farbater der Bedingung zu
farben, dass zwei benachbarte Lander nicht dieselbe FabdemhErst 1976 konnten die
beiden amerikanischen Forscher K. Appel und W. Haken an divetsity of Illinois in
Urbana-Champaign bejahend auf Guthries Frage antwortehr ks ein Jahrhundert
ist also zwischen der Formulierung und der Losung diesesirdoar sehr einfachen
Problems vergangen. All die Jahre Uber sind die Forschérliwdt nicht untatig geblie-
ben und es gab zahlreiche Versuche, die Vermutung auf Basisr nmmathematischer
Entwicklungen zu beweisen, folglich auch auf Basis einapbentheoretischen For-
mulierung des Problems. Die zu farbende Karte wurde dunsbneGraphen ersetzt,
wobei jedes Land durch einen Knoten dargestellt wird undi hegeachbarte Lander
durch eine Kante verbunden werden.

Definition G.1. EineFarbung der Knotereines Grapheh ist eine Farbzuweisung an
Knoten, sodass die Endpunkte jeder Kante @werschieden gefarbt sind. Im Allge-
meinen versucht man eine Farbung zu bestimmen, die so wEaitpen wie mdglich
verwendet. Die minimale Anzahl von Farben, die man zur Réghder Knoten eines
GraphenG braucht, heil3chromatische ZahbderKnotenfarbungszahton G und wird
mit x (G) bezeichnet.

Man kann auch die Kanten farben, indem man vermeidet, dasteKadie an dem-
selben Knoten liegen, dieselbe Farbe haben. Das haben weitsben KapitelE Gber
Paarung definiert.

Definition G.2. EineKantenfarbungeines Graphefs ist eine Farbzuweisung an Kan-
ten, sodass Kanten mit einem gemeinsamen Endpunkt vedschiefarbt sind. Im All-
gemeinen versucht man eine Farbung zu bestimmen, die sgevEarben wie moglich
verwendet. Die minimale Anzahl von Farben, die man zur Réghder Kanten eines
GraphenG braucht, heiRchromatischer Indexon G und wird mitg(G) bezeichnet.

Greifen wir das Beispiel fur die Farbung von Kanten aus eidemvorherigen Kapi-
tel wieder auf. Es sollen 5 Tatigkeitdn, T, T3, T4 und Ts erledigt werden, von denen
jede eine Zeitspanne des Tages in Anspruch nimmt. Die TeitegkT; und T, missen
vom AngestellterE; erledigt werden, die Tatigkeitefs und T, vom Angestelltere,
und die TatigkeitTs vom AngestellterEs. FUr die TatigkeiterT; und T3 wird die Ma-
schineM; gebraucht, fUr die Tatigkeitel» und T, wird die Maschinevl, gebraucht und
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fur die TatigkeitTs die MaschineMs. Unter Berlicksichtigung der Tatsache, dass sich
jeder Angestellte nur einer Tatigkeit auf einmal widmenrkamd dass jede Maschine
nur von einem Angestellten auf einmal verwendet werden kanilen wir wissen, wie
viele Tage es mindestens dauert, bis die 5 Tatigkeitenigtlsithd.

Dieses Problem ist &quivalent zur Farbung der Kanten ddsfalgenden Graphen
mit einer minimalen Anzahl von Farben, sodass sich berilerétanten verschiedene
Farben haben. Jede Farbe entspricht einem Tag; man brdsctt dage. Am 1. Tag
kann man zum Beispiel die Tatigkeitdp, T4 und Ts ausflihren und die Tatigkeiteh
und Tz am 2. Tag.

E;O0——OM,
Abbildung G.1: Eine Kantenfarbung, um 5 Tatigkeiten zudiden.

Betrachten wir nun dasselbe Problem mit einer zusatzli@&extingung. Die Tatig-
keitenT,, T3 undTs beanspruchen denselben ferngesteuerten Roboter, ued Rigso-
ter kann nicht die Ausflhrung zweier Tatigkeiten gleickigainterstiitzen. Die Anzahl
der Tage, die mindestens gebraucht werden, um die 5 T&ggkeu erledigen, kann
bestimmt werden, indem man die Knoten des nachfolgendeph@&namithilfe einer
minimalen Anzahl von Farben farbt, sodass keine Kante zie@ltfarbige Endpunkte
hat. Wieder entspricht jede Farbe einem Tag; man brauoht3al@age. Beispielsweise
kann man am 1. Tag die Tatigkeit@p, T4 undTs ausfiihren, die Tatigkeil, am 2. Tag
und die Tatigkeiflz am 3. Tag.

T
T

T
T

T3

Abbildung G.2: Eine Knotenfarbung, um 5 Tatigkeiten mit Mebedingung zu erledigen.

Zahlreiche konkrete Probleme lassen sich tatsachlichinafZerlegung einer Men-
ge von Objekten in Teilmengen zurtckfihren, die nur paasvkompatible Elemente
enthalten. Beispielsweise ist die Festlegung eines Scimalsnplans eine Zerlegung der
Zeitin Zeitabschnitte in denen nur einige der gegebeneprdahtsstunden gleichzeitig
stattfinden konnen. Man kann diese Art von Problemen alsirgdproblem der Knoten
eines Graphen modellieren: Die Knoten sind die in Teilmangezerlegenden Objekte
und die Kanten stellen die Inkompatibilitaten unter deneRtgn dar. Im Beispiel des
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Schulstundenplans stehen die Knoten fur die in den Stuhaieinzubauenden Unter-
richtsstunden und man verbindet zwei Unterrichtsstundeohdeine Kante, wenn diese
Unterrichtstunden nicht gleichzeitig gegeben werden kanfweil sie denselben Leh-
rer betreffen, sich an dieselben Schiler richten oder intlydm Zimmer unterrichtet
werden mussen).

Mit dem Problem der Farbung von Kanten haben wir uns beregsiem der vorhe-
rigen Kapitel beschéftigt. Hier interessieren wir uns figr Bestimmung der chromati-
schen Zahl. Wenn wir den Kantengraphei@) eines Graphef® betrachten, so stellen
wir unschwer fest, dass die Farbung der Kanten @agiquivalent ist zur Farbung der
Knoten vonL(G). Der chromatische Index vo@ ist daher gleich der chromatischen
Zahl seines Kantengraphen, was man wie folgt schreibt:

q(G) = x(L(G)).
Definition G.3. Eine Cliquein einem Graphen ist eine Menge von Knoten, die unter-

einander alle paarweise durch jeweils eine Kante verbusitheiln Die Grof3e der gréfRten
Clique in einem Graphe® wird mit w(G) bezeichnet.

Da die Knoten einer Clique alle verschiedene Farben habsseniileitet sich daraus
ab, dass die chromatische ZgHiG) von G nicht kleiner alsw(G) sein kann. Sie kann
dagegen echt groRRer sein, wie es beispielsweise beim Fuddéed-all ist. Man braucht
namlichx (G) = 3 Farben, um seine Knoten zu farben, wahrerié) = 2 ist.

Abbildung G.3: Chromatisches Zahl und gré3te Clique einexfecks.

Als weiteres Beispiel kdnnen wir den Graphen betrachten,Manori definiert hat,
um den Schuldigen fir den Raububerfall in Madame Rossidrerismittelladen zu be-
stimmen (siehe AbbildunG.4auf der nachsten Seite). Manori hat gezeigt, dass obwohl
dieser Graph keine Clique aus 4 Knoten enthalt, seine chigcha Zahl gro3er als 3
ist. Man kann ihn namlich nicht mit 3 Farben farben, solanga mien Knoten nicht
entfernt.

Zur Erinnerung sei erwahnt, dass Vizing gezeigt hat, daschi®matische Index
immer hochstens gleich dem maximalen Geldist, alsag(G) < A(G) + 1. Wir kdnnen
Folgendes festhalten:

» Eine Menge von Kanten des Graphén die alle einen Endpunkt gemeinsam
haben, entspricht einer Clique in seinem Kantengraph&); was besagt, dass
w(L(G)) > A(G) ist.
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Abbildung G.4: Der Graph fur alle Gefangenen aus dem Faltienit Kapuzenmann.

* IstL(G) kein Dreieck, so entspricht eine CliquelifiG) einer Menge von Kanten,
die alle an demselben Knoten@liegen, was besagt, dad$G) > w(L(G)) ist.

Zusammenfassend stellen wir fest: I$6G) kein Dreieck, so giliA(G) = w(L(G)).
WennL(G) ein Dreieck ist, so kann es sein — wie bereits in einem ande&sgitel
festgestellt und nachfolgend erneut dargestellt, dads@win Dreieck ist, in welchem
Fall 2=A(G) < w(L(G)) = 3ist.

A
G,

A H=L(G)=L(G,)
G, oA
C
Abbildung G.5: Zwei GrapheG; undGy, deren Kantengraph ein Dreieck ist.

Daq(G) = x(L(G)) ist, kann das von Vizing bewiesene Resultat wie folgt umge-
schrieben werden:

X(L(G)) < w(L(G)) +1.
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Aufgrund der oben genannten Uberlegungen gilt dieses R¢swiennL(G) kein Drei-
eck ist. Es gilt ebenfalls, werlnG) ein Dreieck ist, weil in diesem Fall3 x(L(G)) <
w(L(G))+1=4ist.

Mit anderen Worten: Wir haben gerade gesehen, dass die atisoime Zahl eines
Kantengraphen nie wesentlich gréRer als die Grol3e seiv@tagr Clique ist. Fir be-
liebige Graphen gilt dieses Resultat allerdings nicht mesmwurde namlich bewiesen,
dass der Abstand zwischertG) und w(G) auch gro werden kann, wie man sich vor-
stellen kann. Abbildund>.6 zeigt ein Beispiel, in deny(G) = w(G) + 2 ist. Dieser
Graph wurde wie folgt konstruiert. Man betrachtet zunaauweti Flinfecke, das eine
besteht aus den Knoten b, ¢, d unde und das andere aus den Kno#rB, C, D und
E. AnschlieRend flgt man zwischen alle Knoten des erstengelafund alle Knoten
des zweiten Fiinfecks eine Kante ein.
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Abbildung G.6: Ein Graph, fur deg(G) = w(G) + 2 ist.

Da man zum Farben eines Funfecks 3 Farben braucht, werderbénFgebraucht,
um diesen Graphen zu farben. AulRerdem enthélt die grof@eCin einem Funfeck
2 Knoten, was bedeutet, dass die GroRe der gro3ten Cliquesamgen Graphen 4 ist.
Insgesamt hat mag(G) =6=4+2= w(G) + 2.

Das Problem, die chromatische Zahl eines Grapghen bestimmen, ist schwer zu 16-
sen. Mit den meisten heute bekannten exakten Algorithmen kean die chromatische
Zahl fur Graphen mit mehr als 100 Knoten nicht mehr bestimnagegen kénnen
diese Probleme flr bestimmte Arten von Graphen wesentiidadaher sein. Fir einen
bipartiten Graphen, der mindestens eine Kante enthajt(Gj = 2, weil man dem ers-
ten Teil der Zerlegung voy eine Farbe zuweisen kann und dem zweiten Teil die andere
Farbe. Wir haben auch gesehen, dass es leicht ist, einevdifjeaphen zu farben. Bei
einem grof3en beliebigen Graphen hat man keine andere WaklyfaHeuristiken zu-
rickzugreifen, die Losungen akzeptabler Gite in akzeptateit liefern. Wir stellen
hier einige dieser Heuristiken vor.

Die Konstruktionsverfahremur Farbung der Knoten eines Graphen, auclsedgien-
tielle Farbungsalgorithmerbezeichnet, durchlaufen die Knoten nacheinander, wobei
sie jedem Knoten die kleinstmdgliche Farbe zuweisen (dibdrasind nummeriert).
Die Gute der auf diese Weise erhaltenen Ldsung hangt starkleo Reihenfolge ab,
in der man die Knoten betrachtet. Diese Reihenfolge kannveamherein gewahlt sein
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oder aber dynamisch konstruiert werden. Es ist wichtidy sicvergegenwartigen, dass
es fur jeden Graphen eine Reihenfolge von Knoten gibt, bedds Konstruktionsver-
fahren eine Farbung mit einer minimalen Anzahl von Farbefett. Um sich davon zu
uberzeugen, braucht man nur eine Farbung des Grapineih x (G) Farben zu betrach-

ten und die Knoten vof® so zu ordnen, dass man zuerst die Knoten der Farbe 1 nimmt,
dann die der Farbe 2 usw.

Satz G.1. Ein Konstruktionsverfahren verwendet nie mehr/s(&) + 1 Farben.
Beweis Wenn man einen Knoten farbt, konnen maximal be{ts) Farben unter sei-
nen Nachbarn aufgetreten sein. O

Es st interessant festzustellen, dass sich ein sequent@rbungsalgorithmus schon
bei der Farbung des folgenden Graphen taduschen kann, deuadisKnoten besteht.

a b c d
@ O O O

Abbildung G.7: Der Graplfy.

Wenn man diesen Graphen in der Reihenfadgel, b und c farbt, weist man den
Knotena und d die Farbe 1 zub die Farbe 2 una die Farbe 3. Dieser Graph wird
als P, bezeichnetdnglischPath on 4 vertices), denn es handelt sich um eine Kette von
4 Knoten.

Es wurde bewiesen (von Chvatal): Enthalt ein Graph kein Quued von Knotera, b,

c undd mit der Struktur vorP, (das heifdt, dassmit b, nicht aber mit undd verbunden
ist, b auRerdem mit nicht aber mitd verbunden ist und aufRerdem mitl verbunden
ist), so liefert der sequentielle Algorithmus eine optien&érbung mity (G) Farben,
und das unabhéangig von der verwendeten Reihenfolge.

Die verbreitetsten Konstruktionsverfahren zur Farbungdere wir im Folgenden be-
schreiben. In erster Linie gehéren zu den bekanntestentiigtionsverfahren, die auf
einer statischen Reihenfolge basieren, die folgenden:

RANDOM Die Knoten sind zuféllig geordnet.

LF (Largest First) Die Knoten sind in nicht wachsender Reihenfolge nach dend Gra
geordnet (siehe Abbildun@.8auf der nachsten Seite).

SL (Smallest Last) Die Reihenfolgevy, vy, ..., vy der Knoten ist so, dasg in dem
Graphen, der nur die Knoten,v,,...,V; enthalt, den kleinsten Grad hat (siehe
Abbildung G.9 auf der néachsten Seite).

Ist eine Teilfarbung des Graphd&h gegeben, so definieren wir den Sattigungsgrad
DSAT(v) eines Knoteng in G als die Anzahl der verschiedenen Farben, die bereits an
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Abbildung G.8: Farbung mithilfe des Algorithmus LF.

2

Abbildung G.9: Farbung mithilfe des Algorithmus SL.

Nachbarknoten vor vergeben wurden. Ist eine Teilmengévon Knoten inG gege-
ben, so gibt GRAR(v) die Anzahl der Knoterw in G an, die Nachbarn vom sind.
Im Folgenden entspricht die Teilmengason Knoten der Menge von Knoten, die noch
nicht gefarbt sind. Unter den Konstruktionsverfahren, alié dynamischen Reihenfol-
gen basieren, wird das Folgende am haufigsten verwendet:

DSATUR Die Reihenfolge der Knoten wird konstruiert, indem man ighej@ Schritt
den Knoterv ausA mit maximalem DSATv) wahlt. Haben zwei Knotem und
w denselben Sattigungsgrad, so konwaor w, sofern GRAL(v) > GRADa(w)
ist.

Abbildung G.10: Farbung mithilfe des Algorithmus DSATUR.

TabelleG.1 auf der nachsten Seite gibt einige Aufschliisse Uber dieofeanz der
vier hier vorgestellten Algorithmen auf zufallig erzeug®raphen. Wir bezeichnen mit
Gn g einen Zufallsgraphen ausKnoten, in dem jede Kante unabhéngig von anderen
Kanten mit einer Wahrscheinlichkaitexistiert. Die Wahrscheinlichkei heif3tDichte
des Graphen. Alle Ergebnisse aus Tab@ll&sind Uber mindestens zehn Zufallsgraphen
gemittelt. Fir jeden Algorithmus geben wir die mittlere Ahkder Farben an, die zum
Farben des betrachteten Grapli&y verwendet wurden.

Fur Zufallsgraphen von bis zu 1000 Knoten haben alle Algorén Rechenzeiten in
der GroRenordnung von einer Sekunde. Bedenken Sie, dasssesitlich effizientere



56 Kapitel G

Tabelle G.1: Performanz der Algorithmen zur Farbung vontkno

n d RANDOM LF SL DSATUR
0.4 17.60 16.10 16.65 14.70
100 0.5 2135 20.15 20.50 1845
0.6 26.20 24.50 24.85 22.60
0.4 39.00 37.10 38.10 34.30
300 0.5 48.20 46.00 46.80 43.30
0.6 61.00 58.20 58.90 53.70
0.4 57.20 56.00 56.80 51.00
500 0.5 7240 69.20 71.80 65.00
0.6 9140 87.60 89.60 82.80
0.4 99.50 96.50 97.00 92.00
1000 | 05 12650 12200 12450 11600
0.6 16050 15500 157.00 14650

Algorithmen gibt, die aber schwerer zu implementieren skial den Zufallsgraphen
mit 1000 Knoten und einer Dichte von®liegen die Resultate aus Tabeliel bei-
spielsweise zwischen 116 und 127 Farben, wéahrend es danwége beste bekannte
Algorithmus schafft, Farbungen derselben Graphen mit 2uF&ben zu bestimmen
(wenn auch mit einigen Stunden Rechenzeit).

Wir beenden dieses Kapitel, indem wir noch einmal auf Mamarsprechen kom-
men, der die Farbung von Knoten eines Graphen verwendetifmatie Lésung zum
ersten Sudoku-Gitter zu finden, das ihm von der jungen Leajelegt wird. Tatsach-
lich lasst sich jedes Sudoku-Problem auf die Aufgabe zutilckn, einen Graphen aus
81 Knoten mit 9 Farben zu farben, wobei einigen Knoten begdite Farbe zugeordnet
wurde. Dieser Graph enthalt einen Knoten pro Kastchen, wri Enoten sind durch

Abbildung G.11: Der Graph zu speziellen Kastchen eines Budsitters.



Farbung von Knoten 57

eine Kante miteinander verbunden, wenn sich die zugehoikgestchen in derselben
Zeile, derselben Spalte oder demselben®Quadrat befinden.

Im von Lei vorgeschlagenen Gitter betrachtet Manori nur é&zggle Késtchen, wie
in Abbildung G.11auf der vorherigen Seite dargestellt.

Manori stellt fest, dass diese 6 Kastchen nur die Zahlen ddd8uenthalten konnen.
Man muss diesen Graphen daher mit 3 Farben farben, von derefabe fur die 2,
eine andere fur die 4 und die letzte fir die 8 steht. Man steftirt fest, dass die einzige
mogliche Losung den Kéastchéxiund C eine erste Farbe zuordnet, eine zweite Farbe
den Kastchel undD und schliel3lich den Kéastch&undF eine dritte Farbe. Es reicht
dann festzustellen, dass die KastcllenndE die Zahl 4 nicht enthalten kdnnen, um zu
schlussfolgern, dass die Farbe zur Zahl 4 nur den Kastshe C zugeordnet werden
kann.






H Kulrzeste und langste Wege

Seil ={1,2,...,n} eine Menge zu disponierender Aufgaben. Die Ausflihrungsdau
er jeder Aufgabd ist bekannt und gleiclp;. Per Definition kann eine Aufgabe, die
gerade ausgefuhrt wird, nicht unterbrochen werden. Didikuwang der Aufgaben ist
an die Bedingungen gekntpft, dass bestimmte Aufgaben bednnen werden kon-
nen, bevor andere beendet sind oder einen gewissen Fdttectgicht haben. Andere
Bedingungen verlangen, dass bestimmte Aufgaben nichingelaach dem Beginn an-
derer Aufgaben begonnen werden durfen. Das ist beispislsvim Zuge chemischer
Prozesse der Fall, wo eine zu lange Wartezeit zwischen zufgiaben die gewlinschte
chemische Reaktion abbrechen kann. Bezeichnen wit; iahign Zeitpunkt, an dem die
Aufgabei beginnt. Alle Bedingungen kdénnen in folgende Form gebrarden:

ti—t > g,

wobei a;j eine gegebene reelle Zahl ist, die einer Dauer entspriciet. $ihd einige
Beispiele:

+ Die Aufgabej kann nicht beginnen, bevor die Aufgableeendet istt; —t; > p;.

» Die Aufgabe] beginnt spatestens, nachdem eine Zeitspanseit dem Beginn
der Aufgabe verstrichen isttj +- T > tj, was aquivalent ztj —t; > —T ist.

+ Die Aufgabeni und j sollen gleichzeitig beginnem:—t; > 0 undt; —t; > 0.

» Die Aufgabej soll unmittelbar auf die Aufgabefolgen, ohne dass es zu einer
Unterbrechung kommt; —t; > —p; undt; —t; > p.

Das Problem, fUr das wir uns hier interessieren, bestelm,dzginen Ablaufplan mit
minimaler Dauer zu finden. Es handelt sich mit anderen Wautereine Ablaufpla-
nung der Aufgaben, sodass der Zeitpunkt, an dem die Augiighder letzten Aufgabe
abgeschlossen ist, so friih wie moglich liegt.

Graphentheoretische Formulierung

Man kann diesem Problem einen Graphen zuordnen. Dazu be&tranan zusatzlich
zwei fiktive Aufgaben 0 unah+ 1.

« Jeder Aufgabéc {0,1,2,...,n,n+ 1} entspricht ein Knoten des Graphen.
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 Die Knoteni und j, die durch die Relatiofy —t; > a;; verknupft sind, sind durch
eine gerichtete Kante vamachj der Langes;; verbunden.

« Jeder Knoteni € {1,2,...,n} ist durch eine gerichtete Kante der Langemit
dem Knotem+ 1 verbunden.

» Der Knoten 0 ist mit jedem Knotene {1,2,...,n} durch eine gerichtete Kante
der Lange 0 verbunden.

Eine Ablaufplanung mit minimaler Dauer zu finden, lauft datarauf hinaus, den
langsten Weg zwischen den Knoten O ung 1 zu bestimmen. Ein solcher Weg heif3t
kritischer Weg weil die Aufgaben auf diesem Weg festgelegte Startzekiguhaben,
wenn man die Menge der Aufgaben frihestmoglich abschlieff&rhte. Die auf einem
kritischen Weg liegenden Aufgaben heilleitische AufgabenWenn man die kritischen
Wege bestimmt hat, kann man seine Aufmerksamkeit auf diéusng der kritischen
Aufgaben richten: Jede geplante Verspatung bei der Ausfigheiner kritischen Auf-
gabe erhdht unweigerlich die Dauer des Projekts.

Als Manori versucht, die Weckzeit der Familie Courtel hisawschieben, konstruiert
er einen solchen Graphen. Aus der Liste der von Sébastiagahgnen Aufgaben kann
man den in Abbildungd.2 auf der nachsten Seite dargestellten Graphen konstruieren

Aufgaben Beschreibungen Dauer| Vorgange
Vi Sich Waschen 10 Al, M1
V2 Schranke im Zimmer der Eltern ausraumen 15 V1
V3 Sachen der Eltern packen 20 V2
V4 Gepack zur Rezeption bringen 10 V3, M2
V5 Schliissel abgeben 5 A3
V6 Leihwagen entgegennehmen 0 V5
M1 Sich waschen 20 Al
M2 Sachen der Tochter packen 20 M1, T1
M3 Sich schminken und das Zimmer der Eltern abgepenl5 V3, M2
T1 Schranke im Zimmer der Tochter ausraumen 15 Al
T2 Sich waschen 20 |T1,Vvi, M1
T3 Zimmer der Téchter abgehen 5 T2, M2
Al Aufstehen 0
A2 Friahstiicken 45 |V4, M3, T3
A3 Abschliel3endes Zahneputzen 10 A2

Abbildung H.1: Aufgaben der einzelnen Familienmitgliedach dem Aufstehen.
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Abbildung H.2: Der Graph zur vorherigen Tabelle.

Hier entspricht die Aufgabe 0 der Aufgabé, und die Aufgab@+ 1 ist die Aufgabe
V6. Es gibt zum Beispiel die Bedingung, dass die Aufghbk vor der AufgabeV/ 1
erledigt sein muss, wag, > ty: + 20 bedeutet. Diese Ungleichung kann man in die
Standardfornty1 —ty1 > 20 bringen, was die gerichtete Kante Wdil nachv 1 mit der
Lange 20 erklart.

In diesem Graphen i1 nur mitV 1, M1 undT 1 direkt verkniipft. Wie von Sébastien
angesprochen, musste man theoretisch auch eine gerislatete vonAl zu den ande-
ren Knoten einfligen. Doch diese gerichteten Kanten sinendigh unnétig, da jeder
Weg, der vomAl zu diesen anderen Knoten fulrtl, M1 oderT 1 durchlaufen muss.

Der langste Weg VoAl nachVv 6 hat in diesem Graphen die Lange 140, was bedeutet,
dass Familie Courtel 2 Stunden und 20 Minuten braucht, umfsicdie Abreise am
Vormittag vorzubereiten.

Wahrend es in dem Problem, das wir eben untersucht habengupuche nach dem
langsten Weg in einem Graphen geht, bestehen andere Peoldkmm, den kirzesten
Weg zu finden. Will man sich beispielsweise Uber ein Stra8gmwon einem Ort zum
anderen begeben, kann man den kiirzesten oder den schmélsgesuchen. Genau das
machen alle GPS-Systeme. Will man die zurlickgelegte Wagstrminimieren, sind
die Werte an den gerichteten Kanten die von einem Ort zumrandeiriickzulegenden
Entfernungen. Will man dagegen erreichen, dass die Rogtesuschnell wie moglich
ist, geben die an den gerichteten Kanten stehenden Werizadier der Teilrouten an.

Auch wenn man nach der besten Strategie sucht, um von einstarflA zu einem
ZustandB zu kommen, kann man die Zwischenschritte betrachten, diredoechlau-
fen muss. Man kann auch die aufzubringenden Kosten messexmomn einem Schritt
zum nachsten zu kommen. Die beste Strategie besteht dainn diam kirzesten Weg
von A nachB zu nehmen. Genau das tut Manori, als er das Problem der Fdigacht
4 Gefangenen lost. Dazu hat er den Graphen aus AbbilduBguf der nachsten Seite
gezeichnet.

Das Problem besteht darin, sich vom obersten Knoten de$@mager fir die Situa-
tion steht, in der sich alle Gefangenen in ihrer Zelle befindem untersten Knoten zu
bewegen, der fiir die Situation steht, in der die Gefangeresihd. Der kirzeste Weg
liefert die Ausbruchstrategie mit der kiirzesten Dauer.
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Abbildung H.3: Der gerichtete Graph zum GefangenenprolalesKapitel 8.

Wir werden nun schildern, wie man einen kirzesten Weg imeiBeaphen bestimmt.
Wenn wir einen langsten Weg bestimmen mussen, braucht nrégeiib nur das Vor-
zeichen der Kantengewichte zu vertauschen (also die Ldpgerch—d;; zu ersetzen)
und nach dem kurzesten Weg zu suchen. Zum Beispiel ist dgst&iVeg vorA nach
B in dem linken Graphen aus Abbildutifj4 der untere Weg mit einer Lange verll,
und der kirzeste im rechten Graphen ist ebenso der untereniVegner Lange von 1.

-5 0\3A 5 O‘i
A o< OB A O< oB
2 OA - OA'
Abbildung H.4: Zwei Graphen, in denen die Vorzeichen dertiéagewichte vertauscht wurden.

Manche mdgen Uberrascht sein, dass man negative Kantergewietrachtet, da
die Entfernungen in einem Straennetz und auch alle Wegzaitmer positiv sind.
Wir haben aber gesehen, dass die Suche nach dem kirzestateodEngsten Weg in
anderen Zusammenhangen vorkommen kann. Wenn man etwet folakes die Aufgabe
A 20 Minuten nach der Aufgab® beginnt, lautet die Bedingurtg < tg + 20, was man
auch algg —ta > —20 schreiben kann. In dem zugehérigen Graphen treffen wain da
auf eine gerichtete Kante vafinachB mit dem negativen Gewicht 20.
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Wir fangen mit der Vorstellung eines Algorithmus an, mit death dem kirzesten
Weg zwischen einem Knotefd und allen anderen Knoten des Graphen gesucht wird,
falls der betrachtete Graph keinen gerichteten Kreis (@g)kénthélt. Dieser Algorith-
mus markiert einen Knoten, sobald die Lange des kirzestge$\ai ihm bekannt ist.
Bezeichnen wir miPCC(v) die Lange des klrzesten Weges vwaum Knotenv, und
seidyy die Lange der gerichteten Kante vemachy.

Algorithmus zur Suche nach einem kiirzesten Weg zwischem &noten A und allen
anderen Knoten des Graphen fir den Fall, dass der betrael@aph keinen Zyklus
enthalt.

1. SetzePCC(A) = 0 und markiereA.
2. Wenn mindestens ein unmarkierter Knoten existiert, get®, anderenfalls STOPP.

3. Wahle einen unmarkierten Knotgndessen Vorganger alle markiert sind. Bestimme
den minimalen Wert voRCC(w) -+ dy,, indem du alle Vorgangev vonv betrachtest,
und setzd”?CC(v) gleich diesem Minimum; markiere den Knotennd gehe wieder
Zu 2.

In dem kleinen nachfolgenden Beispielgraph kann man, remahaanPCC(A) = 0
gesetzt und\ markiert haty gleichC oderD wahlen. Wéahlen wiv = C. Man setzt folg-
lich PCC(C) = PCC(A) + 5= 5 und markierC. Der einzige Knoten, dessen Vorganger
alle markiert sind, ist dann der Knotén Man setzt dahdPCC(D) = PCC(A) —2= -2
und markiertD. Schlie3lich ist der letzte zu betrachtende Knoten der &mBt Man
setzt PCC(B) = min{PCC(C) — 3,PCC(D) + 3} = min{2,1} = 1. Der Algorithmus
stoppt, nachdem & markiert hat.

Abbildung H.5: Azyklischer Beispielgraph zur Suche nachdegirzesten gerichteten Weg zwi-
schen einem KnoteA und allen anderen Knoten des Graphen.

Wenn der betrachtete Graph Zyklen enthélt, kann der obeegafgne Algorithmus
nicht angewendet werden, weil nicht mehr zwangslaufig eiot&m existiert, dessen
Vorganger alle markiert sind. Bevor der erste Knoten in mir#yklus markiert wird,
hat namlich jeder Knoten des Zyklus einen nicht markierterg&nger.

Der zweite Algorithmus, den wir vorstellen, ist nur fir deallFgiltig, dass alle Ge-
wichte (Entfernungen) positiv sind. Dieser Algorithmusrkiert ebenfalls die Kno-
ten nacheinander. Er betrachtet flr den kirzesten WegAvioachv temporare Werte
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pcav). Diese temporaren Werte werden aktualisiert, um schikf@inmal in den ech-
ten WertPCC(v) zu munden, wenn der Knotenmarkiert ist. Der Algorithmus kann
wie folgt beschrieben werden.

Algorithmus zur Suche nach einem kirzesten Weg zwischem &inoten A und allen
anderen Knoten des Graphen fur den Fall, dass alle Kanteratpggvpositiv sind.

1. SetzepcqA) = 0 undpcdv) = o (unendlich) fur allev # A.
2. Wenn mindestens ein unmarkierter Knoten existiert, geti, anderenfalls STOPP.

3. Wahle einen unmarkierten Knotenmit dem minimalen Wertpcv) und setze
PCC(v) = pcqv). Markierev.

4. Setze fir alle unmarkierten Nachfolgervon v pcqw) = min{pcqw), PCC(v) +
dw} (wobeiv der zuletzt im 3. Schritt markierte Knoten ist) und gehe wiezl 2.

Abbildung H.6: Beispielgraph mit positiven Kantengewemtzur Suche nach dem kirzesten
gerichteten Weg zwischen einem Knot&rind allen anderen Knoten des Graphen.

Im Beispielgraphen aus Abbildurld.6 wahlt man, nachdem mapcgA) = 0 und
pcoB) = pcaC) = pcaD) = « gesetzt haty = A und setzPCC(A) = 0, wobei man
A markiert. Dann nimmt man folgende Aktualisierungen vor:

¢ pcC) = min{eo, PCC(A) +3} =3
e pcaD) = min{eo, PCC(A) +1} =1

Man wahlt folglichv = D als nachsten Knoten und seRCC(D) = 1, wobei man
D markiert. Die einzige neue Aktualisierung igstqB) = min{e, PCC(D) + 5} = 6.
AnschlieBend wéahlt mam = C und setztPCC(C) = 3, wobei manC markiert, und
man aktualisierpca B) = min{6,PCC(C) + 1} = 4. Schlie3lich wéhlt mam = B, setzt
PCC(B) = 4, wobei marB markiert, und der Algorithmus hélt an.

Vergegenwartigen wir uns, dass dieser Algorithmus niclarayslaufig einen kirzes-
ten Weg vonA zu anderen Knoten liefert, wenn einige Kantengewichte depl@&n
negativ sind. Modifiziert man beispielsweise das Gewichtgggichteten Kante vo@
nachD, sodass es nicht mehr 3 sondef8 ist, wird der vorgeschlagene Algorithmus
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wie oben beschrieben starten und folglRBC(D) = 1 setzen, obwohl der kirzeste Weg
von A nachD die Lange 0 hat (indem man Gb@dauft).

SchlieBlich geben wir an, wie man den kirzesten gerichtdteg in einem Graphen
findet, der Zyklen und gerichtete Kanten mit negativen Kagésvichten enthalt. Wir
nehmen an, dass kein Zyklus mit negativer Lange existiartlas Problem anderen-
falls keine Losung mit endlichem Wert hatte. Man musste si@mlich nur vonA in
den Zyklus begeben und ihn unbegrenzt lange durchlaufeny Inean ihn in Richtung
eines anderen Knotens verlasst, um einen Weg der Langeu erhalten. Der nach-
folgende Algorithmus betrachtet nur WeRE€C(v) fur jeden Knotenv; diese Werte
werden wahrend des gesamten Algorithmus aktualisiert,winevissen erst ganz am
Ende des Algorithmus, ob sie Langen der kiirzesten Wegdwnden anderen Knoten
entsprechen.

Algorithmus zur Suche nach einem kirzesten Weg zwischem &noten A und allen
anderen Knoten des Graphen im allgemeinen Fall (jedochraleieAnnahme, dass kein
Zyklus mit negativer Lange darin existiert).

1. SetzePCC(A) = 0 undPCC(v) = o (unendlich) fur allev # A.

2. Bestimme fur jeden Knotendas Minimum der Wert€CC(w) + dy,, indem du alle
Vorgangemw vonv betrachtest, und setA¢v) gleich diesem Minimum.

3. Nimm flr jeden Knotew die AktualisierungPCC(v) = min{PCC(v), f(v)} vor.

4. Wenn im 3. Schritt mindestens fur einen Knotester WertPCC(v) modifiziert wur-
de, gehe wieder zu 2., anderenfalls STOPP.

Abbildung H.7: Beispielgraph mit beliebigen Kantengevt@hzur Suche nach dem kirzesten
gerichteten Weg zwischen einem Knot&rind allen anderen Knoten des Graphen.

Fir den Graphen aus Abbildund 7 setzt manPCC(a) = 0, PCC(B) = PCC(C) =
PCC(D) = « und berechnet:

* f(B)=PCC(D)+5=0+5=00
« f(C) =min{PCC(A)+3,PCC(B) +1} = min{0+ 3,004 1} =3
* f(D) =min{PCC(A)+1,PCC(C) —3} =min{0+1,0-3} =1
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Man muss dahePCC(C) aktualisieren, was den Wert 3 annimmt, soReC(D), was
den Wert 1 annimmt. Da im 3. Schritt zwei Werte modifiziert dem, berechnet man
die Wertef (v) neu:

» f(B)=PCC(D)+5=1+5=6
« f(C) =min{PCC(A)+3,PCC(B) + 1} = min{0+ 3,004+ 1} =3
« f(D) = min{PCC(A) + 1,PCC(C) — 3} = min{0+1,3—3} =0

Man muss dahePCC(B) aktualisieren, was den Wert 6 annimmt, uR@C(D), was
den Wert 0 annimmt. Da im 3. Schritt zwei Werte modifiziert dem, berechnet man
die Wertef (v) neu:

« f(B)=PCC(D)+5=0+5=5
« f(C) =min{PCC(A) +3,PCC(B)+ 1} =min{0+3,6+1} =3
« f(D) =min{PCC(A) + 1,PCC(C) — 3} = min{0+1,3—3} =0

Man muss dahePCC(B) aktualisieren, was den Wert 5 annimmt. Da im 3. Schritt ein
Wert modifiziert wurde, berechnet man die Weft®) neu:

» f(B)=PCC(D)+5=0+5=5
» f(C) =min{PCC(A) +3,PCC(B) + 1} =min{0+3,5+1} =3
« f(D) = min{PCC(A) + 1,PCC(C) — 3} = min{0+1,3—3} =0

Da keiner der Wertd (v) kleiner alsPCC(v) ist, halt der Algorithmus an.

In den Algorithmen, die wir beschrieben haben, ist es leidbh kirzesten Weg von
A zu allen anderen Knoten des Graphen zu verfolgen. Dazu masshor speichern,
von wo die Kante ausgeht, die aufgerichtet ist, wenn maRCC(v) (oder pcqv) im
vorherigen Algorithmus) modifiziert. In unserem Beispiglgdie letzte Aktualisierung
von PCC(B) von D aus, die vorPCC(C) ging vonA aus und die vof?CC(D) von C.
Die gerichteten Kanten fir den kirzesten Weg sind daherudiedabildungH.8.

3
ao s o8

5
D

Abbildung H.8: Der kiirzeste Weg vahnachB.
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