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14 Partielle Ableitung, totales Differen-

tial und Gradient
14.1 Die partielle Ableitung

Die geometrische Bedeutung der Ableitung einer Funktion mit einer Variablen ist
bekanntlich die Steigung der Tangente an die Funktionskurve. Wir befassen uns nun
mit dem Problem, Steigungen fiir Flichen im Raum zu bestimmen.

In Abschnitt 13.1 hatten wir die Funktion

mé’ M
1
|.1nt L o —————
_ ardll® 1+z2+ 32
Schnitt parallel zur e
y-z-Ebene

als Beispiel fiir eine Funktion zweier Varia-
blen betrachtet. Sie stellt eine Fliche im
dreidimensionalen Raum dar.

Setzen wir eine der Variablen konstant, er-
halten wir eine Schnittkurve der Funktion
mit einer Ebene.

Zwei Typen von Schnittkurven der Fliache mit Schnittebenen kennen wir bereits:

Schnittkurven mit Ebenen parallel zur z-z- Ebene:
Die Schnittebene habe den Abstand yg
von der z-z-Ebene. Die Gleichung der
Schnittkurve erhalten wir, indem wir in
die Funktionsgleichung den Abstand yg
einsetzen.

1

z(:c]:-—-———l+z2+yg

In diesem Fall ist z dann nur noch eine
Funktion von z.
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Schnittkurven mit Ebenen parallel zur y-z-Ebene:
Die Schnittebene habe den Abstand zy von

der y-z-Ebene. Die Gleichung der Schnitt-

kurve erhalten wir, indem wir den Wert zg

in die Funktionsgleichung einsetzen. In die-

sem Fall ist z dann nur noch eine Funktion

von y.

z(y) = 1 / K

14+ 22+ 42 z

Steigung der Schnittkurven

Fiir die Schnittkurven parallel zur z-z-Ebene kénnen wir die Steigung sofort ange-
ben. Fiir die Schnittkurve ist y eine Konstante.
Wir haben also eine Funktion mit einer Va-
riablen. Die Steigung ist durch die Ablei-
tung der Funktion z = z(z) nach = gege-
ben.

Fiir diese neue Art der Ableitung benut-
zen wir statt des Zeichens d das stilisierte
Zeichen § (sprich: Delta).'

sy _b:_ 5[ 1
bz bz bz |1+ z%+y?

(Sprechweise: Delta f nach Delta x)

Da y fiir die Schnittkurve konstant ist — wir kénnten auch schreiben y, — erhalten
wir:

5f 2z

bz~ (14 224 y2)2

Diese Operation heifit partielle Ableitung.

Rechenregel:  Bei der partiellen Ableitung nach z wird nur nach z differenziert.
Die Variable y wird dabei als Konstante betrachtet. Beispiel:

o _b:_8( 1 \_ -

bz bz bx \1+22+y2) (1422 +y2)?
Fiir die Schnittkurven parallel zur y-z-Ebene konnen wir ebenfalls die Steigung
angeben.

In der Literatur sind anch andere Symbole fiir die partielle Ableitung in Gebrauch wie 0 oder 1.
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Die Steigung dieser Kurven ist nun nicht mehr durch die partielle Ableitung nach
z gegeben, sondern hier miissen wir die partielle Ableitung nach y bilden. Das ist
etwas Neues.

Rechenregel:  Bei der partiellen Ableitung nach y wird z als Konstante betrach-
tet, und nach y wird differenziert. Beispiel:
of bz 6 ( 1 _ 2y
Sy by Sy \1+x2+y2) T (14 g2442)?

Funktionen mit drei Variablen lassen sich nicht mehr anschaulich geometrisch im
dreidimensionalen Raum deuten. Dabei kommen sie haufig vor. Als Beispiel kennen
wir bereits die Temperatur als Funktion der drei Ortskoordinaten: T'= T ( z, y, z).
Fiir die Funktion f = f(=z, y, z) gibt es drei partielle Ableitungen.

Rechenregel Beispiel:
f(z,y,2) = 22% + 22

. . , of 2
Partielle Ableitung | alle Variablen aufler  werden als 35" 6z°y
nach x Konstante betrachtet. Es wird

nur nach der Variablen z differenziert

. . . of 3
Partielle Ableitung | alle Variablen aufier y werden oy =2z
nach y als Konstante betrachtet. Es wird

nur nach der Variablen y differenziert.

. : . of
Partielle Ableitung | alle Variablen aufiler z werden als 3= 2z
nach z Konstante betrachtet. Es wird nur

nach der Variablen z differenziert.
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Fiir die partiellen Ableitungen gibt es eine weitere oft benutzte einfache Schreib-
weise: f (z, y, z) sel eine Funktion von z, y und z. Dann benutzt man tiefgestellte
Indizes und schreibt auch:

8 _ 85 _ of _
E_f: 6y_fy 6z_f3
Beispiel: f(z,y,z) =z -y-z f,:%:y.z
5
fyzé.:
)
fz_?;i:: vy

14.1.1 Mehrfache partielle Ableitung

Die partiellen Ableitungen sind wieder Funktionen der unabhingigen Variablen
z,y .... Deshalb kénnen wir sie erneut partiell differenzieren.

Beispiel: Es sei f(z,y, 2) = —z- + 22. Wir suchen

£ (Erten0)

Hier ist die Schreibweise mit dem tiefgestellten Index besonders iibersichtlich.

5 (5 6,
a(a)—gfy—f:y

Reihenfolge: zuerst wird nach y differenziert, dann nach z. Die Indexkette wird von

rechts nach links abgearbeitet.!
Wir bilden zuerst die partielle Ableitung nach y fiir f(=z, y, 2) = 342z

Dann differenzieren wir f, nach z:

6 1
E(fy) =fay = _?

1Bei den meisten in der Physik vorkommenden Funktionen gilt bei mehrfachen partiellen Ablei-
tungen fzy = fuz. Es gibt aber auch Funktionen, bei denen die Reihenfolge der Ableitung beachtet
werden mufl und bei denen gilt fzy # fyz
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14.2 Das totale Differential

Funktion zweter Variablen 1

Wir betrachten die Funktion z = —————. Sie stellt eine Fliche im Raum dar.
1+z24+y?
Auf dieser Fliche gibt es Linien gleicher Héhe z.
Sehen wir senkrecht von oben
auf die z-y-Ebene, so erhal-
ten wir die Projektionen die-
ser Linien gleicher Hohe auf die
z-y-Ebene. Diese Projektionen
heilen Héhenlinien, weil mit ih-
rer Hilfe auf Landkarten Ge-
birgsziige dargestellt werden, die
ja auch Flachen im Raum sind.
In unserem Fall erhalten wir als
Hoéhenlinien eine Reihe von in-
einanderliegenden Kreisen. Die
Linien gleicher Héhe sind hier
Kreise im Raum.
Wir betrachten jetzt die Linien gleicher Hohe mit dquidistanten Héhenabstanden.
Dann liegen die zugehérigen Hohenlinien in der z-y-Ebene dort am dichtesten, wo
unser ,,Berg“ am steilsten ist.

Die Linie gleicher Hohe ist die Schnittkurve der Ebene z = ¢, mit der Fliche

1
Z2=—
1+x7+y°

1
Gleichsetzten ergibt: €, = ———
1+x°+y°
Diese Gleichung ist gleichzeitig die Gleichung fiir die Hohenlinie in der x-y-
Ebene. Wir formen diese Gleichung um zu:

1
:|:2+y2:——]
Ci

Aus der letzten Beziehung sehen wir, daB wir eine Gleichung fiir einen Kreis mit
dem Radius R = H"cl', — 1 erhalten haben. Je groBer wir die Hohe ¢; wihlen, desto
kleiner ist der Kreisradius.
Wir suchen nun die Richfung des steilsten Anstiegs oder Abfalls der Fliche
1
RETET
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Aus der Zeichnung sieht man, daB der ,Berg“ in unserem Beispiel offenbar fiir jeden
Punkt in radialer Richtung am steilsten abfallt.

Wir gehen vom Punkt A’ in der z-y-FEbene einmal um die Strecke dr
a) in beliebiger Richtung g;
. . - —-—
b) senkrecht zu einer Hohenlinie dr,;
¢) entlang einer Héhenlinie (F_r:;

Das entspricht auf der Flache den We-
gen AC, AB, AD.

Fiir den Weg AD entlang einer Linie
gleicher Hohe ist

dz; =0

Am stérksten verandert sich die Funk-
tion z auf dem Weg AB senkrecht zu
den Linien gleicher Hohe.
Fiir alle iibrigen Wege gilt

0<dz<dzgy alsoauch 0<dz <dzgy

Wir stellen uns jetzt die Frage, wie sich die Funktion z = f (z, y) dndert, wenn wir
ein Stiick dr in einer beliebigen Richtung dr = (dz, dy) gehen.

Die Anderung von f (z, y) erhalten wir in zwei Schritten:

1. Wir gehen um dz in z-Richtung
(y bleibt dabei konstant)

2. Wir gehen um dy in y-Richtung
(z bleibt dabei konstant)

Der Gesamtweg ist in Vektorschreibweise:

dr = deé, + dyé,
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1. Schritt: Die Anderung einer
Funktion mit einer unabhéngi-
gen Variablen war in erster
Niherung gegeben durch das Dif-
ferential

ay=Y d(:) dz = f'(z) - dz
Jetzt haben wir eine Funktion
zweier Variablen.

z = f(=z,y). Wenn wir in z-
Richtung um dz fortschreiten

(y bleibt dabei konstant) erhal-
ten wir fiir die Anderung von z:

6f(=z,
dZ(z) = —f-—(-a—;—yl dz

2. Schritt: Wenn wir in y
Richtung um dy fortschreiten

(z bleibt dabei konstant) erhal-
ten wir fiir die Anderung von z

den Wert

of
dz(y) = 5, W

Die Gesamténderung von z er-
gibt sich als Summe der beiden
Teilanderungen. Sie heifit totales
Differential.

dz = dzzy + dz(y) = g dr +

éx

of

by

dy /EY
x

€x

o

<y

bz

dz:gd:+%dy

Definition: Das totale Differential der Funktion z = f( z, y) ist die Gréfie

Das totale Differential ist ein Ma8B fiir die Anderung der Funktion
z = f(=z, y), wenn wir vom Punkt A = (z, y) ein Stiick in die
Richtung dr = (dz, dy) gehen.




34 14 Partielle Ableitung, totales Differential und Gradient

1. Beispiel: ~ Wir betrachten die Funktion z = z? 4 32
Das totale Differential ist ~ dz = 2zdz + 2ydy

2. Beispiel: ~ Wir betrachten die Funktion

1
Al
Das totale Differential ist
-2z -2y

T O+z2+ 22 dz — A+22+2)2 dy
Verallgemeinerung auf Funktionen dreier Variablen.
Im Falle einer Funktion dreier Variablen f ( z, y, z) verallgemeinert man das totale
Differential entsprechend zu

5
df = b.f +6—d +6—fd

Auch hier ist das totale Differential ein
MaB fiir die Anderung der Funktion
z = f(=z,y, z). Wenn wir ein Stiick in
die Richtung d7 = (dz, dy, dz) gehen,
andert sich die Funktion f(z, y, z) um

den durch das totale Differential gege-
benen Betrag.

Beispiel: f(z,y,2z)=z -y -z
Das totale Differential ist *
df =yz - dze+zz-dy+zy-dz

14.3 Der Gradient

14.3.1 Gradient bei Funktionen zweier Variablen

Das totale Differential einer Funktion zweier Variablen z = f(z, y) war definiert
als dz = %ﬁ-dz—% %dy,

Behauptung: Das totale Differential 148t sich formal schreiben als Skalarprodukt der

folgenden Vektoren (%é’r + %Ey) und dr. Dabei bezeichnet dr das Wegelement

und (J— + 31- ey) wird als ein neuer Vektor definiert.
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Diese Behauptung verifizieren wir.

dz = (gé}+ 8 & ) (dze: + dyéy)

bz Ey

of oo L 6f . . 6f . L 8f . .
dz = 6—dxex‘ez+6—dyey‘ey+3~£dye,-ey+Edzey-e,
dz = fd::+ f

Damit ist unsere Behauptung bewiesen. Der neu definierte Vektor heiit Gradient
und wird abgekiirzt grad geschrieben.

Definition: Der Gradient der Funktion z = f (z, y) ist der folgende Vektor:

) 5f 6
grad f(z,y) = (5ze=+6£ey) (5£ 6$)

Der Gradient hat zwei anschauliche Eigenschaften:

e Der Gradient steht senkrecht auf den Hohenlinien und zeigt in diejenige Rich-
tung, in der sich die Funktionswerte z = f(z, y) am stédrksten &dndern.

e Der Betrag des Gradienten ist ein MaB fiir die Anderung des Funktionswertes
senkrecht zu den Hohenlinien.

Diese beiden Eigenschaften wollen wir jetzt herleiten. Betrachten wir zunachst das
Skalarprodukt

grad f—d:'.—_- dz

Legen wir dr in eine der Hohenlinien,
dann gilt dz = 0. Denn eine Hohenlinie
ist die Projektion einer Linie gleicher
Héhe. Bei der Bewegung auf dieser Li-
nie dndert sich z nicht und deshalb mufl grady
dafiir dz = 0 gelten. Daraus folgt

df = grad f-dr=0 grad f

Aus Kapitel 2 wissen wir:
Das Skalarprodukt zweier Vektoren, von denen keiner der Nullvektor ist, verschwin-
det genau dann, wenn die beiden Vektoren senkrecht aufeinander stehen. Da weder

grad f noch dr ein Nullvektor ist, stehen grad f und dr senkrecht aufeinander.
Daraus folgt: Der Gradient steht senkrecht auf der Héhenlinte.

Dieses Ergebnis wollen wir an unserem Beispiel f (z, y) = S verifizieren.
z Y
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Der Gradient ist: grad f = — [ 2z 2y ]

(I+z2+y2)2 (1+22+y?)?
Dies ist ein Radialvektor, und der Gradient steht damit senkrecht auf den Hoéhen-
linien um den Koordinatenursprung.

Das Differential df gibt die Anderung des Funktionswertes bei einem Zuwachs der
Koordinaten z und y um dz und dy an.

Wir kommen jetzt zur zweiten Eigenschaft des Gradienten. Wir gehen von folgender
Frage aus: In welcher Richtung dndert sich die Funktion z = f(z, y) bei gleichem

dr am meisten? Wir suchen das Maximum von df. Es gilt
df = grad f- dr = |grad f| ]3|cosa a ist der Winkel zwischen grad f und dr.

grad f ist ein Vektor, der senkrecht auf der Héhenlinie steht. Wir lassen jetzt dr
verschiedene Richtungen annehmen. Der Betrag von dr sei konstant. Variabel sei
allein die Richtung von dr und damit cos a.

Das Maximum von cos a liegt bei & = 0 mit cos(0) = 1. Dann haben grad f und dr
die gleiche Richtung. In diesem Fall gibt der Betrag des Gradienten die Anderung
von df senkrecht zu den Hohenlinien an.
Wir hatten dieses Ergebnis fiir unser Beispiel bei der Behandlung des totalen Dif-
ferentials df bereits anschaulich erhalten.

Es gibt eine Reihe von Bezeichnungen fiir den Gradienten von z. Ublich sind:

8L
gra.df_gra.dzuéz1+6y3

_(¢f of
grad f = Vf

—'5 wird Nabla-Operator genannt und es gilt formal

- (8 6
V= bz’ by
Mit Hilfe des Nabla-Operators 1afit sich die Schreibweise oft verkiirzen. Der Nabla-

Operator wird formal so behandelt wie ein Vektor. Die Multiplikation des Nabla-
Operators mit einer skalaren Gréfe fiithrt dann zu einem Vektor.
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14.3.2 Gradient bei Funktionen dreier Variablen

Gegeben sei eine Funktion der drei Variablen z, y und z. Das ist ein skalares Feld
¢ = ¢(z,y, z) (siche Abschnitt 13.2) Die Gesamtheit der Raumpunkte, in denen
das skalare Feld den Wert ¢ annimmt, bildet eine Flache im Raum. Diese Flachen, auf
denen der Funktionswert ¢ ( z, y, z) iiberall den gleichen Wert hat, werden Flachen
gleichen Niveaus oder Niveauflichen® genannt.

Flachen gleichen Niveaus oder Niveauflachen sind festgelegt durch die Bestimmungs-
gleichung.

¢(z,y, z) =c= const.

Diese Beziehung kénnen wir nach z auflosen und erhalten die Gleichung der Ni-
veauflache

z=g(z,y)

Wir wollen jetzt den Begriff des Gradienten auf Funktionen mit drei Verdanderlichen
iibertragen. Sinngemaf erhalten wir

grad f(z,y, z) = (%, %, %)

Seine Eigenschaften bleiben erhalten. Nur ist jetzt der Gradient ein Vektor im drei-
dimensionalen Raum und der Begriff der Hohenlinien mufl ersetzt werden durch
Flachen gleichen Niveaus oder Niveauflichen. Damit besitzt der Gradient bei Funk-
tionen dreier Veranderlicher folgende anschauliche Eigenschaften:

e Der Gradient steht senkrecht auf Flachen gleichen Funktionswertes.

e Der Betrag des Gradienten ist ein Ma8 fiir die Anderung des Funktionswertes
pro Wegeinheit senkrecht zu den Niveauflachen.

1. Beispiel: ~ Welche Flachen gleichen Niveaus hat die Funktion
.f(zi v, z):——z-y+z 7

Wir setzen f(z,y, z) = e

c=—-z—y+2z

3Physikalische Beispiele: Temperaturverteilung — Flichen gleichen Niveaus sind Flichen glei-
cher Temperatur (Isothermen); Flichen gleicher potentieller Energie; Flachen gleicher elektrischer
Spannung.
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oder umgeformt

z=z+y+c

Zwei Ausschnitte dieser Flachen sind fiir
¢ = 0 und ein positives ¢ rechts skizziert.
Es sind Ebenen. Die Schnittgerade mit der
z-z Ebene ist um 45° gegen die z-Achse ge-
neigt, die Schnittgerade mit der y-z Ebene
ist um 45° gegen die y-Achse geneigt. %
Berechnen wir den Gradienten von f (z, y, z) und iiberpriifen wir, ob er senkrecht
auf dieser Ebene steht.

grad f(.\“,‘, Y, z} = (_1'_1:1)

Tragen wir diesen Vektor im Punkt (0,0,¢) in die letzte Skizze ein, dann steht er
senkrecht auf der Ebene, die durch z = z + y + ¢ gebildet wird.

Beweis: Ein beliebiger Vektor d, der in der Ebene liegt,
kann als Linearkombination der beiden Ein-
heitsvektoren @ und b geschrieben werden. a
und b liegen in der Schnittgeraden der z-z-
Ebene bzw. y-z-Ebene mit der Ebene
z=1z+y+c. Es gilt:

t.t"

Das Skalarprodukt von d mit grad f muB verschwinden, wenn beide senkrecht aufeinander stehen.

d-grad f = Mp+A)-(-1,-1,1)

1
7 (s,
1
7
Also steht grad f senkrecht auf der Ebene z =z + y +c.

p— A+ u+A) =0

2. Beispiel:  Bestimmung der Niveauflichen des skalaren Feldes
A _A
r? + y2 + 22 T p2
Die Niveauflachen sind durch die Gleichung ¢ (z, y, z) = ¢ definiert. In unserem
Falle erhalten wir die Niveauflachen aus der Gleichung

‘P(xi v, Z) =

A -—
224y 422

Auflsen nach z liefert die beiden Gleichungen
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2 = (iq'.) —z2— 2 Das ist eine Kugelschale iiber der x-y-Ebene.
c
A C
zg = -— b z? —y? Das ist eine Kugelschale unter der x-y-Ebene.

Die Niveauflachen sind also Kugelschalen mit dem Radius R = 1{:;1

Bilden wir nun den Gradienten von ¢:

A
gradp:_QF(zs b, 2)

Dies ist ein Radialvektor, der seinen An-
fangspunkt auf der Niveaufliche hat.

Das heifit aber, daf der Vektor grad ¢
senkrecht auf der Niveauflache steht, weil
sie eine Kugelschale ist. Damit ist die
Eigenschaft des Gradienten, da er senk-
recht auf den Niveauflichen steht, fiir un-
ser Beispiel verifiziert.

Unserem Beispiel kénnen wir weiterhin entnehmen, daB der Gradient in die Richtung
der stirksten Anderung von ¢ zeigt.

Der Betrag von grad ¢ = =2 4 (z, y, z) ist

A
lgrad ¢ =2 —

Dies ist ein MaB dafiir, wie stark sich die Funktionswerte in radialer Richtung
andern. Je niher wir dem Koordinatenursprung kommen (r — 0), um so stirker
dndern sich ¢ und grad ¢ .

Anhand unseres Beispiels haben wir damit folgende Eigenschaften des Gradienten
verifiziert:

e Der Gradient einer Funktion ¢ (z, y, z) ist ein Vektor:
_(bp bp by
grad p = (3‘5, 3‘;, bz
e Der Gradient steht senkrecht auf den Niveauflichen ¢ = const. Er zeigt in
die Richtung der groBten Veranderung der Funktionswerte
¢ — w ( z! yl z)'
e Der Betrag des Gradienten ist ein Ma8 fiir die Anderung des Funktionswertes
senkrecht zu den Niveauflichen pro Wegeinheit.
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14.4

14.1

14.1

14.1.1

14.2

14.2

14.3.1

14.3.2

Ubungsaufgaben

A Bilden Sie die partiellen Ableitungen nach z,y und ggf.
nach z von den Funktionen

a) f(z,y) =sinz +cosy b) f(z,y) = 22/1—¢?
o) f(z,y)=e @+ d) f(z,9,2) = zyz + Ty + 2

B Berechnen Sie die Steigung der Tangente in z- und y-Richtung
fiir die Flache z = 22 + y? im Punkt P = (0,1)

Berechnen Sie die partiellen Ableitungen f;z, fzy, fyz und fy,
der Funktion

z=R?—z?—y?

A Bestimmen Sie die Linien gleicher Héhe, die den Abstand 0,5 von

der z-y-Ebene haben, fiir die Flachen

a) z= 1—%—391 b) z2=—-z-2y+2

Geben Sie die Funktionsgleichungen der zugehorigen Hohenlinien an.

B Berechnen Sie das totale Differential fiir die Funktionen
a) z=+/1-z2—-y2 b) z=z2 442

_ 1
) f@4.2)= ot

Von den skalaren Feldern ¢ (z,y) sind der Gradient
und die Hohenlinien zu berechnen. ¢ beschreibt eine Flache.

Fl 2
a) p=-—z—2y+2 b) p=/1-5 - L
10

) P= Toew

A Welche Form haben die Niveauflachen der skalaren Felder
a) (z,y,2) = (22 +y* +22)5

b) ¢(z,y,2)=2*+y°

C) zp(x,y,z)=z+y—3z

B Berechnen Sie die Gradienten fiir diese drei skalaren Felder.
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Lésungen

141 A a) fr=cosz fy = —sinz
—z?
b) fr=2z/1-—y? fy= =L
¢) fr= —2ze~(="+v") = —de_(::"'y’)
d) fe=yety fy=2z+2 fo=zy+1
141 B Tangente in z-Richtung: 2z
Steigung in z-Richtung im Punkt P: 0

Tangente in y-Richtung: 2y
Steigung in y-Richtung im Punkt P: 2

14.1.1 fez =2 fyz=0
foy =0 fyy =2

2 2
142 A a)z=0,5=/1-F - L

Die Hohenlinie ist durch die Beziehung 5'9—7 + ’Ta = % gegeben.
Dies ist eine Ellipse.

b) z=0,5=—-z—-2y+2 z

Gleichung der Héhenlinie:
y=-%+1




42 14 Partielle Ableitung, totales Differential und Gradient
— —zdz _ d;
b) dz = 2zdr + 2ydy
__ 1
c) df = W (zdz + ydy + 2dz)
14.3.1 a) gradyp = (-1, -2)
Die Hoéhenlinien sind Geraden mit der Gleichung
Y= —% +1-— %
= =1 z i
b) grady W/ mromr (5 %)
Die Hohenlinien sind Ellipsen, sie erfiillen die Gleichung
:2 2
do1=-5-%
— 10
c) grady = m[xsy)
Die Hohenlinien sind Kreise mit dem Radius c.
14.3.2 A a) Die Niveauflichen sind Kugelschalen, sie erfiillen die Gleichung
cd=z24 y: + 2?
b) Die Niveauflichen sind Zylinder mit dem Radius ¢7 und erfiillen
die Gleichung z% + y* = ¢
c) Die Niveauflichen sind Ebenen mit der Gleichung
r=g+§-§
1432 B a) grade=3(z*+y*+2%)i(z,y, 2)
b) grady = (22, 2, 0)

grad(p = (lv 1: -3)
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