Normalkontaktprobleme mit
rotationssymmetrischen Korpern
ohne Adhasion

Valentin L. Popov und Markus Hel3

3.1 Abbildung von dreidimensionalen Kontaktproblemen
in eine Dimension: Die Grundidee

Die Methode der Dimensionsreduktion basiert auf der Beobachtung, dass bestimmte
Klassen von dreidimensionalen Kontakten exakt auf Kontakte mit einer eindimensionalen
Winklerschen Bettung abgebildet werden konnen. Einen Vorgeschmack auf die Methode
bietet uns bereits eines der einfachsten Kontaktprobleme: Wird ein flacher, zylindrischer
Stempel auf die Oberfliche eines elastischen Halbraums gedriickt (Abb. 3.1a), so ist die
Normalsteifigkeit des Kontaktes proportional zu seinem Durchmesser D:

k. = DE*, (3.1)

wobei E* der effektive Elastizititsmodul ist und gemaf3

1 1— v12 1-— v22
= 3.2
o E + 5 (3.2)

aus den Elastizititsmoduln der kontaktierenden Korper E; und E, sowie ihren
Querkontraktionszahlen vi und v2 hervorgeht.! Die Proportionalitit der Steifigkeit zum
Durchmesser kann auf triviale Weise aber auch durch eine eindimensionale Winklersche
Bettung wiedergegeben werden.

Die Winklersche Bettung (Abb. 3.1b) ist eine Reihe von gleichartigen, voneinander
unabhingigen Federn, die im gleichen Abstand Ax an einer starren Unterlage angebracht
sind. Zur Abbildung von Kontinua muss der ,,Diskretisierungsschritt“ Ax natiirlich aus-
reichend klein gewihlt werden, was wir immer stillschweigend voraussetzen. Die Zahl
der Federn, die mit dem Stempel im Kontakt sind, ist gleich D/Ax. Bezeichnen wir die

! Dieses Ergebnis kann in jedem Buch zur Kontaktmechanik gefunden werden, siehe z. B. [1].
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Abb. 3.1 a Kontakt eines (a) (b)
flachen, zylindrischen

Indenters mit einem elastischen

Halbraum und b das

eindimensionale Ersatzmodell

P 3

Steifigkeit einer einzelnen Feder durch Ak,, dann ergibt sich fiir die Gesamtsteifigkeit des
Kontaktes

D
k, = Ak, —. 3.3
2 e (3.3)
Damit die Gl. (3.1) auch fiir den Eindruck in die Winklersche Bettung gilt, muss die

Steifigkeit pro Lingeneinheit gleich dem effektiven Elastizititsmodul E* gewihlt werden:

Ak,

e E*. (3.4)

Die Steifigkeit jeder einzelnen Feder ist demnach

Ak, = E*Ax. (3.5)
Die Proportionalitit der Steifigkeit zum Durchmesser des Stempels ist im Fall der elasti-
schen Bettung auf triviale Weise erfiillt. Im Weiteren wird gezeigt, dass sich die so definierte

elastische Bettung auch zur Abbildung einer grofien Anzahl von anderen Kontaktaufgaben
eignet.

3.2 Regeln von Geike & Popov und Regeln von Hef fiir
Normalkontaktprobleme

Die Beziehungen zwischen der Normalkraft, der Indentierungstiefe und dem Kontaktradius
lassen sich fiir eine breite Klasse von Profilen exakt iiber das reduzierte Kontaktproblem
mit einer eindimensionalen Winklerschen Bettung reproduzieren. Dabei muss das
Oberflachenprofil lediglich nach einfachen Regeln modifiziert werden.

Betrachten wir als erstes den Kontakt zwischen einer elastischen Kugel mit dem Radius R
und einem elastischen Halbraum (das Hertzsche Kontaktproblem, Abb. 3.2a).2 Bereits 2005
hat Popov in einem Vortrag® darauf hingewiesen, dass auch bei einer Kugel (bzw. einem

2 Streng genommen wird ein parabolisches Profil mit dem Kriimmungsradius R betrachtet.

3 Deutsch-Russischer Workshop ,,Numerical simulation methods in tribology: possibilities and
limitations®, Technische Universitit Berlin, 14.-17. Mirz, 2005. Veroffentlicht in [2].
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Abb. 3.2 a Kontakt zwischen (a) E (b)
einer Kugel und einem N Fn
elastischen Halbraum und b das
eindimensionale Ersatzmodell R — R,
d
—>ia

parabolischen Indenter) die Beziehungen zwischen der Normalkraft, der Indentierungstiefe
und dem Kontaktradius durch das eindimensionale Ersatzmodell (Abb. 3.2b) exakt wieder-
gegeben werden, vorausgesetzt, dass der Radius mit dem Faktor ,,1/2“ skaliert wird. Fiir die
Kugel werden wir an dieser Stelle die Losung ausfiihrlich beschreiben, in den nachfolgenden
Kapiteln aber meistens auf die Durchfithrung der Rechnung aufgrund ihrer Einfachheit ver-
zichten und nur die Ergebnisse angeben.

Das eindimensionale Ersatzprofil soll den Kriimmungsradius R haben und wird
durch die Gleichung

x2

7= = — 3.6

7=g®x) R (3.6)
gegeben. Wird dieses Profil in die Winklersche Bettung um die Tiefe d eingedriickt, so
erhalten wir fiir die vertikale Verschiebung der Bettung an der Stelle x

x2

u,(x) =d—gx)=d — 2_R1 (3.7)

Die Halbbreite des Kontaktgebietes (der ,Kontaktradius®) a ergibt sich aus der For-
derung u,(a) = O und ist

a=+/2R\d. (3.8)

Der Beitrag zur Normalkraft einer Feder mit der Koordinate x ist

2
fv = Ak, - u(x) = E* (d _ 2%) A. (3.9)

Integration iiber das Kontaktgebiet ergibt die gesamte Normalkraft

V2R d

Y 2 2 AIE*

X X

Fy= | E*|(d— — )dx = E*(d——)dx= VRid3. (3.10

N / ( 2R1) / ( 2R1) 3 1 (310
—a —+/2R1d

Wihlen wir nun den Radius der ,,zweidimensionalen Kugel“ gemaf3

R =R/2, (3.11)
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(»Regel von Popov®), so erhalten wir fiir den Kontaktradius und die Normalkraft exakt
die Hertzschen Relationen:

a=+Rd, (3.12)
Fy(d) = ;—‘E*\/Rd? (3.13)

Die Regel (3.11) bedeutet mit anderen Worten, dass der Schnitt des urspriinglichen drei-
dimensionalen Profils (in unserem Fall der Kugel mit dem Radius R) in der vertikalen
Richtung um den Faktor ,,2“ gestreckt wird.

In seiner Dissertation aus dem Jahre 2011 [3] hat M. Hef3 gezeigt, dass eine dhnliche exakte
Abbildung fiir ein beliebiges rotationssymmetrisches Profil méglich ist. In diesem Kapitel
werden wir die von Hef§ gefundenen Abbildungsregeln ohne Beweis anwenden. Ein genauer
Beweis dieses Satzes wird im Kap. 17 gegeben.

Im Fokus der nachfolgenden Untersuchungen stehen Kontakte zwischen axial-symmetri-
schen Korpern und dem elastischen Halbraum. Die Symmetrieachse sei z und die Oberfliche
des elastischen Halbraumes sei durch z = 0 gegeben. Wir parametrisieren die Oberfliche
des Halbraums durch die kartesischen Koordinaten x und y. Betrachten wir nun einen axial-
symmetrischen Koérper mit dem Profil

Z=/fu (r) =cpr", (3.14)

wobei r = y/x2 4 y2 ist und 7 eine beliebige positive (nicht notwendig ganze) Zahl dar-
stellt. Definieren wir jetzt ein eindimensionales Profil entsprechend
Z=gn(x) =y Ix|". (3.15)

Wie im Kap. 17 gezeigt wird, ist der Kontakt des dreidimensionalen Profils (3.14) mit
dem elastischen Halbraum zum Kontakt des zweidimensionalen Profils (3.15) mit der
Winklerschen Bettung (3.4) dann dquivalent, wenn die folgende Regel von HefS angewendet
wird:

VI a3

En = K. = 3.16
Cn KnCn Kn 2 r(z 2) ( )
wobei I'(n) die Gamma-Funktion ist:
o
Mn) = / " le~ldr. (3.17)
0

Die exakte Aquivalenz zwischen dem drei- und dem eindimensionalen Problem gilt fiir die
Beziehungen zwischen der Normalkraft, dem Kontaktradius und der Indentierungstiefe. An
dieser Stelle sei vermerkt, dass wir wie in den Eingangsbeispielen eindimensionale Profile
grundsitzlich mit g(x) bezeichnen, und dreidimensionale Profile mit f{(r). Beide werden
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von der Indenterspitze aus nach oben positiv gezéhlt, was durch die zusitzlich einge-
filhrte Koordinate Z ausgedriickt wird (siehe z. B. Abb. 3.4). In Tab. 3.1 sind die Werte des
Skalierungsfaktors ;, fiir verschiedene n dargestellt und in Abb. 3.3 fiir 0 < n < 5 graphisch
veranschaulicht.

Hervorgehoben sind die Werte fiir einen kegelférmigen und einen parabolischen
Indenter. Hierfiir gelten x| = %JT und x> = 2. Letzterer stimmt selbstverstindlich mit
der Regel von Popov iiberein, die eine Halbierung des Kriimmungsradius verlangt.

Von herausragender Bedeutung ist die Tatsache, dass eine exakte Abbildung eines
dreidimensionalen Kontaktproblems auf die eindimensionale Winklersche Bettung nicht
nur fiir einzelne Profile der Form (3.14), sondern auch fiir beliebige Superpositionen sol-
cher Formen gilt. Betrachten wir dazu ein zusammengesetztes Profil gemify

GEDWAGED IS (3.18)
n=1 n=1

Die Regel von Hef} wird in diesem Fall wie folgt angewendet: Aus dem Profil (3.18) wird
ein eindimensionales Profil

F = " =g =D & xl" (3.19)
n=1

n=1

generiert. Im Kap. 17 wird gezeigt, dass beim Eindruck des Profils (3.19) in die
Winklersche Bettung mit einer Steifigkeit entsprechend (3.4) die Beziehungen zwischen
der Normalkraft, dem Kontaktradius und der Eindriicktiefe dieselben bleiben, wie im
dreidimensionalen Fall.

Tab. 3.1 Skalierungsfaktor «;, fiir ausgewidhlte Exponenten der Formfunktion
n 0.5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
kp 1311 1571 2 2.356  2.667 2945 3.2 3.436 3.657 3.866 4.063

Abb. 3.3 Abhingigkeit des [ ‘ '
Skalierungsfaktors x von der I
Potenzn 25

parabolisch

Formfaktor x
N
o

kegelfdrmig

1
1
1
1
2 3 4 5

[P S


http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-32673-8_17

24 3 Normalkontaktprobleme mit rotationssymmetrischen Kérpern ohne Adhéasion

Die Moglichkeit, Kontakte von dreidimensionalen, axial-symmetrischen Kérpern der
Form (3.14) auf eindimensionale Systeme abzubilden, folgt bereits aus allgemeinen
Skalierungsgriinden und es ist lehrreich, jene an dieser Stelle kurz zu diskutieren. Aus
der Dimensionsanalyse und der Selbstaffinitit* der Profile (3.14) geht hervor, dass der
Kontaktradius und die Indentierungstiefe durch eine Beziehung mit der gleichen Potenz
zusammenhingen, wie die Form des Profils selbst:

d = Kkycpad” (3.20)

wobei k; eine dimensionslose Konstante ist. Beim Eindruck des eindimensionalen Profils
(3.15) in die Winklersche Bettung bestimmt sich die Eindriicktiefe trivialerweise nach

d = ¢pa". (3.21)

Durch die geeignete Wahl ¢, = k¢, kann man demnach immer garantieren, dass die
Beziehungen Indentierungstiefe-Kontaktradius in beiden Fillen tibereinstimmen.

Dariiber hinaus ist die differentielle Kontaktsteifigkeit sowohl im eindimensionalen
als auch im dreidimensionalen Fall gleichermaflen durch

—— =2aE* 3.22
5 a (3.22)
gegeben (Beweis siehe [4] oder [5]). Integration dieser Gleichung unter Beriicksichtigung
von (3.21) liefert sowohl fiir den ein- als auch fiir den dreidimensionalen Fall die Beziehung

Fy = / dFy = 2E* / ad(d) = 2E* / atnd"~\da = 2E*¢, — 1a”+1. (3.23)
n

Zweifellos muss damit auch die Kraft als Funktion der Indentierungstiefe in beiden
Fillen identisch sein:
2n n+l

Fy = —— lE*?:;l/”dT. (3.24)

Wenn wir uns nur auf die Kraft-Verschiebungs-Beziehung beschrinken, so wird die
Abbildbarkeit von drei- auf eindimensionale Systeme noch allgemeiner und ist fiir
beliebige selbstaffine Oberflichen moglich, egal ob axial-symmetrisch oder nicht: Die
Potenzabhingigkeit (3.24) ist allein durch die Selbstaffinitit bedingt und gilt fiir belie-
bige Oberflichen mit gegebenem Hurst-Exponenten. Offensichtlich lasst sich der richtige
Koeffizient immer durch das Strecken des Profils um einen passenden Faktor erreichen,
wenn die Potenz in der Kraft-Verschiebungs-Beziehung stimmt. Wie wir im Kap. 10 sehen

* Unter Selbstaffinitit versteht man die folgende Eigenschaft: Wird das Profil (3.14) in der
horizontalen Richtung um den Faktor C gestreckt und gleichzeitig in der vertikalen Richtung
um den Faktor C", so erhilt man das urspriingliche Profil. Die Potenz n bezeichnet man als
Hurst-Exponent.
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werden, gilt das auch fir selbstaffine fraktale raue Oberflichen. Dies eroffnet den Weg fiir
die schnelle Berechnung von Kontakten mit rauen Oberflichen und ist daher von beson-
derem Interesse.

Auch die Superpositionsregel (3.19) hat eine einfache physikalische Bedeutung und
héngt ausschliefSlich mit dem linearen Verhalten des Mediums zusammen. Stellen wir
uns dazu vor, dass zwei Profile f1(r) und f,(r) vorliegen und dass fiir den Eindruck des
ersten Profils bis zum Erreichen des Kontaktradius a die Kraft F(a) erforderlich ist. Fiir
den Eindruck des zweiten Profils bis zum gleichen Kontaktradius a muss hingegen die
Kraft F>(a) aufgebracht werden. Die jeweils erreichten Eindriicktiefen bezeichnen wir
mit di(a) und d2(a). Wenn wir nun zunichst den Eindruck f (r) vornehmen und dann
zusdtzlich fo(r) auf dem gleichen Gebiet mit dem Radius g, so folgt unmittelbar aus der
Linearitat des Mediums, dass die dafiir erforderliche Kraft

Fy(a) = Fi(a) + F2(a) (3.25)
ist. Die Eindriicktiefe ist dabei ,,per Konstruktion®
d(a) = di(a) + dr(a). (3.26)

Das sind genau die zwei Eigenschaften, die fiir die Abbildung von zusammengesetzten
Profilen nach der Regel (3.19) notwendig sind. Um Missverstandnisse zu vermeiden,
mochten wir unterstreichen, dass das Superpositionsprinzip nicht (oder nicht exakt) gilt,
wenn die Wirkungsgebiete beider Profile unterschiedlich sind.

3.3  Allgemeine Abbildung rotationssymmetrischer Profile

Den Mittelpunkt vorausgegangener Betrachtungen bildeten die &uflerst einfachen
Abbildungsregeln, die fiir Kontaktprofile in Form von Potenzfunktionen bestehen. Durch
die Wahl eines beliebigen, positiv reellen Exponenten auf der einen Seite und durch das
aus der Linearitit resultierende Superpositionsprinzip auf der anderen Seite sind damit
grof3e Klassen axialsymmetrischer Kontakte exakt abbildbar. Die Aquivalenz von ein- und
dreidimensionalen Systemen ist jedoch keineswegs auf solche Klassen beschrankt, sondern
allgemeingiiltig fiir alle axialsymmetrischen Kontakte mit einfach zusammenhéngender
Kontaktfliche. Die Berechnung des Ersatzprofils aus der Profilfunktion des dreidimensio-
nalen Kontaktes gehorcht dabei der Formel

()
gWx) =x [ ——=dr, (3.27)
/ /32— 2
deren Allgemeingiiltigkeit in Kap. 17 belegt wird. Dass diese Regel im Fall von Potenz-
funktionen gemif3 (3.14) auf die einfachen Streckbeziehungen (3.16) fiithrt, kann dort
ebenso nachvollzogen werden. Abgesehen von der expliziten Anwendung der Formel
(3.27) dndert sich jedoch nichts in der Vorgehensweise der Reduktionsmethode
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zur Bestimmung der Abhidngigkeiten zwischen Kontaktradius, Eindriicktiefe und
Normalkraft. Das méchten wir nachfolgend an einem Beispiel schrittweise erlautern und
betrachten dazu den Eindruck des abschnittsweise definierten Profils

) 0 fir0<r<b
r) =
’22_Rb2 firb<r<a (3.28)

in den elastischen Halbraum. Wie aus Abb. 3.4 hervorgeht, konnen wir das Profil als
einen urspriinglich parabolischen Asperiten interpretieren, dessen Spitze mit der Zeit
verschlissen wurde.

Die Anwendung von (3.27) verlangt die erste Ableitung des Originalprofils (3.28)

0Ofir0<r<b

Lfiirb<r<a’ (3.29)

(= [

die nach Einsetzen in (3.27) und anschlieSender Integration auf das Ersatzprofil®

_ 0 fir 0 < x| <b
8(x) = |%| /x2— B2 fiir b < |x| <a (3.30)

fithrt. Darin haben wir die zunéchst nur fiir x > 0 definierte Funktion g achsensymmetrisch
fortgesetzt, was durch einfaches Austauschen der Variable x durch ihren Betrag |x| geschieht
und wir durchaus auch schon in der Definitionsgleichung (3.27) hitten berticksichtigen kon-
nen (siehe Kap. 17). Dieses Profil ist dem Original in Abb. 3.5 gegeniibergestellt.

Selbstverstindlich fillt der Sonderfall » = 0 mit der Abbildungsregel von Popov
zusammen, wovon wir uns leicht tiberzeugen, wenn wir (3.28) und (3.30) unter dieser
Vorgabe vergleichen.

Bei bekanntem Ersatzprofil konnen wir nun dem bereits vorgestellten Reduktions-
verfahren zur Losung des Kontaktproblems folgen. Dazu miissen wir lediglich das

Abb. 3.4 Qualitative F
Darstellung des Eindrucks eines
an der Spitze abgeflachten,
parabolischen Profils in den
elastischen Halbraum

> Im Weiteren kann es vorkommen, dass wir von einem eindimensionalen Profil sprechen;
gemeint ist selbstverstandlich das Profil im eindimensionalen Modell.
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Abb. 3.5 Parabolischer ST A
Indenter mit ,,verschlissener® [ /
! /

Spitze: Original- und 4 J/
Ersatzprofil im Vergleich : 7

.  — Originalprofil (3D) S

bﬁ; {f. g} --- Ersatzprofil (1D) /{
u:.

0.0 0.5 1.0 2.0 2.5

1.5
{r,2}/b

starre Profil nach (3.30) in die eindimensionale Winklersche Bettung driicken, was die
Oberflichenverschiebung

u;(x) =d—gx)=d— %'x/xz —b? (3.31)

hervorruft. Eindriicktiefe, Kontaktradius und Normalkraft miissen exakt die dreidimen-
sionalen Abhingigkeiten aufzeigen. Die Eindriicktiefe als Funktion des Kontaktradius
ergibt sich aus der Forderung, dass die Verschiebung am Kontaktrand verschwindet:

u(@=0 = d=g(= %\/az—b2. (3.32)
Die Normalkraft bilden wir aus der Summe aller Federkrifte
a a 2E* a
FN=E*/[d—g(x)]dx=2E*/ddx— R /x\/xz—bzdx, (3.33)
—a 0 b

was nach Integration und geeigneten Umformungen mithilfe von (3.32)

Fy (a) = 2E° (2a2 + b2) -Va? —b? (3.34)

3R

liefert. Die aus der Reduktionsmethode gewonnenen Resultate (3.32) und (3.34) sind
exakt die von Ejike [6] erarbeiteten Losungen des dreidimensionalen Kontaktproblems.
Der Vollstandigkeit halber sei hier noch die Beziehung zwischen Normalkraft und
Eindriicktiefe angegeben, die nach Auflosung von (3.32) nach a und anschlieflendem
Einsetzen in (3.34) wie folgt lautet:

V2E* B3 2R \? 2R \?
Fy()= "2+ 1+(b—2d) N . 1+(b—2d). (3.35)
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Weitere Kontaktaufgaben, die zur Berechnung des Ersatzprofils die explizite Anwendung
der Umrechnungsformel (3.27) verlangen, sind in den Aufgaben zu diesem und den bei-
den Folgekapiteln zu finden.

3.4  Abbildung von Spannungen

In dem eindimensionalen Kontaktproblem mit der Winklerschen Bettung lassen
sich Spannungen nicht unmittelbar definieren. Auch wenn die Kraft-Verschiebung-
Kontaktradius-Beziehungen richtig wiedergegeben werden, scheint der Teil der kon-
taktmechanischen Information, der mit den Spannungen zusammenhingt, verloren zu
gehen. In Wirklichkeit ist das aber nicht der Fall. In der bereits erwdhnten Dissertation
von M. Hef3 [3] wurde gezeigt, dass sich die Druckverteilung fiir einen beliebigen drei-
dimensionalen Kontakt aus der Losung des entsprechenden eindimensionalen Problems
wiederherstellen ldsst. Der zugehorige Beweis ist in Kap. 17 zu finden. Im vorliegenden
Kapitel formulieren wir die Regel zur Berechnung der Druckverteilung ohne Beweis.

Bei der Winklerschen Bettung sind in jeder Kontaktkonfiguration die Federkrifte
fv (¥) unmittelbar gegeben. Auch die Streckenlast g(x) (oder lineare Kraftdichte) lasst
sich direkt definieren:

In @)

q(x) = A (3.36)

Im Kap.17 wird unter anderem gezeigt, dass sich die Normalspannung o,,(r) im
Kontaktgebiet des dreidimensionalen Kontaktproblems aus obiger Streckenlast g(x)
durch die folgende Integraltransformation (Abel-Transformation) ermitteln lasst:

q'(x)

1

Als Beispiel fiir die Anwendung dieses Verfahrens betrachten wir wieder das Hertzsche
Kontaktproblem. Fiir die Streckenlast ergibt sich aus (3.9)

qx) =E* (d - %), fir |x] <a = +2R1d
qgx) =0, fiir |x| > a = V2R\d

Thre Ableitung ist ¢’(x) = —E*x/R| innerhalb des Kontaktgebietes und Null au8erhalb.
Einsetzen in (3.37) liefert

(3.38)

) a 12
) E* / xdx E* / xdx 2E* d { (r)Z
. r)y = — E—— _— —_ — — N
“ 7TR] «/_x2 — r2 7TR1 \/_xz — r2 T R a
r r
(3.39)

was mit dem bekannten Hertzschen Ergebnis genau tibereinstimmt.
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Weitere Beispiele zur Spannungsberechnung axial-symmetrischer Kontakte nach
Gl. (3.37) werden in den Aufgaben zu diesem Kapitel behandelt.

3.5 Abbildung von nicht-rotationssymmetrischen Kérpern

k, = 2E*ﬁ\/§ (3.40)

ist die Gleichung fiir die Kontaktsteifigkeit auch fiir nicht runde Querschnitte giiltig
(A ist hier die Kontaktfliche). Die Konstante g hat fiir “nicht zu komplizierte” Profile
immer die Gréflenordnung 1 (siehe [7]):

Geschrieben in der Form

Runder Querschnitt: B= 1,000
Dreieckiger Querschnitt: B= 1,034 (3.41)
Quadratischer Querrschnitt: = 1,012

Die GL. (3.40) kann in der Form (3.1) geschrieben werden, wenn wir den effektiven

Durchmesser p wie folgt definieren:
D =28 /é. (3.42)
b

Diese Regel erlaubt die Abbildung nicht axial-symmetrischer Kontakte auf einen eindi-
mensionalen Kontakt mit der Winklerschen Bettung.

Aufgaben

Aufgabe 1: Das Kontaktproblem zwischen einem Kegel und einem elastischen
Halbraum (Abb. 3.6a) soll mittels der Reduktionsmethode gelost werden. Berechnen Sie
dazu den Kontaktradius und die Normalkraft als Funktionen der Eindriicktiefe.

Losung:

Die Form eines Kegels wird durch die Gleichung f(r) =tan6 - r beschrieben. Der
entsprechende Skalierungsfaktor betrigt «1 = 7 /2, so dass das #dquivalente eindi-
mensionale Profil durch g(x) = (/2)tan6 - |x| gegeben wird. Wird der Indenter
um d eingedriickt, so ist die Vertikalverschiebung der Bettung im Punkt x durch
u;(x) =d — (7/2)tan 6 - |x| gegeben. Den Kontaktradius berechnen wir aus der
Forderung u;(a) = 0 und erhalten so die gesuchte Abhéngigkeit von der Eindriicktiefe:

2.4

a= . (3.43)
T tan @
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(@) (b) _—20z

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 ‘;‘"/ﬂ.

Abb.3.6 a Kontakt zwischen einem starren kegelférmigen Indenter und dem elastischen
Halbraum, b Druckverteilung im Normalkontakt zwischen einem starren kegelférmigen Indenter
und dem elastischen Halbraum

Die Normalkraft ergibt sich aus der ,,Summation der Federkrafte®:

a a

x « 2, d°
Fy =2E u,(x)dx = 2F (d—(r/2)tand - x)dx = —E*——.  (3.44)
7 tan6
0 0
Beide Ergebnisse stimmen selbstverstindlich exakt mit jenen des dreidimensionalen

Kontaktproblems tiberein [8].

Aufgabe 2: Gegeben sei das Profil f(r) =C-r" eines starren, axialsymmetri-
schen Indenters, der in den elastischen Halbraum gedriickt wird. Ermitteln Sie den
Kontaktradius und die Normalkraft in Abhdngigkeit von der Indentierungstiefe mit
Hilfe der Reduktionsmethode.

Losung:
Das dquivalente eindimensionale Profil ist g(x) = Ck;, |x|". Der Kontaktradius berechnet
sich aus der Bedingung g(a) = d zu
1/n
a=(-L)" . (3.45)
Cky,

Das Verschiebungsfeld ist durch u;(x) = d — Ck;, |x|" bestimmt und fiir die Normalkraft
erhalten wir

a a n+1
Fy = 2E*/uz(x)dx = 2E*/ (d — Crpx") dx = ——
0 0

(3.46)

Abermals geben die Resultate exakt die Abhédngigkeiten der dreidimensionalen Problem-
stellung wieder (s. Kap. 17).
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Aufgabe 3: Der Halbraumkontakt eines gemifl f(r) = % + |r|tan® zusammenge-
setzten Profils soll mit der Reduktionsmethode untersucht werden. Ermitteln Sie den
Kontaktradius und die Normalkraft in Abhéngigkeit von der Eindriicktiefe.

Losung:
Das dquivalente eindimensionale Profil ist

2 2
T
g(x) = ng—R 4k x| tan 6 = % + 3 I+l tan. (3.47)

Den Kontaktradius ermitteln wir aus der Bedingung
2

gla) = % + %atan@ =d, (3.48)

so dass sich die folgende Kontaktradius-Verschiebungs-Relation ergibt:

2
a= \/(%Rtan 9) + Rd — %R tan 6. (3.49)

Das eindimensionale Verschiebungsfeld ist durch u (x) =d — % — % |x| tan 6 gegeben,
wodurch wir fiir die Normalkraft die Gleichung

a a
* * 'x2 T
Fy =2E% | u;(x)dx =2E d—E—E|x|tan9 dx (3.50)
0 0
erhalten, die nach Ausfithrung der Integration
3
Fy =2E* | da — L za2 tan 0 (3.51)
3R 4

ergibt und nach Einsetzen von (3.49) sowie einfachen Umformungen auf den gesuchten
Zusammenhang zwischen Normalkraft und Eindriicktiefe fithrt:

73R? (tan 0)° E* 16d 32d 16d
Fy = 96 I+ pRR | [ ey Bt R sy e 2 B
7R (tan 6) Rm~ (tan 0) 4R (tan 6)

(3.52)
Aufgabe 4: Mithilfe der Abel-Transformation ist die Spannungsverteilung im Kontakt
zwischen einem flachen, zylindrischen Indenter und einem elastischen Halbraum zu
berechnen.

Lésung:
Wir beginnen mit der Berechnung der Streckenlast im eindimensionalen Ersatzmodell.
Bei einem flachen, zylindrischen Indenter ist die Streckenlast g(x) konstant und gleich

Fn/Qa), fir |x| <a

qx) = [ 0, fiir x| > a (3.53)
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Fir die Ableitung erhalten wir
/ FN
qx) = 3 Bx+a) —8x—a)), (3.54)
a

wobei § (x) die Diracsche §-Funktion bezeichnet. Das Integral (3.37) nimmt die Form

dx (3.55)

0, (r) =

17 dw 1FN/<a<x+a>—a<x a)
ﬁ = 7 2a

an. Die Diracsche Funktion hat die Eigenschaft f fx)8(x —a)dx = f(a), wenn das
Integrationsgebiet den Punkt x = a enthélt und ist Null andernfalls. Somit ergibt die
Integration in (3.55)

1 ..
1F ——, firr <a
Ope(r) = =22 {0 Var—r? . (3.56)

7 2a firr >a

Das ist die exakte Spannungsverteilung, welche sich im dreidimensionalen Kontakt zwi-
schen einem starren, flachen, zylindrischen Stempel und dem elastischen Halbraum
einstellt.

Aufgabe 5: Mithilfe der Abel-Transformation ist die Spannungsverteilung im Kontakt
zwischen einem starren Kegel und einem elastischen Halbraum zu berechnen.

Losung:

Wir betrachten das entsprechende eindimensionale Ersatzmodell aus Aufgabe 1. Die
Vertikalverschiebung der Bettung an der Stelle x ist u;(x) =d — (7 /2) tan 0 - |x|, wor-
aus wir fiir die Streckenlast g(x) = E* - u,(x) = E* (d — (w/2)tan 6 - |x|) erhalten.
Zur Berechnung der Normalspannungen setzen wir ihre Ableitung ¢'(x) = —(/2)E*
tan6 - sign(x) in Gl. (3.37) ein

oo
1 q (x)
0, (r) = —— _dx = ——E*tané)/ (3.57)
2z /—_ r /—_ r
Die Berechnung des Integrals ergibt
_Lpx In (¢ a)? _ 0
6oo(r) = sE tan 0 ln(r—i— (r) 1>,furr<a ’ (3.58)

0, firr >a

was natiirlich auch in diesem Fall die exakte dreidimensionale Spannungsverteilung ist.
Sie ist in Abb. 3.6b grafisch veranschaulicht.

Aufgabe 6: Fiir den Kontakt eines starren, zylindrischen Indenters mit einem parabo-
lisch-konkaven Profil nach Abb. 3.7 sind die Normalkraft und die Normalspannungen
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Elastischer Halbraum 1 a 1

Abb. 3.7 Qualitative Darstellung des (vollstindigen) Eindrucks eines starren, zylindrischen
Indenters mit einem parabolisch-konkaven Profil in den elastischen Halbraum

mithilfe der Reduktionsmethode zu bestimmen. Anstelle der Eindriicktiefe d soll die
Verschiebung tiber die geometrischen Gréflen d, und h formuliert werden. Ein vollstan-
diger Kontakt sei vorausgesetzt.

Lésung:

Zunichst stellen wir die Oberflichenverschiebung innerhalb des Kontaktgebietes fiir
den axialsymmetrischen Kontakt auf. Dabei nutzen wir anstelle der Eindriicktiefe d die
mittige Verschiebung d,, sodass wie bei konvexen Profilen auch fiir das konkave Profil
f (0) = 0 garantiert ist. Dann gilt:

0 (1) = dy —f (1) = dy + o2, (3.59)
a

Das Originalprofil enthilt einen quadratischen Term, den wir lediglich mit dem entspre-
chenden Streckfaktor multiplizieren miissen, um zur Geometrie des Ersatzsystems zu
gelangen:

¢ = of () = —2222. (3.60)
a

Aus der zugehorigen Oberflachenverschiebung im eindimensionalen Modell ermitteln
wir fiir die Normalkraft

a a

* * h 2 * 2
Fy =2E* [ [d, — g ()] dx =2E do+2-5x" | dx =2E%a(d, + Sh) .
a

0 0 (3.61)

Zur Berechnung der Normalspannungen im Originalkontakt bendtigen wir die Ableitung
der Streckenlast ¢’ (x) im dimensionsreduzierten Abbild sowie den Randwert g (a):
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h h
g(x) =E* (do + 2—2x2) = ¢ (x) =4E" =xund g (a) = E* (d, + 2h).
a a
(3.62)

Einsetzen von (3.62) in (3.37) fithrt nach Ausfithrung der Integration und elementaren
Umformungen auf die gesuchten Normalspannungen

(3.63)

E* dy—2h+4h (L)’

o (r) =— —

a’ —r
Selbstverstindlich stimmen die Ergebnisse (3.61) und (3.63) exakt mit jenen iiberein, die
sich im dreidimensionalen, axialsymmetrischen Kontakt einstellen, was ein Vergleich mit
der von Barber [9] gegebenen Losung bestitigt, wenn man die Umrechnung d, =d — h
berticksichtigt. Es sei nochmal nachdriicklich darauf hingewiesen, dass ein vollstindi-
ger Kontakt vorausgesetzt wurde, welcher der Forderung o,; (0) < 0 geniigen muss. Aus
Gleichung (3.63) folgt dann die Bedingung d,, > 2h. Da sich die Reduktionsmethode in der
hier vorgestellten Form nur zur Abbildung von vollstindigen Kontakten (und nicht ring-
formigen Kontaktgebieten) eignet, geht die genannte Forderung nicht unmittelbar aus dem
Ersatzmodell hervor. Auflerdem ist die exakte Abbildung nur fir Fy (d,) und nicht fiir
Fy (d) garantiert, weil die maximale Verschiebung (Eindriicktiefe) bei konkaven Profilen am
Rand und nicht in der Mitte auftritt.

Aufgabe 7: Die Methode der Dimensionsreduktion ist fiir ein transversal-isotropes
Medium zu formulieren.

Losung:
Ein transversal-isotropes Medium ist ein Medium, welches in einer Ebene isotrop
ist. Unter kristallinen Korpern gehéren zu dieser Klasse alle Korper des hexagona-
len Kristallsystems. Auch ein Faserverbund mit der Anordnung von Fasern parallel zu
einer Richtung stellt ein transversal isotropes Medium dar. Ein lineares transversal iso-
tropes Medium wird durch 5 elastische Moduln vollstindig bestimmt. Wenn wir die
Symmetrieachse des Mediums als ,,3“ bezeichnen, sind die Achsen ,2“ und ,,3“ ,dquiva-
lent” und konnen in der von diesen Achsen aufgespannten Ebene beliebig gewahlt wer-
den. Das Hookesche Gesetz sieht fiir dieses Medium wie folgt aus:

o11 = Cr1&y; + Ci2e22 + C13633

022 = Cppey + Cr162 + Cr3€33

033 = C13 (€11 + €22) + C33¢

33 = Ci3 (611 + £22) + C33¢33 (3.64)
o2 = (Cii —Cr2) €12
023 = 2C44823

031 = 2Cy44831 .
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Die Anwendbarkeit der Dimensionsreduktionsmethode beruht alleine auf der Tatsache,
dass die differentielle Steifigkeit eines Mediums ausschliefllich durch die Form des
aktuellen Kontaktgebietes bestimmt wird. Bei rotationssymmetrischen Profilen wird
sie durch die Steifigkeit eines Kontaktes zwischen einem starren, flachen zylindrischen
Indenter und dem entsprechenden elastischen Halbraum gegeben. Die Regel fiir die
Anwendung der Dimensionsreduktionsmethode auf ein beliebiges linear elastisches
Medium ist daher die folgende: Man bestimme zunéchst die Steifigkeit k; des Kontaktes
mit einem flachen, zylindrischen Stempel mit dem Durchmesser D und wiéhle dann als
dquivalentes eindimensionales System eine Winklersche Bettung mit einer Steifigkeit pro
Langeneinheit gleich k,/D. Diese Methode kann auf ein beliebiges Medium angewendet
werden, fir welches die Losung des Kontaktproblems mit einem starren, flachen zylind-
rischen Stempel vorhanden ist.

Die Losung fiir die Steifigkeit eines Kontaktes zwischen einem flachen, zylindrischen
Indenter und einem transversal-isotropen Medium (mit der Symmetrieachse parallel
zum Normalenvektor) konnen wir unmittelbar der Arbeit von H.Y. Yu [10] entnehmen.
Sie ist durch die Gl. (3.1) gegeben mit

2(Ch —Ch)

E* == , (3.65)
Ci3 (V1 +12)
wobei die folgenden Bezeichnungen eingefithrt wurden
- _ 12 = -1/2
) (C13 — C13) (2C13 — Ip) + (Ci3+Ci3) Io (3.66)
1= —_— .
i 4C33Cu4 ] | 4CnCa |
- = - 112 = -1/2
’ (C13 — C13) (2C13 — o) (Ci3+Ci3) o (3.67)
2 = - :
i 4C33Cy4 ] | 4CnCa |
Ci3 = (C11C33)'/? (3.68)
Iy = (_;13 — C13 — 2Cy4. (3.69)

Einsetzen von (3.66-3.69) in (3.65) ergibt

24/Cus (C11C33 — C?

vC11\/(«/C11C3 — C13) (C13 + 2Ca4 + /C11C33)

Aufgabe 8: Fiir den Normalkontakt zwischen einer Kugel vom Radius R und dem
linear elastischen Halbraum sind die Eindriicktiefe und die Normalkraft als Funktion
des Kontaktradius mithilfe der Reduktionsmethode zu entwickeln. Entgegen der para-
bolischen Néherung von Hertz soll dabei die exakte Kugelform Berticksichtigung finden
und zur Berechnung des Ersatzprofils von der allgemeinen Umrechnungsformel (3.27)
Gebrauch gemacht werden.
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Lésung:
Das exakte Profil einer Kugel vom Radius R wird tiber die Funktion

f(r)=R—VR> =12 (3.71)

beschrieben. Die erste Ableitung von (3.71) lautet

frr= ﬁ (3.72)

Einsetzen von (3.72) in die allgemeine Formel (3.27) fithrt auf die Gleichung

(3.73)

X 0 d
g(x):x/ d dr=—x/—z,
) VRZ 2.2 =2 4 /T+ 22
z

. - /22
deren elementares Integral auf der rechten Seite aus der Substitution z (r) = YX=C her-

/R2—x2

vorgeht und letztendlich das Ersatzprofil

ergibt. Die beiden ,dquivalenten® Profile im Vergleich, ergénzt durch deren parabolischen

Néherungen, zeigt Abb. 3.8. Die gestrichelten Kurven bestitigen die Regel von Popov.
Mit (3.74) ist zugleich die Oberflichenverschiebung der Winklerschen Bettung gefun-
den, die am Kontaktrand verschwinden muss und derart die Eindriicktiefe bestimmt

u; (@) =0 = d=g(a):%aln(§i_2). (3.75)

Die der Oberflichenverschiebung proportionalen Federkrifte miissen in der Summe der
Normalkraft das Gleichgewicht halten

Abb. 3.8 Exakte Kugelform W
und parabolische Néherung
(Hertz) einschlieSlich 08 Kugel (1D)
eindimensionaler Aquivalente [ = ====- Hertz (1D)

06l — Kugel (3D)

{fig |+ . - Hertz (3D)
R L

0.4 :

0.2

0.0 s

0.0 0.2 0.4 08 1.0

0.6
{r,2}/R
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a a

R
Fy =E*/[d—g(x)]dx=2E*da—E*/xln (R+x) dx. (3.76)
—Xx
—a 0
Eine geeignete partielle Integration liefert zunachst
R R*—d (R
Fy =2E%a|d — — + o (X (3.77)
2 4a R—a
und nach Einsetzen von (3.75) schliefflich die Kontaktkraft als Funktion des Kontaktradius
R*>+a> (R
Fy(@) =B~ %, ( + a) — E*Ra. (3.78)
2 R—a

Die Eindriicktiefe nach (3.75) und die Normalkraft nach (3.78) stimmen mit den auf Segedin
[11] zuriickgehenden und iiber Areafunktionen ausgedriickten Losungen des dreidimensiona-
len Kontaktes exakt tiberein. Zum Schluss sei bemerkt, dass wir das hier vorliegende Kugelprofil
genauso gut in eine Reihe hitten entwickeln kénnen. Nach Multiplikation der einzelnen
Glieder mit den entsprechenden Skalierungsfaktoren geméf3 der Regel von Hef3 ergibe sich das
Ersatzprofil (3.74) in Form einer Potenzreihe. Immer dann, wenn fiir das Integral in der allge-
meinen Umrechnungsformel (3.27) keine geschlossene Losung existiert, sind wir sogar auf den
letztgenannten Weg angewiesen.
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