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Lidija Čomić, Leila De Floriani, and Federico Iuricich
1.1 Introduction .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Background Notions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Related Work . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.4 Representing Three-Dimensional Morse and Morse-

Smale Complexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.4.1 A Dimension-Independent Compact

Representation for Morse Complexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.4.2 A Dimension-Specific Representation for 3D

Morse-Smale Complexes .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.4.3 Comparison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.5 Algorithms for Building 3D Morse and Morse-Smale
Complexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.5.1 A Watershed-Based Approach for Building

the Morse Incidence Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.5.2 A Boundary-Based Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.5.3 A Watershed-Based Labeling Algorithm .. . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.5.4 A Region-Growing Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.5.5 An Algorithm Based on Forman Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.5.6 A Forman-Based Approach for Cubical Complexes .. . . . . 22
1.5.7 A Forman-Based Approach for Simplicial Complexes . . . 24
1.5.8 Analysis and Comparison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.6 Simplification of 3D Morse and Morse-Smale Complexes . . . . . . . . 26
1.6.1 Cancellation in 3D .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.6.2 Removal and Contraction Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.7 Concluding Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
References .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

xi



xii Contents

2 Geodesic Regression and Its Application to Shape Analysis . . . . . . . . . . . 35
P. Thomas Fletcher
2.1 Introduction .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.2 Multiple Linear Regression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.3 Geodesic Regression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.3.1 Least Squares Estimation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.3.2 R2 Statistics and Hypothesis Testing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.4 Testing the Geodesic Fit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.4.1 Review of Univariate Kernel Regression . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.4.2 Nonparametric Kernel Regression on Manifolds . . . . . . . . . 44
2.4.3 Bandwidth Selection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.5 Results: Regression of 3D Rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.5.1 Overview of Unit Quaternions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.5.2 Geodesic Regression of Simulated Rotation Data . . . . . . . . 45

2.6 Results: Regression in Shape Spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.6.1 Overview of Kendall’s Shape Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.6.2 Application to Corpus Callosum Aging . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.7 Conclusion .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
References .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3 Segmentation and Skeletonization on Arbitrary Graphs
Using Multiscale Morphology and Active Contours . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
Petros Maragos and Kimon Drakopoulos
3.1 Introduction .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.2 Multiscale Morphology on Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.2.1 Background on Lattice and Multiscale Morphology .. . . . . 55
3.2.2 Background on Graph Morphology.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.2.3 Multiscale Morphology on Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.3 Geodesic Active Contours on Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.3.1 Constant-Velocity Active Contours on Graphs .. . . . . . . . . . . 63
3.3.2 Direction of the Gradient on Graphs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.3.3 Curvature Calculation on Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.3.4 Convolution on Graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.3.5 Active Contours on Graphs: The Algorithm .. . . . . . . . . . . . . 69

3.4 Multiscale Skeletonization on Graphs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.5 Conclusions .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
References .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4 Refined Homotopic Thinning Algorithms and Quality
Measures for Skeletonisation Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
Pascal Peter and Michael Breuß
4.1 Introduction .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
4.2 Algorithms .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

4.2.1 New Algorithm: Flux-Ordered Adaptive
Thinning (FOAT) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.2.2 New Algorithm: Maximal Disc Thinning (MDT) . . . . . . . . 81



Contents xiii

4.3 Analysis of MAT Algorithms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.3.1 Quality Criteria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
4.3.2 Graph Matching for Invariance Validation . . . . . . . . . . . . . . . . 84

4.4 Experiments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.5 Conclusions .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
References .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

5 Nested Sphere Statistics of Skeletal Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
Stephen M. Pizer, Sungkyu Jung, Dibyendusekhar
Goswami, Jared Vicory, Xiaojie Zhao, Ritwik Chaudhuri,
James N. Damon, Stephan Huckemann, and J.S. Marron
5.1 Object Models Suitable for Statistics. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
5.2 Skeletal Models of Non-branching Objects . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
5.3 Obtaining s-Reps Suitable for Probabilistic Analysis . . . . . . . . . . . . . . 98

5.3.1 Fitting Unbranched s-Reps to Object
Description Data . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

5.3.2 Achieving Correspondence of Spoke Vectors . . . . . . . . . . . . . 102
5.4 The Abstract Space of s-Reps and Common

Configurations of s-Rep Families in that Space. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
5.4.1 The Abstract Space of s-Reps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
5.4.2 Families of s-Rep Components on Their Spheres . . . . . . . . . 104

5.5 Training Probability Distributions in Populations
of Discrete s-Reps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
5.5.1 Previous Methods for Analyzing Data on a Sphere . . . . . . . 104
5.5.2 Training Probability Distributions on s-Rep

Components Living on Spheres: Principal
Nested Spheres. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

5.5.3 Compositing Component Distributions into an
Overall Probability Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

5.6 Analyses of Populations of Training Objects . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
5.7 Extensions and Discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
References .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

6 3D Curve Skeleton Computation and Use for Discrete
Shape Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
Gabriella Sanniti di Baja, Luca Serino, and Carlo Arcelli
6.1 Introduction .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
6.2 Notions and Definitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

6.2.1 Distance Transform.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
6.2.2 Centers of Maximal Balls and Anchor Points . . . . . . . . . . . . . 124

6.3 The Curve Skeleton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
6.3.1 Final Thinning and Pruning .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

6.4 Object Decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
6.4.1 Skeleton Partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
6.4.2 Simple Regions, Bumps and Kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
6.4.3 Merging . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131



xiv Contents

6.5 Discussion and Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
References .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

7 Orientation and Anisotropy of Multi-component Shapes . . . . . . . . . . . . . . 137
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