Losungen der Aufgaben zu Kapitel 8

Abschnitt 8.1
Aufgabe 1

(a) /(2w—3)2d:p:/(4x2—12x+9)dx:4/x2dx—12/mda¢+9/dw

4
:§x3—6x2+9x+0,

2
(b) /(2:1:2—3:E—|—1)d93:2/x2dm—3/xdx+/dm:§x3—2x2+x+0,

1 1
/x(l—xQ)dx:/xdm—/dex:§x2—zx4+0,

2 2
(d) /xﬁdmz/x?ﬁdw:5x5/2+025x2\/5+0,

(c

~—

dx ~3/2 ~1/2 2
_— — — —2 g ——
(e) /x\/idx x M dx x T+ C \/E+C’

2% 41 1/2 |, ..—3/2 1/2 -3/2
(f) NG de= [ (2" +27°?) do = [ 2"Pde+ | 27 da
/T

:gx3/2—2x_1/2+6’:2x x—l—l—C’.
x

3 3 N

Aufgabe 2

a

2ar +b’

F(z) = (ax +b)" = F'(z) = ra(ar +b)"*,

F(z)=Var+b = F'(z) =

r—a 1 1 b
F, = — . =
R S = LR CEER

F(z) = arctan

— 1 1 1
- a:>F/(x):3' 2 37
1— (z2) — (z —a)

F(z) = arcsin




=V2zr+1+C,

xXr
V2r+1
(d) /ﬁvmwﬁdx:@x+UW?+c,

dz
(e) /m:arctan(x—i—?))—i—C,

(f) /d—x_l/d—x—larctanx_l-kc
9+ (x—1)2 9 1+(:c3;1)2_3 3 ,

= arcsm —+C,

® [ /Vﬁ_g_

+1
+C,

= arcsm

O = ./vr—z:—
(i) /sin(l—x)dx:cos(l—x)—|—C7
(3) /COS(l—Zx)dx:—% sin (1 — 22) + C'.

Abschnitt 8.2
Aufgabe 1

(a) /x(sinx —cosx)dr = —x(cosz +sinx) + /(cosx + sinx) dz

= —z(cosz +sinz) +sinz — cosx + C

=(l—x)sine— (1+2x)cosz+C,

1 n
b ml - 2™ dy = — ™M1 = m+1,n-1 g
I R
— ; xm""l(l ) + n /xm-‘rn dzx
m+1 m+1
- 21— 2™ + i Fmtntl o
m+ 1 (m+1)(m+n+1)
= L xm+1 I 1 l.m—‘rn—i—l + O
m+1 m+n+1 7

2 2
/fcvxﬂdfv:gx(xﬂ)m—g/(:c+1)3/2dx

2



_2 3/2 4 5/2
=Sl +1) =@+ 1) 40
2 3/2

1, 1 z?
(d) xrarctanx dr = - x”arctanz — —
2 2) 1422

——12 tan ——1 1-— 1 d
= I
Qxacaa: 5 T2 T

9 1 1
xarctanx — §x—|— 3 arctanz + C

N | — DN | =

((z* + 1) arctanz — z) + C.

Aufgabe 2

(a) /sinxcosQ:cda: = —cosxcost—2/cosxsin2xdx
= — COS T COS 2T — 2 (sina:sian—Q/Sina:COSQxd:v)

= —cosz cos2x — 2sinz sin 2x + 4/sinxc0s2xdx
Hieraus folgt

1
/sinxcostdx = g(costOSQx—i-Qsinxsian) +C.

(b) /sinxsin?xdx: —cosxsin2x+2/cosxcos2xd:c
= —cosxsin2z + 2 (Sin:BCOSQ:B+2/sin$sin2xd$)

= —coszsin 2z + 2sin x cos 2x + 4/sinxsin2xdx
Hieraus folgt

1
/sinxsin2a;dx =3 (cos xsin 2x — 2sinx cos 2x) + C'.



Aufgabe 3
(a) Mit der Substitution u = 3 4 cosz, du = — sinx dz ergibt sich:

sin du 1
B 3 T SO B S
/(S—i-cosoc)2 v u? /u u=ut O 3+cosx+c
(b) Mit der Substitution u = 23 + 2, du = 3x? dx ergibt sich:

/I—zdm—1 &—2\/6+C—2\/a:3+2+0
Vii+2 © 3) Vu 3 -3 '

(c) Mit der Substitution u = x? 4+ 3, du = 2x dx ergibt sich:

x 1 fdu 1 1 1
= c [ S [ tdu=—cut O = 4
/(x2+3)5 T )W 2/“ =TT 8@ 137

(d) Mit der Substitution u = sinx, du = cosx dz ergibt sich:
.3 3 Ly L.y
coszsin® xdx = uduzzu +C:ZSIH z+C.

Aufgabe 4

(a) Mit der Substitution z = sinu, dr = cosudu, u = arcsinz folgt unter Benutzung
von 1 — 22 =1 —sin®u = cos® u:

/ dx / du ; e sinu i x LC

(1 —22)y/1 — 22 cos?u cosu V1—2x?
1

b) Mit der Substitution x = tanu, dr = (1 + tan?u) du = du, u = arctan x folgt:
2

cos?u
/ dz / d i +C =t +C
= [ cosudu = sinu = tanu cosu
(1+22)vV1+ 2?

-~ +cC

V1422

Aufgabe 5

(a) Mit partieller Integration folgt

/arcsmxdx:/1-arcsmxdx:xarcsmx—/ﬁdx.
-

T
Nun erhalten wir mit der Substitution v = /1 — 22, du = ———=dx
V1— a2

rarcsinx — 33:xarcsina:—i—/du:xarcsinx+u+0

/ T d
VA
=garcsinz + V1 —22+C.



(b) Mit der Substitution u = /x — 1, = u®> + 1, dv = 2udu erhalten wir ein Integral,
das wir durch partielle Integration berechnen:

/sinV:v—ld:BzQ/usinudu:Z(—ucosu—l—/cosudu)

=2(—ucosu+sinu) +C

:2(—\/:17—1cosx/x—1+sin\/:1:—1)+C’.

Abschnitt 8.3
Aufgabe 1
(a) Mit der Substitution v = 1 + 23, du = 3z dx ist u(—1) = 0, u(2) = 9, und es folgt:

9
p
— Zua

2 1[0 2 P2
/ xQ\/1+x3dx:—/ Vudu = = u/? u =—(27-0)=6.
o 3 /o 9" |, 9"V, 9

(b) Mit partieller Integration folgt

0
2
/ v+ ldr = gx(x—ir 1)%/2
1

-~

=0

0 9 0
——/ (x4 1)%%da
3

-1

/

4 0 4 4
— = 192 =2 (1-0)=—— |
T p1-0=-7%

-1

(¢) Mit der Substitution u = sinz, du = cosx dz ist u(0) = u(r) = 0 und daher

T 0
/ sin2xcosxdx:/ urdu=0.
0 0

1 1
(d) Mit der Substitution u = —, du = —— dr ist u(1) = 1, u(2) = 5 und daher
T

2 1 1/2
—QSiIl—dZE:— sinu du = cosu
1 T x 1

(e) Mit der Substitution u =1 — cosz, du = sinx dz ist u(0) = 0, u(7) = 2 und daher

SR

1/2

=cos— —cosl.
1 2

2 2
=~ uyu

T 2
2 .
/sinx\/l—cosxdx:/ \/ﬁdu:§u5/2 3
0 0 0

=2 (2V3-0)= V2.

0

Aufgabe 2

(a) Mit der Substitution z = sinu, dr = cosudu, u = arcsinz ist u(0) = 0, u(1) = 7

und daher ergibt sich unter Beriicksichtigung von 1 — sin? u = cos® u:
1 /2 1 /2
/ \/1—:1:2d:1::/ cos>udu = = (u + sinu cos u) - _.I_T
0 0 2 0 2 2 4




(b) Der Graph der Sinusfunktion ist symmetrisch zum Ursprung. Daher sind die beiden
Flachen, die der Graph mit der z-Achse iiber den Intervallen [—m,0] und [0, 7] ein-
schlielt, gleich grof}, und die eine Flidche liegt unterhalb, die andere oberhalb der
z-Achse. Da das Integral iiber [—m, 0] bis auf das Vorzeichen den Flécheninhalt und
das Integral iiber [0, 7] den Fldcheninhalt angibt, hat ihre Summe dann den Wert 0.

Dieses Ergebnis erhilt man natiirlich auch durch die folgende Rechnung:

/ sinzdr = —cosz| = —cosm+cos(—m)=1—-1=0.

—r T

Aufgabe 3
Wir berechnen die z-Werte der Schnittpunkte der Graphen der beiden Funktionen:

fx)=g(r) &= *+30+1=20+3 < 2°+2-2=0 <& x,=-2, 15=1.

Die Flidche wird also von den Graphen von f und g iiber dem Intervall [—2, 1] begrenzt.
Da g(0) =3 > 1 = f(0) ist, gilt g(x) > f(x) fiir alle x € [—2,1]. Der Flicheninhalt der
Flédche ist daher die Differenz des Flacheninhalts der Flache zu g und des Fldcheninhalts
der Fliache zu f iiber dem Intervall [—2,1].

1

F:/_1 [g(x) — f(x)] alaz::/1 (2243 —2* -3z — 1) d;z::/ (=2 —2+2) do

2 -2 -2

1
11 8 9
= 42— 424+4=1".
D R T

1 1
:—§x3—§x2—|—2m

Abschnitt 8.4

Aufgabe 1

@ J@)=l(+at) = fo)= s,

(1) @) =VITaE =2 (140 = ['a) = ——,
© f@)=h> =z = f)=—",

@) f@) =V = e = f@)=

2’

@ @) =i VI = 16 = e (14 ) = e

(f) f(x)—ln(x\/l—i-xQ)—lnx—i-%ln(l—i-xz)

() 1+ T 222 4+ 1
= xTr) = — =
r 1422 z(l4+2?)’

6



(g) f(z)=I((lnz)’)=2Inhz = f'(z) = 2

rxlnx’

z+1
r—1

(In(x+1) —In(x—1))

N —

(h)  f(z)=1In

1/ 1 1 1
:> / = — — e —
J() 2<:v+1 :v—l) 221’

2sinx
— = —2tanx.

(i)  f(z) =In(cos’z) =2In(cosx) = f'(x) = -

Aufgabe 2

Wir benutzen jeweils die Regeln fiir das Rechnen mit Grenzwerten (Satz 5.3.1) und die
Regel von de I'Hospital (Satz 6.4.2).

| 1 in? 2 si
(a) lim —— = lim —f = — Jim 2T = Jiy 0T
z—0+ cot ¢ z—0+ — z—0+ I z—0+ 1
z hx —1 hx —1 1 inh
b) lim CCOhT =) e gy COSMEm L L sinhe
=0 zln(1+x)? v=0  2=02rIn(l+2) 22-0In(l+2)+ 5
1 . cosh x 1
=-lm——F—=-,
2 -0 s -+ Fo2 4
T sin 2x . sin2x + 2x cos 2x . 1 . sin2x + 2x cos 2x
(c) lim —=— = lim : = lim - lim _
z—=0 sinh” z—0 2sinh z coshz z—0 2coshz -0 sinh =
1 .. 4cos2z —4xsin2x 4
= — lim =—-=2.
2 z—0 coshz 2
Aufgabe 3

(a) Mit partieller Integration folgt

/lnxdx:/1-lnxdx:xlnx—/dx:xlnx—x—i—C’:x(lnx—1)—1—0.

1
(b) Mit der Substitution u = Inz, du = — dx folgt
x

| 1 1
Edal::/udu:—u2—|—C:—ln2;1c—i-C’.
T 2 2

(¢) Mit partieller Integration folgt

1 1 1 1
/lenxda::§x31n:v—§/$2d$:gasglnx—gxg—i-C

1
:§x3(3lnx—1)+0.



Aufgabe 4

d
/ * =njz+1|+C,
r+1

/ d =—In|l—z|+C,

1l—2z

dx 1
S |2z + 5|+ C
/2:c+5 5 2z +5]+C,

dx 1
:——1 —
/5—3x 31r1|5 3z| + C,

cos
/—,xdx—ln|1+sinx]+0,
1+ sinx

/ d =In|lnz|+C,

zlnzx

1
/x2ild$:§ln(3}2+1)+0,

6 — 5 9

Aufgabe 5

et —e”
= tanh

2

— 2xel”

Aufgabe 6

(a)

(b)

/exdx:—ez—l—C,

/(32z dr = —e**4+C,



1
(c) /62”1 dx = 3 et 4 C.

Aufgabe 7

(a) Mit zweimaliger partieller Integration folgt:

1 2
/ e sin 2x dx = 3 €3 ¢in 22 — 3 / e3* cos 2z dx

1 2 /1 2
= —e¥gin2x — = | = €3 cos 2z + —/63’” sin 2z dx
3 3\3 3

1 2 4
= gegmsin%: - 563350082:5 -5 /egxsin%:dx.
Daraus folgt:
1
/egxsinlxdx = Ee&” (3sin2z — 2cos2x) + C'.
(b) Eine entsprechende Rechnung wie in Aufgabe (a) ergibt:

1
/e”‘” cos 2z dx = R e *(2sin2zx — cos2z) + C'.

(c) Hier steht im Zahler des Integranden die Ableitung des Nenners. Also ergibt sich
nach Satz 8.4.3:

eiE
=1In(e” +1 .
/em—i—ldx ne®+1)+C

(d) Mit der Substitution u = —z?, du = —2x dz folgt:

2 B 1 u B 1, B 1
/xe da:——Q/e du = 26 +C = 26 +C.

(e) Mit der Substitution v = /z, * = u? dr = 2udu und anschlieBender partieller
Integration folgt:

/eﬁdx = 2/ue“du =2 (ue“ - /e“du) = 2ue" — e¥) = 2eV" (Vo —1).
Aufgabe 8

T
(a) ———= coshvz?—-1,
va?—1

1 1 1 1
22 /%_1_ N T
1

(b)

T

xz
VIt @2—1) va2—1 |aVa®—-1

9




3

—————  sinh (3 1) = 3tanh (3 1
cosh (3z + 1) sinh (32 +1) anh (3z + 1)

(d)

1 1
1—22yx’

(e)  (1+tan® (artanh/z))

Aufgabe 9
(a) Es gilt fir x € R

d d
— cosh?z = 2coshzsinhz und — sinh?z = 2cosh zsinh z .
dx dx

Da beide Funktionen dieselbe Ableitung haben, unterscheiden sie sich nach Satz 8.1.1
nur um eine additive Konstante C', es gilt also:

cosh? z = sinh? x + C fiir alle x € R.

Fir x = 0 folgt wegen cosh0 = 1 und sinh0 = 0 dann C' = 1. Hieraus folgt die
Behauptung.

(b) Es gilt fiir z > 1 (man beachte, dass dann |z| = x)

d 1 T T 1
— arsinhvz2 — 1 = = =
dx VIt@2—1) Va2 -1 |zVa?—-1 Va?-1
und
1
— arcoshz = ——.
dx 2 —1

Wie in Teil (a) folgt: arsinh v/2? — 1 = arcoshx + C fur alle x > 1.

Wegen lir{lJr arsinh v22 — 1 = 0 und lil{l+ arcosh z = 0 ist C' = 0, woraus die Behaup-
T—r T—r

tung folgt.

Abschnitt 8.5
Aufgabe 1
(a) Mit der Regel von de I'Hospital (Satz 6.4.2) folgt

1 1
lim zlnz = lim gz lim —% = lim (—z)=0.

z—0+4 z—=0+ = =0+ — = z—0+
T T

Damit ergibt sich, weil 2” = e”* (Definition 8.5.4) gilt:

li 1
lim 2% = lim e®% = ezoot" =0 =1,
r—0+ x—0+

(b) Mit der Regel von de I’'Hospital folgt fiir b > 0

1 b
: .oz z .

lim (z°Inz) = lim — = lim —%— = — lim — = 0.

z—0+ e—0+ b z=0+ —pr—b-1 =0+ b

Fiir b < 0 gilt lim (2°Inz) = —oo0.
z—0+

10



(c) Mit der Regel von de 'Hospital folgt fiir b > 0

1 b
lim (2°log, ) = lim = lim —=xe _— _ iy
=0+ z—=0+ T =0+ —bgp—b-1 z—0+ blna

log, x

=0.

Fiir b < 0 gilt lim (2blog, x) = —cc.
z—0+

Aufgabe 2
(a) Nach Definition 8.5.1 gilt, weil log,  und a® Umkehrfunktionen voneinander sind:

Inz Inz Inz
x:elnxzelnalna:alna —_— logal':—.
Ina

Daraus folgt nach 8.4, Aufgabe 3 (a)

+C.

na Ina

/logaxdx: li Inzdr = M

(b) Mit partieller Integration folgt fiir b # 0

1 1 1 1
/xbllnxd:c:—xbln:c——/xb1d:c:—:cbln:c——xb+0

b b b b?
2°(blnz — 1)
= b—2 +C
und daher (wie in Aufgabe (a))
1 b(blnz — 1
/xb_llogaxdx:— xb_llnxdx:M—kC.
Ina b?Ina

Wie in Aufgabe (a) und nach 8.4, Aufgabe 3 (b) gilt fiir b =0

1 1 1 In?
/—logaa:dx:— “ladr = —— 1 C
T Ina | =z 2lna

1 1
(C) /(2z+3x)dx:/(6x1n2+e$1n3) dxzmexln2+mexln3+c
27 3*
~ In2 + In3 +C.

x T o x _6x
(d) /2-3 d:v—/6 da:—ln6+C’.

Aufgabe 3
2 z(lnz—1)° 2m2-1) 1 2Ih2-1
1 dr = = — = 1. Aufgabe 2 :
(&) /1 B2 ¥ 6T In 2 1 In2 +ln2 In2 (Vel- Aufgabe 2 (a))
! 2v |1 21 1
2% dx = = =— 1. Auf 2 :
(b) /0 dx h2|,~ W2 2 (Vgl. Aufgabe 2 (c))

11



Abschnitt 8.6
Aufgabe 1

t

0 t
(a) / da dxr = lim d dxr = lim arctan
0

1—{—372 t—00 0 1—}—1‘2 t—00

. T
= lim arctant = 5

t—o0
—1) =2.

1
=—21lim (1-— i = 00
. t—50+ Vit ’

0

X do . ' -3/2 . —1/2 '
) [ G =tm [ = i (<20)

<=

= —2 lim <
t—o00

1

b oda . ! —3/2 . ~1/2
© [ 5= tm [ = i (<20

t
= lim = lim arcsin x

d ! dx t dx
( ) 1 w/1_$2 t—1 _t\/l—l'Q t—1

—t

: . : m m
= 11_r>111 (arcsint — arcsin (—t)) = 5 <—§) =T.

Die uneigentlichen Integrale in den Aufgaben (a), (b), (d) sind also konvergent, das unei-
gentliche Integral in Aufgabe (c) ist divergent (Definition 8.6.1).

Aufgabe 2
(a) Durch mehrfache Anwendung der Regel von de I’'Hospital (Satz 6.4.2) folgt fiir k € N

tF ktk1 k(k—1)---2-1
lim (t"e¢™") = lim —=lim ——=-.-= lim ( )t
t—o0 t—oo e t—o00 e t—o00 e

t t

+2/ ze *dx
0 0

t t

+2/ e *dx
0 0

t

0>

= lim (—t?e™" —2te™" —2e7" +2) = 2.

t—00

=0.

Damit ergibt sich durch partielle Integration

) t
/ 22e ™ dx = lim 2?e ® dr = lim <—£C2€x
0

t—o00 0 t—00

t—o00

= lim (—tht — 2ze™ "

t—o00

= lim <—t2€t —otet —2¢7®

(b) Mit der Regel von de I’'Hospital folgt fiir £ € N

1
Inz = . xk

lim (zFlnz) = lim — = lim —&% — =
z—0+ ( ) e—=0+ =% 200+ —kx— k-1 250+ —k

12



Damit ergibt sich durch partielle Integration fiir n € Ny

1 1
/ z"Inzdr = lim z"Inz dx
0

t—0+ ¢

1
= lim < 2" ng
t—=0+ \ n+1

(c) Es gilt Jim (e fcosat) =0, denn
—00

1 1
le”"cosat — 0] = |e""cosat| = e[ cosat] < e = — < ¢ fiiralle t > In—.
e £

Entsprechend folgt lim (e"tsinat) = 0.
—00
Hiermit ergibt sich nach 8.4, Aufgabe 7 (b)

t

00 t 1
/ e *cos2rdr = lim | e *cos2xdr = lim (g e ¥(2sin 2x — cos 2m)>
0

t—o00 0 t—o00

0

1 1
= lim (5 e '(2sin 2t — cos2t) + 5)

1 1 1
_ 4 —t . T —t S
=z tlir& (e7" sin 2t) tliglo (e " cos2t) + E=E

Abschnitt 8.7
Aufgabe 1

(a) /mdx—g/mdx—gln((x—i-?)) +1)+C,

(b) /ﬁdw=2amtan(m+3)+0,

3x 3 2x 3
dr = = dr = = In (2*
(c) /x2+9 v 2/x2+9 T3 n(z”+9)+0,

x 1 2(z + 3) . 3 .
(d) /(x+3)2+1dx_2/(x+3)2+1d /(:c+3)2+1d

13




1
=3 In ((z +3)*>+1) — 3arctan (z + 3) + C,

3 1 3 2 1 1
(e) /i“Fdx:_/_;L@x+_/___7dx
249 2) 2249 9 1+ (%)

3 1
=3 ln(x2+9)+§ arctan%—i—C,

x+3 x+3
f —dr = | ———d
®) /x2—4x+8 v /(x—2)2+4 v
(x —2) )
dz —d
/ac—2 +/4+(x—2)2 v

/ 2(x —2) +§/ 1 d
e e

+C.

In((z—2)*+4) + garctan x

l\')|+—~

Aufgabe 2
(a) Ansatz:

5r — 2 . Al X Ag
(z—1)(z+2) x—-1 z+2

Wir multiplizieren mit dem Hauptnenner (z — 1)(z + 2) und sortieren nach Potenzen
von T:

Koeffizientenvergleich ergibt das lineare Gleichungssystem

A+ Ay = 5,
241 — Ay = —2.
Als Losung ergibt sich Ay =1, Ay = 4.

Damit lautet die Partialbruchzerlegung der gegebenen Funktion:

or — 2 1 L 4
(z—1)(z+2) -1 z+2°

Bestimmung des Integrals:

/ Hr — 2 d_/dx+4/dx
@—Dx+2) "~ ) z-1 T2

=hnjz—1|+4lnjz+2|+C=h(jz -1z +2[") + C

14



(b) Ansatz:
3 Ay Ay

G-D@+2) -1 z+42

Wir multiplizieren mit dem Hauptnenner (z — 1)(z + 2) und sortieren nach Potenzen
von :

3= Al(JT + 2) + AQ(LU — 1) = (Al + AQ)LU + (2A1 — Ag) .
Koeffizientenvergleich ergibt das lineare Gleichungssystem

Al + AQ = 07
24, — Ay = 3.
Als Losung ergibt sich A =1, Ay = —1.
Damit lautet die Partialbruchzerlegung der gegebenen Funktion:

3 1 1

(z—1)(z+2) z-1 z+2

Bestimmung des Integrals:
/ 3 / dx / dz
dr = [ —— —
(x —1)(z+2) x—1 x+2
r—1

=hnlz—1—Inlz+2|+C=1In
T+ 2

o

(¢) Ansatz:

51’2 — 3z + 12 Al AQiL’ + Ag

(r —2)(x2+2x +5) x—2+x2+21:+5

Wir multiplizieren mit dem Hauptnenner (x — 2)(z? + 2z + 5) und sortieren nach
Potenzen von x:

502 — 31 + 12 = Ay (2 + 22 +5) + (A + A3)(z — 2)
= (Al + AQ)QZ’Q + (2A1 - 2A2 + Ag)x + <5A1 - 2A3) .

Koeffizientenvergleich ergibt das lineare Gleichungssystem

Al + AQ = 5
2A1 - 2A2 + Ag - —3
54, — 245 = 12

Mit dem Gaufischen Algorithmus ergibt sich die Losung A; =2, Ay =3, A3 = —1.

Damit lautet die Partialbruchzerlegung der gegebenen Funktion:

52 — 3x + 12 2 3r—1

(x —2)(2®2 + 2z +5) x—2+x2+2x+5'
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Bestimmung des Integrals:
z 12 —1
/ bx” — 3 + do — 9 / dz . / 3z dr
(x —2)(x? + 22 +5) r—2 (x+1)2+4

3 2(x +1) dx
—omfr -2+ [ —— ) g [
nfe ‘+2/(a:+1)2+4d$ /(;c+1)2+4

3 dz
=2In|z -2/ +=In((z+1)*+4 —/—
1
:21n\x—2|+gln((x+1)2+4)—2arctanx+ +C.
(d) Ansatz:
2372—5!23' Al Ag Ag

12 +2) -1 (@=12 z+2

Wir multiplizieren mit dem Hauptnenner (x —1)%(z+2) und sortieren nach Potenzen
von x:

202 — br = Ay(z — 1) (7 + 2) + Ag(z + 2) + Az(z — 1)°

= (A1 + Ag)2® + (A1 + Ay — 243)3 + (—24; 4 24, + A3) .
Koeffizientenvergleich ergibt das lineare Gleichungssystem

Al + Ag - 2
A1+ A2—2A3:—5
—2A1 + 2A2 + Ag = 0
Mit dem Gaufischen Algorithmus ergibt sich die Losung A; =0, Ay = —1, A3 = 2.

Damit lautet die Partialbruchzerlegung der gegebenen Funktion:

222 — bx 1 2

C—12@+2) (=12 242

Bestimmung des Integrals:
/ 212 — bx p / dx N 2/ dx
r=—[| —
(r —1)%(x+2) (x —1)2 x4+ 2

1
=——+2lnlz+2|+C.
z—1

Abschnitt 8.8
Aufgabe 1

(a) Mit der Darstellung B = { (z,y) | -1 <2 <1, |z| <y <1} ist B ein Normalbereich
beziiglich y, und es folgt daher

1 1 1
// 2y d(z,y) :/ / 2y dy dx :/ — z2y?
B —1 Jjaf 12

16
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Mit der Darstellung B = { (z,y) |0 <y <1, —y <z <y} ist B ein Normalbereich
beziiglich z, und es folgt

1 Y 11 Y
//ﬂfyd(%y):/ / nydwdy:/ $0%| dy
B 0 -y 0 -y
1t 2 [ 2 ' 2
= — d = — 4d — 5 == —-—.
3/0(y+y)yy 3/Oyy Y| T

(b) Wir benutzen die Darstellung von B als Normalbereich beziiglich z, so dass wir
das Bereichsintegral umwandeln kénnen in ein Doppelintegral, bei dem zuerst nach x
integriert wird. Wiirden wir die Charakterisierung von B als Normalbereich beziiglich
y verwenden, erhielten wir ein Doppelintegral, bei dem zuerst nach y zu integrieren
wire. Diese Integration liefle sich praktisch gar nicht durchfiihren.

2 Loy 2 L s |Y
// eV d(z,y) = / / eV drdy = / e Vx| dy
B 0 J-y 0 _y
! 2 .| 1
:/Zye_y dy=—-e?V| =—(e'=¢€")=1--.
0 0 (&
Aufgabe 2
Der raumliche Bereich K lésst sich wie folgt als Normalbereich darstellen:
K={(r,y,2) | 1<2<2,0<y<3—2,0<z2<3—-x—y}.
Damit folgt
2 p3—x p3—z—Y 2 p3—z 3—z—y
///md(m,y,z):/ / / xdzdydx:/ / Tz dy dx
K 1 Jo 0 1 Jo 0

2 3—z 2 3—z
:/ / x(S—x—y)dydx:/ / 3z — 2% — xy) dy dx
1 Jo 1 Jo
2 1 3—x
- / ((3:5 — )y — 5 xy?)
1 2 0

d
_ /12 (x(S ~ )~ (3 - x)Q) da

1 /2 1 /[?
:—/ :c(3—:c)2d:c:§/(9x—6x2+x3)dx
1 1




1/9 , s 1 N\
= _(Z22-2 -
2<2x x+4x>1

9 1\ 13
18— 164+4—=+2—=- ) =2,
— 5 (18-104a-F2-3)

[\DI»—t

Aufgabe 3
Der gegebene Korper K lasst sich wie folgt als Normalbereich darstellen:

2
nggx—Q}.
Yy

<y<vcw

)

SHE

Kz{(x,y)‘lﬁxél

Daher ist das Volumen gegeben durch

///Kd(x,y, /// dzdydx_//m
/ /x_dydw_/ <_a§) 1/mdx:/12($3—x)dx

dy dx

1, Nk 1 1 9
1t T2t 17271
Abschnitt 8.9
Aufgabe 1
(a) Skizze des Bereichs B:
Yi
r—2y=0
B r—2y=4
2 4 r+2y=4 ’
-2 z+2y=0

(b) Zur Berechnung des Bereichsintegrals fithren wir neue Koordinaten u, v ein durch

u=x—2y,
v=x+2y.

Diese beiden linearen Gleichungen nach x und y aufgelost ergibt

1
x:§(v+u),

18



1

yzz(v—u)-

Dem Bereich B entspricht dann der Bereich
B*={(u,v) | 0<u<4,0<v<4}.
Berechnung der Funktionaldeterminante:

Joxr Ox

1 1
Oy |ou oo | 2 2[_1
Zon R R

Nun folgt mit Satz 8.9.3:

//B?)?fd(z,y)Z//*%(v—uf&d(u,v):634/04/04(1,_“)2611,@

1 4 1 4
R — w3 du=— 4 — )3 3\ 4
64/0(1) u)ou 640(( u)® 4+ u?) du
:L(u4_(4_u)4)4:L(44+44>_2
256 o 256
Aufgabe 2
Skizze des Bereichs B: Y4
y =4z y=2x
2v2
I
2 b = IB
NG 1=
L/ LN
1Y ,
L1 xy =
Ll zy =1
350 V2 T

Wir berechnen die Koordinaten der Schnittpunkte der Kurven im ersten Quadranten (es
interessieren dann nur die positiven Werte der Koordinaten):

N | —

VY =2;
Ly =2V2;

xy =1 und y:x:>x2:1 und y=o2 — x=1,y=1;

ry=1und y=4r = 42° =1 und y =42 — v =

ry=2und y=4r = 42° =2 und y =4 — =

Sl

ry=2und y =2 — 2> =2 und y:x:>x:\/§,y:\/§.

(a) Berechnung des Bereichsintegrals durch Umwandlung in ein zweifaches Integral:

19



1. Moglichkeit: Der Bereich B kann in die folgenden drei Normalbereiche bzgl. y

zerlegt werden:

1 1 1
B, = —<r< —., —<y<4
1 {(l’,y) 2—$—\/§7:p_y— 93'},
1 1 2
By, = <<l —<y< 2
2 {($7y> \/5_1’_ ’l'_y_l’}’
2
Bgz{(ﬂﬁ,y) 1§x§\/§,$§y§—}.
T

Berechnung der einzelnen Bereichsintegrale:

1/V2 1 1/V2
// o2y d(z,y) = / / 2y dydx—g/ 2y dx
By 1/2 1)z
1/V2 1/v2
:1/ (64$5—1> dle(gxﬁ—lnx)
3 Ji2 x 3\ 3 1/2
174 1 1 1 1
= - ——=—In—+In= :1——1112,
3\3 6 V2 2 18 6
2/ 1 /1 2/
// o2y d(z,y) = / / zy dydx—g/ 2y} dx
Bs 1/v2 1/vV2 1/x
1 1 !
:_/ (§__)d$=7lnx =Z1n2>
3 1/v2 T i 3 1/v2 6
V2 2/x 1 V2 2/x
// 2y d(z,y) :/ / 2?y? dydx = —/ 2y} dx
B3 1 T 3 1 T
V2 V2
1 8
:—/ (——x5> dr = (8lnx——x6)
31 z 1
1 4 1 4 7
=- (42 —-—-+-)=-In2—- —
3 3 6 3 18
Insgesamt folgt also
//nydey //:E2y2dxy //mQdemy //nydxy
By By B3

1n2
3
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2. Moglichkeit: Der Bereich B kann in die folgenden drei Normalbereiche bzgl. x
zerlegt werden:

Bl_{(‘ray) 1<y<\/§7 —§$§9}7
()

2

]BQZ{(‘IJy) \/§§y<27 _ng_}7
Y Y
Y 2

]1333:{(1579) 2<y<2V2, ZSxS_}'
Y

Berechnung der einzelnen Bereichsintegrale:

V2 oy 1 V2
// x2y2d(x,y):/ / nydedy:—/ 2%y
B, 1 Juyy 31
V2
1 .1 1/1
_ - ) P Y
IR )

1/4 1 1 701
=-(-—-Im2—-+Inl)=——-1n2
3\3 2 6 18 6
2 2y 1 2 2/y
/ / vyt d(w,y) = / / e’y drdy = - / 2y dy
Bo V2 J1/y 3 V2 1/y
12 1 ’
__/ (§__>dy_zlny N
3Jvz\y vy 3 va 6
W2 2y 1 [2v2? 2/y
// 2’y d(x,y) = wyzdwdy:g/ Dy dy
Bs 2 y/4 2 y/4
_ = o) dy==(8lny— 0
3/2 ( 64y) Y 3<ny 327y)2
9 26 4 7
:—(121n2— —7 — 8In +3_ 7>=3 BRT

Insgesamt folgt also wie vorher

//$2y2d(:1:,y) = T In2.
B 3

(b) Berechnung des Bereichsintegrals durch Transformation auf neue Koordinaten u, v

mit u =2y, v = =
x

21



Dem Bereich B entspricht dann der Bereich
B*={(u,v)|1<u<2, 1<v<4}.

Berechnung der Funktionaldeterminante:

du Ju
Ou,v) oz ay| | Y $_2y_2v
ox,y) | 2| |_y 1| "z
Y Ox Oy 2 z

Also gilt nach Bemerkung 8.9.4

Nun folgt mit Satz 8.9.3:

1 4 02,2 1 [4d 2
//xzyzd(x,y):// u2~—d(u,u):/ u_dudvz_/ _v/ w2 du
B B* 2v L)1 2o 2/, v )

1lnv cu? :—ln4zzln2
6 " 1 3
Aufgabe 3
Skizze des Bereichs B: vt y=a2+1
2 y=a’
IR
1 2 z

Berechnung des Bereichsintegrals durch Transformation auf neue Koordinaten u, v mit
u=x+Yy, U:y—xQ:
Dem Bereich B entspricht dann der Bereich

B*={(u,v)|1<u<2,0<v<1}.
Berechnung der Funktionaldeterminante:

o(u,v) ' 1 1

Or.y) ~ |-20 1

Wir bemerken, dass dieser Term gerade der Zahler des Integranden ist. Daher folgt mit
Satz 8.9.3:

[ rizammon= [[ k= [ [ s
z/IQIn(u+v)

22
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1 2
du:/ (In(u+1) —Inu)dv
0 1




2

=(wu+Dn(u+1)—(u+1)—ulnu+u
1

=3n3-3-2In2+2-2n2+2-1

=3n3—-4n2=mn27—-nl6=In—.

27
16

Aufgabe 4
Skizze des Bereichs B: Yy / y=z+4

A

2

/

1 2 z

Berechnung des Bereichsintegrals durch Transformation auf neue Koordinaten u, v mit
U=y, v=y—2x:
Dem Bereich B entspricht dann der Bereich

B ={(u,v) | 1<u<2,0<v<4}.

Berechnung der Funktionaldeterminante:

ou,v) | 0 1] |
Oz.y) |=1 1]~
Damit folgt aus Satz 8.9.3:
2 4 2 |4
// Y= d(z, ) = // ue™ d(u,v) = / / ue™ dv du = / e du
B B* 1 Jo 1 0
:/2(e4u—l)du: 164“—u 2: 1(68—64)—1.
' 1 1

Abschnitt 8.10

Aufgabe 1
(a) Es gilt
costsint —sint
f(x(t))= [ 2tsint |, x(t)=| «cost
2t cost 2

23



und daher folgt

27
/f(x) ~dx = / f(x(t)) - x'(t)dt
ol 0
27
= / (—Costsin2t—|—2tsintcost—|—4tcost) dt
0

27 27 27
——/ costsin%dt%—/ tsin2tdt+4/ tcostdt.
0 0 0

Berechnung der einzelnen Integrale:

2
:O7

2
1
/ costsin?tdt = — sin®t
0 3 0

2 2

1 2w 1 .
+ = cos2tdt = —m+ - sin2t| = —7,
2 Jo 4

27 ) 1
tsin2tdt = —=tcos2t
0 2 0

0

21
=0.

27
/ tcostdt =tsint
0 0

27 2
—/ sintdt = cost
0

0

Damit folgt insgesamt:

/f(X)-dXZO—TF—l—O:—ﬂ'.

Y

(b) Eine Parameterdarstellung von + ist gegeben durch

x: [0,1] = R?, x(t) = (t’;) .
Damit ist

f(x(t)) = (tQti t) . X(t) = (;t) ;o f(x(1)-X/(t) = P +2t> — 262 = 3¢5 — 212

Also ergibt sich:

! 3 2
/f(x)-dx:/ (3t —2tH)dt = ~t* — = ¢*
., 0 4 3

(¢) Eine Parameterdarstellung von —v ist gegeben durch:

- 2cost
x: [0,Z] = R*, x(t)= (ZSint) :

Damit ist

f0x(0) = (eompeaant )+ X0 = (ot

2sinte 2cost

24



und
f(x(t)) - x'(t) = —4sint coste? " + 4sint coste?smt

Bei der Berechnung der Integrale dieser beiden Summanden benutzen wir die Sub-
stitutionen

u=2cost, du = —2sintdt bzw. wuw=2sint, du=2costdt.

Es ergibt sich:

/f(x)-dx——/ f(x) - dx
¥ -
w/2 /2 .
= — —4/ sintcosteZCOStdt—l—él/ sin t cos tes™t dt
0 0

0 2 2 2
:—/ ue“du—/ ue“du:/ ue“du—/ uwedu = 0.
2 0 0 0

Wir berechnen zuerst das Kurvenintegral iiber ;.
Parameterdarstellung von v;:

Aufgabe 2

it [—Vm VT S RE, xi(t) = (;) |

Damit erhalten wir:

toate) = (M) w0 - ()

und
f(x1(t)) - x)(t) = 2(t + t*) cos® t* + 2t* sin? ?
= 2t cos® 2 + 212 (cos2 2 4 sin? t2) = 2t cos® t? + 2t%.

Bei der Berechnung des Integrals verwenden wir fiir den ersten Summanden die Substituti-
onu = t% du = 2tdt. Da u(—ﬁ) = u(ﬁ) ist, sind obere und untere Integrationsgrenze
dann gleich, und das Integral hat den Wert 0. Also ergibt sich

v 2
/f(x)-dX:/ 2% dt = - 3
M -V 3

Nun berechnen wir das Kurvenintegral iiber ~s.
Parameterdarstellung von ~s:

N

V7

2 4
g(wﬁ—l—ﬂﬁ) :§Wﬁ.

xei [-VAVE] R w0 = (7).

™

25



Damit erhalten wir:

foe(0) = (LT < (CH) = ()

f(xa(t)) - x5(t) = 2t — 27 .

und

Integration ergibt

N
/f(x)-dx:/ (2t — 27) dt = t* — 27t
V2 -V

NG

VT
=71 —2m\/T — 1 —2m\/T = —4dn\/T.

Damit folgt schlieSlich:

j{f(x)-dx:/f(x)-dx+/f(x)-dx:gﬂ\/_—élm/_:—gﬂﬁ.

ol 7 2

Aufgabe 3

Parameterdarstellung der Strecke v; von O nach P:

xi: [0,1] = R, xy(t) = (?) .

Damit erhalten wir:

t

toal) = (5) =0 =(7) o)X =3

Es folgt:

! 3
/f(x)-dX:/ 3tdt = = t*
71 0 2

Parameterdarstellung des Kreisbogens von P nach Q:

- t) _ (sint
—1) ~ \cost )’
Damit erhalten wir:

ot = (yoma,) - 0= (_5)

1

3
0 2

xp: [0.5] SR, x(t) = (COS (E

'2 sin(

und
f(x2(t)) - x5(t) = ecost — 3cos’ tsint.

Es folgt:
w/2
/ f(x)-dX:/ (ecost — 3cos’tsint) dt
Y2 0

26



w/2 w/2
:e/ costdt—S/ cos?tsint dt
0 0

w/2
+ cos®t

w/2
=e—1.
0

=esint

0

Parameterdarstellung der Strecke 3 von ) nach 0:

x3: [0,1] = R?, x3(t) = (1 at> :
Damit erhalten wir:

o) = (g )« %= (Tg)  Fxale) xie) =~

Es folgt:

1
/ f(x)-dx = —/ el ~tdt = '
V3 0

Insgesamt ergibt sich dann:

]{f(x)-dx:/f(x)-dx—l—/f(x)-dx+/f(x)-dx:;—l—e—l—l—l—e:;

1
=1-—c.
0

y " 2 3
Aufgabe 4
(a) Es gilt
of — _ ; Ty _ %
9y [2(2 + xy) cos (yz) — z(1 4+ zy) sin (yz)] ™ = 5
8f1 _ TY i . af3
5, = Y (14 xy)e™sin (yz) = e
o | W O
25, = ¢ (14 zy)sin (yz) + yz cos (yz)] e™ = o

Da R3 einfach zusammenhiingend ist, besitzt f ein Potential nach Satz 6.6.18 und

Definition 6.6.15.
Berechnung eines Potentials mit unbestimmter Integration:

Fiir ein Potential F' muss gelten

Fo(z,y,2) = fi(z,y,2) = (1 + zy)e™ cos (yz) .
Integration nach = ergibt

F(z,y,2) = /(1 + zy)e™ cos (yz) dr = xe™ cos (yz) + ¢(y, 2) .
Jetzt differenzieren wir nach y und beachten, dass

Fy(z,y,2) = fa(z,y,2) = [2° cos (yz) — zzsin (yz)] €™ .
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Dies ergibt
Fy(z,y,2) = [2%cos (yz) — zzsin (y2)] €V +c,(y, z) = [2% cos (yz) — zzsin (yz)] ™.
Hieraus folgt ¢,(y, 2) = 0 und Integration nach y ergibt c(y, z) = ¢(2), also
F(z,y,z) = ze™ cos (yz) + c(z) .
Schliefilich differenzieren wir nach z und beachten
F.(z,y,2) = f3(x,y,2) = —zye™ sin (yz) .
Dies ergibt
F.(x,y,2) = —zye™sin (yz) + d(2) = —xye™ sin (yz) ,

also ¢/(z) = 0. Jetzt wird noch nach z integriert, und es folgt ¢(z) = ¢, also ist

F(z,y,z) = ze™ cos (yz) + c|.

Es gilt
%_J;l = 22z cosh (yz) — sinh (zy) — xy cosh (vy) = %
% = 2wy cosh (yz) = %
% = 2% cosh (y2) + 22yz sinh (zy) = %_];

Da R? einfach zusammenhiingend ist, besitzt f ein Potential nach Satz 6.6.18 und
Definition 6.6.15.

Berechnung eines Potentials mit unbestimmter Integration:

Fiir ein Potential F' muss gelten
Fu(e.y.2) = file,y,2) = 2usinh (y2) — ysinh (zy) .

Integration nach x ergibt

F(z,y,2) = /[Zx sinh (yz) — ysinh (xy)] dx
= 2% sinh (yz) — cosh (zy) + c(y, 2) .
Jetzt differenzieren wir nach y und beachten, dass
F,(z,y,2) = fa(2,y, 2) = 2°2 cosh (yz) — zsinh (zy) .
Dies ergibt

F,(z,y,2) = 2%z cosh (yz) — zsinh (zy) + ¢,(y, 2) = 2°z cosh (yz) — x sinh (zy) .
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Hieraus folgt ¢,(y, 2) = 0 und Integration nach y ergibt c(y, z) = ¢(2), also
F(z,y,2) = x*sinh (yz) — cosh (zy) + c(2) .

Schlieflich differenzieren wir nach z und beachten
F.(x,y,2) = fs(x,y,2) = 2%y cosh (yz) .

Dies ergibt
F.(x,y,z) = 2%y cosh (yz) + c/(z) = x*y cosh (yz),

also ¢/(z) = 0. Jetzt wird noch nach z integriert, und es folgt ¢(z) = ¢, also ist

F(x,y,z) = 2%sinh (yz) — cosh (zy) + c|.

Es gilt
%—j;——cosh(x—y) _%’
5_21 — cosh (z2) + oz sinh (z2) = %,
% =—(1+y)e' "= %—];3-

Da R3 einfach zusammenhiingend ist, besitzt f ein Potential nach Satz 6.6.18 und
Definition 6.6.15.

Berechnung eines Potentials mit unbestimmter Integration:

Fiir ein Potential F' muss gelten
Fy(z,y,2) = fi(z,y,z) = sinh (z — y) + z cosh (zz) .
Integration nach = ergibt
F(z,y,2) = /[Sinh (x — y) + zcosh (zz)] dx
= cosh (z — y) + sinh (zz) + ¢(y, 2) .
Jetzt differenzieren wir nach y und beachten, dass
Fy(2,y,2) = fala,y,2) = —sinh (z —y) + (1 +y)e.
Dies ergibt
Fy(x,y,2) = —sinh (x —y) + ¢,(y, 2) = —sinh (v —y) + (1 + y)e’ ~.

Hieraus folgt ¢,(y, 2) = (1 + y)e? *. Integration nach y ergibt
c(y,z) = [ ey(y,2)dy = /(1 +y)e? P dy = ye' 7 + ¢(2),
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also

F(z,y,z) = cosh (z — y) + sinh (zz) + ye'™* + ¢(z) .
Schlieflich differenzieren wir nach z und beachten

F.(z,y,2) = f3(x,y,2) = —ye’* + zcosh (zz) .
Dies ergibt

F.(x,y,2) = xcosh (zz) — ye? % + ¢/(2) = xwcosh (zz) — yeV 7,

also ¢/(z) = 0. Jetzt wird noch nach z integriert, und es folgt ¢(z) = ¢, also

F(xa Y, Z) = cosh ('r - y) + sinh (.Z'Z) + yey_z +c|.

(d) Nach Satz 6.6.18 ist das Vektorfeld f nicht konservativ, denn zum Beispiel gilt

Oh __mx 0n_ % _ 0R0R
oy 1 +y222’ oxr  14+y222 0oy " Oy’
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