Losungen der Aufgaben zu Kapitel 10

Abschnitt 10.2
Aufgabe 1

(a)

1
Die beiden Funktionen f(x) = T und ¢(y) = y sind auf R definiert und stetig.
T

Der Definitionsbereich der Differentialgleichung ist daher R?. Die einzige Nullstelle
yo = 0 von g(y) = y definiert die konstante Losung

Yo: R — R mit yo(x) =0 fur alle x € R.
Ihr Graph ist die z-Achse und teilt die Ebene in die beiden Halbebenen

Dy ={(z,y) €ER?* |y >0} und Dy = { (z,y) €R* |y <0}.

In Dy UDs ist g(y) # 0, und wir erhalten durch Trennung der Variablen

d d
/_y = / T = ly| = arctanz + C' <= |y| = e“eetan®
Y 1+ 22

In Dy ist |y| = y und daher

C arctanz

y(r) =e"e ,
in Dy ist |y| = —y und daher

y(a:) — _eCearctanx )

Fiihren wir K = 4e als neue Konstante ein, so kénnen wir die Losungen in ID; und
Dy einheitlich angeben und erhalten, wenn wir noch K = 0 zulassen, gleichzeitig auch
die konstante Losung yq. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet also

y(r) = Ke®*™* mit K € R.

1
Die beiden Funktionen f(z) = 1 — 2z und g(y) = [ sind auf R definiert
cos?y

und stetig. Der Definitionsbereich der Differentialgleichung ist also R2?. Weiter ist
g(y) # 0. Wir bestimmen die allgemeine Losung durch Trennung der Variablen.
Dabei benutzen wir, dass nach Beispiel (3) auf Seite 216/217 gilt

1
/cos2ydy: §(y+sinycosy) +C.

Trennung der Variablen liefert

1
/(1+cos2y)dy:/(1—2m)dx = y+§(y+sinycosy):x—x2—|—0

3 1. 9
= §y+§s1nycosy:x—x +C.

Diese Gleichung definiert implizit die allgemeine Losung y der Differentialgleichung.
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1
(c) Die Funktion f(x) = —— ist auf R\ {0}, die Funktion g(y) = y* + 1 auf R definiert
x

und stetig. Der Definitionsbereich der Differentialgleichung ist also
D={(z,y) €R*|z#0}.

Weiter ist g(y) # 0.

Wir bestimmen die allgemeine Losung y durch Trennung der Variablen

d d 1 1
/1+yy2:— x_:;c = arctanyz;—}-C’ = y(m):tan(5+0).

(d) Die beiden Funktionen f(x) = z* und g(y) = ¢¥ sind auf R definiert und stetig.
Der Definitionsbereich der Differentialgleichung ist also R?. Weiter ist g(y) # 0. Wir
bestimmen die allgemeine Losung y durch Trennung der Variablen:

1 1
/e‘ydyz/:vgdx — —e‘yzzx4+0 — e‘y:—zaz“—(]

< y(zr)=—In (—ix‘*—(]).

Aufgabe 2

2
, T 1

Y s R

Trennung der Variablen ergibt

x? 1 5, 2
S =2 3
/ydy / 5 3dx<:> 2y 3 8+a3+C

4
= y(:c):j:\/gx/8+x3+20.

2z
14 22

(b) ¢ = (1 +y)In(1+y))

Da In (1 + y) nur fiir y > —1 definiert ist, hat g(y) = (1 +y)In (1 + y) den Definitionsbe-
reich D = (—1, 00). Die einzige Nullstelle von ¢g(y) in D ist y = 0. Sie liefert die konstante
Losung yo: R — R mit yo(z) = 0 fiir alle z € R. Fir y # 0 ergibt sich die allgemeine
Losung durch Trennung der Variablen:

dy 21 X
=— In (In (1 — mQ
/(1+y)ln(1+y) /1+$2d$ = in(+y)=—In{l+z)+C
c c .
= In(l+y) = = l+y=et? <= y(r)=et? — 1,

1+ 22

wobei wir k = e > 0 gesetzt haben. Lassen wir auch k& = 0 zu, so ist auch die konstante
Losung 1y in der Formel enthalten.



(¢) o =——T+y

x+1

Trennung der Variablen liefert

dy T 4 / P
= T = — xr
vi+y r+1 r+1

1
— 2\/1+y=xz—Injz+1|+C = y(:v):zl(x—ln|x+1|+0)2—1.

2y’ +x) 2z y*+1
ely+y 2?41y

(d) ¢ =

Trennung der Variablen liefert

Y 2z 1
/y2+1dy:/$2+1dx = §ln(y2+1):ln(x2+1)+0

s 1= e2C el (@2+1)% _ ezc(xz + 1)2

— y(z)=+/Ek@2+1)2 -1,

wobei wir k = €2¢ > 0 gesetzt haben.

x—l—ng_ x 1492
y—a%y  1-a? oy

(e) o=

Trennung der Variablen liefert die allgemeine Losung y(z):

Y x 1 2 1 2
dy = — dr <= - In(1 =—1In|l - C
/1+y2y /1—x2x 2n( +v7) 2“’ rl+
— In(1+4+9?) =In|l — 2} +2C < 149> = |1 — 2?

— y(zr)=£VE[l —2?| -1,
wobei wir k = €2¢ > 0 gesetzt haben.

Aufgabe 3

r—2zy 1
(a) ¥ =—3

(1—2y) mit (V2,1)

T T

Wegen g(y) =1—2y =0 fur y = % ist die konstante Funktion
1
yo: R — R mit yo(x) = 5 fir alle x € R

eine Losung. Thr Graph, die zur x-Achse parallele Gerade durch den Punkt % auf der
y-Achse, zerlegt die Ebene in die beiden Bereiche

Di={(v,y) R y>5} wmdDy={(z,9) eR*|y<3}.
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Da der durch die Anfangsbedingung gegebene Punkt (\/5, 1) in dem Bereich D liegt,
geniigt es fiir die Losung des Anfangswertproblems, wenn wir die Losungen bestimmen,
deren Kurven in diesem Bereich liegen. Das bedeutet wegen y > %, dass wir uns auf
die Situation 1 — 2y < 0 beschrénken diirfen. Im Folgenden kénnen wir daher schreiben:
In|1—2y|=In(2y —1).

Durch Trennung der Variablen bestimmen wir zuerst die Gleichung, welche die allgemeine

Losung der Differentialgleichung in impliziter Form definiert:

dy dx 1
=[] — << ——In|l—-2y|=1 C
= 1 -2y = Ina] +

1
= -3 In(2y — 1) =In|z|+C.

Wir setzen hier die Anfangsbedingung ein und bestimmen C' so, dass die Gleichung dann
implizit die Losung des Anfangswertproblems definiert:

1 1
—§1n1:1n\/§+0 — 0=InV2+C < C:—ln\/§:—§ In2.

Damit erhalten wir die Losung des Anfangswertproblems:

1 1 2
——In(2y —1) :1n|x|—§ n2 < InQ2y—1)=-2Infz[+In2=1In—
x

2
2 1 1
;L :E+xy27 T 1—|—y27 r  1+y*
(b) y__y—ny__l—xQ o1y mit (0, 1)

Fiir y = 0 ist die Funktion g(y) = % nicht definiert. Daher schneiden die Losungskurven
nicht die z-Achse, liegen also entweder in der oberen oder in der unteren Halbebene.
Wir bestimmen durch Trennung der Variablen zuerst die Gleichung, die implizit die all-
gemeine Losung der Differentialgleichung definiert:

Y x 1 9 1 9
dy = dr <— —In(1+ = — In — 1|+ C.
/1+y2 Y /x2—1 v 2 ( y) 2 \x |

In diese Gleichung setzen wir die Anfangsbedingung ein, um die Konstante zu bestimmen:

1 1 1 1 1

Diesen Wert von C' setzen wir in die Gleichung ein und bestimmen dann die Losung des
Anfangswertproblems in expliziter Form:

1 1 1
51n(1+y2):§ln|x2—1|+§1n2 < In(1+y*) =Injz> -1 +In2

= 1+y* =22 — 1| <= y(z) =+/222 - 1] - 1.

Da die Losungskurve durch den Punkt (0,1) geht, liegt sie in der oberen Halbebene.
Das negative Vorzeichen vor der Wurzel kommt also nicht in Frage und die Losung des
Anfangswertproblems lautet

y(x) = /222 — 1| - 1.



Abschnitt 10.3
Aufgabe 1
(a) Die beiden Funktionen fi, fo: R? — R mit

filz,y) =1 +2)e" -1,  folz,y) = ve*Y

sind stetig differenzierbar und der Definitionsbereich R? der Differentialgleichung ist
einfach zusammenhéngend. Weiter gilt

0 0
) = et = P ).

Daher ist die Differentialgleichung nach Folgerung 10.3.2 exakt.

Wir bestimmen durch unbestimmte Integration (Abschnitt 8.10) eine Stammfunktion
F der exakten Differentialform fi(z,y)dx + fao(x,y) dy. Zuerst nutzen wir aus, dass
%—5 (z,y) = fa(x,y) gelten muss. Aus dieser Bedingung folgt

F(r,y) = /fz(fc,y) dy = /fce“y dy = ze"™ + C(x).

Jetzt benutzen wir die zweite Bedingung %_l; (z,y) = fi(z,y), um C(z) zu bestimmen:

2—5 (z,y) = filz,y) = (14+2)e"V+C'(z) = (1 + )" —1

s C(2) = —1 — C(x) = /(—l)dx — .

Bemerkung: Da wir nur eine Stammfunktion F' suchen, durften wir die Integrations-
konstante weglassen.

Wir setzen C(z) = —x oben ein und erhalten eine Stammfunktion F' der exakten
Differentialform:

F(x,y) =2e" —x.
Nach Satz 10.3.3 definiert die mit einer Konstanten ¢ € R gebildete Gleichung
F(z,y)=c < ze"V -z =c

implizit die allgemeine Losung y der Differentialgleichung. Durch Auflésen dieser
Gleichung nach y erhalten wir die allgemeine Losung in expliziter Form:

pe™t _p=c = V=14 x+y:1n(1+£)
x X

= y(x):1n<1+§>—x.

(b) Die beiden Funktionen fi, fo: R? — R mit

fi(z,y) =2cos3ycos2x, fo(x,y) = —6sinxsin3y cosx = —3sin 2x sin 3y
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sind stetig differenzierbar, und der Definitionsbereich R? der Differentialgleichung ist
einfach zusammenhéngend. Weiter gilt

oh
y

(x,y) = —6sin 3y cos 2z = % (x,y).

Die Differentialgleichung ist nach Folgerung 10.3.2 also exakt.

Wir bestimmen durch unbestimmte Integration (Abschnitt 8.10) eine Stammfunktion
F der exakten Differentialform fi(z,vy)dx + fo(z,y) dy. Zuerst nutzen wir aus, dass
aa—i (z,y) = fi(x,y) gelten muss. Aus dieser Bedingung folgt

F(J:,y):/fl(x,y)dx:/20053yc082xdxZCOSSysiHQ:U—l—C(y).

Jetzt benutzen wir die zweite Bedingung %—5 (z,y) = fa(x,y), um C(y) zu bestimmen:

oF
o (z,y) = fo(z,y) = —3sin3ysin2z + C’'(y) = —3 sin 2z sin 3y
— C'(y) =0.

Da wir nur eine Stammfunktion F suchen, diirfen wir C'(y) = 0 setzen. Damit erhalten
wir insgesamt die Stammfunktion

F(z,y) = cos3ysin 2z .
Nach Satz 10.3.3 definiert die mit einer Konstanten ¢ € R gebildete Gleichung
F(z,y) =c <= cos3ysin2zr =c¢

implizit die allgemeine Losung y der Differentialgleichung. Durch Auflosen dieser
Gleichung nach y erhalten wir die allgemeine Losung y in expliziter Form:

cos3ysin2x = ¢ <= cos3y =

<:>3y:arccos< ¢ )

sin 2x sin 2x

1
— y(z) = 3 arceos (sin 2x> :

Aufgabe 2
a) Die beiden Funktionen fi, fo: R* — R mit
(a)
file,y) = (L—ay)e V0 fola,y) = —(2® —z)e @Y

sind stetig differenzierbar und der Definitionsbereich R? der Differentialgleichung ist
einfach zusammenhéngend. Weiter gilt

s a) = (= (=)o~ 1) = (<2041 422 —zy) )
Y
_0f



Daher ist die Differentialgleichung nach Folgerung 10.3.2 exakt.

Wir bestimmen durch unbestimmte Integration (Abschnitt 8.10) eine Stammfunktion
F der exakten Differentialform fi(z,y)dx + fo(z,y) dy. Zuerst nutzen wir aus, dass

68—5 (z,y) = fa(x,y) gelten muss. Aus dieser Bedingung folgt

F(z,y) = /fg(x, y)dy = — /(x2 — x)e’y(xfl) dy = ze ¥ 4 C(z).

Jetzt benutzen wir die zweite Bedingung 25 (z,y) = fi(z,y), um C(z) zu bestimmen:

(29_5 (x,y) = filz,y) = (1 — :L'y)e’y("”’l) +C'(x)=(1— xy)e*y(wfl)
— C'(x)=0.

Da wir nur eine Stammfunktion F' suchen, diirfen wir C'(z) = 0 setzen. Damit erhalten
wir insgesamt die Stammfunktion

F(z,y) = ze ¥@ D,

Nach Satz 10.3.3 definiert die mit einer Konstanten ¢ € R gebildete Gleichung
Fz,y) =c <= ze V@) =¢

implizit die allgemeine Losung y der Differentialgleichung. Setzen wir hier die An-
fangsbedingung (2, 0) ein, so erhalten wir 2¢° = ¢, also ¢ = 2. Die Gleichung

zre v =9
definiert implizit die Losung des Anfangswertproblems. Um die Losung y in expliziter

Form zu gewinnen, l6sen wir die Gleichung nach y auf:

2 2
ze Ve =9 = VD =2 — gz —1)=1In (—)
x x

1
— y(z) = v (In2 —1Inx).

Die beiden Funktionen f;, fo: R? — R mit

fl(x,y)=2xy—x, fQ(‘Tay):xQ

sind stetig differenzierbar und der Definitionsbereich R? der Differentialgleichung ist
einfach zusammenhéngend. Weiter gilt

of
Jdy

Daher ist die Differentialgleichung nach Folgerung 10.3.2 exakt.

(2,y) =22 =2~ (2,y).

Wir bestimmen durch unbestimmte Integration (Abschnitt 8.10) eine Stammfunktion
F der exakten Differentialform fi(z,vy)dx + fo(z,y) dy. Zuerst nutzen wir aus, dass
g—g (z,y) = fa(x,y) gelten muss. Aus dieser Bedingung folgt

F(x,y)I/fz(x,y)dyz/xQdy:x?erC(x)-
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Jetzt benutzen wir die zweite Bedingung %5 (z,y) = fi(z,y), um C(z) zu bestimmen:

oF

o (z,y) = filz,y) = 20y +C'(x) =22y — 0 = C'(z) = —=x
x
Lo
— C(x) = 5
Da wir nur eine Stammfunktion F' suchen, durften wir die Integrationskonstante
weglassen.
Wir setzen C(z) = —% z? oben ein und erhalten eine Stammfunktion F der exakten
Differentialform:
2 L,
F(z,y)==x y=—5e

Nach Satz 10.3.3 definiert die mit einer Konstanten ¢ € R gebildete Gleichung

1
F(z,y) =c < ny—§x2 =c
implizit die allgemeine Losung y der Differentialgleichung. Setzen wir hier die An-

fangsbedingung (\/5, 1) ein, so erhalten wir 2 — 1 = ¢, also ¢ = 1. Die Gleichung

2 2
——x?=1
Y- 5%

definiert implizit die Losung y des Anfangswertproblems. Um sie in expliziter Form
zu gewinnen, losen wir die Gleichung nach y auf:

7’ —1x2—1<:>m2 2! =1 (m)—i—i-1
YT T Y =Ty

Aufgabe 3

In (1) und (2) auf Seite 325 wurde hergeleitet, welche Bedingung erfiillt sein muss, damit
es einen Ansatz M = M(x) bzw. M = M (y) firr den integrierenden Faktor gibt. Von den
dort angegebenen Bedingungen machen wir bei der Losung der Aufgaben Gebrauch.

(a) Die beiden Funktionen fi, fo: R* — R mit
fu( ) =2+ 25(1 — coshay), folar, ) = (1 — cosh )

sind stetig differenzierbar und der Definitionsbereich R? der Differentialgleichung ist
einfach zusammenhéngend. Weiter gilt

If

m (z,y) = 2(1 — cosha*y) — 2%y sinh 2%y ,
Y

o

e (z,y) = (1 — cosh 2?y) — 2x*y sinh 2%y .

Die beiden Ableitungen stimmen nicht iiberein. Daher ist die Differentialgleichung
nicht exakt.



Wiéhlen wir den Ansatz M = M(x), so erhalten wir (Seite 325)

M1 dfr dfs ~ l—cosha?y 1
3 = i Loy 0 e )

Da der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung nur von z (und nicht von y)
abhéngt, gibt es tatsichlich einen integrierenden Faktor M = M (z), und dieser ist
eine Losung der Differentialgleichung

~ 2(1 —cosha?y) o

M/
M

1
-
M (zx) = z ist offenbar eine solche Losung. Multiplizieren wir also die gegebene Diffe-
rentialgleichung mit x, so erhalten wir die exakte Differentialgleichung
22 + 22y(1 — cosh z%y) + 22(1 — cosh z%y)y’ = 0.
Bei dieser sind die Funktionen f; und fy jetzt gegeben durch
fi(z,y) = 22 + 22y(1 — cosh2?y), folw,y) = 2*(1 — cosh2?y).

Wir bestimmen eine Stammfunktion der exakten Differentialform durch unbestimmte
Integration (wie in Aufgabe 2):

F(z,y) = /fg(x,y) dy = /x2 (1 — coshaz®y) dy = / (2* — 2” cosh2®y) dy

= 2%y — sinh 2%y + O(x).

Um C(z) zu bestimmen, vergleichen wir die partielle Ableitung von F' nach z mit
fi(z,y) = 22 + 22y(1 — cosh 2?y):

oF

e (z,y) = fi(z,y) <= 2xy(1 — coshz?y) + C'(x) = 2z + 2zy(1 — cosh x?y)
— (C'(x)=2z.

Da wir nur eine Stammfunktion suchen, diirfen wir bei der Integration von C’ die
Integrationskonstante weglassen, also C'(z) = z? setzen. Eine Stammfunktion ist
somit gegeben durch

F(x,y) = 2%y — sinh 2%y + 2? = 2%(y + 1) — sinh 2%y .
Mit einer Konstanten ¢ € R definiert dann die Gleichung
2 . 2.
z*(y+1) —sinhz*y = ¢
implizit die allgemeine Losung der gegebenen Differentialgleichung.
(b) Die beiden Funktionen fi, fo: R?* — R mit

fl<x7y) = (1 +x)€y + 2y2€x, f2(x7y) = xey + 2yex



sind stetig differenzierbar und der Definitionsbereich R? der Differentialgleichung ist
einfach zusammenhéngend. Weiter gilt

0

0_];1 (x,y) = (1 4+ z)e¥ + 4ye” = e¥ + xe? + 4ye” |
0

a—jj (x,y) = e¥ + 2ye” .

Die beiden Ableitungen stimmen nicht {iberein. Daher ist die Differentialgleichung
nicht exakt.

Wiéhlen wir den Ansatz M = M (z), so erhalten wir (Seite 325)

M’ B 1 dfr B dfs B 1 , o
M foz,y) (ay (,9) or (%?ﬁ) = x€y+2yex(xe +2ye®) =1.

Da der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung nicht von y abhéngt, gibt es
tatsdchlich einen integrierenden Faktor M = M (z), und dieser ist eine Losung der
Differentialgleichung
M/
—=1.
M

M(x) = e® ist offenbar eine solche Losung. Multiplizieren wir also die gegebene
Differentialgleichung mit e”, so erhalten wir die exakte Differentialgleichung

(14 2)e™Y 4 2922 4 (26 + 2ye®)y =0,
bei der die Funktionen f; und fy jetzt gegeben sind durch

fi(z,y) = (1 + )" +20%*  fo(z,y) = ve™Y 4 2ye*” .
Wir bestimmen wie in Teil (a) eine Stammfunktion der exakten Differentialform:

F(z,y) = /(xe“y + 2ye*) dy = ze™ MY 4 yPe* + O(x).

Um C(x) zu bestimmen, vergleichen wir die partielle Ableitung von F' nach = mit
filz,y) = (14 2)e™™ + 2%

or

o (©y) = filr,y) = (L4 2)e”™ + 2% + O'(2) = (L+ z)e™ + 2™
— (C'(x)=0.

Wir wihlen C'(x) = 0, da wir nur eine Stammfunktion benétigen. Eine Stammfunk-
tion ist somit gegeben durch

F(x,y) =z 4y
Mit einer Konstanten ¢ € R definiert dann die Gleichung
2 2x

F(z,y) =c < ze"V +y°e* =c

implizit die allgemeine Losung der gegebenen Differentialgleichung.
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(c) Die beiden Funktionen fi, fo: D — R mit

1
fl<x7y) :ye:cy_yQ’ fZ(xay) :xexy—gexy—xy

sind stetig differenzierbar auf jedem der beiden Bereiche
D={(z,y) €R?*|y>0}bzw. D= {(z,y) €R* |y <0}

und jeder der Bereiche D ist einfach zusammenhéngend. Weiter gilt

df1

== — (1 Ty _ 9

dy (z,y) = (1 +ay)e v,
P B v ay
o (z,y) = (1 +ay)e™ —e™ —y.

Die beiden Ableitungen stimmen nicht iiberein. Daher ist die Differentialgleichung
nicht exakt.

Wiéhlen wir den Ansatz M = M (y), so erhalten wir (Seite 325)

M _ 1 (%(w )_%(x )>_y_—€xy__1
M~ filwy) \oz YT gy Y yery — y? Y

Da der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung nicht von z abhéngt, gibt es
einen integrierenden Faktor M = M (y) und dieser ist eine Losung der Differential-
gleichung

M Y

M1

M(y) = i ist offenbar eine solche Losung. Multiplizieren wir also die gegebene Diffe-

rentialgleichung mit %, so erhalten wir die exakte Differentialgleichung

1
exy_y+ (Eexy_jexy_w)ylzo’
) )
bei der die Funktionen f; und f; jetzt gegeben sind durch

T 1
fl<x7y):6xy_y7 f2<x,y):_exy__2€v’cy_x‘
Yy Yy
Wir bestimmen eine Stammfunktion der exakten Differentialform. Zuerst nutzen wir
aus, dass %&£ (z,y) = fi(z,y) gelten muss:

1
F(z,y) = /(emy —y)dx = Ze“y —zy+ C(y) .
Um C(y) zu bestimmen, vergleichen wir die partielle Ableitung von F' nach y mit
f? (I’, y)

or 1 z x 1
—(z,y) = folz,y) <= —S e+ -V —a+C(y)=—e"— e -z
5y ) = Palay) = el w=tev—
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<— (C'(y)=0.

Wir wihlen C'(y) = 0, da wir nur eine Stammfunktion benétigen. Eine Stammfunk-
tion lautet somit

1
F(z,y) = —e" —xy.
Y

Mit einer Konstanten ¢ € R definiert dann die Gleichung

1
Fz,y)=c <= - —ay=c
Y

implizit die allgemeine Losung der gegebenen Differentialgleichung.
Die beiden Funktionen f;, fo: R? — R mit
fl('r’y) = (2_+_l.y)emy7 f2(1'7y) :mQny

sind stetig differenzierbar und der Definitionsbereich R? der Differentialgleichung ist
einfach zusammenhéngend. Weiter gilt

f

B0 (z,y) = xe™ + 2ze™ + 2°ye™
Y
0

Die beiden Ableitungen stimmen nicht iiberein. Daher ist die Differentialgleichung
nicht exakt.

Wiéhlen wir den Ansatz M = M (z), so erhalten wir (Seite 325)

M _ 1 %( )_%( )_xexy_l
M fo(z,y) \ Oy DY Ty OV ) T e T

Da der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung nicht von y abhéngt, gibt es
einen integrierenden Faktor M = M(x), und dieser ist eine Losung der Differential-
gleichung

M x

M1

M (zx) = z ist offenbar eine solche Losung. Multiplizieren wir also die gegebene Diffe-
rentialgleichung mit x, so erhalten wir die exakte Differentialgleichung
22e™ + rye™ + z3e™y' =0,
bei der die Funktionen f; und fy jetzt gegeben sind durch
fi(z,y) = 2ze™ + 2%ye™ | folz,y) = 2™
Wir bestimmen (wie in Aufgabe 2) eine Stammfunktion der exakten Differentialform:

F(z,y) = /1:36“/ dy = %™ + C(x).
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Um C(x) zu bestimmen, vergleichen wir die partielle Ableitung von F' nach x mit
fi(z,y) = 2xe™ + x?ye®:

oF
e (z,y) = fi(z,y) < 2xe™ + 2°ye™ + C'(z) = 2ve™ + 2°ye™

— (C'(z)=0.

Wir wéhlen C'(z) = 0, da wir nur eine Stammfunktion benétigen. Eine Stammfunk-
tion ist somit gegeben durch

F(z,y) = 2%e™ .

Mit einer Konstanten ¢ € R definiert dann die Gleichung
F(z,y) =c <= 2% =c

implizit die allgemeine Losung der gegebenen Differentialgleichung. Hier konnen wir
die Gleichung nach y auflésen und erhalten die Losung y in expliziter Form:

1
P —c > = > ay=In— < y()=y=—(lnc—2Inz).
T a T

Abschnitt 10.4
Aufgabe

Da es sich in dieser Aufgabe nur um Differentialgleichungen erster Ordnung handelt,
konnen folgende verschiedene Typen von Differentialgleichungen, die wir bisher kennen
gelernt haben, auftreten:

e Typ (GV): Differentialgleichung mit getrennten Variablen 3/ = f(z)g(y) (Satz 10.2.1),

e Typ (E): exakte Differentialgleichung fi(x, y)+ fa(x, y)y’ = 0 mit %iyl (x,y) = % (z,y)

(Satz 10.3.1 und Folgerung 10.3.2),

e Typ (HL): homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung ' + a(z)y = 0
(Definition 10.4.1),

e Typ (IL): inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung ' + a(x)y = f(z)
(Definition 10.4.1).

Fiir jede der angegebenen Differentialgleichungen schreiben wir die mdéglichen Umfor-
mungen auf und geben den entsprechenden Typ an. Dabei kann es vorkommen, dass eine
Differentialgleichung zu mehreren Typen gehort.

(a) ¢ — (sinz)y =sinz (IL)

y =sinz(y+1) (GV)

1 1
sinz — my’ = 0 mit % sinz =0 = B (—m) (E)
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Yy =e" GV
) (GV)
er Y g O a0y
e’ + 2+1y_0m1t8y( 6)_0_0$(y2—|—1) (E)
, 11
y+1—|—xy 1+z (L)

0
(y—l)—l—(l—i—x)y:0m1t—(y—1):1:%(1+x) (E)
= (1-y) (@V)
y_l—i-m Y
(sinz + ye®) + (e” + )’—Omitg(sinx—i— ex)—ex—g(
. 62/:1:

Yy +—5y=0 (HL)
x
2/x
/
y=-——5y (GV)
e?v 1 9 [e* 0 (1
—y = t — =0=—|- E
ey o () —o-5 () ®

2z
- =0 (HL
VoY (HL)
2x
! GV
y 1+x2y( )
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Abschnitt 10.5
Aufgabe 1

(a)

Es handelt sich um eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Zur
Losung benutzen wir die Formel aus Satz 10.5.1 und beachten, dass bei der Angabe
von A(z) die Integrationskonstante wegzulassen ist (Bemerkung 10.5.2, (2)).

Es gilt

A(x)—/a(x)dx——/(wé) dr = —z — 2|

und daher

y(x) = ce~A®) = cemtinlal — clxle® .

Es handelt sich un eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Zur
Bestimmung der allgemeinen Losung benutzen wir nicht die Formel aus Satz 10.5.3,
sondern die Methode (Variation der Konstanten), mit der diese Formel hergeleitet
wurde (wie im Beispiel auf Seite 334).

Es gilt (unter Beachtung von Bemerkung 10.5.2, (2))

A(a:):/a(a:)dx:/dx:x.

Die homogene lineare Differentialgleichung hat dann die allgemeine Losung

A(z) -z

yn(z) = ce” % = ce

Ansatz fiir eine partikuldre Losung yo der inhomogenen linearen Differentialgleichung:

yo(z) = C(x)e™™.

Wir setzen yo(x) und die Ableitung y,(z) = C'(z)e™* — C(z)e™™ in die Differential-
gleichung ein und erhalten

C'(z)e™ — COx)e ™™ + C(x)e ™ =a? < ('(v)e ™ =2? < C'(x) = 2",

Da wir nur eine Funktion C' benétigen, lassen wir bei der Integration die Integrati-
onskonstante weg. Dann folgt

Clx) = /:EQGQC dr = % — Q/xex dr = x%e® — 2 (xex — /ex dﬁ)

= 226" — 2ze” + 2¢° .
Die partikuldre Losung lautet daher
yo(z) = (2" — 27e” + 2e%)e ™ = 2° — 20 + 2.
Damit lautet die allgemeine Lésung

y(x) = yo(x) + yn(z) = 22 =20 4+2+ce ",
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Es handelt sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung.
Wir gehen wie in Teil (b) vor. Es ist

Ax) = /a(x) dx = — = In|z|.

Da Inz (auf der rechten Seite der Differentialgleichung) nur fiir x > 0 definiert ist,
ist auch eine Losung nur fiir # > 0 definiert. Also ist A(z) = Inx, und die allgemeine
Losung der homogenen linearen Differentialgleichung lautet

—A(z) _ Ce—lnx _ ¢ —

o elnx T :

yn(z) = ce

Ansatz fiir eine partikuldare Losung 1o der inhomogenen linearen Differentialgleichung:

Wir setzen yo(«) und die Ableitung yg(z) = C'(z) + — C(x) 5 in die Differentialglei-
chung ein und erhalten

) 1~ Cla) g+ Cla) T =lnw = C(a)

. o =lnz < C'(z) =zlnzx.

SH N

Hieraus folgt

1 1 1 1 1
C’(:L’):/xlnxda::§x2lnx—§/xdx:§x21nx—1x2zzx2(21nx—l).

Die partikuldre Losung lautet daher

1 1 1
yo(z) = Zw2(2lnw— 1)- o= Z—la:(21n:c— 1).

Damit lautet die allgemeine Losung

y(z) = yo(z) + yn(x) = ix(anx — 1)+ g

Es handelt sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung.
Das wird deutlicher, wenn wir sie wie folgt umformen:

Yy =2zy+1 << ¢y —2zy=1.

Wir gehen wie in Teil (b) vor. Wegen

Alx) = /a(az) i — —Q/xdx _ a2

hat die homogene lineare Differentialgleichung die allgemeine Losung

—A(z) x?

yn(x) = ce =ce

Ansatz fiir eine partikuldare Losung 1o der inhomogenen linearen Differentialgleichung:

16



Wir setzen yo(z) und die Ableitung y)(z) = C'(z)e”” 4 2zC(z)e*” in die Differential-
gleichung ein und erhalten

2

C'()e” 4 220 (z)e” — 20C(x)e” =1 & C'(2)e" =1 = C'(z) ="

Hieraus folgt

C(z) = / e dx = F(x).

Da die Funktion e™*" stetig ist, besitzt sie eine Stammfunktion F' (Satz 8.3.5). Aller-
dings kann man diese Stammfunktion F' nicht mit Hilfe der {iblichen Rechenopera-
tionen und unter Verwendung der uns bekannten Funktionen darstellen. Wir kénnen
also hier die partikulire Losung nur angeben durch yo(z) = F(z)e” . Entsprechend
lautet die allgemeine Losung dann

2

y(@) = yo(x) +yn(r) = (c+ F(z))e” .

Es handelt sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung.
Wir gehen wie in Teil (b) vor. Wegen

A(z) = /a(x) dz = —3/dx = 3

hat die homogene lineare Differentialgleichung die allgemeine Losung

—A(z) 3z )

yn(z) = ce =ce

Ansatz fiir eine partikuldare Losung 1y der inhomogenen linearen Differentialgleichung:
yo(z) = O(x)e™.

Wir setzen yo(z) und die Ableitung yi(z) = C'(x)e3® + 3C(2)e3* in die Differential-
gleichung ein und erhalten

C'(z)e** +3C(z)e* —3C(x)e* = ze® = C'(v)e* = ze* <= (C'(z) = ze ¥,
Hieraus folgt

1 1 1 1
C(z) = /xezx dx = ~3 ze " + 3 /625" dr = —3 re * — 1 e

1
= _Z (2.77 -+ 1)672‘% .

Die partikuldre Losung lautet daher

1 1
yo(z) = ~1 (2 + 1)e 2 = ~21 (22 + 1)e”.

Damit lautet die allgemeine Lésung

y(x) = yo(x) + yp(x) = —i (22 + 1)e” + ce™ .
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Aufgabe 2

Wir bestimmen zuerst die allgemeine Lésung der inhomogenen linearen Differentialglei-
chung. In diese setzen wir dann die Anfangsbedingung ein, um die Losung des Anfangs-
wertproblems zu finden. Die Funktion tan z ist an den Stellen Z+km, k € Z nicht definiert.
Daher miissen wir ein geeignetes Intervall I wéhlen, in dem tan x stetig ist und in dem

der Anfangswert o = 0 liegt. Dies ist das Intervall I = (—g, %)
Mit der Substitution u = cosz, du = —sinz dx gilt in I
sin x du
A(:c):/a(x)dx:/tanxd:c:/ dr =— | — =—Inu= —Incoszx.
cos T u
Die homogene lineare Differentialgleichung hat daher in I die allgemeine Losung
yn(z) = ce™ MO = ST — ceos

Ansatz fiir eine partikuldre Losung yo der inhomogenen linearen Differentialgleichung:
yo(z) = C(x) cosx

Wir setzen yo(x) und die Ableitung yy(z) = C'(z) cosx — C(x)sinz in die Differential-
gleichung ein und erhalten

C'(z)cosz — C(x)sinz + C(x)cosztanx = —cosx < C'(x)cosz = —cosz
— (C'(z)=-1.
Wir kénnen also C'(z) = —x wéhlen, und die partikuldre Losung lautet dann
yo(z) = —xcosz.
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung in I lautet damit
y(x) = yo(z) + yn(x) = —x cosz + ccosz = (¢ — x) cos x .

Wir setzen hier die gegebene Anfangsbedingung ein und erhalten ¢ = 1. Damit lautet die
Losung des Anfangswertproblems

y(x) = (1 —x)cosz.

Abschnitt 10.6
Aufgabe 1

Wir bilden die zur Differentialgleichung gehorige charakteristische Gleichung (Ergebnis
und Definition 10.6.1), losen sie und geben mit Hilfe der Losungen die allgemeine Losung
der homogenen linearen Differentialgleichung an (entsprechend den Folgerungen 10.6.2,
10.6.3 und 10.6.4).

(a) PPhdr4+4=0 = r=ry=—-2 — y(x) =cre” ¥ + cowe |
(b) P 4dr+7=0= r =-2+V3i, rp=-2—V3i

= y(1) = cre* cos V3x + cpe *sinV3 1,
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(c) Pdr+1=0=r=-24+V3, rm=-2-3
= y(z) = e T2VEIT (2R
(d) rP+6r+5=0=r=—1,rn==5= ylx) =ce " +ce ™,
(e) 7“2+47’:0:>7’1=0,T2=—4:>y(33):01+c2€74x’
() Pd=0=>1r =2, rp=—2 = y(x) = ¢1 cos 2x + ¢y sin 2z,
(g) P —d=0= r =2, rp=—-2 = y(x) = 1™ + cpe”**,
(h) rP=0=rn=rn=0= y) =ca+c.
Aufgabe 2

(a) Losungen der charakteristischen Gleichung:

P —8r+16=0 = r =1y =4
Allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung:

yn(x) = c1e® + cpze®™ = (¢ + coz)e™™ .

Die homogene lineare Differentialgleichung hat also die beiden linear unabhéngigen

Losungen

yi(z) =e* und  yo(z) = 2.

Mit ihnen berechnen wir die Wronski-Determinante:

6493 ZE64$ . S
det (y1<33'), yg(l')) = 46432 (1 + 4:5)64:13 = (1 +4dr — 4%)6 =c .

Damit folgt nach den Formeln in Satz 10.6.5

%64351.645
alz)=— | +=———dz=— [ dv =—x,
8T

Lotz pdw dx
CQ(x):/x e dxz/;zlnm.

Eine partikuldre Losung ist also gegeben durch

yo(z) = —we*” + zve*In|z| = —2(1 — In|z|)e*.

Die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung lautet damit

y(x) = yo(x) + yn(x) = (—x +zIn|z| + c1 + coz)e*™.

(b) Losungen der charakteristischen Gleichung:

P4 1l=0= r =10, ro=—1i.

19



Allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung:

yn(T) = c1cosx + cosinz .

Die homogene lineare Differentialgleichung hat also die beiden linear unabhéngigen
Losungen

yi(x) =cosx und yo(x) =sinx.

Mit ihnen berechnen wir die Wronski-Determinante:

cosx sinx

) =cos?r +sinr=1.
—sinx cosz

et (). (o) = |
Damit folgt nach den Formeln in Satz 10.6.5

a(z) = —/BSmQ:pcosxdx = —sinz,

co(x) = /3SinfL’COSZ.CEd£L' = —cos’z.

Eine partikuldre Losung ist also gegeben durch
Yo(z) = —sin® v cosz — sinz cos® ¥ = —sinw cosx (sin2 x + cos? ;1:)

= —sinzcosz.
Die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung lautet damit
y(x) = yo(x) + yn(x) = —sinx cosx + ¢y cosx + casin .
Aufgabe 3
(a) Losungen der charakteristischen Gleichung:
r2—b5r4+4=0— rn=4, rp=1.

Wir bezeichnen den Ansatz mit yg:

fl@)=@*+1De ™ yolz) = (Ador® + Az + AO) ,
flx) =ze™ : yo(x) = (Aiz + Agle ™,
fl@)=Bx—1)e™ 1 yo(x) = (Aw + Ag)e™,

flz) = —5e™" : yo(z) = Ae™*

flx) = a?e” yo(z) = x(Agx + Az + Ag)e”,
f(z) = 3e” yo(z) = Aze”,

flz) = (207 +5z)e” : yo(x) = 2(Aa® + Az + Ag)e”
f(z)=3e"cos2x :  yo(x) = A7

flx) =3ze®sin2z : yola) = (Ayz + Ag)e 2"
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(b) Losungen der charakteristischen Gleichung:

7
w24+ Tr =0 —= rr=20, 7’2:—5.
Wir bezeichnen den Ansatz mit yq:
f(z) =3z : yo(z) = x(Ajx + Ag) = A1x® + Agx,
f@)=2c0sz s yola) = Ae,

flz) = 3¢ 27 cos yo(z) = Ae(=5+i)r

Aufgabe 4

Beachten Sie, dass die beiden Methoden im Allgemeinen natiirlich unterschiedliche parti-
kulére Losungen der Differentialgleichung liefern.

(a) Losungen der charakteristischen Gleichung:

r2—2r4+5=0= r =142, ro=1—2i.

Losung durch Variation der Konstanten:

Die homogene lineare Differentialgleichung hat die beiden linear unabhéngigen Losun-
gen

yi(x) = e cos2z und ys(x) = e®sin2z.

Mit ihnen berechnen wir die Wronski-Determinante:

e® cos 2x e sin 2x

det (y1(2), y2(r)) = e“(cos 2x — 2sin2x) e®(sin 2z + 2 cos 2x)

= % (cos 21 sin 21 + 2 cos? 22 — sin 2x cos 2z + 2 sin® Qx)
= 2¢%%

Wir berechnen ¢ (x) und cz(x) nach den Formeln in Satz 10.6.5. Die Berechnung der
beiden Integrale erfolgt dabei wie in 8.2, Beispiel (3) auf Seite 216/217 und in 8.2,
Beispiel (1) auf Seite 218.

2% 5in® 2 1 1 1
a(r)=— €M AT =2 sin? 22 dr = - sin2rcos 2z — — .,
2 8 4

2e2x
2 gin 2 2 1 1
co(x) = € SMAVOST jw = = | sin2zcos2zdr = - sin®2z.
2e2e 2 8

Eine partikuldre Losung ist also gegeben durch

—_

1
yo(x) = = e”(sin 2z cos 2z — 2x) cos 2z + 3 e” sin® 2 sin 2z

co

1 1 1
=3 e” sin 2x(cos? 2z + sin® 27) — 1 xe’ cos2x = 3 e’ sin 2x — 1 xe’ cos2x .
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Losung nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten:

Wir betrachten dazu die Differentialgleichung
y// o 2y/ + 5y _ 6(1-1—2@'):1: )

Da 1+ 2i eine einfache Losung der charakteristischen Gleichung ist, lautet der Ansatz
fiir eine partikuldre Losung

Yo(z) = Age(l+20e
Die Ableitungen lauten
Yy(x) = A(1+ (1 + 2i)z) e 207,
Y/ (@) = A ((1+20) + (14 20) + (1 + 20)%x) (1420
= A (2(1+20) + (1+20)%x) 1+

Wir setzen den Ansatz und die Ableitungen in die Differentialgleichung ein und di-
vidieren von vornherein durch e(**+2)7;

A (214 20) 4+ (1 +2i)*x) —2A (1 + (1 + 2i)z) + 5Az =1
= AQ+4i+r+diz—4dr—2—2r —4dir+52) =1 <= 4idA=1

1 1.
=——1.

— A=—
43 4

Setzen wir diesen Wert fiir A in den Ansatz oben ein, so erhalten wir eine partikulére
Losung Yy der Differentialgleichung y” — 2y’ + 5y = e(1+2)=:

1 < 1
Yo(x) = - igell 20T — - ixe®(cos 2z + isin 2x)

1 1 1
==2 ze®(—sin 2z +icos2z) = lee“ sin 2x — (Z_l xe® cos 2:6‘) Q.

Die rechte Seite der gegebenen Differentialgleichung ist der Imaginérteil von e(1+297,
Daher ist der Imaginérteil von Y eine partikuldre Losung 1y, der gegebenen Differen-
tialgleichung. Sie lautet

1
yo(z) = ~1 xe® cos2x .

Losungen der charakteristischen Gleichung:

P 4+3r=0=1r=0, ro=—3.

Losung durch Variation der Konstanten:

Die homogene lineare Differentialgleichung hat die beiden linear unabhéngigen Losun-
gen

(@) =1 und pule) = e

22



Mit ihnen berechnen wir die Wronski-Determinante:

= -3¢

det (1 (x), () = \1

0 —3e 3

Damit folgt nach den Formeln in Satz 10.6.5

-3z 1
cl(x)z—/wdx:/(2x+§) dx:x2+§x:§x(3x+8),

Eine partikuldre Losung ist dann gegeben durch

1 2 1 2
yo(z) = = x(32+8) — 3 (x+1)e¥e ™" = 3 r(3x +8) — 3 (x+1)

w

1 2
:—(3I2+8$—2£B—2):§(3$2+6$—2):ZB2+2[E—§.

W =

Losung nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten:

Da 0 eine einfache Losung der charakteristischen Gleichung ist, lautet der Ansatz:
yo(z) = 2(A1w + Ag) = A2 + Ap .
Die Ableitungen lauten
yo(x) = 2412+ Ay und gy (z) = 24, .
Wir setzen die Ableitungen in die Differentialgleichung ein und erhalten
2A; 4+ 6A12 + 340 =62 +8 < 6A1x + (24, +34y) =62 + 8.
Koeffizientenvergleich liefert das lineare Gleichungssystem

6A1 = 6
24, + 340 =38

Die Losungen lauten A; = 1 und Ay = 2. Mit diesen Werten fiir A; und Ag erhalten
wir die partikulire Losung

yo(z) = 2* + 22

23



Aufgabe 5

(a)

Losungen der charakteristischen Gleichung:

P 4+3r=0=1r=0, ro=—3.
Allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung:
3x

yn(T) = 1 + ce”

Da —3 eine einfache Losung der charakteristischen Gleichung ist, lautet der Ansatz
fiir eine partikulédre Losung der inhomogenen Differentialgleichung

yo(z) = 2(A1w + Ag)e ™ = (Ajz? + Agz)e ™.
Die Ableitungen lauten
yo(z) = (2412 + Ag + (=3)(A12” + Aoz)) e
= (=3A;2” + (24, — 34¢)z + Ap) e %",
Yo(x) = (—6A1x + 24; — 340 + (—3)(—3412° + (2A; — 3Ag)z + Ag)) e
= (94:2° — (1241 — 9A4p)z + (24; — 64,)) e **.

Wir setzen die Ableitungen in die Differentialgleichung ein und kiirzen von vornherein
durch e=3%:

91411‘2 — (12A1 — 9A0)[L’ + (2A1 — 6A0) — 9A1{lf2 + (6A1 — 9A0)l’ + 3A0 = 18z«

Koeffizientenvergleich liefert das lineare Gleichungssystem

—6A; =18
2A1 - 3AQ - O
Die Losungen lauten A; = —3, Ap = —2, und damit erhalten wir als partikuldre
Losung

yo(z) = —(32% + 2z)e ™"

Die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung lautet dann
y(@) = yo(r) +yn(w) = —(32” + 2x)e ™ + e + e

Losungen der charakteristischen Gleichung:
P +9r=0= r =0, rp=-9.

Allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung:

yn(x) = c1 + cpe™ .
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Wir ersetzen auf der rechten Seite der Differentialgleichung sin 3x durch die komplexe
Exponentialfunktion e3** und bestimmen eine partikulire Losung der Differentialglei-
chung

Y+ 9y = (362 + 6)e>” .

Da 3¢ keine Losung der charakteristischen Gleichung ist, lautet der Ansatz fiir die
partikuldare Losung

Yo(z) = (A + Ag)e*™.
Die Ableitungen lauten
Yy (z) = (A1 + 31z + 3iAg)e®™ = (3iA1x + Ay + 3iAy)e™™
Yy (z) = (3iA; — 9A 1w + 3iA; — 940)e™™ = (=9A1x + 6iA; — 94g)e™™ .

Wir setzen die Ableitungen in die Differentialgleichung ein und kiirzen von vornherein
durch e3*%:

(=9A1z + 6iA; — 9A0) + 9(3i A1z + Ay + 3iAy) = 362 + 6 <—
—9A,x + 61A; — 9A) + 271 A1z + 9A; + 2TiA) = 362 + 6 <=
(=3+9) A1z + (3+20)A1 + (—=3+91)Ag = 12+ 2
Koeffizientenvergleich liefert das lineare Gleichungssystem

(=3 +90) A, =12
(3+2i)A; + (=3+9)Ag = 2

Die Losungen lauten A; = —5 -2 z Ag = % — % 7. Mit diesen Werten fiir Ay und

Aj erhalten wir dann die partlkulare Losung

2 6N, 8L 17N
Y — =2 i 3ix
o) <( 5 5 l) 75 75 ) ‘

_ (2 +31— 0 +17 | (cos 3x + isin 3x)
= 5x = 595 752 x +isin 3z

il (=23 winae - (O 1Y cos
7 51’ G 111 O 5 75 OS o .

Da sin 3z auf der rechten Seite der gegebenen Differentialgleichung der Imaginérteil
von 3% ist, ist der Imaginirteil von Yj eine partikulire Losung vy der gegebenen

Differentialgleichung:

2 31 6 17
yo(z) = (—ga: + %) sin 3x — (5 75) cos 3 .
Die allgemeine Losung lautet dann

2 31\ . 6 17 _
y(x) = yo(z) + yn(x) = (—SJH— 75) sin 3x — (5.9:+ 75) cos 3z + ¢1 + coe” %
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Losungen der charakteristischen Gleichung;:

P —6r+9=0= r =ry=3.
Allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung:
3x

yn(x) = 1> + coze

Wir ersetzen auf der rechten Seite der Differentialgleichung cos 3z durch die kom-
plexe Exponentialfunktion ¢3* und bestimmen eine partikulire Losung der neuen
Differentialgleichung

y' — 6y + 9y = 18e3*".

Da 3i keine Losung der charakteristischen Gleichung ist, lautet der Ansatz fiir die
partikuldre Losung

Yo(z) = Ae™ .
Die Ableitungen lauten

Yy(z) = 3iAe*™

Yy (z) = —9Ae*"

Wir setzen den Ansatz und die Ableitungen in die Differentialgleichung ein und
kiirzen von vornherein durch e3%:

—9A - 18IA+9A =18 <= —18iA=18 <= A=1.
Eine partikulire Losung der Differentialgleichung y” — 63’ + 9y = 18¢% lautet damit
Yo(z) = ie*® = i(cos 3x + isin 3x) = —sin 3x + i cos 3z .

Da cos 3z auf der rechten Seite der gegebenen Differentialgleichung der Realteil von
e3® ist, ist der Realteil von Yj eine partikulire Losung yo der gegebenen Differenti-
algleichung:

Yo(z) = —sin3z.

Die allgemeine Losung der gegebenen inhomogenen linearen Differentialgleichung lau-
tet dann

y(x) = yo(z) + yn(z) = —sin3z + 1637 + cored® .

Losungen der charakteristischen Gleichung:
r—6r+13=0 — rn=34+2t, ro=3—2¢.
Allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung:

3

yn(x) = 1> cos 2z + cye* sin 21 .
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Wir ersetzen auf der rechten Seite der Differentialgleichung e3* sin z durch die kom-
plexe Exponentialfunktion e®+9* und bestimmen eine partikulire Losung der neuen
Differentialgleichung

y" — 6y + 13y = zeBt)T

Da 3+ keine Losung der charakteristischen Gleichung ist, lautet der Ansatz fiir die
partikuldare Losung

Yo(z) = (Ayz + Ag)e®T97 .

Die Ableitungen lauten

Yy(z) = (A1 + (3+4) Az + (3+ i) Ag)eB iz
= (A} 4 3412 + Az + 3Ag +iAg)e3T)e

Yy (2) = (3A; +iA;y + (3 +1)(Ay + 341z + iA1x + 34g + idp))e®T)?
= (64, + 2iA; 4+ 8A x + 6iA1x + 8Ag + 6iAg)e3T)e .

Wir setzen den Ansatz und die Ableitungen in die Differentialgleichung ein und
kiirzen von vornherein durch e®G+9®:

Dies ist dquivalent zu 2iA; + 3412 + 34 = = und Koeffizientenvergleich ergibt
3A; =1 und 2i4; + 347 = 0. Also erhalten wir
1 2.
A1 = g s A[) = —§ 1.
Eine partikuldre Losung der Differentialgleichung y” — 6y’ + 13y = 18G9 lautet
damit:

1 2

Yo(z) = <—x - —i) eBtie — <§x -3 z) e (cosx + isinz)

1 3z 2 3r 1 3z 2 3z .
= —zxeCcosST + —e"sinxr+ | —xe’sinr — =€ cosxT | 1.
3 9 3 9

Da e3® sin x auf der rechten Seite der gegebenen Differentialgleichung der Imaginérteil
von eB+)7 ist. ist der Imaginérteil von Yj eine partikulidre Losung vy, der gegebenen
Differentialgleichung:

3 3

1
Tcosx = §esx(3xsinx —2cosx).

(¢) = £ 2e™ sin — >
x) = -xe’sinx — —e
Yo 3 9
Die allgemeine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung lautet dann

1 2
y(z) = yo(x) + yp(z) = €** <§ rsinx — g cosT + ¢ cos2x + ¢ sin2x) :
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