Losungen der Aufgaben zu Kapitel 2

Abschnitt 2.1
Aufgabe 1

Wir benutzen die Potenzrechenregeln, um eine Potenz von i mit geradem Exponenten 2n
oder mit ungeradem Exponenten 2n + 1 wie folgt darzustellen:

,l'Q?’L — (22>n und ,l»2n+1 — Z'2n . Z — (22)77, . Z

Dann nutzen wir aus, dass i> = —1 ist (Definition 2.1.1):

i+ =it + = (@) + (D= (-1 +(-D'i=1+1,
i+it+i® =i+ (=1)+ (=1)i=—1.

Aufgabe 2

Wir berechnen das Produkt komplexer Zahlen entsprechend der Definition 2.1.6 (beachten
Sie den Hinweis zu Definition 2.1.6) und den Quotienten komplexer Zahlen entsprechend
dem Rezept in Definition 2.1.7:

(a) (2—3i)(1+2)=2+4i—3i+6=8+1,

(b) (24 5i)* =4+ 20i + 25i* = 4 + 20i — 25 = —21 + 201,
(¢) (2—5i)*=4—20i+ 25> = 4 — 20i — 25 = —21 — 20i,
2+6i  (2+6i)(3+5i) 6+10i+18 —30 12 14

d _ _ 12 i
() 35 9+ 25 34 7t
2-i (2—i)(=3i) —6i—-3 1 2.
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f = = = — —
S 5 —3713h
@ 342 342 342 (3+2i)(5+50)
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Aufgabe 3

Wir berechnen zuerst die Quotienten auf der linken Seite der Gleichung (entsprechend
dem Rezept in Definition 2.1.7) und bilden ihre Summe:

—34 1l 114100 _ (=34 11)(3+1) | (=11 +100)(1 + 4)
3—i 1— 4 9+1 1+ 16

-9 —-3i+33 —11 n —11 — 444 + 107 — 40
10 17

—20 + 301 . —51 — 341
10 17

=243 —-3—-2i=-5+1.
Die Gleichung lautet damit jetzt:
(=5+1)z=24—10i.
Wir 16sen diese Gleichung nach z auf und berechnen den Quotienten:

24 —10i (24 —10i)(=5—14) —120—24i+50i —10  —130 + 26i
z = —= = —=

— 541,
5+ 25+ 1 2 26 +

Die Losung der Gleichung ist also die komplexe Zahl z = —5 + 4.

Aufgabe 4

Wie man bei der quadratischen Ergénzung vorgeht, wurde in Abschnitt 2.1 (vor Satz
2.1.11) erklédrt. Das dort beschriebene Vorgehen benutzen wir jetzt:

(a) P —dr+1=0 = (-2°-4+1=0 < (r—-2)*=3

= 11, =2+V3 = 1, =243, 1,=2—-3,
(b) 44 T7=0 = (-2 —44+7=0 < (2 —2)*=-3

= 21, =2+V3i = 1, =2+V3i, 1,=2-V3i,
(c) xQ—\/§x+Z:O<:>(x—%\/§)2—Z+z:0

<= (x—%ﬁ)2:0<:>x1:x2:%\/§.

Aufgabe 5

Wir setzen dazu 2z, = o1+ Y14, 20 = To +yot, 2 = ¥+ yi und benutzen dann die Definition
der konjugiert komplexen Zahl (Definition 2.1.8):

(a) 21 £ 290 = (w1 +y19) £ (w2 +y2i) = (x1 £ 22) + (y1 £ yo)t = (21 £ x2) — (y1 L y2)i



= (1'1 —ylZ) + (ZL‘Q —ygl) =21 j:fg,

(b)  (z122) = (21 + 318) (22 + Y2i) = (2172 — Y1y2) + (T1Y2 + Toy1 )i

= (179 — 1Y) — (1Yo + T2v1)i = (x1 — y19) (T2 — Y2i) = Z1 22,

(c) Z=z <= s+tyi=ax+4+yi < v—yi=x+yi < 2yi=0 < y=0

<— z=zx €R.

Aufgabe 6

Wir setzen z in die Gleichung ein, bilden die konjugiert komplexe Gleichung und benut-
zen die Aussagen (1) und (4) aus Satz 2.1.9. Nach Aussage (4) ist ar = ay, weil nach
Voraussetzung a; € R fiir 0 < k < n gilt.

2" 4y 12" Pt az+ag=0 = a,2" +a,_ 12" 1+ +az+ag=0
= 2"+ ap 12" a1z +ag =0
— 2"t a, 12" a2t ag =0
Also ist mit z auch z eine Losung der Gleichung.
Abschnitt 2.2

Aufgabe 1

Wir stellen die angegebenen Zahlen z in der Form z = x + yi dar. Dann sind z = Re z
und y = Im 2 die kartesischen Koordinaten (Definition 2.2.1):

(a) @+it=(-1)i+t (1) =—i+l=1—-i=a=1, y=—1,

(b) 3i=0+3i = =0, y=3,

() (3+2)(2-3i))=6—-9i+4i—6i°=12—5i = v =12, y=—5,
(d) (1+2)(1-2)=1*—-(2)*=1+4=5=a=5,y=0,

5-5  (5-5))(2—4) 10—5i—10i—5 5— 15

= — 13

(©) 5 2+ 12 5 5 !

— =1, y=-3,
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Skizze der Punkte in der komplexen Ebene:
yi
3i ¢ (b)

24 1

(2) (@) ‘
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 T
—ie(f) e(a)

—9;

—3i o (e)

—47 A

—5i 1 *(c)

Aufgabe 2

Wir setzen z = x+yi. Dann ist Z = x —yi. Die Losungsmenge ist jeweils mit I bezeichnet.
(a) Es gilt
24+4z2=6 < (x+yi)+(r—yi) =6 < 20 =06 < z=3.
Damit folgt
L={34+yi|yeR}.

Die Losungsmenge ist also die zur imagindren Achse parallele Gerade durch den
Punkt 3 (auf der reellen Achse).

Skizze:

21




(b) Es gilt
2—2=00 <= (x+vyi)—(x—yi) =6i <= 2yi=06i < y=3.
Damit folgt
L={z+3i|zeR}.

Die Losungsmenge ist die zur reellen Achse parallele Gerade durch den Punkt 37 (auf
der imaginéren Achse).

Skizze:

yi 4

(c) Es gilt
2 E—z+z2=1 <= (v+yi)(v—yi)—(z+yi)+(z—yi) =1 <= 22 +3>—2yi=1.

Die Real- und die Imaginérteile auf beiden Seiten dieser Gleichung miissen iiberein-
stimmen. Daher gilt:

Py —2yi=1 < 2+y*=1 und 2y=0 < x=+1, y=0.
Also folgt
L={z+yile==+1,y=0}={1,-1}.

Die Losungsmenge besteht nur aus den zwei Punkten —1 und 1 auf der reellen Achse.
Skizze:

ll:f
Lﬂ

—e
— e
!
8

(d) Es gilt

2-Z2—2—2=0 <<= (z+yi)(x —yi) — (z+yi) — (xr —yi) =0

= 2+ -2r=0 = (z-1)>+¢y°=1.



Also folgt
L={z+yicC|x—-1>%+y>=1}.

Die Losungsmenge ist der Kreis mit Radius 1 um den Punkt (1,0).
Skizze:

Y

-

(e) Es gilt
(z—i)? =(2+1)? <= (r+yi—i)> = (v +yi+i)
= (z+ (y— 1)) = (z + (y + 1)i)?
= 2+ 2y —1i—(y— 1=+ 22(y+1)i — (y + 1)
= qyi — 221 — Y + 2y — 1 = 2wyi 4+ 2wi —y? — 2y — 1
— 4qy—4dri=0 <= y—ax1=0 <= y=0und z =0.

Beachten Sie, dass die letzte Aquivalenz gilt, weil wegen y — i = 0 die Realteile
und die Imaginérteile auf beiden Seiten der Gleichung {ibereinstimmen, also x und
y beide 0 sind. Damit ist L. = {0}. Die Losungsmenge besteht somit nur aus dem
Nullpunkt. Eine Skizze eriibrigt sich hier.

Abschnitt 2.3
Aufgabe 1

Wenn Sie ein kartesisches Koordinatensystem fiir die komplexe Zahlenebene wihlen und
die angegebenen Zahlen als Punkte eintragen, konnen Sie sofort die Argumente ablesen.

yi

—3i #(b)




Natiirlich haben —3 und —3¢ den Betrag 3. Die Betrdge von 1 —i und —1 + ¢ erhélt man
nach der Formel in Satz 2.3.5.

(a) |-3|=3, arg(—3) =7 = —3 =3(cosm +isinm),
(b) |=3i] =3, arg(—3i) = —g = —-3i=3 (cos (—g) + isin (—%)) ,

() 1—i]=+124(-1) =72, arg (1 —1i) = ——

— 1—@‘:\/§<cos (—%) + 7 sin (—%)) )
(d)  |-1+il =/ (=12 +12=V2, arg( 1+i)=%7T

- —1+i:\/§(cos?%+zsm?%) .

Aufgabe 2

Wie in Aufgabe 1 koénnen die Polarkoordinaten der Zahlen in (a), (b) und (c) sofort
angegeben werden, weil die Zahlen auf der imagindren Achse bzw. auf der Winkelhal-
bierenden im 1. Quadranten liegen. Die Polarkoordinaten der Zahl in (d) kénnen ebenso
leicht bestimmt werden, wenn die Zahl erst einmal auf die Normalform gebracht wird.

() H 1 . m . 7T+. LT
a 1| = argi, = — —— 1 = COS — 78111 —
, arg 9 9 9

(b) |—i|=1, arg(—i) = —g = —i = oS (—g) + isin (—%) ,

(¢) 242 =vV22+22=2V2, arg(2+2i) = —

— 2+2i=2\/§<cosz+isin%> ,

1
i i(l+d) —14d 1 .
d = — :__1
N e A e E 7~ ()
i1 1 i 11 3
:>'1—i‘ 3| =1+l 2f’arg<1—@') a‘rg( 2+2Z) 1

3
- 1 :—\/_<cos—+zsm£> .

Aufgabe 3

Veranschaulichen wir komplexe Zahlen z und w als Punkte in der komplexen Zahlenebene,
so konnen wir |z — w| deuten als den Abstand des Punktes z vom Punkt w. Mit dieser
Deutung lassen sich die Punktmengen, die durch die Gleichungen bzw. Ungleichungen in
den folgenden Aufgaben beschrieben werden, leicht anschaulich deuten. Bei der zusétzlich
angegebenen Rechnung nutzen wir immer aus, dass |z + yi|? = 2% + y? gilt (Satz 2.3.5).
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(a) Die Gleichung beschreibt genau alle komplexen Zahlen mit dem Betrag 2, also den
Kreis um den Nullpunkt mit Radius 2.

Rechnung: Mit z = z + yi gilt
2| =2 <= |z +yi| =2 &= |z+yi|*=2° & 2 +y* =4.
Das ist die Gleichung des Kreises um 0 mit dem Radius 2.

Skizze:

yi 4

(b) Die Gleichung beschreibt genau alle Punkte in der komplexen Ebene, die von dem
Punkt 2¢ den Abstand 1 haben, also den Kreis um den Punkt 2¢ mit Radius 1.

Rechnung: Mit z = x + y1 gilt
2=2il=1 <= |z+(y-2)i| =1 <= |+ (y-2)i]’ =1* = 2"+(y-2)"=1.

Das ist die Gleichung des Kreises mit dem Radius 1 um den Punkt (0, 2).
Skizze:

Y

(c) Wegen |z + 2| = |z — (—2)| beschreibt die Gleichung genau alle Punkte in der kom-
plexen Zahlenebene, die vom Punkt —2 den Abstand 1 haben, also den Kreis um den
Punkt —2 mit Radius 1.

Rechnung: Mit z = x + y1 gilt
242 =1 <= [(z+2)+yi| =1 <= [(z+2)+yi]* =1 <= (z+2)*+y* =1.

Das ist die Gleichung des Kreises mit dem Radius 1 um den Punkt (—2,0)

8



Skizze:

(d) Dieselbe Begriindung wie in (c) zeigt: Die Ungleichung beschreibt das Innere des
Kreises um den Punkt —2 mit Radius 1.

Rechnung: Mit 2z = x + y1 gilt:

242 <1 <= |(2+2)+yi* <1? <= (@+2)*+y* < 1.
Die Ungleichung kennzeichnet genau alle Punkte im Inneren des Kreises mit der
Gleichung (z + 2)? + y? = 1.

Die Skizze ist im Prinzip die gleiche wie in (c), nur sind jetzt nicht die Punkte auf
der Kreislinie sondern innerhalb gemeint.

(e) Wegen z 4+ 1 —1i = z — (=1 + i) beschreibt die Ungleichung genau alle Punkte z,
die von dem Punkt —1 + i einen Abstand > 1 haben, also alle Punkte, die auf oder
auflerhalb des Kreises um den Punkt —1 + ¢ mit dem Radius 1 liegen.

Rechnung: Mit z = x + yz gilt
lz4+1—i>1 <= [+ D)+ (y—1)i] >1 <= |(x+1)+ (y — 1)i|* > 1
= (+1)*+(y—-1)7>1.

Die Ungleichung beschreibt in der komplexen Ebene das AuBere des Kreises mit der
Gleichung (z + 1)* + (y — 1)*> = 1 inklusive der Kreislinie.

Skizze:

Gemeint sind alle Punkte auf der Kreislinie und die Punkte auflerhalb.

(f) Die Ungleichung beschreibt genau alle Punkte z in der komplexen Ebene, deren Ar-
gument sich von 7 um hochstens § unterscheidet, also alle Punkte 2, deren Argument

. _E 3_71" .
zwischen —7 und = liegt.



Rechnung;:

W)<7T 7T<
arg z — — — == —— arg z —
8271 =73 g =18

Loésungsmenge:

L:{ZEC'—%gargzg?%}.

T
4 = 2

Skizze:
SRR it SO
o
iAo
B N 2
SN
_2ZA

Die Losungsmenge ist die Halbebene, die nach unten von den Winkelhalbierenden im
2. und 4. Quadranten begrenzt wird, inklusive der Winkelhalbierenden.

(g) Wir beachten, dass die Bedingung —F < argw < 7 genau alle Punkte w € C
charakterisiert, die in der rechten Halbebene der komplexen Ebene (einschliellich
der imagindren Achse) liegen, also genau alle Punkte w € C mit Rew > 0. Damit
folgt:

|arg(z—1)|§g(z)—%ﬁarg(z—l)g <= Re(z—1)>0

Nl N

< Re(z+yi—1)>0 <= z—-1>0

<—— Rez=a>1.
Losungsmenge:
{z€C|Rez>1}.

Skizze:
viy L
29 [
3 SRR
B2 SR S
—i R
—2i R




Die Losungsmenge ist die Halbebene, die nach links von der zur imagindren Achse
parallelen Geraden durch den Punkt 1 (auf der reellen Achse) begrenzt wird, inklusive
dieser Geraden.

Aufgabe 4

Wir quadrieren die Ungleichung und benutzen die in Satz 2.3.5 angegebene Formel fiir
den Betrag einer komplexen Zahl. Dazu ist es erforderlich, die komplexe Zahl in der
Normalform 2z = x + yi darzustellen.

(a) |z4+1<|z—-1] <= |Jz+yi+ 1] <|r+yi—1]

(2 +1) +yi <|(z—1)+yil

|(z + 1) +yif* < [(z = 1) +yif
(+1)*+y" <(z—1)7+y*

PH2r+l<a® -2z +1

[

dr <0 <= z <0.

Losungsmenge:
L={z+yicClz<0}={z€C|Rez<0}.

Die Ungleichung charakterisiert also in der komplexen Ebene genau die linke Halbebene
(ohne die imagindre Achse).
Skizze:

(b) |z—(1+3) < o] < Jo+yi—1—d <|o+yi
= |z —1)+ (y— 1) < |z +yil
= o= 1)+ (y— Dif? < Jo + yil?
= (-1 +@y-1><2”+¢?
= 2?20+ 1+y  —2y+1<a?+y?
<~

2-20-2y<0 <= 20 +2y>2 <= z+y>1.
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Losungsmenge:
L={z+yi|lz+y>1}.

Die Ungleichung charakterisiert in der komplexen Ebene die Halbebene, die nach unten
von der Geraden mit der Gleichung y = 1 — x begrenzt wird, inklusive dieser Geraden.

Skizze:

Abschnitt 2.4
Aufgabe 1

Da wir die Polardarstellungen der komplexen Zahlen i,1 4 i,1 + /34 sofort angeben
konnen, ist es praktisch, den Quotienten (in Aufgabe (a)), die Potenz (in Aufgabe (b))
und das Produkt (in Aufgabe (c¢)) mit Hilfe von Satz 2.4.5 und Satz 2.4.6 zu bestimmen.

0 iAo () ()

7 1 37T+, .37
— = —{cos— +isin —
1—1 V2 4 4 )7

(b) 1+V3i=2 (cos% +isin %) (siche Beispiel (3), Seite 23)

— (1+/34)* = 2% (cos 57 + isin 5rr) = 2% (cos 7w + isin) = —21° |
() 1+i=+2 (cos <i%) + isin <j:%)>

= (=) = V2V eos (T - ) s (T - 7))

= 2(cos0+isin0) = 2.

Aufgabe 2
(a) Nach der Anmerkung hinter Satz 2.4.5 ist

Z—1
zZ4+1

B |z — i
INEERR

12



Setzen wir hier z = x + yi und benutzen die in Satz 2.3.5 angegebene Formel fiir den
Betrag komplexer Zahlen, so ergibt sich:

z—1 |z — i . .
| <1 <= - <1 <= |z—i| <|z+1]
Z+i |z + 1|
= o+ (y— i < v+ (y+ il
—= 2+ (y—1)? <2+ (y+1)?
= P -2 +1<yPP+2y+1 <= y>0.
Losungsmenge:

L={zeC|Imz>0}.

Die Ungleichung charakterisiert in der komplexen Ebene genau die obere Halbebene
(einschliefllich der reellen Achse).

Skizze:

ar Z+

N

Losungsmenge:
s
IL:{ZG(C’—§§argz§O}.

Die Ungleichung charakterisiert in der komplexen Ebene genau den 4. Quadranten
(einschliefflich der ihn abgrenzenden Halbachsen).

13



Skizze:

(¢) Nach Satz 2.4.5 ist arg% =argz —argi = argz — 5 . Damit folgt:

‘ Z‘<7T ‘ 7'(-‘<7T '/T< 7T<7T
arg—| < — << largz — - | < - <= ——<argz— - < —
8511 85751~ L SMEFT S S
<:>7T< <37T
— arg z —_—.
g S MEEs Ty

Loésungsmenge:

3
Lz{2€@‘%<argz<f}.

Die Ungleichung charakterisiert in der komplexen Ebene den Bereich zwischen den
beiden Winkelhalbierenden in der oberen Halbebene.

Skizze:
N
S s
N ,
s il .
< Ly
N 7/
NCorAL
N\ -7
N7
NI
3 2 1 1 2 3
—17 A
Aufgabe 3
(a) Wir setzen z; = 2e5' und 2, = 2e”6°. Dann gilt offenbar |z;| = |z| = 2 und
argz; = %, arg 2o = —¢. Weiter folgt
T T T T
21 =2 (cos— —i—isin—) = <2czos—> + <28in—)i
' 6 6 6 6

und daher

R621:2COS%:\/§, Im21:2sin%:1.

14



Ebenso gilt

s . T T .. T
29 = 2 (cos (——) + ¢ sin (——)) =2 (COS — —¢sin —>
6 6 6 6
= (2005E> — <2sinz>i
6 6

und daher
Re 29 :2cosg = \/5, Imzy = —2sin% =—1.

(b) Wie in Aufgabe 1 ist 1 ++/3i =2 <cosg + isin %) Hieraus folgt

23 = (1 + \/gi)e_%i =2 (Cosg + 7sin g) e = 2e5ie i = 20(575)i = 2e 1,

Also ist z3 = 2z; aus Teil

—~

a) und daraus liest man ab

|23| = 2, argz;;z%, Rezgchos%:\/g, Im23:2sin%:1.
(c) Es gilt
SR ENE I NE
24 =c0s— —isin— =cos (——) +isin (——
! 6 6 6 6
und hieraus folgt
R T 1\/3 I . 1 ] = 1 s
€24 = COS— = — mz, =—sin—=——, |z =1, argzs = ——.
4 6 92 ) 4 6 27 4 ) g 24 6

Abschnitt 2.5
Aufgabe

Wir geben zuerst die Polardarstellung von —8 und 8 an:
(a) |-8/ =8, arg(—8) =7 = —8=8(cosm +isinm),
(b) 18| =8, arg8 =0 = 8 = 8(cos0 + isin0).

Nach der Formel in Abschnitt 2.5 (Seite 27) haben die Losungen der Gleichungen 2 = —8
und 2? = 8 folgende Darstellung:

(a) 2 = f/gem'/3+2km'/3 _ %6(2k+1)m/3 (k =0,1, 2) :
(b) 2z = V8™ (k=0,1,2).
Wir erhalten also die Losungen:

(a) 29 =2e"/* =2 (cosg —i—z’sin%) =1++3i,

21 = 2e™ = 2(cosT +isinT) = —2,

15



: 5 )
29 = 2e°T/3 = 2 <cos§7T —|—isin—ﬂ> =2 (cosz —isinz) =2,

(b) 20:260:2,

: 2 2
2 = 2e%m3 =2 (cos?7T —I—z‘sin%) = —1+\/§i,

: 4 4 2 2
29 = 2643 = 2 (cos?7T —|—isin?ﬂ> =2 <cos?7T —isin%) =2 .

Anschaulich iiberzeugt man sich wie folgt davon, dass 2} = —8 ist:

Tragt man den Winkel arg z;, dreimal hintereinander ab, so erhélt man fiir jedes £ = 0,1, 2
den Winkel, dessen einer Schenkel die positive reelle Achse und dessen anderer Schenkel
die negative reelle Achse ist, also den Winkel 7. Der Schnittpunkt des zweiten Schenkels
mit dem Kreis um 0 mit Radius 8 ist der Punkt —8.

Entsprechendes gilt fiir die Losungen z; der Gleichung 23 = 8.
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