Losungen der Aufgaben zu Kapitel 4

Abschnitt 4.2
Aufgabe 1

Die angegebenen Funktionen sind fiir alle diejenigen = € R definiert, fiir die ein im Nenner
auftretender Ausdruck # 0 ist und ein unter einem Wurzelzeichen stehender Ausdruck
nicht-negativ ist. Wir bezeichnen den Definitionsbereich jeweils mit D.

(a) Hier muss ® — 4x > 0 gelten.

2} —4r >0 <= z(2*—4) >0
<= (szundeZKL) oder (xg()unda:2§4).

Weiter gilt:

r>0und 22 >4 <= 2>0und 2| >2 <= 2> 2,
r<0und 2 <4 <= 2<0und 2| <2 <= —2<2<0.

Alsoist D={z€eR|2®>—42 >0} =[-2,0] U[2,0).

Da |z+6| > 0 fiir alle x € R gilt, ist der Zéhler fiir alle z € R definiert. Die Funktion
ist also nur dann nicht definiert, wenn der Nenner 0 ist. Also ist D =R\ {0}.

Die Funktion ist fiir alle x € R definiert, fiir die der Ausdruck unter der Wurzel
existiert und nicht negativ ist.

r—1

320 < (x>1lundz >3)oder (z<lundz<3) <= x>30derz<1.
x_

-1
Alsoist]D):{aceR'%20}2(—0@,1}U(37oo).

Die Funktion ist fiir alle x € R definiert, fiir die der Ausdruck unter der Wurzel nicht
negativ ist.

22 =100 +29>0 <= (z—5)*+4>0.
Dies ist fiir alle x € R erfiillt und daher ist D = {x | 2> — 102 +29 >0} = R.

Die Funktion ist fiir alle z € R definiert, fiir die der Ausdruck unter der Wurzel nicht
negativ ist.

(T—2)(x—3)>0 < (z<T7und x > 3) oder (z > 7 und z < 3)
<— 3<z<7T.

Alsoist D={z € R| (T—a)(z—3) >0} =[3,7].



Aufgabe 2
(a) Esist f = fyo f30 foo fi mit

fil)=m—z, folz)=sinz, fi(x)=1—x, f[fi(z)= V.

(b) Esist f = fyo0 fs3o fao fi mit

filz) =3r -1, f2(93):$2a f3(x) = cosx, f4($):933-

(c) Esist f = fzo fao fi mit
filz)=2"+1, fole)=+z, f[fi(z)=arctanz.

Aufgabe 3

Wir bestimmen zuerst die Bildmenge der Funktion f. Diese ist der Definitionsbereich
der Umkehrfunktion g. Dann lésen wir die Gleichung y = f(z) nach z auf. In dem
gefundenen Ausdruck ersetzen wir y durch x und erhalten damit die Zuordnungsvorschrift
der Umkehrfunktion.

(a) Bestimmung der Bildmenge von f:

1

Fir x € D = R\ {2} durchlauft f(z) = 5 alle Zahlen # 0. Daher hat die
—

Umkehrfunktion g von f den Definitionsbereich f(D) =R\ {0}.

Auflosung der Gleichung y = f(z) nach a:

1 1 1
<= 2—rx=—- << r=2——.
2—=x Y Y

y:

1
Die Umkehrfunktion ist g: R\ {0} — R mit g(z) =2 — —.
x

(b) Bestimmung der Bildmenge von f:
Wegen D = [—1,1) gilt 1 + 2 > 0 und 1 — 2 > 0. Damit erhalten wir

1+$>O:> §/1+:v_3 1+

1—2 — M-z Vil1—2z’

l1+4z>0und1l—2>0 =

Weiter ist
1+ —1—=x 1l—2—-2 2
= - =——=-1+ .
11—z 1—= 11— 11—z
Da —1 + fir —1 < x < 1 alle Zahlen aus [0, c0) durchlduft, folgt nun
-
2 1+
—1<r<l = 0<-1+ <oo = 0< <00
11—z 11—z

/1 /1
:>O§3 +x<oo:>0§arctan3 —|—:r;<z‘
1—=x 1—=x 2



Der Definitionsbereich der Umkehrfunktion g ist also das Intervall [0, g)

Auflésung der Gleichung y = ) nach z:
Vitzx + s/l+x
y—arctan —arctan < tany =
V1i—z 1—= 1-—
14+=x
= tan®y = =—-1+
1—2z 1—x
2 1 +tan’y <= 1 2
= an —r=—
11—z 4 1+ tan®y
< 1 2
r=1————+—.
1+ tan3y
Die Umkehrfunktion ist [07) R mit g(z) 2
ie Umkehrfunktion ist g: — ] — R mi =1-—
¢ CHTHIIRHON 158 9 "2 A 1+ tan®z

Aufgabe 4

Wir zeigen, dass sin (arcsin x + arccos ) = 1 ist, und benutzen dazu das Additionstheorem
fiir Sinus (Satz 2.4.1). Durch Anwendung von arcsin auf diese Gleichung folgt dann die
Behauptung. Bei der Rechnung ist zu beachten, dass sin und arcsin sowie cos und arccos
Umkehrfunktionen voneinander sind und weiter nach Satz 2.3.4, (2) gilt

sin (arccos ) = /1 — cos? (arccos z) = V1 — 22,
cos (arcsinz) = \/1 — sin? (arcsinz) = V1 — 22

Damit erhalten wir

sin (arcsin x + arccos x) = sin (arcsin x) cos (arccos ) + cos (arcsin x) sin (arccos x)

=2’ 4+ V1-22V1 -2 =2 + (1 —2?) =1.
Anwendung von arcsin auf diese Gleichung liefert schliellich

. . . . . ™
arcsin x + arccos x = arcsin (sin (arcsin z + arccos x)) = arcsin 1 = B

Aufgabe 5

Um die Zuordnungsvorschrift der Funktion f zu bestimmen, 16st man die Gleichung nach
y auf. Aus der Vorschrift ldsst sich dann der Definitionsbereich D der Funktion ablesen.

(a) Es gilt
4y —92° — 24y +36 =0 < 4(y* — 6y +9) — 92> =0
= 4(y—3)2—-922 =0

9 3
= (y—3)221x2 — y—3:§|x\



3
= y:3+§|x|.

Also gilt f(z) =3+ ; |z] und D = R.
(b) Es gilt

T T
arcsin /1 — 2y + arccos x = 5 <= arcsin/1 — 2y = 5~ arccos x
(T
— /1 -2y =sin <§ — arccos x)
7r
< /1 -2y =sin 5 " cos (arccosx) — 0 - sin (arccos z) = x

= 1-2y=2" <= y=—-(1-127).

1
2

Also gilt f(z) = = (1 —2?) und D = R.

N —

(c) Es gilt

1
Vxarccosy/1 —y =1 <= arccos/1 — :T
x

1 5 1
— /1 —-y=cos—= <= 1—y=cos" —

Vi Vi

1
= y=1—cos’ —.

VT

1
Also gilt f(a:)zl—coszﬁ undD={zeR|z>0}=(0,00).

Aufgabe 6
(a) f(x) =sinz

T T T T T -
—2m —3m/2 - —7/2 /2 w 3m/2 2r
~1 4




(b) f(x) =2sinx

T T
—2m —37/2 - —7/2 /2 ™ 3m/2 T T

T
—27 _BMW -7 wv 3WVW x
21

T T T T V
—27 —3W/2 /2 T /2 2w
~1 4

Abschnitt 4.3
Aufgabe 1

(a) Die Strecke von O nach A liegt auf der z-Achse und hat dieselbe Orientierung wie
die z-Achse. Wir setzen t = x, die zweite Koordinate ist konstant 0. Damit lautet
eine Parameterdarstellung der Strecke von O nach A

x1: [0,5] — R? mit x,(¢) = (é) .
Die Strecke von A nach B ist parallel zur y-Achse und hat dieselbe Orientierung wie

die y-Achse. Wir setzen t = y, die erste Koordinate ist konstant 5. Damit lautet eine
Parameterdarstellung der Strecke von A nach B

20 [0,2] > R? mit xa(t) = (i)

5



Die Strecke von B nach C ist parallel zur x-Achse und hat die entgegengesetzte
Orientierung wie die z-Achse. Wir setzen t = 5—x, die zweite Koordinate ist konstant
2. Damit lautet eine Parameterdarstellung der Strecke von B nach C

xs: [0,5] — R? th®:cgv.

Die Strecke von C nach O liegt auf der y-Achse und hat die entgegengesetzte Ori-
entierung wie die y-Achse. Wir setzen ¢t = —y, die erste Koordinate ist konstant 0.
Damit lautet eine Parameterdarstellung der Strecke von C' nach O

xi: 0,2] — R? th@_gﬂg.

(b) Wir setzen t = x (wie im Rezept auf Seite 109 angegeben). Das Parameterintervall ist
dann das Definitionsintervall [—2,2] von f, und die zweite Koordinate ist f(t) = 2.
Eine Parameterdarstellung des Graphen von f ist somit gegeben durch

x: [-2,2] = R* mit x(t) = (;2) .
Aufgabe 2

(a) Die Verbindungsstrecke von O = (0,0,0) und P = (z,y, z) hat die Parameterdarstel-
lung (Beispiel auf Seite 110)

x: [0,1] = R® mit x(t) =t

IS

(b) Der achsenparallele Weg von O nach P setzt sich aus drei Strecken zusammen,
ndamlich den Strecken von O = (0,0,0) nach P, = (z,0,0), von P; nach P, = (z,y,0)
und von P, nach P.

Die Strecke von O nach P; liegt auf der z-Achse. Wir wéhlen als erste Koordinate
t, die zweite und dritte Koordinate sind konstant 0. Dabei durchlauft ¢ das Intervall
[0, z]. Eine Parameterdarstellung ist gegeben durch

x1:[0,2] = R® mit x(t) =

S O =+

Die Strecke von P; nach P verlduft in der (z,y)-Ebene parallel zur y-Achse. Wir
wéahlen daher als zweite Koordinate ¢, die erste Koordinate ist konstant x, die dritte
konstant 0. Dabei durchlduft ¢ das Intervall [0,y]. Eine Parameterdarstellung ist
gegeben durch

T
Xo: [0,y] = R® mit xu(t) = |t
0



Die Strecke von P, nach P verlauft parallel zur z-Achse. Wir wéhlen daher als drit-
te Koordinate ¢, die erste Koordinate ist konstant z, die zweite konstant y. Dabei
durchlauft ¢ das Intervall [0, z]. Eine Parameterdarstellung ist gegeben durch

T
x3: [0,2] = R® mit x3(t)= |y
t

Aufgabe 3

In beiden Aufgaben besteht der Definitionsbereich jeweils aus allen Punkten (z,y) € R?,
fiir die der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen definiert und nicht-negativ ist.

(a) Es gilt
>0 <= zy>0.

Die letzte Aquivalenz gilt, weil fiir alle (z,y) € R? natiirlich (z — y)? > 0 ist.

Es folgt D = { (x,y) | xzy > 0 }. D ist genau die aus dem ersten und dritten Quadran-
ten (ausschlieflich der Achsen) bestehende Punktmenge in der (z,y)-Ebene.

Skizze:

(b) Es gilt
4 — P >0 <= 9? <42? = |y| < 2J|.

Hieraus folgt D = { (z,v) | |y| < 2|z| }.



Skizze:

Aufgabe 4

Wir bestimmen den Parameterwert des Schnittpunktes von Kurve und Fliache, indem wir
die Koordinaten von x(¢) in die Gleichung der Fliche einsetzen und erhalten

t:1~|—\/2—cos?t—sin2t:1—|—\/2—(c052t—|—sin2t):1+\/2—1:2.

Aufgabe 5

(a) Wir 16sen die Gleichung F(z,y) = ¢ nach y auf und erhalten eine Gleichung der
Form y = f.(x), wobei z € (0,00) ist wegen = > 0. Der Ausdruck f.(z) ist die

Zuordnungsvorschrift der Funktion f..

Flz,y)=c <= zfy=c <= Jy =

Also ist N, der Graph der Funktion f.: (0,00) — R mit f.(z)

SHE

Der Schnittpunkt ist der zu diesem Parameterwert gehérende Punkt S = (cos2,sin 2, 2).

x?’



Skizze der Niveaulinien fiir ¢; = 1, ¢ = 2, ¢5 = 3 (von links nach rechts):

Y 4

(b) Wir setzen ¢t = x (wie im Rezept auf Seite 109 angegeben). Das Parameterintervall
ist dann das Definitionsintervall (0, 00) von f., und die zweite Koordinate ist f.(t).
Damit hat N, die Parameterdarstellung

x: (0,00) — R? mit x(t) = (i) .

2
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