Losungen der Aufgaben zu Kapitel 6

Abschnitt 6.1

Aufgabe 1
b (x4+h)?—a®  2®42hx+h*—a® _
(a) f(x)_llz—m—h —]lzlir(l) . —]lzlir(l)(Qx—f—h)—Qx,
1 1 1 xr—x—h -1 1
b "(z) =1 -~ )=lm———=lim—— = ——.
(b) fi(z) hlgtl)h(a:—kh x) h%hx(a:+h) hlg(l)g:(g;+h) 72
Aufgabe 2

(a) Beachten Sie, dass wegen der Stetigkeit der Funktion y/z in der folgenden Rechnung

hm Vi +h=/x gilt.

F(2) = lim \/x+ Vit+h—yx lm (Ve +h—yz)(Ve+h+z)
h—0 h—0 (\/ﬁ—l—\/_)

(x+h)—x 1 1

= lim rn = .
fHOh(\/x+ +\/_) =0T +h4 2V
Fiir a = 0 ergibt sich

\/0+ -v0o . Vh 1

lim = lim — = lim — = 0.

h—0 h—0 h h—0 \/_

Dabher ist die Funktion y/z in @ = 0 nicht differenzierbar.

(b) Ist die Funktion f differenzierbar in a, so gilt nach Satz 6.1.2 mit h = = —

f(x) = f(xo) + f(wo)(x — z0) + (x — x0)e(x —29) und  lim e(z — 20) = 0.

Tr—I0

Die lineare Funktion [: R — R, die in der Umgebung von x, nédherungsweise mit f
iibereinstimmt, ist dann gegeben durch I(z) = f(z0) + f'(z0)(x — xo). Fiir f(z) = /x
und xg = 9 ist die lineare Funktion somit gegeben durch

1 1 3
! S SR S S
(1) = FO) + 'O —9) =3+ (-0 = ca+ >
Nach Folgerung 6.1.4 hat die Tangente im Punkt (9, 3) die Gleichung
1.3
YT T

(¢) Nach Satz 6.1.2 gilt mit a = 9:

FO+h) = f(9)+ f(9h+he(h) und lime(h) =0,

h—0

also

FO+h) = f(9)+ f(9)h



Daraus ergeben sich mit f(x) = /x und f'(z) = ﬁ% die N#herungswerte

1 19
VIO = VO T T Vot 1=

29 6
= VI Tm Vot — (1) = o
- i +2\/§ <_)*6'

Aufgabe 3

Nach Definition der Funktion f gilt:
h>0= 14+h>1= f(1+h)=3(1+h)*>-1,
h<0= 1+h<1= f(1+h)=2(1+h)>.

Damit ergeben sich als rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert fiir A — 0

f(1+h)—f(1) 3(1+h)2—1—2:lim 3(1+2h+h?)—1-2

hli}/élﬁ* h - hli)%l+ h h—0+ h
2
~ gim P i 63 =6,
h—0+ h h—0-+
_ 3 _ 2 3\
lim f(1+h) f():hH1 2(1+h) 2:lim 2(14+3h+3h*+ k%) —2
h—0— h h—0— h h—0— h

2 2 3
Oh - Oh” 207 _ (6 + 6h +2h?) = 6.
h—0— h h—0—

Da die beiden einseitigen Grenzwerte denselben Wert 6 haben, existiert der Grenzwert
fiir h — 0 und hat ebenfalls den Wert 6 (Satz 5.2.4). Also ist die Funktion differenzierbar
in zg = 1.

Aufgabe 4

Nach Folgerung 6.1.4 lautet die Gleichung der Tangente an den Graphen von f im Punkt

(a, f(a))

y= )+ Fa)(e—a) <= y=f(a)o+(fla) - af(a)).
Damit y = —x die Gleichung der Tangente ist , muss also gelten:

f'(a)=—=1und f(a) —af'(a) =0.
Mit der angegebenen Ableitung folgt:

flla) = -1 <= 3a*—-12a+8=—-1 <= a*—4a+3=0 <= a=3odera=1.
Fiir diese beiden moglichen Stellen a priifen wir, ob die zweite Bedingung erfiillt ist.

a=3 = fla) —af'(a) = f(3) =3/'(3) =0,

a=1 = f(a)—af'(a) = f(1) = f(1) =4 £ 0.

Fiir die Stelle a = 3 sind also beide oben gefundenen Bedingungen erfiillt. Daher hat der
Graph von f im Punkt (a, f(a)) = (3,—3) die Gerade mit der Gleichung y = —z als
Tangente.



Abschnitt 6.2
Aufgabe 1

Aufgabe 2

) fla) = V3o = )75 = ) = VB (a1 Dl = 1))

:\/?gmé(x—l)g (27 (z—1)+7) zgs z(r —1)2 (7+x;1);

5

(b)) = (sinn)t = f(x) = 2 (sina)f coss = g /sin 7 cos
© f@)= @) = fl) = (D)2 ot
@) f@)= @)™ = fle) = (D)2
(©)  Jx) = (i) = (&) = —2(sina) Peos = 2w
0 f@)=@-1¥ = fa)=t@-1 =2 a1y
-
(8) fl@)=(@r+1)% = f(a)= %(2x+ )3 2= % V(20 + 1)1
= %(2%4— 1)°V2x +1.
Aufgabe 3
1—a? —x? 1 — 222

/ _ /1 _ —2 _ _ .
(a) fila)=V1 $2+x2\/1—x2_\/1—x2+\/1—x2_\/1—x2’

o o VA et e 1
14 22 (I+2)VI+22  (1+a2)yV/1+a2’



ﬁ\/l—x—\/lex% _ (1-2)—(-1)(1+=)
1— 2 210 —2)V1+zy1l—=x

() fx)=

B l—x+1+=z B 1 ‘
20 —a)VItavi—z (1—a)V/1—a2
v L1 d1-a—(1+a)(-])
(d) f(w)—Hﬁ_i W= 1—2)
_ 1—x Vi-z l-a+lt+ar  (I-2)VT—x-2
-2+ (+a) 2V (-2 2-2y/T+a(l—a)?
_ (1-—2)V1—ay1l—x _ (1—z)? B 1 '
WWIT+z(l—2)2VT—2z 2/1—22(1—2)2 2V/1—22'
©) )= 1 14— (1+L)];
wrtvrrvrl Wrrvalo e
oo 1 T T4t
0 rw=— Iﬁ[ N xﬁ(f+2ﬁ)],

T -2z

+
V1—22  2y/1 — 22

(h)  f'(x) = cos (cos® ) 2 cos z(— sin z) cos (sin” z)

(g) f'(z)=arcsinz + = arcsin x ;

+ sin (C082 x) (— sin (sin2 :r;)) 2sinx cos x

= —sin2x (cos (cos.2 ZB) cos (sin2 a:) + sin (0052 .75) sin (sin2 :z:))

2

= —sin 2z cos (cos® z — sin® ) = — sin 2z cos(cos 2z) .

Bemerkung zu Aufgabe (f):  Die Vereinfachung der oben gewonnenen Ableitung fiihrt

dem Ergebnis f'(z) =
zu dem Ergebnis f'(x) SVE
wie folgt zuerst vereinfachen und dann ableiten:

. Dieses lésst sich leichter herleiten, wenn wir die Funktion



Abschnitt 6.3
Aufgabe 1

(a)

Wir bestimmen die Nullstellen der Ableitung f'(x):
/ 3 2 2 3
fi(x) =42° — 62" =22°(2x — 3) =0 <— szoderx:§.
An diesen beiden Stellen hat die Funktion nach Satz 6.3.2 moglicherweise lokale

Extrema. Die Funktionswerte in diesen beiden Punkten und in den Endpunkten des
Intervalls sind:

3 27
2 16
Nach Folgerung 6.3.3 hat f das absolute Minimum —% an der Stelle % und das

absolute Maximum 135 im Randpunkt —3.

Die Funktion ist nur definiert, wenn 3+ 4x — 422 > 0 ist. Wir untersuchen, fiir welche
x € R diese Ungleichung erfiillt ist :

3 1\2
34+4dr — 422 >0 — xQ—x—ZSO — (:c—E) —1<0

<z<

N
NNV

—

1 1

13
Der Definitionsbereich von f ist somit das Intervall {—5, 5} :

Wir bestimmen die Nullstellen der Ableitung von f:

4—-38 1
f(a) = 0= 4-8r=0 > z=-.
2v/3 + 4x — 4a? 2
Nach Satz 6.3.2 hat f an dieser Stelle mdglicherweise ein lokales Extremum. Die
Funktionswerte an dieser Stelle und in den Endpunkten des Intervalls sind:

/§)- 1()--1)

Nach Folgerung 6.3.3 hat f das absolute Maximum 2 im Punkt % und das absolute

Minimum 0 in den Randpunkten —% und % .

Aufgabe 2

Nach Voraussetzung erfiillt die Funktion f die Voraussetzungen des 1. Mittelwertsatzes
(Satz 6.3.5). Daher gibt es zu beliebigen Punkten xq,z9 € [a,b] mit x; < x2 eine Stelle
xg € (21, 9) so, dass gilt:

f(x2) = f21)

To — I

= f'(wo) -

Da nach Voraussetzung f'(xq) # 0ist, ist daher f(z3)—f(x1) # 0, also f(xa) # f(z1). Also
nimmt f an je zwei verschiedenen Stellen x4, 25 € [a, b] nicht denselben Funktionswert an.

5



Dann nimmt f auch nur an hochstens einer Stelle in [a,b] den Wert 0 an, hat also nur
héchstens eine Nullstelle.
Die Funktion

fPR—=R mit f(z)=2"—nx+c(neN und ¢ € R)
ist in R stetig und differenzierbar. Daher ist sie insbesondere stetig auf [—1, 1] und diffe-
renzierbar in (—1, 1). Weiter gilt:

1

flr)y=nz"'—-n=0<+= na"'=n < 2"'=1 <= r=41.

Daher ist f'(z) # 0 in dem offenen Intervall (—1,1). Wie vorher gezeigt, besitzt f dann in
[—1, 1] nur hochstens eine Nullstelle, hat die Gleichung in [—1, 1] also nur hochstens eine
Losung.

Aufgabe 3

(a) Wir bestimmen die in [0, 27] enthaltenen Intervalle, in denen f’(z) > 0 bzw. f'(z) <0
ist. Nach Satz 6.3.7 ist f in diesen Intervallen streng monoton steigend bzw. fallend.
Zuerst berechnen wir die Ableitung von f:

—3sinz(2 —sinx) — 3cosx(—cosz) —6sinz + 3sin’x + 3cos’w
f/(x) —= _=
(2 —sinx)? (2 —sinx)?
_ —6sinz+3(sin®x +cos’x)  —6sinz+3  3(1—2sinx)
(2 — sinz)? ~ (2—sinz)?2  (2—sinx)?

Da der Nenner immer positiv ist, folgt daraus:
/ . ) 1
fl(x) >0 <= 1—2sinzx >0 <= sing < o
s )
<:>0<x<6 oder 67r<x<27r;

1 5
f(z) <0 <= 1—-2sinz <0 < sin:L‘>§ = %<x<67r.

5
f ist also streng monoton steigend in den Intervallen [0, %] und {EW’ 2%} und

5
streng monoton fallend in dem Intervall [%, éw} :

(b) Die Ableitung von f ist:
@) =32 —6x—-9=3(2"-20-3)=3((x—1)°—4).
Daraus folgt:
fl@) <0 <= (-1 <4 &= |[1-1|<2 <= —2<r-1<2
— —1l<x<3;
fl#)>0 <= (z-1°>4 & |[1—1|>2 < v < —loderxz > 3.

Nach Satz 6.3.7 ist f also streng monoton fallend im Intervall [—1,3] und streng
monoton steigend in den Intervallen (—oo, —1] und [3,00).



Aufgabe 4

(a) Es gilt: f/'(z) = 32° + 1 > 0 fiir alle x € R. Nach Satz 6.3.7 ist daher f in R streng
monoton steigend. Daher besitzt f: R — R nach Folgerung 4.2.4 eine Umkehrfunk-
tion.

(b) Es gilt: f'(z) = 32° — 1. Damit folgt:

1 1
flx) >0 <= 322 - 1>0 < x2>§ = yac|>\/j

3
< (& 1U\/T
T —00, —1\/ = —-,00 | ;
) 3 37 b
1 1
T)<U < " — I < <= <= << || <14/=
fl(x) <0 322 —-1<0 2 3 || \[

e (-I). |

Also ist f nach Satz 6.3.7 auf jedem der drei angegebenen Intervalle streng monoton.
Die Einschrénkung von f auf jedes dieser Intervalle besitzt daher nach Folgerung
4.2.4 eine Umkehrfunktion. Als Funktion auf R ist f: R — R allerdings nicht streng
monoton und besitzt daher keine Umkehrfunktion.

Aufgabe 5

(a) f ist nicht definiert an den Stellen, in denen der Nenner 0 ist. Das ist genau dann
der Fall, wenn gilt:

1\*> 9

G I

— (z+1)(x—2)=0 < =2 oder z=—1.
Die Funktion f ist also nicht definiert an den Stellen a; = 2 und ay, = —1, d. h. ihr
Definitionsbereich ist D = R\{—1,2}.

Mit der gerade gewonnenen Produktdarstellung des Nenners kénnen wir die Funktion
einfacher wie folgt angeben:

22 -5
(x+1)(x—2)"
Die Nullstellen von f sind die Nullstellen des Zihlers, die zum Definitionsbereich

gehoren, also die Stellen +4/5.

Die Grenzwerte an den Stellen a; = 2 und ay = —1 lassen sich an der vereinfachten
Darstellung der Funktion sofort ablesen:

xliggrf(x):_ooa zliglif(l’)zoov ILHE%Jrf(x):OOa xilg,f(x):_oo

fz) =

7



Zur Berechnung der Grenzwerte fiir + — 00 erweitern wir f(z) mit ﬁ

z* =5 1-3 - _
J@) = i De =9 ~ G+hH(-2) m fx) =1

T

Mit Hilfe der Ableitung von f bestimmen wir die Intervalle, auf denen f streng
monoton ist:

f’(;p):2x($ —x—2)—(z —5)(235—1):—:10 +6x—5

(22 —x — 2)2 (22 —x —2)2°

Da der Nenner im Definitionsintervall immer > 0 ist, folgt daraus:
fl(x) >0 <= —2°4+62-5>0 <= 22 —62+5<0
= (-3 -4<0 < |r-3|<2 < 1l<x<5;
flr) <0 <= (-3 -4>0 < [2-3|>2 < zv<loderxz>5.

Nach Satz 6.3.7 ist daher f streng monoton steigend im Intervall [1,5] und streng
monoton fallend in den Intervallen (—oo, 1] und [5,00) .

(b) Die Funktion ist eine Differenz zweier rationaler Funktionen. Sie ist nicht definiert
an den Stellen, an denen der Nenner einer der beiden rationalen Funktionen 0 wird,
also an den Stellen 0 und £1. Der Definitionsbereich ist daher D = R\{—1,0,1}.

Vereinfachung von f(z):

2(x? — 1) — 222 -2 -2

flz) = 2(22 — 1) - z(x? —1) B r(z+1)(r—1)

f hat keine Nullstellen. Die Grenzwerte lassen sich an der vereinfachten Darstellung
der Funktion leicht ablesen:

lim f(z)=—o00, lim f(z)= o0,

r——1+ z——1—
g, S () =00, Ji ()= —eo,
Jim f(z) = —oo, lim f(x) = oo,

A /() =0,

Um die Intervalle zu bestimmen, auf denen f monoton ist, berechnen wir die Ablei-
tung von f:
—2 —2 —(=2)(3z%* - 1) 2(322 — 1)

flw) = @-1) -z fe) = P12 T 2@ -1

Da der Nenner im Definitionsbereich immer positiv ist, folgt:

1 1
fl(x) >0 <= 322 - 1>0 932>§ = |9:|>\/j

3
— >\/T d < \/T
xXr — oder x — -
3 3’

8



1 1
fl(#) <0 <= 327 -1<0 < :c2<§ = ]:c|<\/j

3
= —\/I<:c<\/I
3 3

Nach Satz 6.3.7 ist f daher streng monoton steigend auf den Intervallen

(o] m 1)

und streng monoton fallend auf dem Intervall

]

Abschnitt 6.4

Aufgabe 1
. o 1 2 . . 1 2 . - 1 2
g T D2 O] S 1R il =102 0
e=1  sin®(mx)  [0] 2=l @=1 sin®(7w) e=1 sin“(wx) [0
— lim 2(x - 1) cos(z — 1)? 1. cos(z — 1) 2~ 1
=1 27 sin(mz) cos(mr)

ma—1  cos(mx) =—1sin(7mr)

1. z—=1170 I 1 1
= —= lim — —| =—=lim —
7 a—1sin(mx) [0

7 a—1weos(mx) w2

Aufgabe 2
. sinz —tanx [0 ) cosac—#2 cosz—17T0
lm— |2 | =lim —"% — im ——— | =
2—0 3 0 z—0 32 =0 3x2cos?x |0
1 Ccostr—1 1 cosSx—l 0
= lim lim —lim ——— | =
z—0 3 cos2 r z—0 22 32— 2 0
1 —3cosgxsinx 1 , .. sinz
—lim ———— = —— lim cos” z lim
3 r— 2;1;‘ 2 2—0 z—0 X
1. sinx |0 1., cosx 1
= ——lim —| = —=lim =——.
210 0 220 1 2
Aufgabe 3

xli}l&_ (xtan <g — m)) [O : oo] = lim L

z—0+

HI»—!N’M
H

~
—
814
[



_—1
cos? (5 71)

. ; . z? {0}
= lim T = lim -
=0+ — a—0+ cos? (7—; — :L‘) 0
¥ 2x
= lim
v=0+ 2cos (§ —z) (—sin (§ —2)) (1)
. 1 . x
= lim — lim
z—0+ sin (g — 33) =0+ CcoS (g — x)
1
=1- lim L[Q} = lim ——=1.
a—0+ cos (2 — ) [0] @—0+sin (2 — )
Aufgabe 4
3 1 2 1 2 2 1 -1
m - (ai+') — lim W(er ).3 {%:hm 3(95+1 )
e—-1 5 tarcsinz  z—=-15 farcsinz |0 eo-1 =
2 . V1—2a22 2 l—zvl+z
=~ lim ——— = - lim i
3z——1 (ZL‘—f- ]_)g 3z—-1 (l’—f— 1)5

2 242 1
:5\/5 lim (:U—i—l)%(x%—l)_é:T\/_ lim (x4 1)8

r——1 r——1

—2V2 0=
3
Aufgabe 5
. 1 1 .1 —cosz . 1 .. 1—cosx
lim - — [oo — oo} = lim ——— = lim lim
=0 \ 22cosx  x? z—0 22 cos T z—0 COS & ©—0 2

— 1 lim 1—cosz [9} — lim sin z {9}

z—0 72 0 z—0 2x 0
1. cosx 1
= — lim =—.
2 £—0 1 2

Aufgabe 6
i ((Esin ol i SV
mg{.lo ( Z S1n ﬁ) |:OO . :| = 1im ——-—

1
— 2 i — lim —=2-1-0=0.
rron 0 \JT a0 gk

10



Aufgabe 7

. 1 sin 0 . T —sinx 0
lim — 00— —| =lim ——— | =
v=»0\1—cosx (1l —cosx) 0] =2=0x(l—cosz) |0

) 1 —cosx [0]
= lim he
0

=01 —cosx +xsinx

. Ccos &
= lim y =
z—0 3cosx — xrsinx

sinx 0
im — —
z—=02sinx +xcoszx |0
1
3"

Aufgabe 8

’ 1 —cos?(x — 1) . 1 y 1 —cos?(x — 1)
im = lim — lim
»=1 (zarctan(z — 1))2 z=1 72 21 arctan®(z — 1)

=1-1
o arctan?(z — 1)

1 —cos?(x — 1) m

—2cos(x — 1)(—sin(z — 1))
m
=1 2arctan(z — 1) -

1
14+(z—1)2

cos(x — 1) sin(x — 1)
T
1+ (z—1)2

sin(x — 1) [0]

im
z—1 arctan(z — 1)

= 11m
x—1

cos(x — 1)
I
1+(z—1)2

= lim =1.

r—1

=1-lim ———
z—1 arctan(z — 1)

0

Abschnitt 6.5
Aufgabe 1

Wir definieren eine vektorwertige Funktion durch

x: [1,4] = R?, x(t) = (\/Et_ 1) |

Da die beiden Koordinatenfunktionen stetig in [1, 4] sind, ist x nach Folgerung 6.5.3 eine
stetige vektorwertige Funktion. Nach Definition 6.5.4 ist dann I" eine Kurve, ndmlich die
Kurve von x, und x ist die Parameterdarstellung von I'. In Definition 6.5.10 ist angegeben,
unter welchen Bedingungen eine Kurve glatt ist. Wir bilden die Ableitung von x und
priifen, ob die Bedingungen fiir diese erfiillt sind:

11



Die Ableitung existiert also und ist stetig, weil beide Koordinatenfunktionen im Intervall
[1,4] stetig sind. Weiter ist x'(t) # 0, weil zum Beispiel die erste Koordinatenfunktion
# 0 ist.

Damit ist I nach Definition 6.5.10 eine glatte Kurve.

Aufgabe 2

Ein Punkt der Kurve liegt genau dann auf der z-Achse, wenn seine zweite und dritte
Koordinate 0 sind, wenn also tv/1 + ¢ = 0 und arctant = 0 ist. Beides ist genau dann der
Fall, wenn ¢ = 0 gilt. Fiir t = 0 erhalten wir den Kurvenpunkt P = (4v/2,0,0) auf der
x-Achse.

Um den Schnittwinkel zu berechnen, bestimmen wir den Tangentenvektor an die Kurve
im Punkt P, also fiir den Parameterwert t = 0:

-2
W= V2
X(t)=|Vitt+;4= ]| = x0)=] 1
1
e 1

Wir berechnen den Schnittwinkel o zwischen dem Tangentenvektor x’(0) und dem Ein-
heitsvektor e; auf der z-Achse nach der Formel in Folgerung 3.2.4:

—/2 1 1
X(0)-es=| 1 |- (0] ==V2, X)) =Va=2, ||[0o]||=1
1 0 0
—V2 1 3m
— COS (& 9.1 2\/_:>a 1

Der Schnittwinkel zwischen der Kurve und der z-Achse ist also o = ?ZTW .

Aufgabe 3

Wir berechnen die Ableitung der Parameterdarstellung:

2(14-t2)—4t2
N GO T il BIR (2(1—t2>)
y’(t) —2t(14+2)—(1—#2)2¢ (1 + t2)2 At

(+2)2

“er ()

Nach Folgerung 6.5.3 ist sie stetig, weil die Ableitungen beider Koordinatenfunktionen
stetig sind. Weiter gilt:

/ 2 2 / 2 4 2\2 2 74(1+t2)2
IO = @0+ 00 = g (1" (20%) = o ye
4 ..
:m;ﬁo fiir alle t e R.

12



Also ist x'(t) # 0 fiir alle ¢t € R. Nach Definition 6.5.10 ist I' somit eine glatte Kurve.

Wir berechnen ||x(¢)|| und den Winkel zwischen x(¢) und x'(¢):

s AP (1—t*)? 1+
Ix@I" = aree taree “arep b

x(t) - X'(t) = Tltz (1 3tt2> ' ﬁ (1—_2;2)

2 2 2V} _
:m(Qt(l—t)—Qt(l—t))—O.

Also ist ||x(t)|| konstant fiir alle t € R, und der Winkel zwischen dem Ortsvektor x(¢) und
dem Tangentenvektor x'(t) ist fiir alle £ € R konstant gleich 7. Nach Satz 6.5.2 diirfen
wir die Grenzwerte von x(t) fiir ¢t — 400 koordinatenweise berechnen:

2t 2
lim z(t) = lim = lim 5 =0,
t—=+oo t—+oo 1 + 2 t—+oo n +t
11—t z—1
lim y(t) = lim 5 = lim £ =—1.
t—=+oo t—+oo 1 + ¢ t—=+oo = +1

Damit folgt:

lim x(t) — (_(1)) — lim x(t).

t—o00 t——o0

I' ist der Kreis um den Nullpunkt O mit dem Radius 1. Das erkennt man auch wie folgt:

Fiir alle t € R ist (1 +¢)* > 0 und (1 —¢)? > 0. Damit folgt:

2 2 2 2t
(14+t)°>0 <= 142t+1t*°>0 <= —(1+1¢t°) <2 <= —1§m,

2.

(1-1)>0 < 1-2t+1?>0 & 2 <1+t T S

2t
ein eindeutiger Winkel ¢ bestimmt mit = cos ¢ . Weiter ist

Daher ist durch =
1+ ¢2

dann:

2t
1+ t2

2
1 2)2 _ 442 1 — ¢2)2 _ 42
g1 2t _ 3+ 2 j1-)? 1 £
1+¢2 (14 1¢2)2 (14+12)2  14¢2
2t

1412
neue Parameterdarstellung von I' die bekannte Parameterdarstellung eines Kreises um O

mit dem Radius 1:
‘ T 37 9 _ [cos¢

13

Wenn wir also durch cos¢ = den neuen Parameter ¢ einfiithren, erhalten wir als



Aufgabe 4

(a) Das Skalarprodukt von x und y ist die wie folgt gegebene reellwertige Funktion:

(- y)(8) = x(t) - y(t) = 221()y2 () + 22(£)ya(t) + 23()ys(t) -
Thre Differentiation liefert die Aussage (a):

d

e y) = (x-y)'(6) = (21()y1(6) + 22(6)ya(t) + w3(1)ys (1))

/

= 2 (D)2 (t) + 21 ()1 (1) + 25(0)ya(t) + w2(t)y5(t)

+ 2y (H)ys(t) + x3(t)ys(t)

n@)\ () () (vi(t)
= [ z2() | - | w20t) | + | 22(0) ) - | 9a(0)
w3(t)) \ys(?) z3(t)) \ys(t)

= x(0)y(0) +x(0)-¥'10) = (x(0) -¥(0) +x(0) - ( 30

(b) Das Vektorprodukt von x und y ist die wie folgt gegebene vektorwertige Funktion:

zo(t)ys(t) — w3(t)ya
(xxy)(t) =x(t) xy(t) = [ 23(D)y1(t) — 21(V)ys
x1(t)y2 (70

(£)ya(t) — 2(t)

2y (t)ys(t) + w2 (t)ys(t) — 25(8)ya(t) — xs(t)ys(t)
= | w0 (t) + 2 (1) — 21 (D)ys(t) — 21 (D)ys(0)
21(0y2(t) + 21y (1) — 25()1n (1) — 22y (1)

= x/(t) x y(t) +x(t) x y'(t)

- (%x(t)) X y(t) +x(t) x (%y(t)) :

Aufgabe 5
Nach (b) in Aufgabe (4) ist

i(xxv)— ix X V4 X X iv
dt ~\dt dt

14



=xX'xv+xxv=vxvi+xxa=xxa,

denn nach Satz 3.2.7, (2) ist v x v =0.
Ist x x a =0, so gilt dann also:

7 (xxv)=xxa=0 = x XV =c ist ein konstanter Vektor.

Fiir jeden Kurvenpunkt liegen somit der Ortsvektor des Punktes und der Tangentenvektor
an die Kurve in diesem Punkt in einer Ebene (mit Normalenvektor ¢). Daher handelt es
sich dann um eine ebene Kurve.

Die Parameterdarstellung von x, die Geschwindigkeit und die Beschleunigung sind:

acost —asint —acost
x(t) = [asint |, v(t)=x(t) = acost |, a(t)=v'(t)= | —asint
bt b 0

Wir berechnen ||v(t)|], ||a(t)|| und das Skalarprodukt v(t) - a(t):
[v(#)|]? = a*sin®t + a*cos® t + b* = a* + b* = ||v(t)|| = Va2 + b2,

la(t)||* = a* cos* t + a*sin*t = a?

— [la(@®)]| = [al,
v(t) -a(t) = a*sintcost — a*sintcost +0 = 0 fiir allet € R.

Fiir alle ¢ € R haben also Geschwindigkeit und Beschleunigung einen konstanten Betrag
und sind senkrecht zueinander.

Abschnitt 6.6
Aufgabe 1

1
(a) f(z,y,2) = (l’ + xéyz%)s :
Damit folgt:

0 1 1 -2 1
a—i(x,y,z) =3 (m + xgyz%) ’ <1 + gx_gyzg)

0 1 -3 1
a—f(x,y,z):§ <:E+£L’éy2%> P rhs = 225m22,
Y 3\3/<$ +y2\5/a722>
a ]. 1 -2 7 1 2 7 5
8—£(x,y,z) =3 (91: - xgyz%) ’ gxgyzg = yvaz?.

2
15§’/<x + Y2V :cz2>

15



8f 1 1 Yz
0 Ly, = [1+ (v )] ,
Ox 2\/1’—1— oy + Jiiz 2 /xy + J/Tyz 2/xyz
8f(x y 2 1 1 < Tz )
9y 7 2\/:v+ Ty + \/TYZ 2\/wy +\/Tyz 2\Tyz)
8f($ yz 1 1 xy
0z 2\/:10—1— Ty + \/TYZz 2\/zy + /Ty 2Ty
of 20(z —y) — (2* +9?)  2*—2zy—y?
(C) —(x,y) = ( )_ <2 ) = — \2 ’
dx (z —y) (z —y)
OF () = 2y(x —y) — (@ +y*)(=1) _ 2’ +2ay—y°
Oy (z—y) (z —y)?
of 1 1
d —_— —
@ ) = o e W
of B 1 1 TYz )
g(x 2 = 1 1 x>
0= T T T ay JiE 2 ay i 20
Aufgabe 2
of 1
(a) . —(x,y) = arctany® + N
O () = 22
dy Y= 14yt
Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung sind dann:
aQ_f(x ) = ~ i - x
a2 Y 1 — a2 (1—22)y/1— 22’
82—f(:v - 20(1+y') —2xy - 4y® 2z (14+y") —8xy'  2x(1—3y")
o YT T Ty T Wy ()
OT )= 2 g = 2
dzoy Y T ayar Y T 1t
of

—_— — 2_
(b) ax(ﬂc,y,Z) Y — 2z,

of

5 9.2) = 20y + zeos(y2).

16



0
a—ﬁ(x, y,2) = —a" +ycos(yz) .

Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung sind dann:

92
a_x];(x7y7z) = _227
0*f .
a—y2(:c, y,z) = 2x — 22 sin(yz) ,
0? )
O (..2) =~y sin(y2).
o*f 0% f
890—@(1'7972) = m(%%z) =2y,
0*f 0*f
0x0z (2,y,2) = 0z0x (2,9, 2) = =22,
o0 f 0*f

5o @0 7) = o (w.2) = cos(yz) — yzsin(y2).

Aufgabe 3

(a) Bei jeder der partiellen Ableitungen ist zuerst die Ableitung der Wurzelfunktion zu
bilden. Diese kann daher von vornherein vor die Koordinatendarstellung gezogen

werden.
1 2x1°
grad f(z,y,2) = ——=——= | 227y | ;
2\/22Y? — 22 o,

(b) Bei jeder partiellen Ableitung ist zuerst die Funktion arctan abzuleiten. Daher kann
diese Ableitung vor die Koordinatendarstellung gezogen werden.

)

1492

grad f(z,y) = ! (

?

1+ (142

(c¢) Bei beiden partiellen Ableitungen sind zuerst die Ableitungen der Funktion arcsin
und der Wurzelfunktion zu bilden. Beide Ableitungen kénnen daher vor die Koordi-
natendarstellung gezogen werden.

1 1 — 27>
rad f(z,y) = . 2
grad f(z,y) \/1 — (1= (zy)?) 24/1—(zy)? (—Qx y)

B !$y|\/_1x—y (y)? (z) |

(d) Da die Differentiation als lineare Operation (Bemerkung 6.2.2) vertauschbar ist mit
der Addition, ist das Gradientenfeld von f(z,vy, z) die Differenz der Gradientenfelder

17



von zy und \/y? + (zz)2. Bei dem letzteren konnen wir die Ableitung der Wurzel-
funktion vor die Koordinatendarstellung ziehen.

y 1 x> y 1 22
grad f(r,y) = 2| ———==| 2y | = |2]| ——F———=| ¥
0 2/y% + (22)? \ 9,2, 0 Y2+ (22)% \ 2,

Aufgabe 4

Der Kreis um den Nullpunkt O mit dem Radius a hat die Parameterdarstellung

asint

x:[0,27] = R?,  x(t) = (“C‘m) |

Der Gradient von F' im Punkt (z,y) = (acost,asint) und der Tangentenvektor an den
Kreis im Punkt (z,y) = (acost,asint) sind dann:

_ (2x\ _ [(2acost i [ —asint
grad F'(z,y) = (23/) N (2@ sint) und - x'() = ( a cos t) '
Die beiden sind senkrecht zueinander, weil das Skalarprodukt den Wert 0 hat:

grad F(z,y) - X'(t) = (2a cos t) ' <—asint)

2asint acost
= —2a’sintcost + 2a’sintcost = 0.

Aufgabe 5

In der Definition 6.6.9 wurde fiir eine auf einem Gebiet D C R" differenzierbare Funktion
f: D — R das vollstdndige Differential von f in x € D definiert. Wie im Anschluss an
Definition 6.6.9 angegeben, schreibt man das vollstdndige Differential kurz in der Form:

df (x) = grad f(x) - dx = ﬁ(x)cl:zck.

(a) Hierist f: (0,00) — R eine differenzierbare Funktion einer Variablen x. Das vollsténdi-
ge Differential ist also nur ein Summand:

_df o B 32
- %(x) ~dr = f'(z)dx = ——1 = dx

(b) Mit D = {(z,y) € R* | y # 2z} ist f: D — R eine in D differenzierbare Funktion
der beiden Variablen x,y. Die partiellen Ableitungen von f sind:

df (x)

Ox ™ (y — 22) (y —22)*°
8_f< )_x(y—Qx)—xy_ —2x?
oy T Ty (y—207
Das vollstandige Differential ist daher:
of of y? 222
d, = dr + — dy = dr — dy .
fl@,y) =5 (,y)de + 3y (z,y) dy TR el

18



(c) Mit D = {(z,y,2) € R® | zyz > 0} ist f: D — R eine differenzierbare Funktion der
drei Variable z,y, z. Die partiellen Ableitungen sind:

P
oz YA T 2. /ryz’
o r.2) = o
ay iL’,y,Z - 2 xy27
O (2y.2) = 2
5z Y= 2./Tyz

Das vollstandige Differential ist:

0 0 0
fa,0.2) = GHap.2) do G dy+ Ty )

Yz LY d

Tz
= d d
2\/Tyz T 2. /Tyz v+ 2\/Tyz -

Aufgabe 6
Nach Definition 6.6.10 heif3t eine Differentialform

Z fk (Xdl’k
k=1

exakt, wenn das Vektorfeld, dessen Koordinaten die Funktionen f;, (k = 1,--- ,n) sind,
ein Gradientenfeld ist, wenn dieses Vektorfeld also konservativ ist (Definition 6.6.15). Das
gilt wiederum nach Satz 6.6.18 genau dann, wenn die Koordinatenfunktionen den in Satz
6.6.18 angegebenen Integrabilititsbedingungen geniigen.

(a) Die Differentialform hat hier die Form fi(z,y)dz + fo(x,y)dy. Daher ist nur die
Giiltigkeit der einen Integrabilitdtsbedingung

ofy _ o,
dy ox
zu iiberpriifen. Es gilt:
By Y= s

Also ist die Differentialform exakt.

(b) Die Differentialform hat hier die Form fi(z,y, z)dz + fa(x,y,2)dy + f3(z,y, 2) dz.
Daher ist die Giiltigkeit von drei Integrabilitdtsbedingungen zu iiberpriifen.

oh _0fs 0K _0fs Ofs Ofs
dy or’' 0z or’ 0Oz oy
Es gilt:

%(9592):_22 — = - Z%(xyz)
oy T Sy Ty e




Mry2) = = Py 2)
aZ » I I—y ax » ) Y

0f, _ L0
82 (xay72)_ x_y_ ay (:c,y,z).

Die Differentialform ist also exakt.

Aufgabe 7

Der Graph einer auf einem Gebiet D C R? differenzierbaren Funktion f: D — R ist
eine Flache. Die Gleichung der Tangentialebene an diese Fléche in einem Flachenpunkt
(a,b, f(a,b)) ist in Definition 6.6.11 angegeben.

Der Funktionswert von f in dem Punkt (2,v/3) ist f(2,v3) =4 —3 = 1. Der Flichen-
punkt ist damit: (2, V3, 1).

Um den Normalenvektor anzugeben, benotigen wir die beiden partiellen Ableitungen von
f im Punkt (2,/3). Diese sind:

of 1 af

—az(x,y) = ——2x—y2 = 92 (2,\/§) =1,

of - ¥ af - _
8—y($ay)— T — 8y<2’\/§) V3.

Die Gleichung der Tangentialebene ist dann nach Definition 6.6.11:

T 2 1
y| - V3| |-V3]=0<= (-2 -V3y—V3)—(2-1)=0
z 1 —1

— :c—\/gy—z:—Q.

Aufgabe 8
Das Vektorfeld in (a) hat den Definitionsbereich R?, die Vektorfelder in (b) und (c) haben

den Definitionsbereich R3. Dabei sind R? und R? einfach zusammenhingend. Weiter sind
die Koordinatenfunktionen fj der drei Vektorfelder stetig differenzierbar, weil sie mit Hil-
fe algebraischer Operationen aus stetig differenzierbaren Funktionen gebildet sind. Nach
Satz 6.6.18 sind die Vektorfelder daher genau dann konservativ, wenn ihre Koordinaten-
funktionen den Integrabilitdtsbedingungen geniigen. Diese sind:

Ofe _ 0I;

= fir 4,k € {1,2} bei (a) und fiir j, k € {1,2,3} bei (¢) und (d).
Ox;  Oxy

Wir brauchen also nur diese Bedingungen zu iiberpriifen.

ofi _ 0f

(a) Es ist nur die eine Integrabilitdtsbedingung S0 =~ g 20 iiberpriifen.
Yy T
0 . 0
a—J;l(:c, y) = 42’y cos(xy?) + 22%y cos(xy?) — 22°y° sin(xy?) = a—J;Q(x, Y) .

Also ist f konservativ.
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(b) Zu tiberpriifen sind hier die drei Bedingungen

of _0h Oh _oh 0f_ 0%
oy Ox’ 0z Ox 0z Oy

of : Of2
a—y(m, y, z) = 32°2% cos (2°y) — 32°y2’sin (2°y) = %(J}, Y, 2),

afl - 9 3 . af3
55 (x,y,z) = 6x°yz cos (3: y) = r (,y,2),
%(% y,2) = 14 22%z cos (a:3y) # 22°2 cos (.CESQ) = %—J;(w, Y, 2).

Da die letzte Bedingung nicht erfiillt ist, ist f nicht konservativ.
(¢) Zu tberpriifen sind die drei in Aufgabe (b) angegebenen Bedingungen.

%(x, y,z) = 2zzsin(y + 2) + 2zyz cos(y + 2) = o (z,y,2),

24

E(x, y,z) = 2zysin(y + z) + 2zyz cos(y + z) =

Ox
O
%(xaywz) 9

O (0,y,2) = #%(sinly +2) + ycos(y + 2)) + a2(cos(y + 2) — ysin(y + 2)

= 2*(sin(y + 2) + zcos(y + 2)) + 2y (cos(y + z) — zsin(y + 2))

= sy
ay b )

Also ist f konservativ.

Aufgabe 9

Wir wéahlen als Definitionsbereich des Vektorfeldes den einfach zusammenhéngenden Be-
reich

D={(z,y) eR*|z>0,y+a>>0}.

Dann sind die Koordinatenfunktionen auf D stetig differenzierbar, und nach Satz 6.6.18
ist f genau dann konservativ, wenn die Integrabilitdtsbedingung gilt.

Wir bilden die partiellen Ableitungen % und % :
dy ox

aa—‘];(w, y) =272 (2% + o) + 2y (P4 y)
%(m,y) =a? (2®+y) —2r (2*+ y)r_1 .
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f ist genau dann konservativ, wenn diese beiden partiellen Ableitungen iibereinstimmen.
Das liefert uns eine Bestimmungsgleichung fiir r:

r—1 r—1

207 (2 4 y) 4 2y (2% 4 y) " = (2 ) — 2 (2 4 )
= 2 (P 4y) + 2 (P +y) T (1) =0

= 12 (P +y) (P +y) T 2 (PP 4y)  (ay+1) =0
= () T (e r2r (@@ y) T (L) =0
= (1+2r) ((m2 +y) (1 + x_2y)> =0.

Diese letzte Gleichung ist genau dann fiir alle (z,y) € D erfiillt, wenn gilt: 1 + 2r = 0,

1
alsor = ——.
2
Das bedeutet: Das Vektorfeld ist genau dann konservativ, wenn r = —3 ist.

Abschnitt 6.7
Aufgabe 1
Nach Definition der Funktionalmatrix (Definition 6.7.1) gilt:

_ (2zsin(zy) + 2%y cos(xy) 23 cos(zy)
IE)(z.y) = ( —y3 sin(zy) 2y cos(zy) — xy? sin(xy))

— J(E)(1,7) = ( - o ) .

Die Werte der partiellen Ableitungen von fi, fo an der Stelle (1, 7) sind dann:

of1 ofr Af2 Af2
—(1 =—-7m, —(1 =—-1, —(1 = —(1 = —2m.
Aufgabe 2
y? — 2z
grad f(z,y,2z) = | 2zy+ zcos(yz)

—2% + y cos(yz)
—2z 2y —2x

= J(grad f)(z,y,2) = 2y 2x — z?sin(yz) cos(yz) — yzsin(yz)
—2x cos(yz) — yzsin(yz) —y?sin(yz)

J(grad f) ist eine symmetrische Matrix (Definition 3.7.2). Das entspricht der Aussage des
Satzes von Schwarz (Satz 6.6.14), nach der je zwei Ableitungen von f {iberein stimmen,
die durch Ableiten nach denselben Variablen in verschiedener Reihenfolge gebildet sind.
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Aufgabe 3

Nach Definition 6.7.1 ist die Ableitung des Vektorfeldes f die Funktionalmatrix J(f). Dabei
sind die Spalten der Funktionalmatrix (Definition 6.7.1) die partiellen Ableitungen

of of of
%(.T,y,Z), ;y(xvyaz)a &(1‘73’/72)

Es ist iibersichtlicher, zuerst diese partiellen Ableitungen von f zu bilden und erst dann
mit ihnen als Spalten die Funktionalmatrix J(f) anzugeben. Bei der Bildung der partiellen
Ableitungen miissen wir die Produktregel benutzen, weil f das Produkt eines Skalarfeldes
mit einem Vektorfeld ist. Zum Beispiel wird die partielle Ableitung von f nach x dann
wie folgt gebildet:

of 0 x P

—(z,y,2) = a—(aTCSin vi- $2y22) y | + arcsin /1 — 22422 5| v
X xXr

z z

ox

Die partiellen Ableitungen von f nach z,y, z sind dann:

1
of —2x1%2 . )
%(x,y,z) = s g /0 —— | y | +arcsin V1—22422 |0
\/x Y2z - \/ -z \ 0
1 —22%y%2 1
= — — —2xy32 | +arcsin /1 — 222z [0 ],
2\/xyz\/1—:vyz —owy?2? 0
0
of —22%yz . .
a—(x,y,z) = o yl — | y | +arcsin V1—a2y2z | 1
Y \/x Yz - \/ — Yz \ 0
1 —223yz 0
= — — —22%y%2 | +arcsin /1 —a2y2z [ 1],
2\/.7: Y z\/l — Ytz \ _9g2y2 0
0
of —a2y? v .
&(x,y,z) = — id = | y | +arcsin V1—22y22 | 0
\/xyz~2\/1—xyz - 1
1 —x3y? 0
= — — —x%y® | +arcsiny/1 — 22y22 | 0
2\/a;yz\/1—xyz —a2y2z 1
Die Funktionalmatrix ldsst sich dann als Summe zweier Matrizen schreiben:
1 —2x2y22 —2x3yz —:E3y2
JE)(z,y,2) = —2xydz  —22%yz  —a?yP

2\/z2y2z\/1—x2y2z 92?20y —aPys

+ arcsin /1 — 22y?z

o O =
o = O
_ o O
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Aufgabe 4

Wir schreiben direkt die Determinante der Funktionalmatrix auf, wobei die Funktionalma-
trix entsprechend Definition 6.7.1 durch Ableiten der Koordinatenfunktionen nach u, v, w
gebildet ist.

Die Determinante entwickeln wir nach der dritten Zeile (Satz 3.7.12) und erhalten zwei 2-
reihige Determinanten. Bei ihnen ziehen wir gemeinsame Faktoren in den Spalten heraus
und berechnen dann die so vereinfachten 2-reihigen Determinanten.

coswcosv —(1+wucosw)sinv —wusinw cosv
det J(x)(u,v,w) = |[coswsinv (1 +wucosw)cosv —usinwsinv
sin v UCosSv 0

COSW COSV —u Sinw cosv
coswsinv —wusinw sin v

—(l+wucosw)sinv —usinw cosv

=sinwv . .
(1 +wucosw)cosv —usinwsinw

— U COSv

—sinv — coswv
cosv —sinwv

COSU — COSV
sinv —sinv

— u? cos v cosw sin w

= usinv(1 4+ ucosw) sinw‘

= usinvsinw(l + ucosw) (sin” v + cos® v) = usinvsinw(l + ucosw).

Abschnitt 6.8
Aufgabe 1
Nach der Kettenregel in Satz 6.8.1 gilt: ~ F'(0) = grad f(x(0)) - x'(0).

Um grad f(x(0)) zu bestimmen, berechnen wir x(0) und grad f(x,y, z) und setzen dann
die Koordinaten von x(0) in grad f(z,y, z) ein:

—y*\/yZsin(zy?) 0
grad f(z,y,2) = | 555 cos(zy?) — 2zy/yzsin(zy?) | und  x(0) = [ 1
7= cos(zy?) 1
0
= grad f(x(0)) = | 3
3
Weiter gilt:
V1I+8 -t 14 42) — 2 1
I‘l(t>: 22 1442 — ( + ) — . $l(0>:1,
1+t (1+2)V1I+2 (1+2)V1+¢£2
e
WS A Jiea VYT
d ;2 , 2 1 2
)= —(1—1)5 = (1 —t)3(-1) = —= 0) = -2,
) =5 1-18 =213 = 55— = (0) = -3



Also ist dann:
x'(0)= | -1

Damit folgt:

P/0) = srad Fx(0)) - x0) = 3] - [<1) =1L
CemAJEE = A Ol T,) TT27 37 6
2 3
Aufgabe 2
Nach dem Ergebnis 6.8.3 gilt:
O o O o )+ 2 o
au (u7 U) - ax (X(u7 U))au (u7 U) + ay (X(u7 U>>8U/ (U, U) und
OF _of Ox af dy
%(U, U) - O (X(uv U)) v (U, U) + ay (X(U, U)) ov (U, U)‘

Es ist praktisch, die hier auftretenden partiellen Ableitungen von x und f aus J(x)(u,v)
und grad f (x(u,v)) abzulesen. Daher berechnen wir erst einmal J(x)(u, v) und grad f(z, y).

2u v ox 2u ox 2v
) (v, v) = (2u —21}) — ou (2u> und o (—21})

1 1 1 y
rad f(z,y) = vl = .

Y

In grad f(z, y) setzen wir die Koordinaten von x(u, v) ein, um grad f(x(u, v)) zu erhalten:

grad f (x(u,v)) = ! ( v ”2)

(u? +1)2)2 + (u? —v2)2 —u® —v

B 1 U — 2
T 2(ut Fut) \—ut =P

Damit berechnen wir nun wie oben angegeben die partiellen Ableitungen von F"

GF( ) u? —v? ou + —u? —? 5 u? —v? —u? —? 2uv?
—(u)=——— U+ —Ju=u - _
ou "’ 2 (u* + v4) 2 (u* 4 v4) ut + vt ut + vt
8F( ) u? — v? —u2—112( 20) u? — v? 4+ u? + 02 2u’v
—(u,v) = ———— — (—2v)=w = ,
0 2 (ut +vt) 2 (ut +vt) ut 4+ vt ut 4+ vt
Aufgabe 3
1
1 e
(a) gradf(x,y, Z) = W —%JHJ*%Z )
T\ oyt
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1 -1 1 -1

w2 PR
J(X)(u,v) = | 2(u—v) —2(u—)

et —hd

(b) Nach der Kettenregel in Ergebnis 6.8.3 konnen wir die partiellen Ableitungen der
zusammengesetzten Funktion g = f o x an der Stelle (u,v) = (1,1) wie folgt berechnen:

g of of dy of
5 —(1,1) = 8:10( x(1, 1))(%(1 1>+3—y( x(1, 1))a (1, 1)+$( x(1, 1))8u(1 1) und
dg of of of

dy
A1) = L )G (1) L )AL 1)+ (L )L ).

Um die hier auftretenden partiellen Ableitungen von f und x in (u,v) = (1,1) aus dem
Gradientenfeld von f und der Funktionalmatrix von x ablesen zu kénnen, berechnen wir

zuerst J(x)(1,1) und grad f(x(1,1)).

[\
(@]

x(1,1)=| 1] = grad f(x(1,1)) =grad f(2,1,0) = [ 0 |,
0 2
11 5 1 5 1
2 2 X 2 X 2
J 1,1)=10 0 — =10 d — = 0
2 T2 2 2
Damit folgt schlief3lich:
dg 1 1
JA1)=0--40-0+2->=1
8u<’ )=0 2+0 0+ 5 ;
dg 1 1
L) =0-~40-04+2-(—=)=—1.
=05 40042 ()
Aufgabe 4
Wir berechnen zuerst grad f(z,y, z) und J(x)(u, v, w):
Yz 1 -1 1
grad f(z,y,2) = | 2z und  J(x)(u,v,w) = 2 1 -1
Ty -1 3 -2

Es sei bemerkt, dass die Spalten dieser Matrix J(x)(u, v, w) die partiellen Ableitungen des
Vektorfeldes x nach u, v, w sind, also:

ox [ G) e ()
ou 1 T Ov 3 T ow 9

Nach der Kettenregel in Ergebnis 6.8.3 gilt:

OF  9fdr Ofdy Of 9z ) i
ou 8x8u+ay3u+azau_yz l+az- 24wy (—1) =yz+ 202 —zy,
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OF _0fox 0fdy 0f 0z
A T A T . T, = vr (-l 1 3= —
v ozov oyov  dzow  VF (—1)+zz-1+ay-3=—yz+ a2+ 3y,

OF ofdx Of dy Of 0z
o0 " wow Tovow Tazow V! - (~1 (=2) = yz — xz — 22y,
ow Oxodw Oyodw 0z0w yz-14+wzz- (1) +ay-(-2) =yz — vz — 2y

In diesen partiellen Ableitungen von F' sind z, y, z als die durch die Kordinatendarstellung
von x angegebenen Funktionen von wu,v,w aufzufassen. Die partiellen Ableitungen von
F der Ordnung 2 koénnen nun wieder nach der Formel in dem Ergebnis 6.8.3 berechnet
werden. Dazu bendtigen wir auler den oben schon bestimmten partiellen Ableitungen

Ox 1 Ox -1 ox 1
o\ 2w |
Y ~1 v 3 v —2
OF OF OF
die Gradienten der partiellen Ableitungen %(x, Y, 2), %(x, Y, 2), a—w(x, Y, 2):
OF 2z —y OF z 4+ 3y OF —z—2y
grad — = z— 2|, grad—=|—-24+32 ]|, grad— = z—2x
ou ov ow
Y+ 2z —y+x y— T

Da die Werte der partiellen Ableitungen der Ordnung 2 von F' an der Stelle (1,1,1) zu

berechnen sind, berechnen wir x(1,1,1) und setzen die Koordinaten in die Gradienten
ein:

1
x(1,1,1) = [ 2
0
Damit folgt:
-2 6
F F
grad 2 (x(1,1,1) = (=1, grad Zoix,1,1)) = | 3],
Ou 4 v 1
—4
OF
d—(x(1,1,1)) = | -2
grad S (x(1,1,1))

1

Nach dem Satz von Schwarz brauchen wir nur 6 der 9 partiellen Ableitungen von F' der
Ordnung 2 an der Stelle (1,1,1) zu berechnen.

0*F 0 0F
—(1.1.1) = ——(1.1.1
8u2(’ x 8u6u(’ D
9 OF Oz 9 OF dy
= ——(1,1.1)—(1,1.1 ——(1,1,1)=—(1. 1.1
amau(’ ’ )8u<’ ’ )+8y8u(’ ’ )8u(’ 1)
0 OF 0z
+§%(17171)%(171,1)

= (-2) 14+ (1) 244 (1) = -8,
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O*F 0 OF

Oudv dugo b 1) = ou 81)(1 L1)
0 OF oz 0 OF dy
= = (1,1 1)a (L1 1)+ 55 L) ZHL L)
0 OF (3
O*F
=6-1+438-24(<1)- (-1) = 18 = 2—(1,1,1),
02 a aF
_9oF ox 9 OF ay
(9 (7F (7
82
(—A) T4 (=2) 241 (=1) = —9 = 8w8u(1 1),
0*F 0 OF
aur (LD = 5,5, (1D
9 0F o 9 OF dy
= (1,1 1)a (L1 + 55 L5 (1)
0 OF 0
=6-(—1)4+3-1+(-1)-3=-6,
O*F 0 OF
(91)011)(1’1’1) ) 8w<1 L.1)
0 OF oz 0 OF oy
1,1,1 1,1,1 1,1,1 1,1,1
= 52 5 >8( ) + 9y 00 70 LDz (11 1)
8 (9F (9
82
:(_4)'<_1)+(_2)'1+1'3:5_awav(l’l’l)
0*F 0 OF
L= )
(9 8F 8 0 OF (9
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0 OF 0z
+ &a_w“’l’l)a_w(l’l’l)

(—4)- 1+ (=2)- (1) +1-(-2)=—4.

29



2 Springer
http://www.springer.com/978-3-642-37504-0

Mathematik fir Chemiker
Brunner, G.; Brick, R.
2013, ¥, 374 5,, Softcover
ISBM: 878-3-642-37504-0



