Losungen der Aufgaben zu Kapitel 7

Abschnitt 7.1
Aufgabe 1

Der Punkt (%, 0) erfillt die Gleichung F(z,y) = %71’. Die partiellen Ableitungen von F
sind:
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Setzen wir in die partiellen Ableitungen den Punkt ein, so erhalten wir:
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Nach Satz 7.1.3 definiert also die Gleichung in einer Umgebung des Punktes implizit y als
Funktion von z , und es gilt:
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Die Tangente an I' in (%,O) hat also die Steigung 7 und geht durch den Punkt (%,0).

Ihre Gleichung lautet somit:
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Aufgabe 2

Der Punkt (2,1, 1) erfiillt die Gleichung F'(x,y, z) = 5. Die partiellen Ableitungen von F'
und ihre Werte in (2,1, 1) sind:
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Die Gleichung definiert also in einer Umgebung des Punktes (2, 1, 1) implizit z als Funktion
von x, y.

Bestimmung der partiellen Ableitungen dieser Funktion:

OF OF 0z 0 0z 3
OF OF 0z 0z 0z 7



Aufgabe 3

Die partiellen Ableitungen von F' sind:
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Die Gleichung definiert also in einer Umgebung jedes Punktes (z,v, ), der die Gleichung
erfiillt, implizit z als Funktion von z, y.
Wir bestimmen die partiellen Ableitungen dieser Funktion:
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Abschnitt 7.2
Aufgabe 1

Mit dem Einheitsvektor e(x,y, z) = mv(x,y,z) in Richtung von v(z,y, z) ist die

Richtungsableitung von f in Richtung des Vektors v(z,y, z) gegeben durch das Skalar-
produkt

grad f(:Ev Y, Z) ’ e(:v, Y, Z) :
Das Gradientenfeld von f ist
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Damit folgt:
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Aufgabe 2

Wir berechnen zuerst den Gradienten von f im Punkt (2,2,1):
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Dann ist e ein zu grad f(2,2,1) paralleler Einheitsvektor, also nach Folgerung 7.2.4 die
Ableitung von f an der Stelle (2,2,1) in Richtung von e maximal.

Aufgabe 3
Mit F(z,y) = 2%y + tan (zy — y?) gilt
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und daher
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Also definiert die Gleichung F'(x,y) = 8 in einer Umgebung des Punktes (2,2) implizit
eine Kurve I'. Differenzieren wir die Gleichung implizit nach x und setzen dann den Punkt
(2,2) ein, so erhalten wir:
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Der Tangenteneinheitsvektor an I' im Punkt (2,2) ist somit
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Das Gradientenfeld von f ist gegeben durch
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und daher
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Die Richtungsableitung von f in Richtung I' im Punkt (2,2) ist dann gegeben durch
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Abschnitt 7.3
Aufgabe 1

Es sei F(z,y,2) = zsin (z 4+ y) + z cos (y + 2). Der Punkt (m, 7, %) erfiillt die Gleichung

F(z,y,z) = 0. Wir bestimmen die partiellen Ableitungen von F' in diesem Punkt:
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Damit folgt:
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Nach Satz 7.3.1 definiert daher die Gleichung F(z,y,z) = 0 in einer Umgebung von
(7r, , g) implizit eine Flache, und die Tangentialebene hat die Gleichung;:
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Aufgabe 2
Es sei F(z,y,2) = 22 + y> + (z — 1)%. Dann gilt:
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grad F'(z,y, z) = 2y =0 < (z,9,2) =(0,0,1).
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Da der Punkt (0,0,1) nicht die Gleichung F(z,y,z) = 2 erfiillt, bedeutet das: Fiir alle
Punkte (x,y, z), die der Gleichung F(z,y, z) = 2 geniigen, ist grad F'(z,y, z) # 0. Daher
definiert die Gleichung F'(x,y,z) = 2 in einer Umgebung jedes Punktes implizit eine
Fléche.

Um die Schnittpunkte der Kurve I" mit der Flache zu bestimmen, setzen wir die Parame-
terdarstellung in die Gleichung F'(x,y, z) = 2 ein:

F(x(t) =2 <= cos’t+sint+(t—1)? =2 <= (t—1)*’=1 <= t,=0, t; = 2.

Die beiden Schnittpunkte sind daher Py = (1,0,0) und P; = (cos2,sin 2, 2).
Die Tangentialebenen an die Fliache in diesen beiden Punkten sind gegeben durch die
Gleichungen
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und

x cos 2 2cos 2
y| — | sin2 - | 2sin2 | =0.
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Wir berechnen die Tangentenvektoren an die Kurve I' in den Punkten Py und P;:
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Wir berechnen den Winkel zwischen den Tangentenvektoren und den Normalenvektoren
der Tangentialebenen:
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