Losungen der Aufgaben zu Kapitel 9

Abschnitt 9.1
Aufgabe 1

(a) Wir bestimmen die ersten Ableitungen von f, die uns dann das Aussehen der k-ten
Ableitung erkennen lassen:

fx) =2+ —xe ™,
fllz)=1-2e% - — (2)we * =1—3e % — (=2)ze >,
f(z) = =3(—=2)e ™ — (=2)e ¥ — (=2)%ze ¥ = —4(—2)e ¥ — (=2)%ze >,

f”/(l‘) — _4(_2)2€—Qz _ (_2>26—2:c _ (—2)3x6_2$

= —6(—2)%c"* — (=2)tze .
Allgemein gilt fiir £ € N mit £ > 2
FP () = —(k +2)(=2)" e — (=2)"we™™ .
Hieraus folgt
f0)=1, f(0) = —2und f*(0) = —(k + 2)(=2)*! fiir k > 2.
Nach Definition 9.1.7 lautet damit die Taylorreihe von f um a = 0

Ny = k+2 -1
S et =S

k=0 ’ k=

(b) Wir bestimmen die ersten Ableitungen von f, die uns dann das Aussehen der k-ten
Ableitung erkennen lassen:

@) =15
fle) = 1(1 ixzjg)zx T Q —12;,;)2 ’
F'@) = T
) =2
porn =225



Allgemein gilt fiir £ € N

2F=1E!
®(p) = —= ™
f (x) (1 _ Qx)k—i-l ’
Hieraus folgt

f(1)=—1und f®(1) = (—1)F2* %! fir k € N.

Daher lautet nach Definition 9.1.7 die Taylorreihe von f um a =1
-1 +Z k+12k 1 1)k‘

Aufgabe 2

Bestimmung des Taylorpolynoms T5(x,0) von f um a = 0:
Fiir die Angabe des Taylorpolynoms und des Fehlergliedes bendtigen wir die Ableitungen
von f bis zur Ordnung 6:

f(z) = cos®x, f(0) =1,
f'(x) = —2sinx cosx = — sin 2z, f(0)=0,
f(x) = —2cos 2z, f(0) = -2,
f"(x) = 4sin 2z, F7(0) =0,

f@(z) = 8cos 2z, f@(0) =8,
O (z) = —16sin 2z, fo0) =0,

fO(z) = —32cos 2z .
Nach Satz 9.1.3 lautet damit das 5. Taylorpolynom von f um a = 0:
7

5
B F®(0) 2 8
T5(a:,0)—kz:; x 3:—1—§$ +Ex—1—$ +§

Abschatzung des Fehlers auf dem Intervall [ , 2}'

Nach Satz 9.1.3 ist das Fehlerglied gegeben durch E5(z,0) = I )(5 2. Wegen x € [ 1, ;}
ist |z| < 1. Weiter ist immer |cos2£| < 1. Damit folgt

f 0

32 2
(@) = Ty(2,0)| = [ Bs(2,0)| = = = Jeos2¢]a* <~ < 0.045.

45

Aufgabe 3

Die Ableitungen von f lauten

f(z) = 2" —122° + 442% + 22 + 1,



f'(x) = 4a® — 3622 4+ 88z + 2,
f//x

()
(z)

f”’(x) = 24x — 72,
W)

1222 — 722 + 88,

T

Alle hoheren Ableitungen sind 0. Bilden wir in der Taylorschen Formel (Satz 9.1.3) die
Summe bis n = 4, so ist daher auch das Fehlerglied gleich 0. Die Funktion f ist somit
gleich dem Taylorpolynom von f um a = 3.

Fiir das Talorpolynom von f um a = 3 bendétigen wir die Werte der Ableitungen an der

Stelle a = 3:
f(3)=160, f'(3)=50, f"(3)=-20, f"(3)=0, [fU@3)=24.
Damit folgt (Satz 9.1.3)

f(x) = (z —3)* = 10(z — 3)*> + 50(x — 3) + 160.

Aufgabe 4

Nach Satz 9.1.3 lautet die Taylorformel fiir die Funktion f(z) = cosx, wenn wir a = 0
und = 1 und damit  — a = 1 setzen

mit 0 < & < 1.

J® f(n+1 (&) (i1 = SP0) | I
0051—2 kl n+1)!1+1_;0 R I

Da die Ableitungen von f gleich % cosz oder % sin z sind, ist | £V (€)| < 1. Damit folgt

Fr(E) 1 1
< < , fall 1) > 500,
nE D) S 1y 5o sl
und dies gilt fiir n > 5.
Einen N&herungswert fiir cos1 mit einem Fehler < ﬁ erhalten wir also, wenn wir in

der Summe oben n = 5 wihlen. Wir schreiben zuerst die erforderlichen Werte f®*)(0) fiir
k=0,1,2,3,4,5 auf:

f(0)=cos0=1, f(0)=-sin0=0, f"(0)=—cosO0=—1,
f"(0) =sin0=0, fY0)=cos0=1, fO0)=—sin0=0.

Der gesuchte Naherungswert fiir cos 1 ist lautet dann

5
F®(0) 11 1 1 13
1~ el f =14 — ==~ 054,
€08 Z:: k! ST 551" 24

Aufgabe 5

Nach Satz 9.1.3 benétigen wir fiir das Taylorpolynom von f vom Grad 6 die Ableitungen
von f an der Stelle @ = 0 bis zur Ordnung 6 und fiir das zugehorige Fehlerglied die
Ableitung von f der Ordnung 7:

f(0) =1,



f/():_(l—l—fE)Q’ f/(O):—l,
1 2! "
f(:E)_(l—l-I)s, f(O)_Z',
n 3! "
f (I)__(1+$)47 f (0)__3‘a
@) = F0(0) =11
ORI 5)(0) — 5|
) = 0 =3,
1O = e £O0) =6,
7l
F(x) = TUxap

Das Taylorpolynom vom Grad 6 um a = 0 lautet dann nach Satz 9.1.3

6 f(k)
k=0 )

4

2 =1—z+2> -2 +2* — 25+ 5.

Die Abweichung des Taylorpolynoms von der Funktion ist nach Satz 9.1.3 gegeben durch
| ()| mit

(7)
o

o)l = | 2]

B 7! 7| 1 - 1 7
“7!(1%)89” BTG A (ST

fir € [—d,d] C (—1,1). Da & zwischen 0 und =z liegt, folgt £ € [—d,d]. Die Funktion
¢ — L ist auf dem Intervall [—d,d] streng monoton fallend und nimmt daher ihren

(1+¢)8
maximalen Wert fiir £ = —d an. Also folgt fiir x € [—d, d|
d?
E <—=F().

Die Funktion d — E(d) ist auf dem Intervall [0, 1) streng monoton wachsend, denn fiir
de (0,1) gilt

d*(d+T)
(1—d)?

Wegen E(0.08) < 1077 kénnen wir also d = 0.08 wihlen.

E'(d) = >0.

Aufgabe 6

Wir bestimmen die ersten Ableitungen von f, die uns dann das Aussehen der k-ten
Ableitung erkennen lassen:

f(z) =In (1+§) ,



f%w:% 1i§:2ix’
1'@) =~

") = oy

F@) =~

Allgemein gilt fiir £ € N

e (k=)
R i

Damit folgt

oy =0, 190 =0 ED pen
und daher

f(0) FO0)  (=1)k!

o Y T T g oREN

Nach Satz 9.1.3 lautet das Taylorpolynom von f der Ordnung n» um a =0

T, (z,0) = z”: (=)™ .

2k
k=1

Das zugehorige Fehlerglied ist gegeben durch (ebenfalls nach Satz 9.1.3)

En ) = f(n—H)(f) n+l __ (_1>n n+1

(n+1)! (n+1)(2+ &

Wir schitzen nun das Fehlerglied ab. Wegen z € [0,2] ist |z|"™! < 2"F1. Weiter liegt &
nach Satz 9.1.3 zwischen 0 und z. Daher ist 0 < £ < 2, und es gilt

1 1

1
n+1 < n+1l __
(n+1)|2+§|n+1|‘70| =

(n + 1)2n+1 T n+1

| En(2)] =
Daher gilt |E,(z)| <1072, falls —5 < 107%, d.h. fiir n > 10° — 1 = 999.

Abschnitt 9.2
Aufgabe 1

a 1r bestimmen zuerst die Nullstellen der eitung von f mit f(x) = 22 — 4x°:
()W'b' die Nullstellen der Ablei g f'f( 2t — 43

3
fl(z) =82° — 120 = 42°(22 — 3) = 0 +—= szodermzi.



Nach Satz 9.2.1 sind diese beiden Nullstellen 1y = 0 und x5 = % von f’ die moglichen

Stellen, in denen f ein lokales Extremum oder einen Sattelpunkt besitzen kann. Die

Funktionswerte an diesen beiden Stellen sind f(0) = 0 und f (3) = 2.

Die zweite Ableitung von f lautet:
f"(z) = 242% — 247 = 24x(z — 1) .

Es ist f”(z9) = 18 > 0 und daher hat f nach Satz 9.2.1 in x5 ein lokales Minimum.

Dieses ist f(z2) = — 2.

Wegen f”(0) = 0 miissen wir weitere Ableitungen von f bilden (Satz 9.2.1). Es ist
" (x) = 48z — 24

und daher f”(0) = —24 # 0. Da die Ordnung 3 dieser Ableitung eine ungerade Zahl
ist, hat f nach Satz 9.2.1 in 0 einen Sattelpunkt mit f(0) = 0.

Die partiellen Ableitungen der Funktion f mit f(z,y) = 23 + ¢ — 3zy lauten

fe(z,y) = 32> =3y =3(2 —y), fylx,y) =3y° =3z =3(y* —x).

Wir bestimmen zuerst die Punkte (z,y), in denen f,(z,y) = 0 und f,(z,y) = 0 gilt
(Satz 9.2.5). Diese beiden Bedingungen liefern die beiden Gleichungen

=y und ¢y*==z.

Wir setzen die erste in die zweite Gleichung ein und erhalten

=1 < r=0o0derz=1.

Aus der ersten Gleichung 2% = y folgt y = 0 fiir x = 0 und y = 1 fiir z = 1, und
(0,0) und (1,1) erfiillen auch die zweite Gleichung y? = x. Als Stellen, in denen f
ein lokales Extremum oder einen Sattelpunkt besitzt, kommen also nur die beiden
Punkte (0,0) und (1,1) in Frage. Um dies entsprechend Satz 9.2.5 herauszufinden,
bilden wir die partiellen Ableitungen der Ordnung 2:

fmc(xay) = 6w, fyy(xay) = 6y7 fxy(xay) = fym(may> =—3.

Uberpriifung fiir den Punkt (0, 0):

A(f5(0,0)) = (_g ‘3‘ _ 9<0.

Daher hat f in (0,0) nach Satz 9.2.5 einen Sattelpunkt mit f(0,0) = 0.
Uberpriifung fiir den Punkt (1, 1):

A(fi(L1)) = ‘_g _g‘ =27>0.

Wegen f,.(1,1) = 6 > 0 hat f in (1,1) nach Satz 9.2.5 ein lokales Minimum mit
F(1,1) = —1.



(c) Die partiellen Ableitungen der Funktion f mit f(z,y) = xye?* *¥ lauten

folz,y) =y "V —aye’ "V = y(1 —x)e” "7V,

2—x 2—x—y

YV pye* Y = g(1 — y)e

Wir bestimmen zuerst die Punkte (z,y), in denen f,(z,y) = 0 und f,(z,y) = 0
gilt (Satz 9.2.5). Diese beiden Bedingungen liefern wegen €?~*7¥ > (0 die beiden
Gleichungen

y(1—2)=0 und z(1—y)=0.

Die erste Gleichung ist genau dann erfiillt, wenn z = 1 oder y = 0 ist. Die zweite
Gleichung liefert fiir x = 1 den Wert y = 1 und fiir y = 0 den Wert x = 0. Als
Stellen, in denen f ein lokales Extremum oder einen Sattelpunkt besitzt, kommen
also nur die beiden Punkte (1,1) und (0,0) in Frage. Um dies entsprechend Satz 9.2.5
herauszufinden, bilden wir die partiellen Ableitungen der Ordnung 2:

fx’x(x> y) = y(ﬂf - 2)62—x—y )
fo(@,y) = a(y = 2)e 7Y,

f:):y(xay) = fyx(xay) = (1 —Tr—Yy +$y)€27x7y .

Uberpriifung fiir den Punkt (0, 0):

0 €2

62 0 :—€4<0.

A(f;(0,0)) =

Daher hat f in (0,0) nach Satz 9.2.5 einen Sattelpunkt mit f(0,0) = 0.
Uberpriifung fiir den Punkt (1, 1):

A =Ty g ==,

Wegen f,,(1,1) = —1 < 0 hat f in (1,1) nach Satz 9.2.5 ein lokales Maximum mit
F(1,1) = L.
Abschnitt 9.3
Aufgabe 1
(a) Nach Satz 9.3.5 hat die Potenzreihe wegen
a = lim V/|ax| = lim \k/i = lim = =0

den Konvergenzradius r = oo.

(b) Der in der Potenzreihe bei (x — 1)* stehende Faktor ist der Koeffizient ay. Ersetzen
wir in ihm £ durch k + 1, so erhalten wir ax;. Es gilt also




Damit folgt

(k+3°2k+3) . (1+H°2+) 2

D1 = l1m 5 = 1m 5 — -
k—oo (2k +5)(k+2)*  k—oo (24 5) (142)7 2

Qg

a = lim
k—o0

Nach Satz 9.3.5 hat daher die Potenzreihe den Konvergenzradius r = é =1

(c) Der in der Potenzreihe bei (x — 1)¥+1 stehende Faktor ist der Koeffizient ay, ;. Daher
folgt

| G22Ee (22D 2

ak | koo Rk 3)(R+ 12 koeo (21 8) (14 1)7 2

a = lim

Nach Satz 9.3.5 hat daher die Potenzreihe den Konvergenzradius r = é =1

Aufgabe 2
(a) Die Potenzreihe hat die Form

o)

k
qu(x + 1)F mit ¢* = (—g) fir k € Ny.

k=0
Nach Folgerung 9.3.9 ist sie daher konvergent fiir

prelo 12
lq] ’—5’ 5

hat also den Konvergenzradius r = % Weiter hat sie nach Folgerung 9.3.9 die Sum-
menfunktion

=/ 5\" . 1 B 1 B 2
Z(_ﬁ) (z+1) T 1- (=) (@+1) 14+2(z+1) 2+5(x+1)

k=0
2
b+ T

(b) Um Folgerung 9.3.9 anwenden zu kénnen, formen wir die Potenzreihe zuerst um:

00 k—l o 5k+1
k+1 _ k+1 k+3
Z 2k+2 ph 1) =) (1 Qh+4 (z+1)
—2 k=0

= 254 (z+1)° i(—%)k(wﬂ)k.

k=0

Hier ist jetzt ¢ = —% und die Potenzreihe hat daher wie in (a) den Konvergenzradius
r= % Weiter hat sie nach Folgerung 9.3.9 die Summenfunktion

= k1 5 2 5 (x4 1)
1k+1:__ 13—
kz_; 2k+2 T+1) 6t s T T s e



Aufgabe 3

Die Stammfunktion von f lautet

dx 1 1
F@)_/kz—&m2_§2—3x+c'

Wie im Anschluss an Folgerung 9.3.9 beschrieben, benutzen wir die Formel aus Folgerung
9.3.9 fiir die Summenfunktion einer Potenzreihe, um jetzt umgekehrt die Potenzreihe zu
bestimmen, deren Summenfunktion F'ist. Es gilt

11 _1“’()
2— 3z 21 gx 2 ;
und daher
1 3 k 00 k 1
<F($)::6 (5) " +C = §£:2k+1$ +C.
k=0
2

Nach Folgerung 9.3.9 hat diese Potenzreihe den Konvergenzradius r = £ und nach Satz
9.3.10 ist sie die Taylorreihe von F' um a = 0.

Nach Satz 9.3.6 erhalten wir durch Differenzieren daraus die Potenzreihen-Entwicklung
von fum a = 0:

31k 3F(k+1
R

k=1 k=0

Sie hat nach Satz 9.3.6 denselben Konvergenzradius r = % wie die Taylorreihe von F'.

Aufgabe 4

Nach Folgerung 9.3.9 gilt fiir a = 0

(]2
pol| |
N
B
8
>
I
(]2
|
o |~
?r\—;
=
8

— (1)
:1—}2 T =1-1—

k=0 k=1 k=1
Wegen g = —% gilt fiir den Konvergenzradius r = i 2.
Nach Folgerung 9.3.9 gilt fiir a = 2

x 2 2 2 1
fz) = =1- =1- —=1-= .
x+2 x+2 4+ (x—2) 4 14 (-2
1 1 X 153(1)2 2)*
pu— —_— f— —_— —_—— :I/‘ —
2 1-(-H(xz-2 24\ 4




1 o k+1 .
— 9 Z 2k+1 —2)".
Wegen ¢ = —3 gll t fiir den Konvergenzradius r = 4.

Aufgabe 5
Nach Aufgabe 4 gilt fiir x € (-2, 2)

k+1
fla) = HQ—Z

da die Potenzreihe den Konvergenzradius r = 2 hat.
Durch Differenzieren folgt daraus nach Satz 9.3.6

2 , — (D% o DM R+
(x+2)2:f(x)zz D D sk
k=1 k=0
_ i (=D*k+1) ,
o ok+1
k=0
und daher
LS D D), s (DD
g(z) = x—|—2 52 2k+1 v :ZTQC :
k=0 k=0

Dabei gilt diese Potenzreihen-Entwicklung ebenfalls im Intervall (—2,2) (Satz 9.3.6).
Wieder nach Aufgabe 4 gilt fiir z € (-2, 2)

9 T 0 (_1)k+1 .
_x+2_x+2_f<x)_; ok U

Daraus folgt

1 1 0 (_1)k+1 N
=—(1- .
r+2 2 ( D @

k=1

Durch Integration ergibt sich nach Satz 9.3.6 im Intervall (-2, 2)

F(m)zln(z+2):/xcf2:%/<1_Z(—2€+ :p’“) dx

k=1

1 - (_1)k+1 k+1 _1 - (_1>k+1 k+1

_22k+1(k+1) 0= Z ok 40

Fiir x = 0 folgt dann In2 = 0+ C, also C' = In 2. Damit erhalten wir fiir z € (—2,2)

F(w)=1n(m+2)zln2+z —

10
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