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A Matrizenrechnung

Die Losung des uberbestimmten linearen Gleichungssystemsb ist von zentra-

ler Bedeutung fur die Datenanalyse. Das geschieht in optimaler Form mit der erst
gegen Ende der sechziger Jahre entwickelten Singulérwertzerlegung. In diesem An-
hang werden zunachst in den Abschnitten A.1 und A.2 die elementaren Definitionen
und Rechenregeln fir Vektoren und Matrizen zusammengestellt. In Abschnitt A.3
werden die orthogonalen Transformationen eingefiihrt, insbesondere die Givens- und
Householder-Transformationen, die den Schlissel zur Singularwertzerlegung bedeu-
ten.

Nach einigen Bemerkungen tber Determinanten (Abschnitt A.4) folgt in Ab-
schnitt A.5 die Diskussion der verschiedenen Falle von Matrixgleichungen und ein
in diesem Zusammenhang zentraler Satz Uber die orthogonale Zerlegung einer be-
liebigen Matrix. Auch das klassische, aber der Singularwertzerlegung unterlegene
Verfahren der Normalgleichungen wird hier beschrieben.

Die Abschnitte A.6 bis A.8 betreffen den besonders einfachen Fall exakt bestimm-
ter, nicht singularer Matrixgleichungen. In diesem Fall existiert die inverse Matrix
A~%, die Losung des Problen®x = b ist x = A~1b. Methoden und Programme zu
ihrer Auffindung werden angegeben. Der wichtige Spezialfall einer positiv definiten
symmetrischen Matrix wird in Abschnitt A.9 behandelt.

Im Abschnitt A.10 definieren wir die pseudoinverse MathiX zu einer beliebigen
Matrix A. Nach der Einfuhrung von Eigenvektoren und Eigenwerten im Abschnitt
A.11 werden Singularwertzerlegung und -analyse in den Abschnitten A.12 und A.13
dargestellt. Ein Algorithmus zu deren Durchfiihrung wird im Abschnitt A.14 angege-
ben. Modifikation des Verfahrens und die Bertcksichtigung von Nebenbedingungen
sind Gegenstand der Abschnitte A.15 bis A.18.

Die Darstellung ist um Anschaulichkeit bemuht und erhebt keinen Anspruch auf
mathematische Strenge. Beweise sind im Text nur angedeutet oder ganz weggelas-
sen. Wie erwéhnt, ist die Singularwertzerlegung noch wenig verbreitet. lhre Hand-
habung zu ermdglichen ist eine wichtige Zielsetzung dieses Anhangs. Fur Leser mit
Grundkenntnissen der Matrizenrechnung wird dazu die Lekttre der Abschnitte A.3,
A.12, A.13, A.14.1 und A.18 ausreichen. Die Abschnitte A.14.2 bis A.14.5 enthal-
ten Einzelheiten Uber die technische Durchflihrung der Singularwertzerlegung und
kénnen vom eiligen Benutzer Uberschlagen werden.

Alle in diesem Anhang beschriebenen Verfahren sind in den KlaBadran—
Vector bzw.DatanMatrix als Methoden implementiert. Nur in einigen Fallen
nennen wir diese Methoden explizit, um den Zusammenhang mit kompliziertren Al-
gorithmen im Text herzustellen.
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346 A Matrizenrechnung

A.1 Definitionen. Einfache Operationen.

Unter einenVektorin m Dimensionen (kurm-Vektor) a verstehen wir eim-Tupel
reeller Zahlen, deKomponentervon a. Die Anordnung der Komponenten in der

Form
a
a
a= ) (A.1.2)
am
bezeichnen wir alSpaltenvektar

Eine (m x n)-Matrix ist eine rechteckige Anordnung ammsx n Zahlen inm Zeilen
undn Spalten:

Air A - A
A A-21 A-22 e A-Zn (A12)
Aml Am2 o Amn

Sie kann als aus Spaltenvektoren zusammengesetzt aufgefal3t werden. Durch
Transpositiongewinnt man aus der(x n)-Matrix A eine (i x m)-Matrix AT mit
den Elementen

Al = Ay . (A.1.3)

Durch Transposition wird aus einem SpaltenvektorZgiienvektor
a' =(a,a,...,am) . (A.1.4)

Ein Spaltenvektor ist einen(x 1)-Matrix, ein Zeilenvektor eine (¢ m)-Matrix.
Fur Matrizen gelten die elementaren Rechenregeldition Subtraktionund
Multiplikation mit einer Zah|

A£B=C, Ci= A= B, (A.1.5)

aA=B, By=aAx. (A.1.6)

Das Produkt AB zweier Matrizeimst nur definiert, wenn die Anzahl der Spalten
des ersten Faktors gleich der Anzahl der Zeilen des zweiten Faktors ist, also etwa
A= Anx¢ und B = B,.n. Dann gilt

12
AB=C, Cx=) AjBy. (A.1.7)
j=1
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Wegen

L L L
Ch =Cx = ZAK,- Bji = ZAkaBiTj = ZBJAJTk
j=1 =1 i=1
gilt
C'=(AB)"=BTAT. (A.1.8)
Mit (A.1.7) ist auch das Produkt eines Zeilenvektafsmit einem Spaltenvektor
b definiert, wenn beide die gleiche Anzahlvon Elementen haben,

m
a-b=a'b=c, c=) abj. (A.1.9)
=1

Das Ergebnis ist eine Zahl: elkalar Das Produkt (A.1.9) heil@kalarprodukt
Es wird gewohnlich ohne Kennzeichnung der Transpositioraals= ¢ geschrie-
ben. Die Vektorera und b sind orthogonalzueinander, wenn ihr Skalarprodukt
verschwindet. Ausgehend von (A.1.9) ergibt sich fiir das Matrixprodukt (A.1.7) fol-
gende Merkregel: Das Eleme@i,, das am Kreuzungspunkt deten Zeile und der
k-ten Spalte der ProduktmatriX steht, ergibt sich als Skalarprodukt deten Zeile
des ersten Faktor& mit derk-ten Spalte des zweiten FaktdBs

Die Diagonalelementeiner Matrix (A.1.2) sind die Element®;;. Sie bilden die
Hauptdiagonaleder Matrix A. Verschwinden alle Nichtdiagonalelementg; = O,
i # |, so istA eineDiagonalmatrix Eine ( x n)-Diagonalmatrix, deren samtliche
Diagonalelemente Eins sind, ist diedimensionald&inheitsmatrix =1,

10 ...0 1 0
0O1..0 1
] = ] =1. (A.1.10)
00 .. 1 0 1
Die Nullmatrix hat ausschlieRlich verschwindende Elemente,
0 0..0
0 0..0
=1 . (A.1.11)
0 0..0

Eine Nullmatrix mit nur einer Spalte ist ddlullvektorO.
Wir erwahnen jetzt noch einige spezielle Arten von quadratischen Matrizen.
Eine quadratische MatriA ist symmetrischwenn

Ak = Ad (A.1.12)

gilt. Ist
Ak =—Ai, (A.1.13)

so ist die MatrixA antisymmetrisch
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EineBidiagonalmatrix Bbesitzt nichtverschwindende Elemente nur auf der Haupt-
diagonalenlf; ) und auf der direkt dartber liegenden Parallelgn,().

Eine Tridiagonalmatrix besitzt zusatzlich nichtverschwindende Elemente direkt
unterhalb der Hauptdiagonalen. Eimetere Dreiecksmatrikesitzt nichtverschwin-
dende Elemente nur auf und unterhalb der Hauptdiagonalenple@re Dreiecksma-
trix nur auf und oberhalb der Hauptdiagonalen.

Die Euklidische Nornoder deBetrageines Vektors ist

la = llalz=a=+aTa= |) a?. (A.1.14)
j

Ein Vektor vom Betrag Eins heil&inheitsvektor Wir schreiben ihn in der Form

a=a/a.
AllgemeinereVektornormersind
laly = O _laP)Y?, 1<p<oo, (A.1.15)
i

[allc = mjaXIajI-

Zu jeder Vektornorm|x|| ist eineMatrixnorm || A|| definiert:

Al = IrQJ;’:})XIIAXII/IIXII : (A.1.16)
Fir Normen gelten die Rechenregeln
Al > 0, A#0; |Al=0, A=0, (A.1.17)
leAl = |x|[|All, areell, (A.1.18)
IA+BI =< lIAI+IBI, (A.1.19)
IABI < lAIIlBI. (A.1.20)

A.2 Vektorraum, Unterraum, Rang einer Matrix

Ein n-dimensionaler Vektorraumt die Menge allen-dimensionalen Vektoren. Sind
u undv Vektoren in diesem Raum, dann gilt das auchdurundu+v, d. h. der
Vektorraum istabgeschlosseunnter der Vektoraddition und unter der Multiplikation
mit einem Skalat. Die Vektorenas, ay, ..., a sindlinear unabhéngigwenn

k
ZO{J' g #0 (A.2.1)
j=1
fir jede Wahl dery;, auBer flr; = ap = ... = ax = 0. Anderenfalls sind siéne-

ar abhangig Die maximale Anzahkm,ax von Vektoren, die linear unabhangig sein
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koénnen, ist gleich deDimensiondes Vektorraumes. Ein beliebiger Satz aus li-
near unabhangigen Vektoren ay, ..., a, bildet eineBasisdes Vektorraumes. Jeder
\ektor a laRt sich ald.inearkombinatioraus den Basisvektoren darstellen,

n
a=> o3 . (A.2.2)
j=1
Eine spezielle Basis ist

1 0 0

0 1 0
e=|0], =0, .., e&a=]|0 (A.2.3)

0 0 1

Diese Basisvektoren sirmtthonormiert d. h.
1, i=]j
0, i#]j

Die Komponentey des Vektorsa ist das Skalarprodukt voa mit dem Basisvektor
€,

€ € =djj = { (A.2.4)

a-g =g, (A.2.5)

vgl. (A.1.1), (A.1.9).

Furn < 3 lassen sich Vektoren geometrisch veranschaulichen. Ein Vakind
als Pfeil der Lange dargestellt. Die Basisvektoren (A.2.3) stehen senkrecht auf-
einander und haben die Lange Eins. Die senkrechten Projektionea aahdie
Richtungen der Basisvektoren sind die Komponenten (A.2.5), Bild A.1.

Eine Untermengd eines Vektorraums heil3t Unterraum wenn sie ihrerseits
unter Vektoraddition und Multiplikation mit einem Skalar abgeschlossen ist. Die
groRtmogliche Zahl linear unabhéangiger Vektorenrinst die Dimension vorir .

Das Produkt einem@ x n)-Matrix A mit einemn-Vektor a ist einm-Vektor b,

b= Aa. (A.2.6)

Die Beziehung (A.2.6) kann al&bbildungoder Transformationdes Vektorsa auf
den Vektorb aufgefal3t werden.

Der Spanreiner Menge von Vektorea, .. ., ax ist der Vektorraum, der die Menge
aller Linearkombinationen dieser Vektoren ist,

k
j=1
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BildA.1: Vektoraim System der
orthonormierten Basisvektoren, e.

Er hat eine Dimensiom < k. Der Spaltenraumeiner (m x n)-Matrix A ist der

Spann den Spaltenvektoren voA, in diesem Fall haben dia-Vektorenu die Form

u = Ax mit beliebigem-Vektorenx. Offenbar ist die Dimension des Spaltenraums

min(m, n). Entsprechend ist déteilenraumvon A der Spann dem Zeilenvektoren.
Der NullraumoderKernvon A besteht aus der Menge der Vektorerfur die

Ax=0. (A.2.8)

Spalten- und Zeilenraum einem(x n)-Matrix haben die gleiche Dimension. Sie
heiRtRangder Matrix. Eine {n x n)-Matrix hatvollen Rangfalls

Rang@) = min(m,n) , (A.2.9)

anderenfalls hat sigerminderten RangEine ( x n)-Matrix A mit Rang@®) < n
heil3tsingular.

Ein Vektora st orthogonal zu einem Unterrauimy wenn er orthogonal zu jedem
Vektort € T ist. (Triviales Beispiet =t;e; +t,6,, a=ae3, a-t =0.) Ein Unterraum
U ist orthogonal auf dem Unterrauiih, wenn fur jedes Paar von Vektorene U,

t e T gilt u-t =0. Die Menge aller Vektoren +t bildet einen VektorraunVv. Er
heil3tdirekte Summegon T undU:

V=T6eU. (A.2.10)
Fir seine Dimension gilt
dim(V) =dim(T)+dim(U) . (A.2.11)

Gilt (A.2.10), so sindT undU Unterraume vorV. Sie heil3erorthogonale Kom-
plementeT =U+, U =T+, IstT ein Unterraum vorS, so existiert stets das or-
thogonale Komplement+, derart dafS=T @ T+. Jeder Vektoa € S kann dann
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eindeutig in die Forna=t+ u zerlegt werden mite T undu € T+. Fir die Betrage
der Vektoren gilta? = t2 + u?.

Ist T ein (h— 1)-dimensionaler Unterraum eineglimensionalen Vektorraumés
und istsein fester Vektor ir5, so bildet die Menge aller Vektordn=s+t mitte T
eine f— 1)-dimensionalédyperebene Hn S. Ist H gegeben unti, ein beliebiger
fester Vektor inH, so istT die Menge aller Vektorehn=h—hg, h € H, Bild A.2. Ist
U ein Einheitsvektor in dem ztl orthogonalen eindimensionalen Unterralin=
H+, so hat das Skalarprodukt

U-h=d (A.2.12)

den gleichen Wert fir alla € H. Dabei istd der Abstand der Hyperebene vom
Ursprung 0, Bild A.3.

BildA.2: HyperebeneH in einem
zweidimensionalen Vektorraum.

)
A
) ,T=H"
h K
/
/—>
u
/i
> €, .
//0 BildA.3: Hyperebened und
/ H komplementarer eindimensionaler
) VektorraumT .

Zu gegebeneii und d definiert (A.2.12) eine Hyperebertd. Sie teilt denn-
dimensionalen Vektorraum in zwelfalbraume die aus der Menge der Vektoren
bestehen, fur di@-x < 0 bzw.T-x > 0 gilt.
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A.3 Orthogonale Transformationen

Nach (A.2.6) wird die Abbildung einas-Vektorsa auf einemn-Vektor b durch eine
quadratischern(x n)-Matrix bewirkt,b = Qa. Bleibt die L&nge (A.1.14) des Vektors
dabei unveréandert, spricht man von eionethogonalen Transformatiorfur sie gilt
b=abzw.b’>=a? d.h.
b'b=a"Q"Qa=a'"a,
also
Q'Q=1. (A.3.1)

Eine quadratische Matri®, die (A.3.1) erflllt, heiRbrthogonal

Es ist anschaulich klar, dal3 solche Transformationen orthogonal sind, bei denen
der transformierte Vektds durch eine raumlich Rotation und/oder Raumspiegelung
ausa hervorgeht. Wir betrachten einige fur die Anwendungen in diesem Anhang
wichtige orthogonale Transformationen.

A.3.1 Givens-Transformation

Die Givens-Rotatiomst eine Transformation, die nur die Komponenten in einer von
zwei orthogonalen Basisvektoren aufgespannten Ebene betrifft. Der Einfachheit hal-
ber betrachten wir zunachst nur 2-dimensionale Vektoren.

Ein Vektorv |aRt sich als

V= (vl) =v(§), c=cos? =vy/v, S=SsinY =v/v, (A.3.2)

darstellen. Eine Rotation um den Winkel? fuhrt den Vektorv in einen Vektor
V' = Gv Uber, dessen 2-Komponente verschwindet, Bild A.4a. Offenbar ist

(@) (b)

BildA.4: Anwendung der
Givens-Transformation auf den
Vektor v, durch den sie definiert
wird (a) und auf einen beliebigen
Vektoru (b).
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G:(_g i) v’:Gv:(S). (A.3.3)

Naturlich 1&Rt sich die durch den Vektedefinierte Transformation auch auf einen
beliebigen anderen Vektar anwenden, Bild A.4b. Im Dimensionen bewirkt die
Givens-Rotation eine Transformation

v—V =Gv,

so daf, = 0. Die Komponenten, = v,, £ # K, £ # i, bleiben unverandert, ung
wird so berechnet, daf die Lange des Vektors gleich bleibt,v. Offenbar ist

1 \ «~ 1
1
c S <«
1
G= . (A.3.4)
1
—s C < k
1
\ 1)

In praktischen Anwendungen wird allerdings die volle Matrix nicht bendtigt. Die
MethodeDatanMatrix.defineGivensTransformation definiert eine Gi-
vens-Transformation Uber die Eingabe der beiden Komponenies DatanMa—
trix.applyGivensTransformation wendet die so definierte Transforma-
tion auf zwei Komponenten eines anderen Vektors an. Die MetBadmnMa-—
trix.defineAndAppTlyGivensTransformation definiert eine Transfor-
mation und wendet sie auch unmittelbar auf den definierenden Vektor an.

A.3.2 Householder-Transformation

Die Givens-Rotation wird dazu benutzt, einen Vektor so zu transformieren, dal? eine
bestimmte Vektorkomponente verschwindet. Eine allgemeinere Transformation ist
die Householder-Transformatiorist
V1
V2
V= | (A.3.5)

Un
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der ursprungliche Vektor, so soll fir den transformierten Vektor gelten
()

Up_l
/
Up

1)
V=Hv=| "7 |. (A.3.6)

Vg—1

0

\ o)
Es sollen also die Komponentefy v;_ 4, ..., v, verschwinden. Die Gibrigen Kompo-
nenten sollen (mit Ausnahme vef) unverandert bleiben. Die Komponentgmul3
so verandert werden, dafls= v’ gilt. Wegen des Satzes von Pythagoras iné +1
Dimensionen gilt

oder

(A.3.7)

mit o = 1. Wir wahlen
o =Sign(p) . (A.3.8)

Wir konstruieren jetzt die MatridH aus (A.3.6). Dazu zerlegen wir den Vektor
in eine Summe

(0) (o)
vp_l
Up 0
0 v
Vevi v, va=| . |[Lve=] 0 (A.3.9)
0 Ve—1
Uy 0
\ o/ \ 0 )
Dabei liegtvy in dem Unterraum, der von den Basisvektosgney, €1, ..., €

aufgespannt wird, undy . in dem zu diesem orthogonalen Unterraum. Wir bilden
jetzt
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U=VH +0VvHEp (A.3.10)
und o™
uu
H=I,— 2 (A.3.11)

Zerlegen wir nun einen beliebigen Vektarin eine Summe aus Vektoren parallel
bzw. senkrecht zu,
a=aq +a;

mit T

uu u P

q=-_za= F(u-a):u(u-a), a =a—a,

so gilt

a]l = Ha” =-—q, a, = Ha, =a, .
Damit ist die Transformation als eine Spiegelung an dem Unterraum erkannt, der

senkrecht auf dem Vektar steht, Bild A.5. Man kann leicht nachrechnen, ddfR
tatsachlich die Transformation (A.3.6) bewirkt.

BildA.5: Der Vektorv wird mit
e \ einer Householder-Transformation
- \ so aufv’ abgebildet, daR, = 0.
\ Die Abbildung entspricht einer
\ Spiegelung an dem Unterrauth
\ der senkrecht auf dem Hilfsvektar
‘U steht.

Die Transformation ist durch Angabe des Vektarsollstandig gekennzeichnet.
Nach (A.3.10) gilt fiir die Komponenten dieses Vektogs= vy +ovy, Uy = vy,
Ugt1 = Vgt1, ..., Up = vy und u; = O flr alle anderen. Sind der Vektorv und
die Indizesp und ¢ gegeben, so muld nur, berechnet werden. Die in (A.3.11)
auftretende GroRe? berechnet sich dann zu

n n n
u? = u%—l—ZuiZ:(vp+ovH)2+Zvi‘2:v§+Zvi2—l—vﬁ—|—2<7vva
i=¢ i=¢ i=¢
= 2v,2_|+20vva:2vH(vH+ovp):2vHup.
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Wir kdnnen daher (A.3.11) in der Form schreiben
H=Il,—buu", b= (vyup)™t. (A.3.12)

Zur Berechnung eines transformierten Vektors

¢ =Hc
wird allerdings die MatrixH nicht explizit benétigt. Es geniigt die Kenntnis des
Vektorsu und der Konstanteh. Da sich aben von v nur im Elementu,, (und in
den verschwindenden Elementen) unterscheidet, gentigt es zunachst, ausgehend von
v, die GroReru, undb zu berechnen und bei der Anwendung der Transformation
zusatzlich die Elementg, vy, 1, ..., vy ZU benutzen, die zugleich die entsprechenden
Elemente voru sind.

Mit der MethodeDatanMatrix.defineHouseholderTransformation
wird eine Transformation definiert; mtatanMatrix.applyHouseholder-
Transformation wird sie auf einen Vektor angewandt.

A.3.3 Vorzeicheninversion

Wird in der Einheitsmatrix das Diagonaleleménptdurch—1 ersetzt, so erhalt man
eine symmetrische orthogonale Matrix

1

RO = 1

Anwendung auf den Vekta,
a =RVa,

kehrt das Vorzeichen des Elemeatsim und Iaf3t alle anderen Elemente ungeandert.
Offenbar istR() eine Householdermatrix, die die Spiegelung an dem Unterraum
bewirkt, der orthogonal auf dem Basisvek®rsteht. Das sieht man sofort durch
Einsetzen vow = g in (A.3.11).

A.3.4 Permutations-Transformation

Die (n x n)-Einheitsmatrix (A.1.10) I&R3t sich einfach als Anordnung der Basisvekto-
ren (A.2.3) in einer quadratischen Matrix schreiben,
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10 -0

0O1.---0
In:(eLeZ,---,en): :

00 .- 1

Sie ist offenbar orthogonal. Die orthogonale Transformatiaa- a |t den Vektor
a unverandert. Vertauschen wir jetzt zwei der Basisvekt@ramd e, so erhalten
wir die symmetrische orthogonale MatriX*. Als Beispiel geben wir sie fim = 4,
i=2,k=4an:

k)

Die Transformatiors’ = P(Ka bewirkt eine Vertauschung der Elemeteund ay.
Alle anderen Elemente bleiben unverandert,

(@) (@)

g; ak
a—= . , a/: P(ik)a: .
Ak g;

& ) & )

Multiplikation einer g x m)-Matrix A von links mit P(%) vertauscht die Zeilenund
k von A. Multiplikation einer (n x n)-Matrix A von rechts vertauscht die Spalten
undk. Ist D eine f x n)-Diagonalmatrix, so werden durch die Operation

D = P(ik)D P(ik)

die ElementeD;; und Dy, vertauscht.

A.4 Determinanten

Jeder i x n)-Matrix A kann eine Zahl zugeordnet werden, ilreterminantedetA.

Eine Determinante wird wie die zugehdrige Matrix als quadratische Anordnung der
Matrixelemente geschrieben, die allerdings von senkrechten Strichen eingefal3t ist.
Determinanten der Ordnung 2 und 3 sind durch
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detA:' A Aaz = A11A2 — A1An (A.4.1)
A1 Az
und
A Az A A11A22A33 — A11AAz
detA=| A1 Ax Az |= + A2AxAzr — AnArAsz; (A.4.2)
Azr Az Asz + AzA2iAzz — AizAnAsz
oder, anders zusammengefal3t,
A11(A22Az3 — Ax3Agz)
detA = — Ap(A2Asz — AxzAs) (A.4.3)
+ Aix(A21Az2 — AxAgz)
definiert. Eine allgemeine Determinante der Ordnangrd in der Form
Air A Aan
A A A
detA—| = % 2 (A.4.4)
Anl An2 Ann

geschrieben.

Der Kofaktor ATJ des Elementeg\; einer Matrix ist eine Determinante der Ord-
nung g — 1), die zu einer Matrix gehdort, welche man durch Léschen den Zeile
und j-ten Spalte der urspriinglichen Matrix erhalt, und die noch mit dem Vorzeichen

(—1)'*1 multipliziert wird,

A1 Ap Arj-1 Ajq A1n
Axr Ax A1 Agjqa Aon
Ai1}=(—1)i+j A_11 A1 A_1j-1 A_ijn Ai_1p |- (A45)
A1 A1z Aij-1 Agjn Ait1in
Anl An2 An,jfl An,j+l Ann

Determinanten hoéherer Ordnung kénnen als

Summe aller Elemente irgendeiner

Zeile oder Spalte, die mit ihren Kofaktoren multipliziert sind, geschrieben werden,

n
detA=) " AxAl =
k=1

n
Y AGAL
k=1

(A.4.6)

Man kann leicht zeigen, dal3 das Ergebnis unabh&ngig von der Wahl einer bestimm-
ten Zeilei oder Spaltg ist. Die Gl. (A.4.3) zeigt schon die Richtigkeit von (A.4.6)
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fur n = 3. Determinanten beliebiger Ordnung kénnen berechnet werden, indem man
sie nach Kofaktoren zerlegt und so zum Beispiel bis auf die zweite Ordnung zu-
rackfihrt. Eine singuléare Matrix, d. h. eine quadratische Matrix, deren Zeilen- bzw.
Spaltenvektoren nicht linear unabhéngig sind, hateerminante Null

Aus A kdonnen wir eine weitere Matrix konstruieren, indem wir jedes Element
ij durch den Kofaktor des Elemenijs ersetzen. Auf diese Weise erhalten wir die
adjungierte Matrixvon A,

+ + +
A%l A%l . e A?l
A A
A= % Pz | (A.4.7)
IR
Aln A2n Artn

Fur Determinanten gelten die Rechenregeln

detA = detAT, (A.4.8)
detAB = detAdetB. (A.4.9)
Fur eine orthogonale Matri® gilt Q Q" =1, also

detl = 1=detQdetQ

und damit
detQ=41. (A.4.10)

A.5 Matrixgleichungen. Kleinste Quadrate

Ein System ausn linearen Gleichungen mit Unbekannterxy, x», ..., X, hat die
allgemeine Form
apXy+agoXe+ - +amxn—b1 =0,
?21X1+a22X2+"'+a2an_b2:O’ (A5.1)
Am1X1 + amaX2 + - -+ + 8mnXn — b =0
oder in Matrixschreibweise
Ax—b=0. (A.5.2)
Bei der Suche nach Ldsungendieser Gleichung muissen wir verschiedene Falle
unterscheiden, die sich durch Angabe vom und

k = Rang@)

kennzeichnen lassen.
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Der Vektor Ax liegt im Spaltenraum vor, derk Dimensionen besitzt. Dia ein
m-Vektor ist, kann die Gleichung im allgemeinen nur erfillt sein, wknram ist,
also furk = n=mund furk =m < n, da jak < min(m,n). Firk =n=mliegenn un-
abhangige Gleichungen (A.5.1) nmtUnbekannten vor, die eirgindeutige Losung
haben. Isk = m < n, so gibt es beliebig viela-Vektorenx, die auf derm-Vektor
Ax = b abgebildet werden kdnnen, so dal3 (A.5.2) erfillt ist. Das Gleichungssystem
ist unterbestimmtDie Losung ist nicht eindeutig.

Fur k = Rang@) # m gibt es im allgemeinen keine Lésung von (A.5.2). Wir
suchen dann einen solchen Vekigifir den die linke Seite von (A.5.2) ein Vektor
minimaler Euklidischer Lange ist, ersetzen also (A.5.2) durch

r2=(Ax—b)?=min, (A.5.3)

d. h. wir suchen einen Vekt&r, dessen AbbildungdX sich mdglichst wenig voib
unterscheidet.

Nur fir k = Rang(@) = n gibt es zu gegebenem-Vektor ¢ nur einem-Vektor x,
so dalRAx = c. Also gibt es nur flik = n eine eindeutige Losurijy Damit existiert
fir Rang@A) = n undm > n eineeindeutige Losung von (A.5.3). Firn = m ist
r=0.

Die Beziehung (A.5.3) wird oft auch einfach in der Form

AX—b~0 (A.5.4)

oder gar, nicht ganz korrekt, in der Form (A.5.2) geschrieben. Man bezeichnet den
LésungsvektoK als Losung von (A.5.4) nach kleinsten Quadratender Tafel A.1

sind noch einmal die verschiedenen Falle aufgelistet, die sich aus unterschiedlichen
Relationen vorm, n undk ergeben.

Tafel A.1: Lésungsverhalten von (A.5.3) fur verschiedene Félle. Bd i die Zeilenzahln die
Spaltenzahl uné der Rang der MatriA.

Fall Rang(@) | Residuum| Lésung eindeutig
la | m=n k=n r=0 ja

1b k<n r>0 nein

2a | m>n K=n r>0 ja

2b k<n r>0 nein

3a |m<n K=m r=0 nein

3b k<m r>0 nein

Wir wollen jetzt die Feststellungen dieses Abschnitts im Hinblick auf die Lésung
von (A.5.4) starker formalisieren.
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Satz Uber die orthogonale Zerlegung einer Matrix: Jede (n x
n)-Matrix A vom Rangk kann mit Hilfe einer orthogonalem(x m)-
Matrix H und einer orthogonalem (x n)-Matrix K in der Form

A=HRK' (A.5.5)

geschrieben werden. Dabei Rteine (n x n)-Matrix der Form

Ry O
R:( 011 o) (A.5.6)

und Ry; eine K x k)-Matrix vom Rangk.

Einsetzen von (A.5.5) in (A.5.4) und Multiplikation von links nit" fuhrt auf

RK'x~HTb. (A.5.7)
Wir definieren
k
HTb = g 91) ) A5.8
d ( g / Jm—Kk ( )
und )
K'x=p=( P ) } , A5.9
g < p, / In—k ( )
so dal3 (A.5.7) die Form
Rp~g (A.5.10)

annimmt. Sie zerfallt wegen (A.5.6) in die beiden unabhangigen Beziehungen
Ri1p; =0, (A.5.11)

und
0-p,~0,. (A.5.12)

Falls m = k und/odem = k, so fehlen die entsprechenden unteren Teilvektoren in
(A.5.8) und/oder (A.5.9) und die entsprechenden Untermatrizen in (A.5.6). Da in
(A.5.11) Ry; eine K x k)-Matrix vom Rangk undp, undg, k-Vektoren sind, gibt es
einen Losungsvektds,, der das Gleichheitszeichen erfillt. Wegen der Nullmatrix
auf der linken Seite von (A.5.12) I&R3t sich aus dieser Beziehung keine Aussage uber
p, gewinnen.

Satz Uber die Losungen vonAx ~ b: Ist p; der eindeutige L6-
sungsvektor von (A.5.11), so gilt
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(i) Alle Losungen von (A.5.3) haben die Form

=K P1
R =K ( 5 > (A.5.13)

Dabei istp, ein beliebiger f — k)-Vektor, d. h. die Lésung ist
eindeutig furk = n. Allerdings gibt es immer eineindeutige
Lésung minimalen Betrages

X =K ( %1 ) . (A.5.14)
(i) Alle Lésungenx haben den gleichen Residuen-Vektor

f=b— AR = H( 0 ) (A.5.15)
(7]

vom Betrag = g, =|0,|. Das Residuum verschwindet fkie= m.

Die AufgabeAx =~ b sollte immer mit Hilfe orthogonaler Zerlegungen, am besten
mit der Singularwertzerlegung und Singularwertanalyse, bearbeitet werden, vgl. Ab-
schnitte A.12 und A.13. Die Ergebnisse sind numerisch mindestens so genau wie die
mit anderen Methoden gewonnenen, oft aber genauer, vgl. Abschnitt A.13, Beispiel
A4,

Wir geben trotzdem auch noch kurz die Methode Mermalgleichungemn. Sie
ist im Vergleich zur orthogonalen Zerlegung sehr durchsichtig und fehlt daher in
keinem Lehrbuch.

Wir betrachten das Quadrat (A.5.3) des Residuenvektors,

r2 = (Ax b)T(Ax b)—xTATAx 2bTAx+bTb

- ZZZA'JA”Xlxl ZZZb.A,x, +Zb2

i=1j=11=1 i=1j=1
Die Forderung ? = min fiihrt auf

an—ZZZA.kA.|x| ZZb.A.k_O k=1,.

i=11=1

Diesen linearen Gleichungen hei3en Normalgleichungen. Sie kdnnen zu einer Ma-
trixgleichung zusammengefal3t werden,

ATAx= ATh. (A.5.16)

Es handelt sich um ein System varGleichungen mih Unbekannten. Sind die
Gleichungen linear unabh&ngig, so hat diex(n)-Matrix (AT A) den vollen Rangy,
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sie ist nicht singular. Nach Abschnitt A.6 existiert dann die InverseA)~1, so daR
(ATA)"L(ATA) = | . Damit ist

X=(ATA)1ATh (A.5.17)

die gesuchte Losung von (A.5.3). Diese einfache Vorschrift wird jedoch nutzlos,
wennA' A singular oder nahezu singular wird, vgl. Beispiel A.4 im Abschnitt A.13.

A.6 Inverse Matrix

Zu jeder nichtsingularem(x n)-Matrix A ist dieinverse Matrix A* durch
AAt=1,=A1A (A.6.1)

definiert. Sie ist ebenfalls eina & n)-Matrix.
Ist A= bekannt, so ist die Losung der Matrixgleichung

Ax=Db (A.6.2)
einfach durch
x=A"1b (A.6.3)

gegeben. Wie wir zeigen werden, existiert allerdingst nur fiir nichtsingulare
guadratische Matrizen, so dal3 (A.6.3) nur den Fall 1a der Tafel A.1 I6st.

Um A~ zu bestimmen, setzen wik—! = X und bezeichnen die Spaltenvektoren
von X mit Xy, X2, ..., Xp. Damit zerfallt (A.6.1) inn Gleichungen,

A =6, i=12..n. (A.6.4)

Die rechten Seiten sind die Basisvektoren (A.2.3). Fur denr=all schreiben wir
das System (A.6.4) auf verschiedene aquivalente Weisen, namlich

Arg A12><X11> <1) <A11 A12>(X12) (0>
_ | — AB5
( Az Az X21 0 Ar1 Az X22 1 ( )

bzw.
(All A12)< X11 X12>=(1 0)
A1 Az X1 Xa2 01
oder als System von 4 Gleichungen mit 4 Unbekannten,

A1 X1+ ApXo1 =1,
A1 X114+ Ao X1 =0,
A11 X120+ A1 X220 =0,
Ao1 X104+ AppXop=1.

(A.6.6)
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Durch Elimination und Substitution finden wir leicht

Az
X111 =
A11A2— A1pAx
— A1
X2 = , A.6.7
! A11A2— A1pAx ( )
—A
Xo1 = 2 ,
A11A2 — A1pAx
A
Xy — 11

oder — in Matrixschreibweise —

1 A —A
X=Al=o_—_ 22 2 A.6.8
detA< —Az An ( )

Die Matrix auf der rechten Seite ist die Adjungierte der urspringlichen Matrix, d. h.

1 AT
detA ’

Man kann zeigen, dalR diese Beziehung fur quadratische Matrizen beliebiger Ord-
nung gilt. Aus (A.6.9) ist offensichtlich, daf} die Inverse einer singularen Matrix,
d. h. einer Matrix mit verschwindender Determinante, unbestimmt ist.

Tatsachlich wird in der Praxis die inverse Matrix nicht aus (A.6.9) berechnet, son-
dern wie in unserem Beispiel der ¥2)-Matrix durch Elimination und Substitution
aus dem System (A.6.4). Es besteht ai&itzen der Form

(A.6.9)

AX = b (A.6.10)

von jeweilsn Gleichungen mitn Unbekannten. Dabei isA eine nichtsingulare

(n x n)-Matrix. Wir geben daher zunachst Lésungsalgorithmen von (A.6.10) fir qua-
dratische nichtsingularé an, werden aber spater diese Einschrankund dallen
lassen.

A.7 Gauldscher Algorithmus

Wir schreiben (A.6.10) fur einen(x n)-Matrix A in Komponenten,
A11X1+ AroXo 4+ -+ AnXn = by,
.Alel + AzoXa+ -+ -+ AgnXn = b2, (A7)

AniX1+ AnoXo + - - + AnpXn = b,
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und I6sen das System nach d&aul3schen Algorithmu®azu definieren win — 1
Multiplikatoren

mii=—, 1 =2,3,...,n, (A.7.2)
multiplizieren die erste Gleichung mih,; und subtrahieren sie von der zweiten,

multiplizieren dann die erste Gleichung mig; und subtrahieren sie von der dritten
usw. Wir erhalten das System

A%, + Ao+ 4+ APx, =bY,
Ao+ -+ ADx, = b, (A.7.3)

A2t A = b2

in welchem die Unbekannte aus allen Gleichungen, aul3er der ersten, verschwun-

den ist. Die Koeffizienter\?, b’® sind durch

AD = AD —m AD | 5 = b® — my b

gegeben. Das Verfahren wird nun mit den letzten 1 Gleichungen wiederholt,
indem man @
Nz 3,4,

m|2:—2, ..,n,
A

definiert, die zweite Gleichung des Systems (A.7.3) mit dem entsprechemden
multipliziert und sie dann von der dritten, vierten,, n-ten Gleichung subtrahiert.
Im k-ten Schritt des Verfahrens werden die Multiplikatoren

A
mik=A—'< i =k+1,k+2,...,n, (A.7.4)

benutzt und die neuen Koeffizienten
A(k+1) Al(k) Mik (k) b(k+1) b(k) ikb|((k) (A.7.5)

berechnet. Nach — 1 Schritten hat man das folgendestaffelte Gleichungssystem
hergestellt:
At Aot A = ),
A x +o4+ AX, = by,
2n 70 . (A.7.6)
ADXy = b

Die letzte Gleichung enthalt nur nocj. Durch Einsetzen in die nachsthéhere
Gleichung erhélt mawr,_1, im allgemeinen also
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1 o) <= A .
m:—m{w%—EjAyw},uzmn—L”ql. (A.7.7)
Aii {=i+1

Man sollte beachten, daR die Veranderung der Elemente der Matiight von der
rechten Seité abhangt. Man kann also mehrere Systeme mit verschiedenen rechten
Seiten gleichzeitig reduzieren, d. h., anstelle vah= b kann man sozusagen in
einem Zuge das allgemeinere System

AX=B (A.7.8)
I6sen.

Beispiel A.1: Inversion einer (3 3)-Matrix

Als Zahlenbeispiel betrachten wir die Inversion eine(3)-Matrix, d. h.B = 1.
Die einzelnen Rechnungen fiir das Beispiel

1 2 3
21 -2 | X=I
11 2

sind in Tafel A.2 ausgefihrt. Das Ergebnis ist

-4 17
x=z( 6 1-8].m
-1 -1 3

Verfolgt man die einzelnen Schritte der Rechnung so sieht man, dal3 an zwei
Stellen Divisionen durchgeftihrt werden, namlich in den Gleichungen (A.7.4) und
(A.7.7). Der Divisor ist in beiden Fallen ein Koeffizient

d. h. der obere linke Koeffizient des Systems, der sogend&inde(Angelpunkt) fur

den Schritti — 1 des Reduktionsprozesses. Unser Verfahren versagt, wenn dieser
Koeffizient gleich Null ist. In einem solchen Fall kann man einfachidie Zeile

des Systems mit irgend einer unteren Zeile vertauschen, deren erster Koeffizient von
Null verschieden ist. Das Gleichungssystem selbst wird natirlich durch den Aus-
tausch zweier Gleichungen nicht verandert. Das Verfahren versagt dann nur noch,
wenn alle Koeffizienten einer Spalte gleichzeitig verschwinden. In diesem Fall ist je-
doch die MatrixA singulér, und es existiert keine Lésung. In der Praxis (zumindest
bei Benutzung von Rechenanlagen, wo die zusatzliche Arbeit vernachlassigbar ist)
ist es vorteilhaft, einen solchen Austausch der Gleichungen immer dann durchzufih-
ren, wenn der Pivot nicht der gréf3te Koeffizient (dem Betrage nach) in der ersten
Spalte des reduzierten Systems ist. Man hat es dann immer mit dem zahlenmafig
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Tafel A.2: Anwendung des Gaul3schen Algorithmus auf Beispiel A.1.

Reduktion
| Matrix A | Matrix B | Multiplikator

1 2 3] 1 0 0 -
Schritt0| 2 1 -2 0 1 0 2
1 1 2 0 0 1 1
-3 8| -2 1 0 -
Schritt1| -1 -1|-1 0 1 :
Schritt 2 21 -2 -1 1 -
Wiedereinsetzen
j=1
Xsj | —5
oy | —-2-8x b=
X1j 1—2)(%4—3x%:—f31
j=2
Xsj | —3
o | —30-9 =1
X1 —2x%+3x%:%
j=3
X3 | &
Xoj | —3(0+8x ) =-8
X1 ZXE—BX%Z%

grofRtmaglichen Nenner zu tun. Auf diese Weise werden Rundungsfehler besonders
klein gehalten. Das Verfahren heiBaul3scher Algorithmus mit Pivotisierung

Nach diesem Verfahren I6st die MethobatanMatrix.matrixEquation
die Gleichung A.7.8. Auf die gleiche Weise bestimmt die Methbde&anMa-—
trix.inverse die inverse einer quadratischen, nichtsingularen Matrix.
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A.8 LR-Zerlegung

Fur die durch den Gaul3schen Algorithmus transformierten Elemﬁﬂﬁe vgl.
(A.7.6), gilt oberhalb und auf der Hauptdiagonalen

AP =AT = =A) <], (A.8.1)

und unterhalb _
AV=AlY= =Al"=0,i>]. (A.8.2)

Die Transformation (A.7.5) wird also nur flk = 1,2,...,r durchgefuhrt mitr =
min(i —1,j),
AN = AL —my A (A.8.3)

Summation Ubek ergibt

r r

r
(k+1) (k) (r+1) (k)
DAY AV =ATT A == miA .
k=1

k=1 k=1

Damit lassen sich die Elemenpé-l) = Ajj der urspriinglichen Matri) in der Form

= A(I Zk 1m|kAS()’ [ = J )
0 (A.8.4)
Au —0+Zk 1mlkAkJ c >,

schreiben. Beachten wir, daf3 die Multiplikatorerk bisher nur fin > k definiert
wurden, so kbnnen wir noch

mi=1, i =1,2,...,n

setzen und die beiden Beziehungen (A.8.4) zu einer zusammenfassen,
ZmlkAkJ ) 15'71 Eny p:mln(I,J)

Die Gleichung zeigt direkt, dal? die Matrisich als Produkt zweier Matrizenund
R darstellen laft. Dabei idt eine untere undR eine obere Dreiecksmatrix:

A=LR, (A.8.5)
/mll
Mp1  Mgy2
I_ = . ' 1mii:1;
\mnl Mp2 ... Mpp
/rll ry ... rn A(lll) A(llz) A(li)
A I - e
\ Mhn A
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Das urspringliche Gleichungssystem (A.6.10)
Ax=LRx=Db
ist damit aquivalent zu zwei gestaffelten Gleichungssystemen
Ly=b, Rx=y.

Statt auf die Formeln des Abschnitts A.7 zurtickzugreifen, kdnnen wir die Ele-
mente vonL und R direkt aus (A.8.5) berechnen. Wir erhalten die Vorschrift

rkj — Akj —le;imkgrgj s ] :k,k+1,...,n

M = <Aik —Z'E;imiew)/rkk, i —K+1l...n k=1,...,n, (A.8.6)
d. h. furk = 1 berechnet man die erste Zeile vBr(die gleich der ersten Zeile von
A) ist und die erste Spalte vdn, fur k = 2 die zweite Zeile vorR und die zweite
Spalte vonL. In einem Computerprogramm konnen die Elemente Ramd L die
Speicherplatze der urspriinglichen Matfxmit den gleichen Indizes tberschreiben,
weil bei der Berechnung vory; nur das Elemenfy; bendtigt wird, sowie solche
Elemente vorR und L, die nach der Vorschrift (A.8.6) schon vorliegen. Entspre-
chendes gilt fur die Berechnung vamy.

Der Algorithmus (A.8.6) heil3tR-Zerlegung nach DoolittleDurch Pivotisierung
erganzt ist dieser offenbar vollig dquivalent zum Gaufl3schen Algorithmus.

A.9 Cholesky-Zerlegung

Ist A eine reelle symmetrische positiv definite Matrix, vgl. Abschnitt A.11, so kann
sie eindeutig in
A=UTU (A.9.1)

zerlegt werden. Dabei i4f eine obere reelle Dreiecksmatrix mit positiven Diago-
nalelementen. Dien(x n)-Matrix A hat die fur die Glltigkeit von (A.9.1) geforderte
Eigenschaft insbesondere dann, wenn sie gleich dem Produkt einer beliebigen reel-
len (n x m)-Matrix B (mit m > n und vollem Rang) mit ihrer Transponiert& ist,
A=BB.

Zur Bestimmung voitd fihren wir zunéchst die LR-Zerlegung nach Doolittle aus,
definieren eine Diagonalmatr®, deren Diagonalelemente gleich denen W®sind,

D :diag(rll,rzz,...,rnn) , (A.9.2)

und fihren die Matrizen
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D! =diagl o o (A.9.3)
und
D2 =diagf,/% 15" % . (A.9.4)

nn

ein. Wir kdnnen dann schreiben
A=LR=LDD'R=LDR, R=D!R. (A.9.5)

Wegen der vorausgesetzten Symmetrie ist

A=A"=(R)'DLT. (A.9.6)
Vergleich mit (A.9.5) ergibL™T = R, also

L=R"D.

Mit

U=DY2R=DY2LT (A.9.7)
wird in der Tat (A.9.1) erfillt. Die Beziehung (A.9.7) bedeutet fur die Elemeite

vonU

1/ 1/2

-1/2
Uij = -~ i =i Mi
Damit konnen die undm zugunsten deu aus (A.8.6) eliminiert werden, und wir

erhalten mit

k1 1/2

Ukk = (Akk — 2 =1 U%k)

k=1,...,n

Ukj = (Akj — le;%uzkl.lgo /Ukk, j=k+1,...,n
den Algorithmus fir dieCholesky-Zerlegunginer reellen positiv definiten symme-
trischen MatrixA. Da fur solche Matrizen alle Diagonalelemente von Null verschie-
den sind, ist grundsatzlich keine Pivotisierung erforderlich. Man kann zeigen, dal3
sie auch keinen Gewinn an numerischer Genauigkeit brachte. Die Mebraéde
tanMatrix.choleskyDecomposition fuhrt die Cholesky-Zerlegung einer
symmetrischen positiv definiten quadratischen Matrix aus.

Positiv definit symmetrische Matrizen spielen als Gewichts- und Kovarianzmatri-
zen in Aufgaben der kleinsten Quadrate eine grol3e Rolle. Dabei wird oft sowohl die
Cholesky-Zerlegungh = UTU als auch die Multiplikation votJ mit einer Matrix
bendtigt. Es erspart Rechenaufwand, wenn man fiir diese Multiplikation die Metho-
deDatanMatrix.choleskyMultiply verwendet, die die Dreiecksform von
U berucksichtigt.

Von besonderem Interesse ist die Inversion einer symmetrischen positiv definiten
(n x n)-Matrix A. Dazu I6sen wir dien Matrixgleichungen (A.6.4) nach vorheriger
Cholesky-Zerlegung Vo,
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Axi=UTUx; =UTy, =g, i=1,..,n. (A.9.8)

Wir bezeichnen dig-te Komponente der drei Vektoreq, y; und e mit X, Yie
unde,. Offenbar giltx;, = (A1), unde, = 8¢, denng, ist das Elementi (¢) der
Einheitsmatrix.

Wir bestimmen nun zunachst dyg durchVorwarts-EinsetzenAus (A.9.8) folgt
direkt

¢
ZUkzyik =€¢ =i,

k=1
d. h.

UiYin = i1,
Uyt +UxVio = b2,

und damit

Yir = &1/Un,

' 1 -1
Yie = U_M<5ie—zukldyik>-

k=1

Da abers;, = 0 furi # ¢ gilt, vereinfachen sich diese Ausdriucke zu

Vie = O,(Z<i,
1

-1
Yie = U—U<5iz—ZUkEYik> , >0

k=i

Wir kbnnen jetzt die;, durchRuckwarts-Einsetzestery;, in
Uxi =Y;
bzw.
n
> UnXik = Yie
k=¢
oder

Ui1Xi1 +UiXi2+ - +UinXin = Vi1,
UgoXio+---+UxXin = Viz2,

UnnXin = Vin
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gewinnen und erhalten

Xin = yin/Unn )

1 n
Xig = U_M<W_ > Uszik) :

k=¢+1

Berechnen wir nur dig;j, fir £ > i, so treten beim Riuckwartseinsetzen nur Elemente
yie fUr £ > i auf, also nur nichtverschwindengg. Die verschwindenden Elemente
yi¢ brauchen daher gar nicht gespeichert zu werden. Die Elementér ¢ < i
folgen einfach aus der Symmetrie der urspriinglichen Matrpa X; .

In der MethodeDatanMatrix.choleskyInversion wird zunachst die
Cholesky-Zerlegung vor\ vorgenommen. Anschlie3end werden in einer Schleife
die verschiedenen rechten Seitgni = 1,...,n, von (A.9.8) behandelt. Als Ergeb-
nis eines Schleifendurchlaufs erhalt man die Elemeanptex; n—1, ..., Xi der Zeile
i. Sie werden in den gleichstelligen Elementen der Ausgangsnfatibgelegt. Die
Elemente des Vektong die nur als Zwischenergebnisse bendtigt werden, kdnnen in
der letzten Zeile vorA gespeichert werden. Zum Abschlul? werden die Elemente
unterhalb der Hauptdiagonalen durch Kopien ihrer Spiegelbilder aufgefullt.

A.10 Pseudoinverse Matrix

Wir kehren jetzt zurtick zur Aufgabe des Abschnitts A.5, der Lésung der Gleichung
(A.5.4)
Ax~b (A.10.1)

fur eine beliebiger x n)-Matrix A vom Rangk. Nach (A.5.14) ist die eindeutige
Lésung minimaler Lange
& P1
=K :
§ (0)

Der Vektorp, ist die Losung der Gleichung (A.5.11) und damit
p1= R1_1191 ,

weil Ry nichtsingular ist. Wegen (A.5.8) ist schlielich

-1
X =K < Rcl)l g ) H'b. (A.10.2)

In Analogie zu (A.6.3) schreiben wir
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X=A"b (A.10.3)
und nennen dien(x m)-Matrix
Ry O
+ _ 11 T
At =K ( o o ) H (A.10.4)

die Pseudoinversder (m x n)-Matrix A.

Die Matrix At ist eindeutig durchA gegeben und hangt nicht von der speziellen
orthogonalen Zerlegung (A.5.5) ab. Das sieht man sofort ein, wenn maafrmit
A'e denj-ten Spaltenvektor voAt bezeichnetg; ist derj-te Spaltenvektor den-
dimensionalen Einheitsmatrix. Nach (A.10.3) ist aberafedie Lésung minimaler
Lange der Gleichun@\a;r = g und damit eindeutig.

A.11 Eigenwerte und Eigenvektoren

Ist die Eigenwertgleichung
GXx = AX (A.11.1)

fur die (n x n)-Matrix G erfillt, so heil3en der SkalarEigenwertund dem-Vektor
x Eigenvektovon G. Offenbar ist der Eigenvektornur bis auf einen willkirlichen
Faktor bestimmt. Man kann diesen Faktor so wéahlen,|ggf 1.

Wir betrachten zunachst den besonders einfachen FallGaafe Diagonalmatrix
mit nichtnegativen Diagonalelementen ist,

st
2
G=S's=%= %2 . , (A.11.2)
i

die als Produkt einer beliebigen Diagonalmat&xnit sich selbst aufgefal3t werden
kann,

S= . . (A.11.3)

S

Zur Eigenwertgleichun@?x = Ax gehdren dann offenbar d& = ; als Eigenwerte
und die Basisvektorexy = g als normierte Eigenvektoren.
An die Stelle vonS setzen wir jetzt

A=USV' (A.11.4)
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mit orthogonalen Matrizeld undV und
G=ATA=V S sSV'. (A.11.5)
Die Eigenwertgleichung vo@® schreiben wir in der Form
GXx = AX (A.11.6)

bzw.
VS SVix=ax.

Multiplikation von links mitV' T,
S'SVix=AVTx,

und Vergleich mit (A.11.1), (A.11.2) zeigt, da® die gleichen Eigenwertg; = s?
besitzt wieS?, jedoch die orthogonal transformierten Eigenvektoren

xi=€ =Ve. (A.11.7)

Die Auffindung der Eigenwerte und Eigenvektoren v@nist offenbar gelungen,
wenn die orthogonale Matri¥ bekannt ist, dies in eine Diagonalmatrix transfor-
miert,

VIGV=5's=¢%. (A.11.8)

Die Transformation (A.11.8) wird aldauptachsentransformatidrezeichnet. Die
Bezeichnung wird durch die Betrachtung der Gleichung

r'Gr=1 (A.11.9)

deutlich. Wir interessieren uns fur den geometrischen Ort aller Pundtie (A.11.9)
erfillen.
Fur den Vektor gelten die beiden vollig Aquivalenten Darstellungen

r=>Y re (A.11.10)

und

r=>y rg (A.11.11)

mit den Komponentem; bzw. r{ bezuglich der Basisvektores bzw. €. Mit der
Darstellung (A.11.11) und unter Benutzung von (A.11.5) und (A.11.7) erhalten wir

1 = rTGr=r'vs&VTr =) (/) VSVT) (r/€)
i j

= Y (gVHIVVTY (r/ve) =D (/N (r]e)
i j i j
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und schlieBlich N n
Zrifzsz _ Zri/z/aiZ —1. (A.11.12)
i=1 i=1

Das ist offenbar die Gleichung eines Ellipsoidsiibimensionen, dessen Halbach-
sen die Richtungeq und die Betrage

a = 1 (A.11.13)
S
haben. Diese Vektoren
a=€/s=Vea/s (A.11.14)
sind dieHauptachsemles Ellipsoids. Sie haben die Richtung der Eigenvektoren von

G. lhre Langerg; = 1/\/§ sind durch die Eigenwert bestimmt.
Die Matrix
C=Gl=(ATA1=Vv(H VT

hat offenbar die gleichen Eigenvektoren wie jedoch die Eigenwerte/. Die
Langen der Halbachsen des oben beschriebenen Ellipsoids sind dann direkt gleich
den Wurzeln der Eigenwerte véh

Die Matrix C heif3t die zuA gehérendeingewichtete Kovarianzmatrigas Ellip-
soid ist dasingewichtete Kovarianzellipsaid

Es ist zu beachten, dalR wir alle Betrachtungen nur fir Matrizen vom Typ (A.11.5)
durchgefiihrt haben, die durch ihre Konstruktion symmetrischnicicknegativ de-
finit sind, d. h. reelle, nichtnegative Eigenwerte besitzen. Ellipsoide mit endlichen
Halbachsen erhalt man nur fipositiv definiteMatrizen. Tritt derselbe Eigenwert
mehrfach auf, so hat das Ellipsoid mehrere Hauptachsen gleicher Léange. Es besteht
dann eine gewisse Willkir bei der Bestimmung der Hauptachsen. Man kann sie je-
doch immer so wahlen, daf? alle Hauptachsen orthogonal aufeinander stehen.

Bisher haben wir keinen konstruktiven Weg zu Auffindung der Eigenwerte ange-
geben. Die Eigenwertgleichung lautek = Ax oder

(G—2l)x=0. (A.11.15)

Diese Bezeichnung kann als lineares Gleichungssystem zur Bestimmumngubn
gefaldt werden, dessen rechte Seite der Nullvektor ist. Entsprechend (A.6.5) und
(A.6.9) gibt es eine nichttriviale Lésung nur fur

detG—21)=0. (A.11.16)

Das ist diecharakteristische Gleichurur Bestimmung der Eigenwerte vaa Fir
n = 2 lautet sie

Ju—4A ¢

12
= —A —A)— =0
G1 Goa— A (911 —2)(G22 — A) — 912021
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und hat die Losungen

_ Ou1+02
2

(011 — 922)?

+ \/ 012021+ 2

A1,2

Ist, wie bisher vorausgesetf, symmetrisch, d. hg,» = g1, S0 sind die Eigenwerte
reell. IstG positiv definit, so sind sie positiv.

Die charakteristische Gleichung einarx n)-Matrix hatn Losungen. Allerdings
werden firn > 2 die Eigenwerte in der Praxis tatsachlich nicht tGber die charakte-
ristische Gleichung gefunden, sondern mit iterativen Verfahren, etwa der Singular-
wertzerlegung, Abschnitt A.12.

A.12 Singularwertzerlegung

Wir betrachten jetzt eine spezielle orthogonale Zerlegungrder 1f)-Matrix A,
A=USV'. (A.12.1)

Wir setzen hier und in den Abschnitten A.13 und A.14 voraus,rdafdn. Ist diese
Voraussetzung nicht erfillt, so kann man die Matfxeinfach um weitere Zeilen
erganzen, deren samtliche Elemente Null sind, bisxsteilen hat, so dafgh = n.
Die Zerlegung (A.12.1) ist ein besonderer Fall der Zerlegung (A.5.5). Die ()-
Matrix S, die an die Stelle vom tritt, hat die spezielle Gestalt

D 0
sz<0 o)’ (A.12.2)

und D ist eine k x k)-Diagonalmatrix mitkk = Rang(®). Die Diagonalelemente von
S heiRenSingularwertevon A. Hat A vollen Rang, so isk = n und alles # 0. Fur
verminderten Rang§ < nists = 0 furi > k. Weiter unten werden wir sehen, daf3
U undV so bestimmt werden kdnnen, daf3 alepositiv und in nichtansteigender
Folge geordnet sind,

SI>H>... >, (A.12.3)

Die Singularwerte vo\ haben eine sehr einfache Bedeutung. Aus Abschnitt A.11
ergibt sich namlich unmittelbar, dal3 dsedie Quadratwurzeln der Eigenwerte von
G = ATA sind. Damit sind die Halbachsen des Kovarianzellipsoids Gogerade
a = 1/s. Ist G singular, so hatA den verminderten Rank < n, und dien —

k Singularwertes.,1, ..., Sy verschwinden. In diesem Fall verschwindet auch die
Determinante

detG = detU detS” detV = detS? = sis3--- 2. (A.12.4)
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Mit den Ersetzungeid — U, K - V, R— S, Ry; — D erhalten wir aus Ab-
schnitt A.5

Ax=USV'xxb, (A.12.5)
SVix~UTb. (A.12.6)
Mit
k g b}k
Vix=p= pl) } , UTb= =( 1> A12.7
P ( P2 } n—Kk g 7] } m—k ( )
ergibt sich
Sp=g, (A.12.8)
also
Dpl = gl (A.12.9)
und
0-p,=0, (A.12.10)
mit den Losungen
p,=D""g,, (A.12.11)

also
pg:gg/sg, f=1,2,...,k,

undp, beliebig. Die Lésung minimalen Betrages ist

%=V ( %1 ) . (A.12.12)
Der Residuenvektor hat die Form
r:b—AS(:U(é)) (A.12.13)
2

und den Betrag

m 1/2
r =g, = ( > gf) . (A.12.14)

i=k+1

A.13 Singularwertanalyse

Der Rangk der Matrix A spielt eine entscheidende Rolle fur die LOsungen der Bezie-
hung Ax ~ b. Dabei istk durch den Ubergang von endlichen zu verschwindenden
Singularwerten gekennzeichnet, > 0, s¢;1 = 0. Wie ist nun der Fall eines sehr
kleinen Wertes voms, zu beurteilen, alsec < ¢ zu vorgegebener kleiner ZafP
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Beispiel A.2: Nahezu verschwindender Singuléarwert

Als einfachstes Beispiel betrachten wir den Fal=n=2,U =V = |. Dann ist
Ax=USVix=sx=( 2 O ) ()P _p, (A.13.1)
0 % X2 07}
also
X1=b1/51, X2=b2/SQ. (A132)

Lassen wir nun in (A.13.2% — 0 gehen, so gehk,| — oco. Ein auf den ersten
Blick vdllig anderes Bild ergibt sich, wenn man direkt in (A.13s})= 0 setzt. Man
erhalt

$X1=Db;, 0-xXo=h,. (A.13.3)

Damit istx; = by /s; wie in (A.13.2), jedoctx; ist vollig unbestimmt. Die Lésung
X minimalen Betrages erhalten wir, indem wir= 0 setzen. Was ist nun ,richtig“,
X2 = oo oderx, = 0? Die Antwort auf diese Frage lautet: Man setzt

o — bo/s, >
2= 0, S <c¢

und wahlt den Parameterso, dald der Ausdrudb, /e noch numerische Signifikanz
besitzt. Das bedeutet, daR|b,| > 2~™ gelten mul3, wenm Binarstellen zur Dar-
stellung von Gleitkommazahlen zur Verfigung stehen, vgl. Abschnitt 4.2. Damit
wird ein endlicher Wert vor, berechnet, solange dieser Wert numerisch sinnvoll
bestimmt werden kann. Ist das nicht mehr der Fall, so nahert man sich der Situation
s, = 0, in derb, vollig unbestimmt ist, und settb = 0. m

Beispiel A.3: Schnittpunkt zweier nahezu paralleler Geraden
Wir betrachten die beiden Geraden, Bild A.6, mit den Gleichungen

—aXi1+X = l1—«,
aX1+X = l1+o.

Fur den Vektox des Schnittpunkts gil&x = b mit

(0 3)om(1).

Man bestatigt leicht, daB = U S V' gilt mit

v=z(a )=o) v=( o).

alsos; = v/2,s, = a+/2. Uber
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o 1) -w=5(2).v-( 1)

erhalt man !
X = V =
=(3)
unabhéangig vow.
Ist allerdingss, = «+/2 < ¢ und setzt man dang = 0, so erhalt man

(o))

BildA.6: Zwei Geraden schneiden sich
im Punkt (1, 1) unter dem Winkel
2y = 2arctan.

Aus Bild A.6 liest man ab, dal3 fiir — O die beiden Geraden zu einer zusammen-
fallen, die durchx, = 1 beschrieben wird. Dig;-Koordinate des ,Schnittpunkts*
ist vollig unbestimmt. Sie wird zu Null gesetzt, weil der Losungsvektarinimale
Lange hat, vgl. (A.5.14).

Wir nehmen jetzt entsprechend dem Fall ,indirekte Messungen*® in Kapitel 9 an,
daR der Vektob gleich dem Vektory von Mel3gré3en sei, die die beiden Geraden
charakterisieren und deren MeRfehler durch die Kovarianzm@jrix G;l gegeben
seien. Im einfachsten Fall gleicher nichtkorrelierter Fehler ist

Cy=G, =07l

Die Kovarianzmatrix der Unbekannt&rist nach (9.2.27)
Cx=(ATGyA)™,

im Fall gleicher unkorrelierter Mel3fehler also

Cyx=0c3(ATA)1=02C
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und damit bis auf den Fakter? gleich der zuA gehdrenden ungewichteten Kovari-
anzmatrixC = (ATA)~1. Fir unsere MatrixA ist

B 4 (2% 0
c_(ATA)1_< 0 1/2>.

Die zugehoérige Ellipse hat die Halbachsgfix+/2 unde,/+/2. Die Kovarianzellipse
vonX hat dann fiir den Fall gleicher unkorrelierter Messungen die gleichen Halbach-
sen, jedoch multipliziert mit dem Fakter. Sie haben die Langesy, = o/av2,

Ox, = a/ﬁ. Offenbar wird man danr; = O setzen, wenn sich bei endlich gehalte-
nemx; die Ungleichung; « oy, ergeben wiirde, alsov2 < o.m

Die Entscheidung, ob ein kleiner Singularwert zu Null gesetzt werden soll, hangt
also von numerischen Uberlegungen und von einer Betrachtung der MeRfehler ab.
In der Praxis hat sich das folgende etwas globale VerfahreSidgularwertanalyse
bewahrt.

1. Mit einem Programm fuhrt man die Singularwertzerlegung durch, die unter
anderem die geordneten Singularwerte

129> =K
liefert.

2. Abhangig vom vorliegenden Problem legt man einen positiven Fdktarl
fest.

3. Alle Singularwerte, fur dig < fs; gilt, werden zu Null gesetzt. An die Stelle
vonKk tritt damit¢ < k derart, dals =0 furi > ¢.

4. Mit dem obigen ErsetzungekR & ¢, 5,11 = ... = & = 0) behalten die For-
meln des Abschnitts A.12 ihre Gultigkeit.

An die Stelle des Residuums (A.12.14) tritt dabei allerdings ein etwas groRerer
Wert, da in der Summe des Ausdrucks

m 1/2
r= ( > g?) (A.13.4)

i=¢+1

mehr Glieder auftreten als in (A.12.14).

Das Verfahren bedeutet gegebenenfalls eine effektive Verminderung des Ranges
der Matrix A auf einen Wert < k. Hat A vollen Rang, so wird er gegebenenfalls
vermindert. Es hat den grol3en Vorteil, dal3 numerische Schwierigkeiten mit klei-
nen Singularwerten vermieden werden. Im Gegensatz etwa zum Gaul3- oder zum
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Cholesky-Verfahren braucht der Benutzer nicht darauf zu achte®,ebA" A viel-
leicht singuléar oder nahezu singular ist.

Obwohl die Singularwertanalyse immer eine LésGhminimalen Betrages zur
AufgabeAx ~ b liefert, ist doch im Fall < n (gleichgultig obk < n oder¢ < k =n)
Vorsicht geboten. Es besteht in jedem Fall eine (nahezu) lineare Abhangigkeit der

Unbekannterx, ..., X,. Die LosungX ist nicht die einzige Losung des Problems,
sondern ist von der Mannigfaltigkeit gleichwertiger Losungen nur diejenige kleinsten
Betrages.

Wir haben schon in Abschnitt A.5 bemerkt, dal’ die Singularwertzerlegung auch
im Bezug auf numerische Genauigkeit nur Vorteile vor anderen Methoden, insbeson-
dere der der Normalgleichungen, hat. Eine detaillierte Diskussion (siehe z. B. [18])
wurde den Rahmen dieser Darstellung sprengen. Wir begniigen uns mit der Angabe
eines Beispiels.

Beispiel A.4: Numerische Uberlegenheit der Singularwertzerlegung
gegenuber der Lésung der Normalgleichungen

Wir betrachten die Aufgab&x ~ b fur

11
A= B O

0 B
Die Singularwerte vorA sind die Wurzeln der Eigenwerte von

1+p5% 1

— ATA—
senne (1 1)

und werden aus (A.11.16) zu

si=v2+B2, =B

bestimmt und zwar bei Singuldrwertzerlegung ohne den Umweg Uber die NEatrix
Ist ¢ die Maschinengenauigkeit, utf < ¢ aberp > ¢, so erhalt man

s=v2, =16,

beide Singularwerte bleiben endlich. Benutzt man statt der Singularwertzerlegung
die Normalgleichungen
ATAx=Gx = ATb,
so tritt die MatrixG explizit auf. Mit 82 < & wird sie numerisch als
11
o-(11)
dargestellt. Diese Matrix ist singular, d@t= 0 und kann nicht, wie in (A.5.17)
vorgesehen, invertiert werden. Das spiegelt sich auch in ihren Singularwerten,
s =v2, $=0,

wider.m
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A.14 Algorithmus zur Singularwertzerlegung

A.14.1 Strategie

Wir geben jetzt einem Algorithmus fur die Singularwertzerlegung an und folgen da-
bei im wesentlichen der Darstellung vomlsoN und HANSON [18], die sich auf
Arbeiten von ®LUB und KAHN [19], BUSINGER und GoLuB [20] und GoLUB
und REINSCH[21] stltzt. Die Strategie des Algorithmus basiert auf der konsequen-
ten Anwendung orthogonaler Transformationen.

In einemersten Schritwird die Matrix A in eine BidiagonalmatrixC transfor-
miert,

A=QCH'. (A.14.1)

Die orthogonalen Matrize® und H sind jeweils Produkte aus Householder-Trans-
formationsmatrizen.
In Schritt 2wird in einem lterationsverfahren die Matii auf Diagonalform ge-
bracht,
cC=U'svT. (A.14.2)

Dabei ergeben sich die Matrizéh und V' als Produkte von Givens-Transformati-
onsmatrizen und ggf. Spiegelungsmatrizen. Letztere stellen sicher, daf? alle Diago-
nalelemente nichtnegativ sind.

In Schritt 3werden weitere orthogonale MatrizéH undV” bestimmt. Sie sind
Produkte von Permutationsmatrizen und stellen sicher, daf3 die Diagonalelemente
von

S=U"TsvVv” (A.14.3)

in nichtansteigender Folge (A.12.3) geordnet sind. Als Ergebnis der ersten 3 Schritte
erhalt man die Matrizen

U=QU'U", V=HV'V", (A.14.4)

die die Singularwertzerlegung (A.12.1) bewirken, sowie die Diagonalelersgiste

In Schritt 4wird schlief3lich die Singularwertanalyse vorgenommen. Vereinfacht
ausgedruckt, werden alle Singularwerte zu Null gesetzt, fur die
S < Smin (A.14.5)
gilt. Damit kann schlie3lich der Losungsveksoder Gleichung

AX~ b (A.14.6)

angegeben werden.
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In der Praxis wird (A.14.6) oft gleichzeitig fir mehrere rechte Seiten gelost, die
wir dann zu einerrf x £)-Matrix

B = (by,by,...,by)

zusammenfassen. Statt des Losungsvekierbalten wir dann dien(x ¢)-Losungs-
matrix
X = (X1,X2,...,X¢)

der Gleichung
AX=~B. (A.14.7)

Die MethodeDatanMatrix.sigularValueDecomposition berechnetdie-
se LOsung. Sie besteht lediglich aus 4 Aufrufen von weiteren Methoden, die die 4
oben angedeuteten Schritte ausfuihren. Diese sind in den nachfolgenden Abschnitten
ausfuhrlicher erlautert.

Gewshnlich ist man nur interessiert an der Lésungsmatrides Problem#\ X ~
B und eventuell an der Anzahl der nicht zu Null gesetzten Singularwerte. Gele-
gentlich mdchte man jedoch auch explizit Zugriff auf die orthogonalen Mattizen
und V und auf die Singularwerte haben. Das wird mit der MethbdeanMa—
trix.pseudoInverse ermdglicht.

A.14.2 Bidiagonalisierung

In der MethodeDatanMatrix.svl ist das folgende Verfahren implementiert.
(Sie ist—wie auch die weiteren in Abschnitt A.14 noch genannten Methoden — inner-
halb der Klass®atanMatrix alsprivate erklart; alle kbnnen aber nattirlich im
Quelltext studiert werden.) Ziel ist die Auffindung dem « n)-Matrix C in (A.14.1).
Dabei istC von der Form

C/
C= , A.14.8
(5) (1149
undC’ ist eine (1 x n)-Bidiagonalmatrix
d e
d €3

C' = o . (A.14.9)

€n

thn

Das Ziel wird durch Multiplikation der MatrixA mit geeigneten Householder-Ma-
trizen (abwechselnd, von links und rechts) erreicht,

C = Qn(---((Q1A)H2)---Hy) = QTAH.. (A.14.10)
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Die Matrix Q1 wird aus den Elementen der ersten Spalte Yoherechnet und
auf alle Spalten vorA (und vonB) angewandt. Sie bewirkt, dal3 nur das Element
(1,1) von A von Null verschieden bleibt. Die Matrii, wird aus der ersten Zeile
der Matrix Q1A berechnet. Sie bewirkt, dal3 das Element (1,1) unverandert bleibt,
das Element (1, 2) umgerechnet wird und die Elemente (1,3),1,n) Null werden.
Sie wird auf alle Zeilen der Matrix@, A) angewandt. Dadurch erhalt man

e 0O

Q1A= , QiAH =

O O Oe
O OO O e

0

Dabei bedeutetq,’ ein Element der endgultigen Bidiagonalmat@¢ und ,.“ ein
Element, das noch weiter verandert wird. Nun w@@d aus der zweiten Spalte von

Q1A H, derart bestimmt, daf bei Anwendung auf diese Spalte das Element 1 unver-
andert bleibt und das Element 2 und alle anderen so verandert werden, dal3 nur das
Element 2 endlich bleibt und die Elemente 3 lmigu Null werden.

Das Verfahren |aR3t sich so zusammenfassen: Die M&yiwirkt auf die Spalten-
vektoren, sie lal3t die Elemente 1 bis 1 unverandert und verandert die Elemente
bism, sie bewirkt eine orthogonale Transformation im Unterraum der Komponenten
i bism. Zum Zeitpunkt der Anwendung vo®; sind allerdings diese Elemente in
den Spalten 1 bis— 1 bereits Null, so da; explizit noch auf die Spaltenbisn
angewandt werden mul3. Entsprechendes gilt fir die MatrixSie wirkt auf die
Zeilenvektoren, la3t die Elemente 1 bis 1 unverandert und bewirkt eine orthogo-
nale Transformation im Unterraum der Komponenitdas n. Zum Zeitpunkt ihrer
Anwendung sind diese Komponenten in den Zeilen 1i bi2 samtlich Null. Die
Matrix H; mul3 explizit nur auf die Zeilen—1, ..., m— 1 angewandt werden. Da
nurn—1 Zeilen vonA bearbeitet werden mussen, ist die Matrxin (A.14.10) die
Einheitsmatrix,Qp ist nur dann die Einheitsmatrix, wemm= n.

Zusétzlich zur transformierten Matr@" A H soll die MatrixH = HoHs--- Hp_1
gespeichert werden. Dazu wird die Information tber jede Mdtkixgespeichert.

Wie wir am Ende von Abschnitt A.3 festgestellt haben, geniigt es, die dort definierten
GrolRenup, b und die Elemente+ 1 bisn des die MatrixH; definierendeni(—1)-

ten Zeilenvektors zu speichern. Das kann aber gerade in den Speicherplatzen dieser
Zeilenvektoren selbst geschehen, da ja gerade diese Elemente zu Null transformiert
werden und in die weitere Rechnung nicht eingehen. Es wird lediglich Speicherplatz
fur die GréRBenu, und b jeder der MatrizenH; bendtigt. Sind alle Transforma-
tionen ausgefiihrt, so werden die Diagonalelemehtend die Nebendiagonalele-
menteg in Speicherbereiche bzw. d umgespeichert. AnschlieBend wird in den
erstenn Zeilen des Speicherplatzes der urspringlichen Mairoke Produktmatrix

H = HyH3---H,_11 aufgebaut, und zwar in der Reihenfolgg_11, Hy_2(Hn_11),

.... Auch dabei wird mdglichst 6konomisch verfahren, d. h. die Householdermatrix
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wird nur auf diejenigen Spalten der rechts stehenden Matrix angewandt, an denen
sie tatsachlich eine Veranderung bewirken wirde. Die Einheitsmhtwxd von

unten beginnend zeilenweise im Speicherbereich der urspringlichen Matrix

dem MalRe aufgebaut, wie sie benétigt wird. Dazu steht gerade der Platz zur Verfi-
gung, der bis dahin fur die Speicherung von Information tiber die gerade angewandte
Householder-Matrix benétigt wurde.

A.14.3 Diagonalisierung

Dieser Schritt ist iDatanMatrix.sv2 implementiert. Die Bidiagonalmatrig,
deren nichtverschwindende Elemente in den Speicherbereithed e gespeichert
sind, wird jetzt durch geeignet gewahlte Givens-Transformationen auf Diagonalform
gebracht. Die Strategie ist so angelegt, dal3 das unterste Nichtdiagonalelement zu-
erst verschwindet und sich die Nichtdiagonalelemente immer mehr nach oben links
zuruckziehen, bi€ schlie3lich diagonal ist. Alle von links al@ angewendeten
Transformationen werden auch auf die im Speicherbefgicgfindliche Matrix an-
gewandt, alle von rechts wirkenden Transformationen auch auf diebefindliche
Matrix. (Wir bezeichnen die zu diagonalisierende Matrix wahrend jeden Schrittes
mit C).

Es braucht immer nur die obere linke Untermattix ausk Spalten und Zeilen
betrachtet zu werden, die noch nicht diagonal ist. Der Indest so bestimmt, dai3
& #0undeg =0, j > k. Das bedeutet, dal’ das Programm eine Schieien,
n—1,..., 2durchlauft. Bevor mit einem iterativen Verfahren systematisch das untere
Nichtdiagonalelemerg, zum Verschwinden gebracht wird, wird nach dem Vorliegen
zweier Spezialféalle gesucht, durch deren besondere Behandlung sich die Rechnung
verkdrzt.

Spezialfall 1dx = 0 (bearbeitet iDatanMatrix.s21): Es wird eine Givens-
Matrix W von rechts angewandt, die bewirkt, da® asckierschwindet. Die Matrix
W ist das ProdukiV_1Wk_»---W;. Dabei wirktW; auf die Spalten undk von
Ck, aber naturlich nur auf die Zeilen, in denen wenigstens eine dieser Spalten ein
nichtverschwindendes Element hatl,_, wirkt auf die Zeilek — 1, vernichtet das
Elemente, = Cy_1x und veranderCy_;x_1; auBerdem wirkW_; auf die Zeile
k — 2, verandert das Elemef_,x_1 und erzeugt ein nichtverschwindendes Ele-
mentH = Cy_x in Spaltek. Nun wird die Matrix Wx_, angewandt, die gerade
dieses Element wieder vernichtet, dafir aber in der Ze#e3 und in der Spalte
k ein neues Element erzeugt. Ist das zusatzliche Element schliel3lich in der Zeile
1 angelangt, kann es durch die Transformatiénvernichtet werden. Als Ergebnis
dieser Behandlung des Spezialfalls 1 zerfallin eine K — 1) x (k— 1)-Untermatrix
Ck_1 und eine (1x 1)-Nullmatrix.

Spezialfall 2 Cy zerfallt in Teilmatrizen (bearbeitet iBatanMatrix.s22):
Gilt e, = O fuir irgendeinen Wert, 2 < ¢ <k, so zerfallt die Matrix
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d-1 O Coy O
Ck = de e = 0o C

Ok—1 &

\ d /

in zwei MatrizenC,_; und C. Man kann dann zunachét diagonalisieren und an-
schlieBendC,_;. Ist insbesonderé = k, so erhalt man

(C1 O
=%t ).

Damit istdk ein Singularwert, und der Schleifenindex kann um 1 vermindert werden,
k — k—1. Zuvor mul3 jedoch noch der Fall behandelt werden, diaf 0, siehe
.vorzeichenwechsel‘weiter unten. Giltd,_; = 0, abere, # 0, so kann trotzdem
erreicht werden, da@ zerfallt. Dazu wendet man eine Transformationsmalri¢

Tk Tk_1,- -+, Tex1 vON links an. Dabei wirkil; auf die ZeilenZ undi. Im Einzelnen
vernichtetT,,; das Elemeng, = C; 1 und erzeugt ein Elemeid = Cy 2. T2
vernichtet dieses Element und erzeugt dafiie= C, 4,3. Tk schlief3lich vernichtet
das zuletzt erzeugte Elemdt= C, durch Transformation au@yx = d.

Nachdem untersucht wurde, ob einer oder beide Spezialfalle vorlagen und diese
gegebenenfalls behandelt werden, liegt nun die Aufgabe vor, die Mazixdiago-
nalisieren. Sie besteht aus den Zeilen und Spdlteis k von C. Liegt Spezialfall 2
nicht vor, ist¢ = 1. Die Aufgabe wird iterativ mit dem QR-Algorithmus gelost.

QR-Algorithmugbearbeitet irDatanMatrix.s23): Zunéchst bezeichnen wir
die quadratische Ausgangsmat@xmit C;. Wir bestimmen dann orthogonale Ma-
trizenU;, V; und fuhren Transformationen

Cia=U'CGV,, i=12,...,
aus, die auf eine Diagonalmatr&hinfihren,
_Iim Ci =S.
I —00

Fur die Bestimmung vobJ; undV, gelten folgende Vorschriften:

(A) Man bestimmt die Eigenwerte;, A, der rechten unteren 22)-Untermatrix
vonCC;. Dabei isto; derjenige Eigenwert, der dem rechten unteren Element
von CiTCi am nachsten kommt.

(B) Die Matrix V; wird so bestimmt, da®/"(C'C; — oil) obere Dreiecksform
hat.

(C) Die MatrixU; wird so bestimmt, da;,; = UiTCiVi wieder bidiagonal ist.
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Die Matrix V; aus Schritt (B) existiert nach einem Satz varalNCIs [22], wenn

(a) CC; tridiagonal ist mit nichtverschwindenden Subdiagonalelementen,

(b) V; orthogonal ist,

(c) oi ein beliebiger Skalar ist,

(d) V\'(CCi)V, tridiagonal ist,

(e) die erste Spalte vor"(CTC; — oi 1) mit Ausnahme des ersten Elements ver-
schwindet.

Die Bedingung (@) ist erfullt, weiC; bidiagonal ist und der Spezialfall 2 ggf. be-
handelt wurde; (b) wird dadurch erfllt, da als Produkt von Givens-Matrizen
konstruiert wird, und zwar so, dal3 gleichzeitig (d) und (e) erfullt werden. Im einzel-

nen ist
Vi=RiR---Ry-1, UiT =Lnaln---La
und

R; wirkt auf die Spaltery undj +1 vonC,

L; wirkt auf die Zeilenj und j 41 vonC,

R; wird so bestimmt, dal? die Bedingung (e) erfillt ist,

L1, Ry, Lo, ... werden so bestimmt, daf3 (e) erfullt wird, ohne daR (d)

verletzt wird.

Firo; erhalt man

-
o :dn2+en(en— . 1)

mit den Abkirzungen

t="f+1+12, f>0,
t=f—/1+f2, f<O0,

LB -
2endn—l
Die erste Spalte der Matri>O(TCi —ojl)ist

und

df — 0
dier
0
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Man bestimmt die MatrixR;, die eine Givens-Transformation definiert, derart, daf
alle Elemente der ersten Spalte \A@I](CiTCi —oil) auRer dem ersten verschwinden.
Anwendung vonR; auf C; erzeugt allerdings ein zusétzliches ElemEnt C,;, so
daRC; nicht mehr bidiagonal ist,

Ci= o , CGiR =

Durch Anwendung vort ; wird dieses Element auf die Diagonale projiziert. Daftir
entsteht ein neues Elemdft= C;3,

H

LiCGiR =

Durch Fortsetzung des Verfahrens wird das Zusatzelement immer mehr nach unten
rechts gedrickt und kann im letzten Schritt ganz eliminiert werden,

Tt . - . —Cii1.

Verschwindet jetzt bereits das untere NichtdiagonalelemeniGyoq, so ist das
untere Diagonalelement bereits ein Singularwert. Anderenfalls wird die Prozedur
wiederholt, wobei zunachst gepruft wird, ob nun einer der beiden Spezialfalle vor-
liegt. Das Verfahren konvergiert typischerweise in daSehritten k ist der Rang
der ursprunglichen MatriXd). Liegt Konvergenz nach k0Schritten noch nicht vor,
so wird der Algorithmus erfolglos abgebrochen.

Vorzeichenwechselst ein Singularwertl, gefunden worden, d. h. isk = 0, so
wird geprift, ob er negativ ist. Ist das der Fall, so wird eine einfache orthogonale
Transformation angewandt, die das Elemént Cyx von C und alle Elemente in
derk-ten Spalte der im Speicherbereiatbefindlichen Matrix mit—1 multipliziert.
Anschliel3end kann der Indéxum Eins reduziert werden. Entsprechend (A.12.6)
wird die Matrix B von links mitU T multipliziert und zwar nacheinander mit den
einzelnen Faktoren, aus denen dithaufbaut.
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A.14.4 Ordnung der Singuléarwerte und Permutation

Mit der MethodeDatanMatrix.sv3 werden die Singuldrwerte in nichtanstei-
gender Reihenfolge geordnet. Das geschieht durch eine Folge von Permutationen
benachbarter Singularwerte, sofern der nachfolgende Singularwert grof3er als der
vorangehende ist. Die ia und a gespeicherten Matrizen werden mit einer ent-
sprechenden Folge von Permutationsmatrizen multipliziert, vgl. (A.14.4).

A.14.5 Singularwertanalyse

Im letzten Schritt wird mit der Method@atanMatrix. sv4 die Singularwertana-
lyse entsprechend Abschnitt A.13 durchgefiihrt. Zu gegebenem Faktod wird
zunéchst eine Zal < k festgelegt, so dai < fs fur i > ¢. Die Spalten des
Speicherbereichis, die jetzt die Vektoremy enthalten, werden in ihren erstérktle-
menten entsprechend (A.12.11)uumgeformt, die Elementé+1, ..., n werden
zu Null gesetzt. AnschlieRend werden die Losungsveki@reatie die Spalten der
Ldsungsmatrix)? bilden, entsprechend (A.12.12) berechnet.

A.15 Kleinste Quadrate mit Gewichten

An die Stelle der Aufgabe (A.5.3)
r2 = (Ax—b)"(Ax—b) =min (A.15.1)

tritt oft eine &hnliche Aufgabe, die zusatzlich eine positiv definite symmetrische Ge-
wichtsmatrixGm«m enthalt,

r2=(Ax—b)"G(Ax—b) =min . (A.15.2)
Offenbar ist in (A.15.1) einfaclG = |I. Benutzen wir die Cholesky-Zerlegung
(A.9.1) vonG, alsoG = U U, so gilt
r2=(Ax—b)"UTU(Ax —b) = min . (A.15.3)
Mit den Definitionen
A=UA, b=Ub (A.15.4)

nimmt (A.15.3) die Form

r2=(Ax—b)"(Ax—b)=min (A.15.5)
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an. Nach der Ersetzung (A.15.4) ist also die Aufgabe (A.15.2) aquivalent zu der
urspringlichen Aufgabe (A.15.1).
Die (n x n)-Matrix
C=(ATA! (A.15.6)

hatten wir in Abschnitt A.11 als die ungewichtete Kovarianzmatrix der Unbekann-
ten x in der Aufgabe (A.15.1) bezeichnet. In Aufgabe (A.15.2) tritt offenbar die
gewichtete Kovarianzmatrix

Ci=(ATA)Y1=(ATc A (A.15.7)

an ihre Stelle.

A.16 Kleinste Quadrate mit Skalenwechsel

Ziel der Losung jeder Aufgabe vom Typ
(Ax —Db)T(Ax—b) = min (A.16.1)

ist die numerisch moglichst genaue Bestimmung des Losungsvéktms der Ko-
varianzmatrixC. Ein Skalenwechsel in den Elementen vAnb und x kann die
numerische Genauigkeit giinstig beeinflussen.

Nehmen wir an, daf3 der Bearbeiter der Aufgabe bereits eine ungefahre Vorstellung
vonX undC hat; bezeichnen wir sie mitund K. Die Matrix K habe die Cholesky-
ZerlegungK = LTL. Definieren wir jetzt

A=AL, b=b—Az, X=L"1x-2), (A.16.2)
so geht (A.16.1) in
(AX —b)T(A'X —b) = min
Uber.

Die Bedeutung des neuen Vektorsler Unbekannten erkennen wir sofort flr den
Fall, dal3K eine Diagonalmatrix ist. Wir schreiben

Dabei sind diex;? die geschatzten Werte der Varianzen der UnbekarmgteBamit
wird diei-te Komponente des Vektors
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Xj — Zj

Oi

Ist tatsachliclXi = z und die zugehdrige Variar#?, so istx/ = 0 und hat die Varianz
Eins. Treffen die Schatzungen wenigstens der Gréf3enordnung nach zu, so gnd die
von der GréRenordnung Null und die ihre Varianzen von der Grél3enordnung Eins.
Daruber hinaus sind, falls tatsachlich die volle Matrix annéhernd richtig geschatzt
wurde, die Komponenten vod nicht stark korreliert zueinander.

In der Praxis wird man formlich die Transformation (A.16.2) nur in Ausnahme-
fallen durchfihren. Man wird jedoch darauf achten, dal3 ,verninftige* Variablen ge-
wahlt werden, die (A.16.2) sinngemalf erfillen. Diese Technik wird z. B. seit jeher
bei der graphischen Darstellung von Mel3daten angewandt. Ist etwa bekannt, daf3 ein
Spannungssignd) um die Spannungo = 1 Volt im Bereich vono = 10 Millivolt
schwankt, so tragt man stattdie GroReJ’ = (U — Up) /o auf, jedenfalls aber eine
Grol3e, didJ’ in etwa entspricht.

A.17 Modifikation der kleinsten Quadrate
nach Marquardt

Anstelle der Aufgabe

(Ax—Db)T(Ax—b) = min, (A.17.1)
die wir auch kurz in der Form
Ax—b~0 (A.17.2)
geschrieben haben, betrachten wir jetzt die modifizierte Aufgabe
m{ (A by } m
~ . A.17.
n { (u)x (o)} n (A-173)
——

n

Dabeiistl die (n x n)-Einheitsmatrix und. eine nichtnegative Zahl. Die modifizierte
Aufgabe hat erhebliche Bedeutung fur die Anpassung nichtlinearer Funktionen nach
kleinsten Quadraten (Abschnitt 9.5) bzw. fur die Minimierung (Abschnitt 10.15).
Fur 1 = 0 geht offenbar (A.17.3) in (A.17.2) Uber. Ist dagegesehr grol3, genauer
gesagt grol3 gegen die Betrage der ElementeAamd b, so bestimmt die untere
,Zeile* von (A.17.3) die Losung, die fir A — oo der Nullvektor ist.

Wir fragen zunachst, welche Richtung der Vekitdiir groRe Werte von hat. Die
zu (A.17.3) gehdrenden Normalgleichungen, vgl. (A.5.16), lauten

(AT, 11 )<AA|)X: (ATA+221)x = (AT, u)(g) =A"b
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mit der Losung
X=(ATA+221)1ATh.

Fur grolRer Uberwiegt der zweite Term in der Klammer, und man erhélt einfach
X=A1"2ATb,

d. h., der Losungsvektor strebt fur grol3e Werte ¥@egen die Richtung des Vektors
ATb.

Wir zeigen jetzt, daR sich zu gegebenandie Losungx® von (A.17.3) leicht
wahrend der Bestimmung der Lésuxigon (A.17.2) mit der Singularwertzerlegung
finden laRt. Die Singularwertzerlegung (A.12.1) VArist

S
A=U \VA
(o)

Durch Einsetzen in (A.17.3) und Multiplikation von links erhalten wir
uT o\ /UQVT uT 0\/b
X =
0 VT Al 0 VT/J\O
> g
0 |p= ( ) (A.17.4)
Al 0

mit — die Bezeichnungen sind wie im Abschnitt A.12 —

oder

p=VTx, g=U'b.

Durch Givens-Transformationen I&3t sich die Matrix auf der linken Seite von (A.17.4)
auf Diagonalform bringen. Man erhalt

g

mit
S
g = g,i=n+1,...,m,
A
h® = 3 i=1..n,
S

S()L) — /§2+)»2
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und damit
o _ 9SS (0 S C
Pi = §2+A2_pi ﬁZ‘H‘Z’ P=1....k,
p|(k) = 0, i=k+1,...,n-

Die Losungk® von (A.17.3) ist dann
%) = vpt |

Die MethodeDatanMatrix.marquardt liefert diese Losungsvektoren fir zwei
Werte vona. Sie arbeitet weitgehend wigatanMatrix.singularValue-—
Decomposition; nur in Schritt 4 wird statDatanMatrix.sv4 die an die
Marquardt-Aufgabe angepasste Meth®decanMatrix. svm verwandt.

A.18 Kleinste Quadrate mit Nebenbedingungen

Oft tritt die Aufgabe auf, das Problem (A.5.3)
r2 = (Ax —b)? = min (A.18.1)

mit derNebenbedingung
Ex=d (A.18.2)

zu l6sen. Dabei isA wie bisher einerf x n)-Matrix und E eine ¢ x n)-Matrix. Wie
beschranken uns auf den in der Praxis ausschliefRlich auftretenden Fall

RangE =¢ <n. (A.18.3)

Die Bestimmung eines Extremwertes mit Nebenbedingungen wird in den Lehr-
blchern der Analysis gewohnlich mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren
durchgefuhrt. Wir stiitzen uns auch hier auf orthogonale Transformationen. Die
folgende Methode geht aufAwsoN und HANSON [18] zurtick. Sie benutzt eine
Basis des Nullraumes vaa. Zuné&chst fihren wir eine orthogonale Zerlegung von
E wie in (A.5.5) durch,

E=HRK'. (A.18.4)

Dabei denken wir uns die orthogonatex n)-Matrix K aufgebaut aus einen  ¢)-
Matrix K1 und einer Q1 x (n — £))-Matrix K:

K = (K, Kp) . (A.18.5)

Nach (A.5.6) und (A.5.7) haben alle Lésungen von (A.18.2) die Form
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Dabei istX die eindeutige Lésung minimalen Betrages von (A.18.2), die wir der
Kirze halber in der ForrR = E*d schreiben, vgl. (A.10.3), ung, ist ein beliebiger
(n—¢)-Vektor, denn die VektoreK,p, bilden den Nullraum vork,

E Kop,=0. (A.18.7)

Die Nebenbedingung (A.18.2) besagt also, dal? der Vekttir den (A.18.1) mini-
mal ist, aus der Menge aller Vektorg&stammen muf3, d. h.

(AX—b)? = (AR + Kop,) —b)2 = (AKyp,— (b— AX))2=min .  (A.18.8)

Diese Beziehung ist eine Aufgabe der kleinsten Quadrate ohne Nebenbedingungen,
aus der derr(— ¢)-Vektor p, bestimmt werden kann. Ihre Losung schreiben wir mit
(A.10.3) in der Form

P =(AKy) (b - AX). (A.18.9)

Durch Einsetzen in (A.18.6) erhalten wir schlief3lich
X=X+ A"(b— AX) = ETd+ Ky(AKy) (b— AE"d) (A.18.10)

als Losung von (A.18.1) mit der Nebenbedingung (A.18.2).
Die folgende Vorschrift liefert die Losung (A.18.10). Sie geht davon aus, daf3
wegen (A.18.3H = | gesetzt werden kann.
Schritt 1: Man bestimmt eine orthogonale Matrik = (K1, K2) wie in (A.18.5)
derart, daf?
E K = (E Ky, E Ky) = (Ey, 0)

und I:fl eine untere Dreiecksmatrix ist. AufRerdem berechnet man
AK = (AKy, AKy) = (Ag, Ay) .
Schritt 2: Man bestimmt die Losung, von
Elp]_ - d .

Das ist einfach, d&; eine untere Dreiecksmatrix vom Ragst. Offenbar ist
')\(d - Klﬁl'

Schritt 3: Man bestimmt den Vektor

b=b— AP, =b— AKK/X=b— AX.

Schritt 4: Man bestimmt die Lésung, der Aufgabe (A.18.8) der kleinsten Qua-
drate (ohne Nebenbedingungen),

(Azp, —b)? = min .
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Schritt 5: Aus den Ergebnissen der Schritte 2 und 4 findet man die Losung von
(A.18.1) mit der Nebenbedingung (A.18.2),

X =K (E]') = (K:L?l) .
P2 K2p,
Wir betrachten jetzt noch ein einfaches Beispiel, das sowohl die Aufgabe der klein-

sten Quadrate mit Nebenbedingungen als auch die angegebene Losungsmethode il-
lustriert.

Beispiel A.5: Kleinste Quadrate mit Nebenbedingungen
Die Beziehung (A.18.1) moge die einfache Form

2 2

r<=x"=min
fur n =2 annehmen. Dannish=n=2, A= 1 undb = 0. Die Nebenbedingung
sei

X1+Xo=1,

alsof=1,E=(1,1),d=1.

Die Aufgabe wurde so gewahlt, daf sie sich ohne jeden mathematischen Aufwand
aus der Anschauung heraus lésen |aRt. Die Funktienx? = xZ + x5 entspricht
dem Normalparaboloid imxg, X2, 2)-Raum, dessen Minimum b&i = x, = 0 liegt.
Nun soll aber das Minimum nicht in der ganzeq,&.)-Ebene, sondern nur auf der
Geraderx; + x, = 1 gesucht werden, Bild A.7. Es liegt dann offenbar an der Stelle,
an der die Gerade ihren geringsten Abstand vom Ursprung hat, als@ bex, =
1/2.

BildA.7: Die LosungX zu Beispiel A.5 liegt auf der
—> durch die Nebenbedingung gegebenen Geraden
X1 X1+ Xo = 1.

Das gleiche Ergebnis liefert nattrlich unser Algorithmus. Mit

(i)
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erhalten WirE; = +/2,p; = 1/v/2,

- 30 w- 50540

Die Aufgabe @zp2 — 5)2 = min I6sen wir mit den Normalgleichungen
P.=(AJA) TAsb=(v2)t.0=0.
Die Gesamtldsung ist dann
cok (P L(1 -1 1/v/2\ _ 12\
P,/ J2\1 1 0 1/2

Die MethodeDatanMatrix.leastSquaresWithConstraints lost die
Aufgabe der kleinsten Quadratéx — b)? = min mit der linearen Nebenbedingung
Ex=d.

A.19 Java-Klassen und Programmbeispiele

Java-Klassen zu Vektor- und Matrixrechnung

DatanVector enthalt Methoden zur Vektorrechnung.

DatanMatrix enthalt Methoden zur Matrixrechnung.

Programmbeispiel A.1: Die KlasseE1IMtx demonstriert einfache Operationen
der Matrix- und Vektoralgebra
Zunachst werden die Matrizen

15
1 2 3 2 31
A=( >,B=( ),C: 3 4
2 1 3 1 5 4 5 3
und die Vektoren
0 3 5
u=| 3 ],v=| 1 ,w=<2)
4 2

bereitgestellt. AnschlieRend werden mit den jeweils gestien Methoden einfache Ope-
rationen mit diesen Gréf3en ausgefuhrt. Die Ergebnis-ktrund -Vektoren werden nu-
merisch ausgegeben. Die Operationen sind

R=A,R=A+B,R=A—-B,R=AC,S=AB",T=A"B,R=1,R=0.5A,

R=AT,z=w,x=u+4v,x=u—-v,d=u-v,s=|u|,x=0.5u,x=0.
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Programmbeispiel A.2: Die KlasseE2Mtx demonstriert die Handhabung
von Untermatrizen und -vektoren mit den Unterprogrammen

Es werden die Matrizen

123 0 2
Az(z 1 3)’D=(1 3)

und die Vektoren

bereitgestellt.

Anschlie3end wird eine Untermatr&ausA enthnommen. Es wird eine Untermatrix von
A mit D Uberschrieben. Es wird ein Spaltenvektor und ein ZeiletoredusA entnommen
bzw. in A eingefiigt. Schlie3lich werden entsprechend einer LisgenEhte aus dem Vektor
u entnommen und zu einem Vektozusammengefaldt, und es werden die Elementewon
an die durch eine Liste festgelegten Positionen des Vektgesetzt.

Programmbeispiel A.3: Die KlasseE3Mtx demonstriert die Ausfiihrung
von Givens-Transformationen

4 ! I

definiert. AnschlieBend werden mit Hilfe vdatanMatrix.defineGivensTrans-
foramtion die Transformationsparameteunds fur den Vektoru berechnet und aus-
gegeben. Die Givens-Transformation wvomit diesen Parametern mit Hilfe vdratan-—
Matrix.applyGivensTransforamtion liefert

-0

AnschlieRend werden durch einen Anruf vbatanMatrix.defineAndApplyGi-
vensTransforamtion sowohl die Parametarunds fur den Vektorw berechnet als
auch die Transformation auf diesen Vektor angewendet.

Programmbeispiel A.4: Die KlasseE4Mtx demonstriert die Ausfiihrung
von Householder-Transformationen

Zunachst werden die beiden Vektoren

1

A WPAONDN
A OWPHAONPF
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definiert. AuRBerdem werden die Indizesp undf zun =6, p = 3, ¢ = 5 gesetzt. Mit ei-
nem Aufruf vonDatanMatrix.defineHouseholderTransformation wird die
Householder-Transformation, die durch diese Indizes werd\éktorv definiert ist, fest-
gelegt. Die Anwendung der Transformation auf die Vektoreind c geschieht in zwei
Aufrufen vonDatanMatrix.applyHouseholderTransformation. Die Ergeb-
nisse werden alphanumerisch ausgegeben.

Programmbeispiel A.5: Die KlasseE5Mtx demonstriert
den Gaul3schen Algorithmus zur Lésung von Matrixgleichungen
Es werden die Matrix

12 3
A=| 2 1 -2
11 2

und die (3x 3)-EinheitsmatrixB definiert. Ein Aufruf der MethodBatanMatrix.ma-
trixEquation Iost die MatrixgleichungAX = B. Damit ist X die Inverse vorA. Die
Matrix A ist identisch zu der in Beispiel A.1 gewéhlten. In diesemspil wird der
Algorithmus mit allen Zwischenschritten vorgerechnet.

Programmbeispiel A.6: Die KlasseE6Mtx demonstriert Cholesky-Zerlegung und
Cholesky-Inversion
Es werden die Matrizen

definiert und es wird die symmetrische, positiv definite N4a= T ' T konstruiert. Durch
einen Aufruf vonDatanMatrix.choleskyDecomposition wird die Cholesky-
ZerlegungS = UTU ausgefiihrt. Die Dreiecksmatrid (die in unserem Beispiel natiir-
lich gleich T ist) wird ausgegeben. Die Multiplikation vdd™ mit U liefert in der Tat
UTU = S. Die MethodeDatanMatrix.choleskyMultiply wird anschlieRend zur
Berechnung vorkR = UC benutzt. SchlieB3lich wird durch Cholesky-Inversion D#—
tanMatrix.choleskyInversion die InverseS—! von S berechnet. Multiplikation
mit der urspriinglichen Matri liefert wie erwartetSS* = | .

Programmbeispiel A.7: Die KlasseE7Mtx demonstiert die
Singularwertzerlegung

Das Programm arbeitet zunachst mit der gleichen MatrixiBdtx. Allerdings wird die
Matrixinversion jetzt mit Hilfe vorDatanMatrix.pseudoInverse vorgenommen.
AnschlieRend wir sie durch
1 2 2
A= 2 11

111
ersetzt. Diese Matrix ist wegen zweier gleicher Spaltegudir. Mit einem anderen Aufruf
von DatanMatrix.pseudoInverse werden dann nicht nur die pseudoinverse Ma-
trix, sondern auch der Vektor der Residuen, die Diagonaimax und die beiden orthogo-
nalen MatrizerJ undV gewonnen.
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Programmbeispiel A.8: Die KlasseE8Mtx demonstriert die Bearbeitung von 9
verschiedenen Fallen von Matrixgleichungen durch Singularwertzerlegung

Im Rahmen unserer Programme, insbesondere zur Bearbginngufgaben zu kleinsten
Quadraten oder zur Minimierung, werden Matrixgleichungeaktisch ausschlief3lich mit
der Singuléarwertzerlegung gel6st. In Abschnitt A.5 werdén verschiedenen Falle der
Matrixgleichung Ax ~ b unterschieden. IsA eine {n x n)-Matrix, so werden zunachst
die Fallem = n (Fall 1), m > n (Fall 2) undm < n (Fall 3) unterschieden. Eine weitere
Unterteilung der Falle bewirkt der Rang, d. h. ist der Rengn A geradek = min(m, n),
so liegt der Fall 1a (bzw. 2a oder 3a) vor. ksk min(m,n), handelt es sich um Fall 1b
(bzw. 2b oder 3b). Der Rang einer Matrix ist gleich der Anzahér nichtverschwinden-
den Singuléarwerte. Bei numerischen Rechnungen, die ja immiteendlicher Genauigkeit
durchgefihrt werden, muf3 offenbar festgelegt werden, was amter ,nichtverschwin-
dend” verstehen will. Wir benutzen dazu das Verfahren deg@Bérwertanalyse (Abschnitt
A.13) und setzen einen Singularwert gleich Null, wenn emdeals der Bruchteilf des
groten Singularwerts ist. Die Anzahl der nach dieser Asealerbleibenden endlichen
Singularwerte heilseudorang Zusatzlich zu den oben genannten Fallen betrachten wir
jetzt noch die Félle 1c, 2c bzw. 3c, in denen die Matixwar den vollen Rang, nicht aber
den vollen Pseudorang hat.

Das Programm durchlauft zwei ineinander geschachteltieBah. Die dulRere Schleife
stellt die Falle 1, 2, 3, die innere Schleife stellt die Ufiike a, b, c ein. Fur jeden Fall
wird die Matrix A aus einzelnen Vektoren aufgebaut. Im Unterfall b werdeni ziieser
Vektoren identisch gewahlt. Im Unterfall ¢ sind sie idechibis auf ein Element, welches
in einem Vektor (im Vergleich zum anderen) um= 10-12 verschieden ist. Im Fall 3 hat
das lineare Gleichungssystem, das durch die MatrixgleighAx = b symbolisiert wird,
weniger Gleichungem{) als Unbekannten). Dieser Fall tritt in der Praxis nicht auf und
ist daher in den Programmen nicht vorgesehen. Er wird hidumth simuliert, daf im
Fall 3 mitm = 2 undn = 3 die Matrix A durch Hinzufligen einer weiteren Zeile, deren
samtliche Elemente Null sind, zu einerX3)-Matrix erganzt unan = 3 gesetzt wird.

Ergibt die Singularwertanalyse, daf? ein oder mehrere &ingarte kleiner sind als der
Bruchteil f des groRten Singularwerts, so werden sie zu Null gesetandarem Beispiel
wird fur jeden der 9 Félle die Singularwertzerlegung zwdicharchgefuhrt, zuerst mit
f =1071° und anschlieRend mit = 10~%°. Fir f = 1071° gilt in unseren Beispielen der
Falle 1c, 2c, 3c die MatriXA als Matrix mit vollen Rang, trotz des kleinen Wertes von
e = 1072, Die Singularwertanalyse mit = 1071° reduziert die Zahl der Singularwerte.
Man beachte die stark verschiedenen Elemente der Losutgsimarach Wahl vonf fiir
die Falle Falle 1c, 2c, 3c. Die unhandlichen Zahlwerteffie 10-1° lassen erkennen, dass
wir uns der Grenze der numerischen Stabilitdt ndhern.

Programmbeispiel A.9: Die KlasseE9Mtx demonstiert die Benutzung der
MethodeDatanMatrix.marquardt

Die MethodeDatanMatrix.marquardt wird kaum direkt benutzt werden. Sie wurde
zum Einsatz inLsgMar undMinMar geschrieben. Der Vollstandigkeit halber wird hier
noch ein kurze Klasse angegeben. Sie 16st die nach (A.1@8ifizierte AufgabeAx ~ b
fir A1 = A und A, = A/10 zu vorgegebeneA, b und A und gibt die Ergebnisse; undx,
aus.
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Programmbeispiel A.10: Die KlasseE10Mtx demonstriert die Bearbeitung
kleinster Quadrate mit Nebenbedingungen mit der Methode
DatanGraphics.leastSquaresWithConstraints

Es wird die Aufgabe aus Beispiel 9.9 und 9.10, bearbeitetlich die Messung der drei

Winkel eines Dreiecks ziy = 89, x, = 31, X3 = 62 und der Auswertung dieser Messungen

unter Berucksichtigung der Nebenbedingumng- X, + X3 = 180. Die Auswertung erfordert

die Losung von Ax — b)? = min mit der Nebenbedingungx = d mit

100 89
A=|o0o10],b=|31], E=(111),d=180.
00 1 62

Im Programm werden die Matrizen bzw. Vektor@nb, E, d bereitgestellt. Die Losung
wird mit einem Aufruf vonDatanGraphics.leastSquaresWithConstraints
berechnet. Sie ist natirlich identisch mit der in den oberagaten Beispielen gefundenen.



B Elemente der Kombinatorik

Wir betrachtem unterscheidbare Objeksg, ay, ..., a, und fragen nach der Anzahl
der MoglichkeitenP¥, in denen mark davon in einer geordneten Reihe anordnen
kann. Solche Anordnungen hei3Barmutationen Fir das Beispieh = 4, k = 2
sind diese Permutationen

aadp, a@az, adaq,
ddy, adz, s,
azay;, azd2, Az,
asay, a2, a4a3,

d. h. By = 12. Die Antwort fiir das allgemeine Problem kann aus diesem Schema
abgeleitet werden. Es gibbtverschiedene Mdglichkeiten, den ersten Platz in einer
Reihe zu besetzen. Wenn aber einmal eine dieser Moglichkeiten gewahlt wurde,
bleiben nur nocm — 1 Objekte Uber, d. h., es gibt noch— 1 Méglichkeiten, den
zweiten Platz zu besetzen usw. Deshalb ist

P =n(n—1)(n—2)---(n—k+1). (B.1)
Das Ergebnis kann auch in der Form

n_ N
P = K] (B.2)

geschrieben werden. Dabei ist
n=1.2...n; 0l=1, 1'=1. (B.3)

Haufig interessiert man sich nicht fir die Reihenfolgeld@bjekte innerhalb einer
Permutation (die gleichek Objekte kdnnen auk! verschiedene Weisen innerhalb

der Reihe angeordnet sein), sondern betrachtet nur die Anzahl der verschiedenen
Auswahlen vork Objekten aus insgesamt Eine solche Auswahl heiRtombinati-

on; die Anzahl der méglichen Kombinationen vkrElementen aus ist dann

N P_kn _ n! _(n
Ce=t0 = ki(n—Kk)! — (k> ' (B.4)

Fur dieBinomiaIkoefﬁziente(t:) gilt die einfache Rekursionsformel
n—-1 n—1 n
(") (ko2) =) &9
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0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 3% 3B 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
Y Y
o 1 2 3 4 5 6 7 8 Kk

BildB.1: Pascalsches Dreieck.

die man leicht durch Ausrechnen beweist:
(n—1)! (n—121)! (n—kK)(n—1)+k(n—1)! n!
K(n—k—1)  (k—Di(n—Kk! k!(n —K)! T KM—K!
Die Rekursionsformel ist die Grundlage des berihn&scalschen Dreieckdas

in Bild B.1 wegen seiner Schonheit wiedergegeben ist. Der Name Binomialkoeffizi-
ent rihrt von dem beriihmtdnnomischen Lehrsatzer,

@+b)"=>" (E) akpnx (B.6)

k=0

dessen Beweis (durch vollstandige Induktion) wir dem Leser Uberlassen. Wir be-
nutzen den Satz, um eine wichtige Eigenschaft der Koeffizie(jfeierzuleiten,
schreiben ihn dazu in der einfachen Formliiie 1, d. h.

(a+1) = i (E)ak ,

k=0
und wenden ihn jetzt ein zweites Mal an:

n+m n m
(a+ 1)n+m — (a+ 1)n(a+ 1)m , Z <n‘zm)aﬁ — Z <n)aj Z (r:)ak )

¢=0 j=0 J k=0

Betrachten wir nur den Term mit’, so finden wir durch Koeffizientenvergleich

(=200 @7



C Formeln und Methoden zur
Berechnung statistischer Funktionen

C.1 Binomialverteilung

Die Binomialverteilung (5.1.3)

wp = (1) pea—pr (€.1.1)

und ihre Verteilungsfunktion

K-1
Pk<K)=> W (C.1.2)
k=0

werden mit den MethodestatFunct.binomial bzw.
StatFunct.cumulativeBinomial berechnet. Aus Griinden der numerischen
Stabilitat wird der Logarithmus der Eulerschen Gamma-Funktion in der Berechnung
benutzt.

C.2 Hypergeometrische Verteilung

Die hypergeometrische Verteilung (5.3.1)

vvkz(*;><'::r)/<':> , n<Nk<K, (C.2.1)

und die zugehorige Verteilungsfunktion
K—1
Pk <K)=> W, (C.2.2)
k=0

werden mit den MethodeStatFunct.hypergeometric bzw.
StatFunct.cumulativeHypergeometric berechnet.
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C.3 Poisson-Verteilung

Die Poisson-Verteilung (5.4.1)

)\.k
f(k;x) = Fe‘* (C.3.1)
und die zugehdrige Verteilungsfunktion
K-1
Pk <K)=Y"f(k2) (C.3.2)
k=0

werden durch die MethodestatFunct.poisson bzw.
StatFunct.cumulativePoisson berechnet.

Die Grof3enf (k; 1) und F(K;A) h&ngen nicht nur von den Werten der diskreten
Variablenk bzw. K, sondern auch von dem kontinuierlichen Paramgtab. Zu
vorgegebenenP erfilllt ein bestimmter Parameterwerp die Gleichung (C.3.2).
Wir kénnen ihn als Quantil

A =xrp(K) (C.3.3)

der Poisson-Verteilung bezeichnen. Seine Berechnung erfolgt mit der Methode
StatFunct.quantilePoisson.

C.4 Normalverteilung

Die Wahrscheinlichkeitsdichte detandardisierten Normalverteilurigt

L e
do(X) = mexp( X</2). (C.4.2)

Sie wird mit der Method&étatFunct.standardNormal berechnet.
Die Normalverteilungmit Mittelwert xo und Varianzo2,

(X— Xo)2>
X) = exp| — , C4.2
009 = ——exo( - c42)
l&Rt sich nach Einfihrung der standardisierten Variablen
u=2"%0 (C.4.3)
o

leicht durch (C.4.1) ausdriicken,
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59 = ~golt). ca4)

Sie wird mit der Method&tatFunct.normal berechnet.
Die Verteilungsfunktion der standardisierten Normalverteilung

wo(x):/_;q&o(x)dx_ Ff exp(——2> dx (C.4.5)

ist ein Integral, das sich nicht in geschlossener Form berechnen laf3t. Wir kdnnen
es aber auf die Berechnung der unvollstindigen Gamma-Funktion, Abschnitt D.5,
zuriickfuhren.

Die Verteilungsfunktion einer Normalverteilung mit Mittelweg und Varianz2
ergibt sich aus (C.4.5) zu

Y (X) =vo(u), u= (C.4.6)
Wir fihren jetzt dieFehlerfunktion(englisch:error function
erf(x) = 2 fxe‘tzdt X >0 (C.4.7)
V7 Jo T o

ein. Vergleich mit der Definition (D.5.1) der unvollstdndigen Gamma-Funktion lie-

fert
2

t=Xx 5 1 u=x
erf(x) = eldt=—r1 e YuY2du,
r() Jio I'(3) Ju=o
erf(x) = P (%,xz) . (C.4.8)

Andererseits besteht ein enger Zusammenhang zwischen (C.4.6) und (C.4.7),

Vrpmortyal) = Volu = VBX) = S[1-+ signe)erf(x|)]

oder

Yo(u) = [1+S|gn(u)erf<l/12)}

bzw.
1 u?
Yo(u) = [1+S|gn(u)P (2 > ﬂ (C.4.9)

Die MethoderStatFunct.cumulativeStandardNormal bzw.
StatFunct.cumulativeNormal liefern die Verteilungsfunktionen (C.4.4) bzw.
(C.4.5).

Wir berechnen schlief3lich noch die Quantile der standardisierten Normalvertei-
lung (mit der Methodé&tatFunct.quantileStandardNormal). Zu vorge-
gebener Wahrscheinlichkef ist das Quantik, durch die Beziehung
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P = vo(Xp) = e /2 dx (C.4.10)

1 /xp
A/ 27'[ —00
definiert. Wir bestimmen es durch Aufsuchen der Nullstelle der Funktion

k(x, P) = P —vro(X) (C.4.11)

nach dem Verfahren aus Abschnitt E.2.

Fur das Quantikp zur WahrscheinlichkeiP fur eine Normalverteilung mit Mit
telwert xo und Standardabweichung (berechnet miStatFunct.quantile-
Normal) gilt

P =vo(up), Xp =Xo+oUp. (C.4.12)

C.5 x2-Verteilung

Die Wahrscheinlichkeitsdichte (6.6.10) def-Verteilung mitn Freiheitsgraden

1 1,2 n
f(x?) = Al |y =, C.5.1
00 = gy ) e > (C5.1)
berechnen wir miftatFunct.chiSquared.
Die Verteilungsfunktion
1 [ 1 u\-1 1 =X
F(x?) = — “(z) eMdu=——~ ettt C.5.2
0 =163 ) 2(2) () Jeo (5.2
erkennen wir mit (D.5.1) als unvollstandige Gamma-Funktion
2 2
X n x
FxH=P(r%=)=P( =% C.5.3
w=p(n%)=P(3%) €53)

und berechnen sie nittatFunct.cumulativeChiSquared.
Das Quantily3 der x2-Verteilung zu vorgegebener WahrscheinlichkBit das
durch
h(x3) = P—F(x5)=0 (C.5.4)

gegeben ist, berechnen wir als Nullstelle der Funktigy?) in StatFunct.quan—
tileChiSquared.
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C.6 F-Verteilung

Die Wahrscheinlichkeitsdichte (8.2.3) derVerteilung mit f; und f, Freiheitsgra-
den

1 1

£\ T f f f —5(f1+12)

f(F) = < 1> (12( 1+12)) Eifi-1 <1+ 1F> (C.6.1)
fa L'z )5 f2) f2

berechnen wir mistatFunct.fDistribution.
Die Verteilungsfunktion

T 1 f .I: ;fl F _;(fl“"fZ)
F(F)_M<E>2 /0 F$f1—1<1+%F) i dF  (C.6.2)

TG G \ f 2
laRt sich mit ‘ ¢ s
2 112
t=—"-—, |dt| = ——————|dF
fo+ f1F el (f2+f1F)2| |
umformen zu
F(F) = 1 / - (1—t)zf Lz gt (C.6.3)
B(3 f1,5 f2) Jio ap -

= 1- Ifg/(f2+f1F) (% f21%fl) ’

d. h. auf die unvollstdndige Beta-Funktion zurtickfihren, vgl. (D.6.1). Wir berechnen
sie mitStatFunct.cumulativeFDistribution.
Das QuantilFp der F-Verteilung zu vorgegebener Wahrscheinlichkeiist durch
die Nullstelle der Funktion
h(F)=P—F(F) (C.6.4)

gegeben. Es wird mBtatFunct.quantileFDistribution berechnet

C.7 t-Verteilung

Die Wahrscheinlichkeitsdichte (8.3.7) der Student'schéferteilung mit f Frei-
heitsgraden

r(f +1)) <1+t2)‘5“+1)_
B(

t2 —%(f-‘rl)
f(t) = + 1+—> (C.7.1)

1
S rGHreVT - %,gm( f

berechnen wir mibtatFunct.student.
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Die Verteilungsfunktion det-Verteilung laf3t sich mit der Substitution

f

U= ——
f4+t2

durch die unvollstandige Betafunktion (D.6.1) ausdriicken,

2(f—+—l)

F(it) = dt C.7.2
® z,z)f/ (14 ) (€72
! S|gn(t) It g2y ~2(F+D
= 2+B( o 77 ) (HT) dt
1 signg) 1 (Yt Sl 0id
- 2+B(212)\/72/u ey (o wrdu.

Sie wird mitStatFunct.cumulativeStudent berechnet.
Das Quantitp dert-Verteilung zu vorgegebener Wahrscheinlichkeiberechnen
wir durch Aufsuchen der Nullstelle der Funktion

h(t) = P— F(t). (C.7.4)

mit der MethodéStatFunct.quantileStudent.

C.8 Java-Klasse und Programmbeispiel

Java-Klasse zur Berechnung statistischer Funktionen

StatFunct enhalt alle in diesem Anhang aufgefiihrten Methoden.

Programmbeispiel C.1: Die KlasseFunctionsDemo demonstriert alle in
diesem Anhang aufgefuihrten Methoden

Vom Benutzer wird zunachst eine Funktionenfamilie und deime Funktion aus dieser
Familie gausgewahlt. Anschliessend gibt er die fur den géesd Fall bendtigten Para-
meter ein. Nach dem Anklicken des Go-Knopfes wird der Fuamigivert berechnet und
angezeigt.



D Die Gamma-Funktion und verwandte
Funktionen. Methoden zu ihrer
Berechnung

D.1 Die Eulersche Gamma-Funktion

Es seix eine reelle Zahl mitx +1 > 0. Wir definieren die Eulersch€amma-
Funktiondurch

F(x+1)=/ tXeldt . (D.1.1)
0

Wenden wir die partielle Integration auf dieses Integral an, so ergibt sich

o0 o0 [e.¢]
/ t*e tdt = [—tXe‘t]8°+x/ t*le~tdt :x/ t*letdt .
0 0 0

Also ist
F'(x+1)=xI'(x). (D.1.2)

Dies ist die sogenannteunktionalgleichungder Gamma-Funktion. Aus (D.1.1)
folgt sofort
r@a=1.

Mit (D.1.2) ist dann allgemein
F'n+1)=n!, n=1,2,.... (D.1.3)

Wir ersetzen nun in (D.1.]t)durch%u2 (d. h. auch ddurchudu). Dann ist
M(x+1)= (%)X/ u2tle 2 gy .
0
Waéhlen wir jetzt spezielk = —3, so ist
o0 1 1 o0 1,,2
r(l)zﬁ/ e 2% du= —/ e 2" du. (D.1.4)
2 0 \/z —00

Das Integral laf3t sich wie folgt auswerten. Wir betrachten
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A= /Oo foo e 2(*+Y) dx dy = /Oo e‘ixzdx/oo e ¥ dy = 2(T(3))2.

o0

Das IntegralA kann aber auch in Polarkoordinaten transformiert werden:

27 00 2 00
A=/ f e rdr d¢=f d¢f e ’rdr =270 (1) =27 .
0 0 0 0

Durch Gleichsetzen finden wir also

rG)=vm. (D.1.5)

Mit Hilfe von (D.1.2) kénnen wir deshalb auch die Werte der Gamma-Funktion fir
halbzahlige Argumente bestimmen.

Fur Argumente, die nicht positiv ganz- oder halbzahlig sind, 1&3t sich das Integral
(D.1.1) nicht in geschlossener Form auswerten. In solchen Fallen ist man auf Nahe-
rungen angewiesen. Wir diskutieren hier die Naherung vemdzos(1964), die auf
den analytischen Eigenschaften der Gamma-Funktion aufgebaut ist. Wir definieren
zunachst die Gamma-Funktion auch fiir negative Argumente durch die Spiegelungs-

formel
T T X

r'(x)sinrx) T'(1+x)sin(rx)
(Durch die Beziehungen (D.1.1) und (D.1.6) ist die Gamma-Funktion auch fur be-
liebig komplexe Argumente definiert, wennkomplex ist.) Man sieht sofort, daf3

die Gamma-Funktion bei Null und allen negativen ganzen Zahlen Pole besitzt. Die
N&herung von kNCzZOS[17]

I(1—x)= (D.1.6)

F(x+1)=+v27(x+y + %)“5 expEx—y — %)(Ay(x) +¢) (D.1.7)

bertcksichtigt die ersten dieser Pole durch die Form der Funkgjon

C1 C Cy+1
X+1+X+2+ X+y+1

A, (X)=Co+ (D.1.8)
Fiiry =5 gilt fir den Fehlee der Naherunge| < 2- 10~ fiir jeden Punkk in der
rechten komplexen Halbebene. Die Methdgenma . gamma liefert die Eulersche
Gamma-Funktion.

Bild D.1 ist eine graphische Darstellung der Gamma-Funktion. Fur grof3e positive
Argumente wachst die Gamma-Funktion so rasch, daf’ es Schwierigkeiten gibt, ihren
Zahlwert im Rechner darzustellen. In vielen Ausdriicken treten jedoch Quotienten
aus Gamma-Funktionen auf, die Zahlwerte in einem unproblematischen Bereich ha-
ben. Man benutzt dann besser den Logarithmus der Gamma-Funktion, die von der
MethodeGamma . 1ogGamma berechnet wird.
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1/T(x)

T

Bild D.1: Die Funktionen"(x) und 1/ T"(x).
D.2 Fakultat und Binomialkoeffizient

Der Ausdruck
n=12..... n (D.2.1)
laRt sich entweder direkt als dieses Produkt oder mit (D.1.3) als Gamma-Funktion

berechnen.
Bei der Berechnung des Binomialkoeffizienten
n n! n n-1 n-k+1
_ - . D.2.2
(k) kin—k)!  k k-1 1 ( )
ist der Ausdruck auf der rechten Seite dem Ausdruck in der Mitte aus numerischen
Griinden unbedingt vorzuziehen. Sie erfolgt mit der MethGalkema . binomial.
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D.3 Beta-Funktion

Die Beta-Funktiorhat zwei Argumente und ist durch
1
B(z,w) = / tZ 11 —t)»Ldt (D.3.1)
0

definiert. Das Integral kann als ein einfacher Ausdruck von Gamma-Funktionen ge-

schrieben werden,
_ r@rw)

C T'(z4w)
So berechnet die Methodeamma . beta die Beta-Funktion. Bild D.2 zeigt sie als
Funktion vonw fur einige feste Werte von.

B(z,w) = B(w,2) (D.3.2)

z = 1.00, 3.00,.., 9.00

5 ‘ ———
/ L

B(z,w)
T | )
2 L
ﬂ L
O | T
0 1 2
4> W

BildD.2: Die Beta-Funktion. Mit steigendemverschieben sich die Graph&fz, w) immer wei-
ter nach links.

D.4 Berechnung von Kettenbriichen

In den beiden folgenden Abschnitten werdéttenbriiched. h. Ausdricke der Art
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a
f=byt — (D.4.1)
T
b2+ 5

auftreten, die auch in der typographisch einfacheren Form

a a& a3
° " bt bt bs+ ( )

geschrieben werden. Bezeichnen wir rijtden Wert des Kettenbruchs, der sich er-
gibt, wenn man (D.4.1) als Bruch mit endlich vielen Termen bis zu den Koeffizienten
a, undb, hinschreibt, so gilt

An
— gn .
Dabei konnen dié\, und B, aus der folgenden Rekursionsvorschrift gewonnen wer-
den:

f (D.4.3)

A1=1, B_.1=0, Ag=bg, Byg=1, (D.4.4)
A = bj A_1+a A2, (D.4.5)
Bj = bj Bj_1+a,- Bj_z. (D.4.6)

Da die Beziehungen (D.4.5) bzw. (D.4.6) linear Mj_1, Aj_> bzw. Bj_1,Bj_»

sind und in (D.4.3) nur der Quotier&,/B, auftritt, kann man die Koeffizienten

A, Aj—1,Aj_> und By, Bj_1, Bj_» stets mit einem beliebigen Faktor multiplizieren
und so ,normieren®. Man wahlt gewdhnlicty B; als Normierungsfaktor und ver-
meidet dadurch numerische Schwierigkeiten durch sehr grof3e oder sehr kleine Zah-
len, die sonstim Laufe der Rekursion auftreten konnen. Fir Schritte, in @re0

ist, entfallt die Normierung.

Kettenbriiche treten &hnlich wie Reihenentwicklungen als Néaherungen bestimmter
Funktionen auf. In einem Bereich, in dem die Kettenbruchnaherung konvergiert, un-
terscheiden sich fur hinreichend holredie Werte f,_; und f, nur noch unwesent-
lich. Man kann daher folgendeésbbruchkriteriumbenutzen. Gilt zu vorgegebenem
¢ < 1 die Ungleichung
fn - fn—l

fn
so ist f, eine hinreichend gute Naherung vén

<eg,

D.5 Unvollstandige Gamma-Funktion

Die unvollstandige Gamma-Funktiost fir a > 0 durch den Ausdruck

_i X —tya—1
P(a,x) = F(a)/o e 't* tat (D.5.1)
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definiert. Er kann durch eine Reihenentwicklung dargestellt werden,

an—X - F(a)
F(a+n+1) I'(a) gr(a+n+1)

P(a,X) = X e*XZ x". (D.5.2)

Die Summe konverglert rasch im Bereigh< a+ 1. Es wird die rechte und nicht
die mittlere Form von (D.5.2) benutzt, weil sich der Quotient der beiden Gamma-
Funktionen einfach zu
'(a) 11 1
a+n+1) aa+1 a+n+1
ergibt. Im Bereichx > a+ 1 benutzen wir den Kettenbruchausdruck
1 1-al2-a?2
1-P(a,xX) = ——e *x? .
r'(a) X+ 1+ X+ 1+ x+

(D.5.3)

a = 100, 2.00,...,10.00

Bild D.3: Die unvollstandige Gamma-Funktion. Mit steigendamerschieben sich die Graphen
P(a,x) immer weiter nach rechts.

Die MethodeGamma. incompleteGamma liefert die unvollstandige Gamma-
Funktion. Sie istin Bild D.3 fur einige Werte vandargestellt. Aus dem Bild liest
man sofort ab:

P@0) = 0, (D.5.4)
XIim P@x) = 1. (D.5.5)
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D.6 Unvollstandige Beta-Funktion

Die unvollstandige Beta-Funktiast fiira > 0, b > 0 durch die Beziehung

1
B(a,b)

definiert. Es gilt die Symmetrie-Beziehung

X
Ix(a,b) = / t2 31—t tdt, x<0<1, (D.6.1)
0

l(@b) =1— 11 (b,a) . (D.6.2)

b = 050, a« = 050, 1.00,..., 2.50 b = 100, a = 0.50, 1.00,..., 2.50
1 ; ; ; ‘ 1

I(ab)og L I(ab)og L -
ZF 0.6 B ] ZF 0.6 B 7
0.4 5 0.4 5
02 E S 0.2 S

0 e 0 ——
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

—> X —> X

b = 150, a = 0.50, 1.00,.., 2.50 b = 200, a = 0.50, 1.00,.., 2.50
1 ‘ ‘ ‘ ; 1

I(a,b)og L I(a,b)og L
ZF 0.6 N ZF 0.6 N
0.4 0.4
0.2 0.2
0 = - 0 = -
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
—> X —> X

BildD.4: Die unvollstandige Beta-Funktion. Mit steigenderverschieben sich die Graphen
Ix(a,b) immer weiter nach rechts.

Der Ausdruck (D.6.1) wird durch folgenden Kettenbruch angenéhert:

Xa(l—X)b 1 d]_ d2
IAa,b):m{EEE---} (D.6.3)
mit
q . (@a+m)(a+b+m) «
il T Tat2m)@at+2m-1)""
m(b —m)
d2m =

(@a+2m-—1)@+2m) X
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Die Naherung konvergiert rasch fur

a+1

S D.6.4
X>a+b—|—1 ( )

Ist diese Bedingung nicht erflillt, so ist gerade & groRRer als die rechte Seite von
(D.6.4). Man berechnet dann_y als Kettenbruch und benutzt anschlie3end (D.6.2).
Die MethodeGamma. incompleteBeta liefert die unvollstdandige Beta-Funk-
tion. Sie ist in Bild D.4 fur verschiedene Wertepaare der Paranaetied b darge-

stellt. Unabhéngig von diesen Parametern gilt

lo(a,b) =0, li(ab)=1. (D.6.5)

D.7 Java-Klasse und Programmbeispiel

Java-Klasse zur Berechnung der Gamma-Funktion und verwandter Funktio-
nen

Gamma enhalt alle in diesem Anhang aufgefiihrten Methoden.

Programmbeispiel D.1: Die KlasseFunctionsDemo demonstriert nicht nur die
Methoden des Anhangs C, sondern auch alle in diesem Anhang aufgefuhrten
Methoden

Vom Benutzer wird zunachst eine Funktionenfamilie und daime Funktion aus dieser
Familie gausgewahlt. Anschliessend gibt er die fur den géesd Fall bendtigten Para-
meter ein. Nach dem Anklicken des Go-Knopfes wird der Fuamigivert berechnet und
angezeigt.
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E.1 Numerische Differentiation

Die Ableitung df (x)/dx einer Funktionf (x) an der Stellec ist der Grenzwert

00 = m f(x+hr:— )

Es liegt nahe, den Differenzenquotienten

f(x+h)— f(x)
h

fur einen kleinen, endlichen Wert vdmals Naherung vorf’(x) zu verwenden. Bes-
ser geeignet ist der symmetrische Differenzenquotient

f(x+h)— f(x—h)

o) = 2h

(E.1.1)

Schreiben wir namlich furf (x + h) und f (x — h) die Taylor-Entwicklung an der
Stellex, so erhalten wir den Ausdruck

h? h?
8 = 160+ 37 100+ 2, 1900+,

bei dem der filhrende Zusatzterm bereits quadratishtaiofallt. Trotzdem ist nattir-
lich die Wahl vonh kritisch, weil flr sehr kleine Werte vom grof3e Rundungsfehler
auftreten, fur grofRe Werte aber die Naherung sehr fehlerhaft sein kann.

Man berechnet nu#(h) fir eine Folge von Werteh = hg,hy,h,,... Ist die Folge
8(ho), 8(hy), ... monoton (steigend oder fallend), so wird dies als Zeichen fir die
Konvergenz der Folge gegeii(x) gewertet. Nach BTISHAUSER [27] kann man
aus der Folgé(ho), §(h1) andere Folgen gewinnen, die schneller konvergieren. Die
Methode wurde in Anlehnung an daoRBERG-Verfahren [28] zur numerischen
Integration entwickelt. Ausgehend vbig = a wahlt er zunéchst die Folge

ho, hy,...=a, 3a/4,a/2,3/8,a/4,...,

setzt
T = s(hy)

417
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und berechnet weitere GroREf,

k+1 K
omT b 112519

TR — ;  mungeradek gerade

m 2m—1.125 g kg
2m.1.125T %) 1

T® — m-1 _m-1. mungeradek ungerade,

m 2m.1.125-1 g kung
nTl ) 1K)

K m—1 m-1\") ",
T = 1 ; m gerade .

Ordnet man die GroReR® in Dreiecksform

T
T
T (1) T 2(0)
T® 7O
7@ T®
T2
T

an, so enthalt die erste Spalte die Folge unserer urspringlichen Differenzenquotien-
ten. Es konvergiert nun nicht ndj ) gegenf’(x), sondern es gilt im allgemeinen

Jim TM = f'(x), im TM = f'(x).

Die praktische Bedeutung des Verfahrens beruht darauf, dal3 die rechts stehenden
Spalten besonders rasch konvergieren.

In der KlasseAuxDer wird, ausgehend voa = 1, die FolgeT?, ..., T/ be-
rechnet. Ist sie nicht monoton, so wieddurcha/10 ersetzt und eine neue Folge
berechnet. Nach 10 erfolglosen Versuchen wird abgebrochen. Wird aber eine mo-
notone Folge gefunden, so wird das Dreiecksschema berechnéTé?]rmis beste
Naherung vonf’(x) ausgegeben. Das PrograrAmxDer entspricht bis auf gering-
fligige Anderungen in den Abbruchkriterien einem Programm voEIK81G [29].

Dieses Programme arbeitet relativ zeitaufwendig. Fur gutartige Funktionen ge-
nigt es oft, den Differentialquotienten durch den Differenzenquotienten (E.1.1) zu
ersetzen, insbesondere bei der hohen numerischen Genauigkeit, mit der Java arbeitet.
Zur Berechnung zweiter Ableitungen wird das Verfahren der Differenzenquotienten
entsprechend erweitert. Die KlasskaxDr1i, AuxGrad undAuxHesse arbeiten
deshalb mit Differenzenquotenten.
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E.2 Numerische Bestimmung von Nullstellen

Die Berechnung de®Quantils % einer Verteilungsfunktiort-(x) zu vorgegebener
WahrscheinlichkeitP ist gleichbedeutend mit der Bestimmung der Nullstelle der
Funktion

k(X)=P—F(x). (E.2.1)

Wir bearbeiten das Problem in zwei Schritten. Im ersten Schritt geben wir ein In-
tervall (xo,X1) an, das die Nullstelle enthélt. Im zweiten Schritt verkleinern wir das
Intervall systematisch, so dal3 sein Betrag kleiner wird als ein vorgegebenes.Wert

Im ersten Schritt machen wir Gebrauch von der Tatsachek@dl3monoton ist,
weil F(x) monoton ist. Wir beginnen mit Anfangswerten iy und x;. Ist f(xo) -
f(x1) < 0, d. h. haben die beiden Funktionswerte verschiedene Vorzeichen, so ist
die Nullstelle von ihnen eingeschlossen. Ist das nicht der Fall, so vergrof3ern wir
das Intervall zu der Seite hin, an der die Funktion dem Betrage nach den kleinsten
Wert hat, und wiederholen das Verfahren mit den neuen Wertenxgor,). Das
Programm arbeitet zuverlassig fur Funktiongfx), die eine Nullstelle besitzen und
monoton inx sind. Es sollte nur fir solche Funktionen benutzt werden.

Fur die Lokalisierung der Nullstelle innerhalb des Anfangsintervays«) benut-
zen wir ein vergleichsweise langsames, aber absolut zuverlassiges Verfahren. Das
urspringliche Intervall wird halbiert und durch dasjenige Teilintervall ersetzt, fur
dessen Endpunkte die Funktion verschiedene Vorzeichen hat. Das Verfahren wird
solange wiederholt, bis die Intervallbreite unter eine vorgegebene Schranke sinkt.

Die beschriebene Art der Nullstellensuche ist in der KlaAs&Zero imple-
mentiert. Es wird auch in den verschiedenen Methoden der Quantil-Berechnung
in StatFunct direkt (d. h. ohne Aufruf voldluxZero) benutzt. Eine diekte An-
wendung bietet die KlasdelMaxL1ike, Programmbeispiel 7.1.

E.3 Interaktive Ein- und Ausgabe unter Java

Java-Programme laufen gewoéhnlich nicht rein konsekutiv ab, sondern sigrsiige
nis-gesteuertd. h. sie reagieren wahrend ihres Ablaufs auf Aktionen des Benutzers.
Dadurch wird ein interaktives Arbeiten mit einem Java-Programm erreicht. Dessen
Ausgestaltung hangt wesentlich von der jeweiligen Aufgabe ab und auch vom Ge-
schmack des Benutzers. Fir unsere Programmbeispiele reichen vier Hilfprogramme
aus. Wir erklaren sie kurz anhand von Bild E.1.

Es stellt ein Bildschirmfenster dar, das mit der KlaBaganF rame erzeugt wur-
de. In der einfachsten Form besteht es nur aus einem Rahmen, einer Titelzeile (hier
“Example for the creation of random numbers”) und einem Ausgabebereich, in den
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examples. ETRandom

Example for the creation of random numbers
Parameter input Random number Generator
seed_1 | 1 872.202,000| ) Uniform based on MLCG
| | i®) Uniform based on ECUY | £9 |I
seed 2 T40, 459 972 o
— ! Standard normal based on ECUY
Fandonfunbers produces by method DatanBandonm. ecuy - |
0,9015819918671 0,209068891237 0.775781947378 0, 593918600010 0.
0.6Z1790L09852 0.158016615663 0.301027753679 0.157435827T523 (13
0,663721001171 0, 558666542180 0.508l24020914 0,6805519545229 0.
0,612938707637 0,860251051023 0. 198793643450 0, 352968632085 0.
0.338464261410 0.511869103164 0.893876270541 0.3191858638908 0.
0.455579594439 0.65839345611749 0.450549347929 0.417117653605 0.
0, 040922276394 0.035626141394 0.599463964928 0.616536095743 0.
0,663200052371 0,275467696192 0.513971966265 0, 787444908680 0.
0.5804070493236 0. 536444474663 0. 262696618855 0.413187062454 0.
0,689652335070 0,150478965773 0.409645696626 0,2415793154584 0.
4] il |

BildE.1: Ein Fenster vom TypatanFrame mit Elementen zur interaktiven Eingabe und zum
Programmestart sowie zur alphanumerischen Ausgabe vorbEiggen

der Benutzer die Ergebnisse seines Programms schreiben lassen kann. Mit der Me-
thodeDatanFrame . add kdnnen zusatzlich unterhalb der Titelzeile horizontal von
links nach rechts weitere Elemente hinzugefugt werden. In Bild E.1 sind das eine
Eingabegruppgeeine Auswahlgruppeaind einStartknopf Die Eingabegruppe wird

mit der KlasseAuxJInputGroup erzeugt und die Auswahlgruppe mit der Klas-
seAuxJRButtonGroup; beide greifen — widdatanFrame — auf Java-Swing-
Klassen zurtick. Der Startknopf wird direkt mit einer solchen Standard-Klasse reali-
siert. Die Eingabegruppe istihrerseits zusammengesetzt aus beliebig vielen unterein-
ander angeordnetetahleingabebereichetie mit der KlasséuxJNumberInput
erzeugt werden. Mit der Arbeitsweise dieser Klassen macht man sich am besten
anhand der online-Dokumentation und durch das Studium der Quelldateien einiger
unserer Pogrammbeispiele vertraut.

E.4 Java-Klassen

AuxDer berechnet die Ableitung einer Funktion nach der Rutishauser-Methode.
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AuxDr1i berechnet die vohsqNon undLsgMar bendtigte Matrix A von Ablei-
tungen.

AuxGrad berechnet den Gradienten einer Funktion an einem Punkt.
AuxHesse berechnet die Hessesche Matrix einer Funktion an einem Punkt.
AuxZero findet die Nullstelle einer monotonen Funktion.

DatanFrame erzeugt ein Bildschirmfenster mit der Moglichkeit interaktiver Ein-
und Ausgabe.

AuxJInputGroup erzeugt eine Eingabegruppe innerhalb eines Bildschirmfen-
sters.

AuxJNumberInput erzeugt einen Zahleingabebereich innerhalb einer Eingabe-
gruppe.

AuxJRButtonGroup erzeugt eine Auswahlgruppe innerhalb eines Bildschirm-
fensters.
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F.1 Vorbemerkung

Die graphische Darstellung von Daten und von Kurven angepaliter Funktionen ist
seit jeher ein wichtiges Hilfsmittel der Datenanalyse. Wir stellen im folgenden die
KlasseDatanGraphics vor, mit deren Methoden Graphiken erzeugt, in Bild-
schirmfenstern angezeigt und/oder als Postscript-Dateien ausgegeben werden kon-
nen. Wir unterteilen die Methoden in Steuer-, Transformations-, Zeichen- und Hilfs-
Methoden. Sie werden in diesem Anhang ausfihrlich beschrieben, und ihre Handha-
bung wird an einer Reihe von Programmbeispielen erlautert. Fur viele Anwendungen
reicht es aber schon aus, wenn man sich mit der Benutzung von nur 5 Klassen ver-
traut macht, die ihrerseits auf die Methoden \BatanGraphics zuriickgreifen.

Jede dieser Klassen erzeugt mit einem Aufruf eine vollstandige Graphik. Sie sind zu
Beginn von Abschnitt F.8 aufgelistet.

F.2 Graphische Arbeitsstationen. Steuermethoden

Wie schon erwahnt, kénnen wir eine Graphik in Form eines Fensters auf dem Bild-
schirm und als Datei im Postscript-Format ausgeben. Letztere lasst sich leicht in
Dokumente einbinden oder direkt — ggf. auch erst nach Umwandlung mit einem frei
verfugbaren Programm in ein anderes Format wie etwa pdf — auf Papier ausdrucken.
Aus historischen Grunden nennen wir Bidschirmfenster und und Postscript-Datei
graphische Arbeitsstationen

Mit der MethodeDatanGraphics.openWorkstation wird ein Bildschirm-
fenster oder eine Datei oder beides “gedffnet”, d. h. es werden Puffer angelegt, in die
mit den weiter unten beschriebenen Methoden graphische Information geschrieben
werden kann. Erst nach dem Aufruf der Meth®a@etanGraphics.closeWork-
station wird das Fenster auf dem Bildschirm angezeigt bzw. steht die abgeschlos-
sene Graphik-Datei zur Verfigung. So kénnen nacheinander verschiedene Graphi-
ken erzeugt werden, deren Fenster gleichzeitig auf dem Bildschirm angezeigt wer-
den. Sie kénnen vergroRert oder verkleinert werden, sind aber inhaltlich nicht mehr
veranderbar.

422
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f(x)=2109 " 2exp(~(x-a)?/ 202
p

f(x) 05 L T T T T I T T T T T T T T T T T T ]
T 0.4 | —:
03 | ----- -
02 F -
01 —:
0 : R R e \h-:
-10 -5 0 5 10
—DX

BildF.1: Einfaches Beispiel einer mitatanGraph-ics erstellten Graphik.

F.3 Koordinatensysteme, Transformationen
und Transformationsmethoden

F.3.1 Koordinatensysteme
Weltkoordinaten (WC)

Bild F.1 zeigt eine miDatanGraph1ics angefertigte Graphik. Stellen wir uns fiir

den Augenblick alle graphischen Strukturen einschlie3lich des Textes als physisch
existent — etwa aus Draht gebogen — vor. Das Koordinatensystem, in dem diese
Drahtstruktur beschrieben wird, nennen wir das Weltkoordinatensystem (WC). Die
Koordinaten eines Punktes in WC bezeichnen wir rXitY).

Rechenkoordinaten (CC)

Betrachten wir die Skalen in Bild F.1, so bemerken wir, daf3 die Skalen, dig mit
bzw.y bezeichnet sind, zwar etwa die gleiche Lange in Weltkoordinaten haben, aber
ganz verschiedene Langen, wenn sie in den Zahlen ausgedriickt werden, die an den
Skalen stehen. Das Bild stellt den Graphen einer Funktion

y=f(x)
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dar. Dabei erscheint jeder Punkt ¢) an der Stelle X,Y). Wir bezeichnen das Ko-
ordinatensystem dex(y) als Rechenkoordinatensystem (CC). Die Transformation
zwischen WC und CC ist in (F.3.1) weiter unten angegeben.

Geratekoordinaten (DC)

Aus dem (fiktiven) Weltkoordinatensystem mul3 das Bild auf die Arbeitsflache eines
graphischen Geréts (Bildschirmflache oder Papier) projiziert werden. Die Koordina-
ten (u,v) auf dieser Flache bezeichnen wir als Geratekoordinaten (DC).

F.3.2 Lineare Transformationen. Fenster-Darstellundsfel

Die in diesem Abschnitt definierten Begriffe und die einzelnen Transformationen
sind im Bild F.2 veranschaulicht.
Nehmen wir an, dal sich die Rechenkoordinatex itber den Bereich

Xa < X < Xp
erstrecken sollen. Der entsprechende Bereich in Weltkoordinaten sei
Xa< X< Xp.

Damit ist eine lineare Transformation— X definiert durch
Xb - Xa

Xp — Xa

X = Xag+(X—Xa) (F.3.2)

Ganz entsprechend ist die Transformatjor> Y definiert. Man spricht von Abbil-
dung ded~ensters (windowin Rechenkoordinaten CC,

Xa<X=<Xp, Ya<Y=<Yb, (F3.2)
auf dasDarstellungsfeld (viewporin Weltkoordinaten WC,
Xa<X<Xp, Ya<¥<Yy. (F.3.3)

Die Abbildung ist im allgemeinererzerrt d. h. ein Quadrat in CC wird zu einem
Rechteck in WC. Sie ist nur danmverzerrf wenn die Seitenverhaltnisse von Fen-
ster und Darstellungsfeld gleich sind,

Xb_Xa _ Xb_Xa
Yo — VYa Yo—Ya

(F.3.4)

Der Benutzer der Klas€eatanGraphics berechnet GréRen, die graphisch dar-
gestellt werden sollen, zunachst in CC. Durch Angabe von Fenster und Darstel-
lungsfeld definiert er die Abbildung in WC. Die Moglichkeit zur Verzerrung dieser
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BildF.2: Die verschiedenen Koordinatensysteme. Oben: FensterdhdR&oordinaten. Mitte:
Darstellungsfeld (kleines Rechteck) und Fenster (grofehteck) in Weltkoordinaten. Unten:
Vorlaufiges Darstellungsfeld (gestricheltes Rechteck)gepalites endgultiges Darstellungsfeld
(kleines Rechteck) und Begrenzung der Darstellungsflagpiu®és Rechteck) in Geratekoordina-
ten. Die Abbildungstransformationen von Rechenkoordinan Weltkoordinaten und von Welt-
koordinaten in Geratekoordinaten sind durch punktiertedn angedeutet.

Abbildung ist dabei willkommen, weil sie auf einfache Weise Mal3stabsanderungen
erlaubt.

Anschlie3end muf3 eine Abbildung auf das physisch realisierte Geratekoordinaten-
system DC vorgenommen werden. Sie kann nattrlich wieder Uber die Angabe eines
Fensters (in WC) und eines Darstellungsfeldes (in DC) definiert werden. Allerdings
ist eine erneute Verzerrung unerwinscht. Wir definieren daher ein Darstellungsfeld

Ua <U<Up, va<v=<up (F.3.5)
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und ein Fenster
X,<X<X}, Yi<Y<Y,. (F.3.6)

Die Abbildung vom Fenster (F.3.6) auf das Darstellungsfeld (F.3.5) wird aber nur
vorgenommen, wenn beide das gleiche Seitenverhéltnis haben. Anderenfalls wird
das Darstellungsfeld (F.3.6) verkleinert, und zwar in der Breite symmetrisch nach
links und rechts oder in der Hohe symmetrisch nach oben und unten, bis das verklei-
nerte Darstellungsfeld

u, <u<uy, vy,<v<uy (F.3.7)

das gleiche Seitenverhéltnis hat wie das Fenster (F.3.6). Zwischen beiden ist dann
eine verzerrungsfreie Abbildung definiert.

F.4 Transformationsmethoden

Der Benutzer voatanGraphics mul die Transformationen zwischen den ver-
schiedenen Koordinatensystemen durch Programmaufruf definieren. Die Anwen-
dung der Transformationen erfolgt dann beim Zeichnen graphischer Strukturen ohne
sein weiteres Zutun.

Transformation CC — WC

Diese Transformation wird durch Aufruf der beiden folgenden Methoden definiert.
DatanGraphics.setWindowInComputingCoordinates setzt das Fen-
ster in Rechenkoordinaten ubdtanGraphics.setViewportInWorldCo-
ordinates setzt die Darstellungsflache in Weltkoordinaten.

Transformation WC — DC

Diese Transformation wird durch den Aufruf der folgenden beiden Methoden defi-
niert.

DatanGraphics.setWindowInWorldCoordinates setzt das Fenster in
Weltkoordinaten. DatanGraphics.setFormat definiert das vorlaufige Dar-
stellungsfeld in Geratekoordinaten.

Das endgultige Darstellungsfeld wird in dieses so eingepaldt, da’ es das glei-
che Seitenverhdltnis hat wie das Fenster in Weltkoordinaten. PalteanGra—
phics.setFormat nicht aufgerufen wird, gilt das Format DIN A5 quer. Ist die
Arbeitsstation ein Bildschirmgerat, so wird nur das Verhéltnis von Breite und Ho-
he beachtet. Ist die Arbeitsstation eine Postscript-Datei, so gelten die Abmessungen
in cm nur, sofern das Bild in diesen Abmessungen auf das Papier im Drucker palf3t.
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Ist es groRRer als angegeben, so wird es soweit verkleinert, bis es gerade pal3t. In
beiden Fallen wird das Bild auf dem Papier zentriert. Mit der Methba&an—
Graphics.setStandardPaperSizeAndBorders wird die Papierformatim
Drucker dem Programm mitgeteilt. Wird sie nicht aufgerufen, so gilt DIN A4 mit
einem freizulassenden Rand von 5 mm an allen 4 Seiten.

Gewohnlich interessiert sich der Benutzer nur fur das System der Rechenkoordi-
naten, nachdem er durch Aufrufe der Programme dieses Abschnitts deren Transfor-
mation auf Welt- und schliel3lich auf Geratekoordinaten definiert hat.

Klippen

Die graphischen Strukturen werden unter Umstéanden nicht vollstandig gezeichnet,
sondern abgeschnitten, wenn sie den Rand eines Bereichslijgle$3ereichs nach
aul3en uberschreiten. Man sagt, die Strukturen wegdddippt Fur Polylinien,
Marken, Datenpunkte und Hoéhenlinien (Abschnitt F.5) ist der Klippbereich des
Fensters in Rechenkoordinaten, fur Texte und graphische Hilfsstrukturen ist der
Klipp-Bereich das Fenster in Weltkoordinaten. Sie konnen explizit gesetzt wer-
den mitDatanGraphics.setSmall1ClippingWindow bzw. DatanGra-—
phics.setBigClippingWindow.

F.5 Zeichenmethoden

Farben und Linienbreiten

Die bisher angegebenen Methoden bewirken organisatorische Funktionen, bringen
jedoch noch keine graphischen Strukturen auf der Arbeitsstation hervor. Jede mit
erzeugte graphische Struktur besteht aus Linien, die eine bestimmte Farbe und Li-
nienbreite besitzen. Die Auswahl dieser beiden Eigenschaften erfolgt wie folgt.
Programmintern ist insgesamtR&arbindizesje ein Paar von Eigenschaften (Far-

be, Linienbreite) fur das Bildschirmfenster zugeordnet und ein weiteres Paar fur
die Postscript-Datei. Mit der MethodgatanGraphics.chooseColor wird

ein Farbindex und damit ein solches Eigenschaftspaar ausgewahlt. Es gilt solan-
ge, bis ein anderer Farbindex ausgewahlt wird. Der Benutzer kann einen Farbindex
mit einem selbstgewahlten Eigenschaftspaar besetzen. Dazu dienen die Methoden
DatanGraphics.setScreenColor undDatanGraphics.setPSColor.

Die Hintergrungfarbe des Bildschirmfensters — standarmafiig blau — karbarmit
tanGraphics.setScreenBackground auf einen anderen Farbwert gesetzt
werden. (Der Hintergrund im Postscript-Format ist stets transparent.)
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Polylinien

Fir besonders einfache graphische Strukturen sind die Begriffe Polylinie und Marke
eingefiihrt worden. EinBolylinie definiert einen Streckenzug, der vom Punkt {1)
Uber die Punktexg, ¥2), (X3, ¥3), ... bis zum Punktex,, y,) fuhrt. Er wird mit der
MethodeDatanGraphics.drawPolyline gezeichnet; die Koordinaenpaare
werden in Rechenkoordinaten angegeben. Offenbar kann man jede aus Linien beste-
hende graphische Struktur beliebig genau durch Polylinien anndhern. Damit kbnnen
z. B. dieGraphen von Funktionedurch Polylinien dargestellt werden, wenn nur die
einzelnen Punkte einer Polylinie geniigend eng benachbart sind.

Gelegentlich méchte man eine Polylinie nichirchgezogensonderrgestrichelf
punktiert oder strichpunktiertzeichnen. Das geschieht mit der Methdetan—
Graphics.drawBrokenPolyline.

Marken und Datenpunkte

Eine Marke markiert einen Bildpunkt durch ein graphisches Symbol. Di®ds
tanGraphics zur Verfiigung stehenden Marken sind in Bild F.3 dargestellt. Sie
werden mit der MethodBatanGraphics.drawMark gezeichnet.

BildF.3: Marken.

Marken sind insbesondere zur Markierung von Datenpunkten geeignet. Ist ein Da-
tenpunkt fehlerbehaftet, so mdchte man die Fehler in einer oder beiden Koordinaten
durchFehlerbalkerkennzeichnen. Gelegentlich méchte man sogar die vollstandige
Kovarianzellipse zeichnen. Diese Aufgaben tbernimmt die MetledeanGra—
phics.drawDatapoint Beispiele sind in Bild F.4 dargestellt.

Ein Fehlerbalken irx-Richtung wird nur flro, > 0 gezeichnet, ein Fehlerbalken
in y-Richtung nur firey > 0. Die Kovarianzellipse wird nur flis, > 0, oy > 0
und cov,y) # 0 gezeichnet. Fehlerbalken werden nicht gezeichnet, falls sie vol-
lig innerhalb der Marke selbst liegen wirden. Die ganze Struktur wird nur so weit
gezeichnet, wie sie in das Fenster in Rechenkoordinaten (F.3.2) fallt.
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!

BildF.4: Beispiel fur die Darstellung von Datenpunkten.

Histogramm

Die Darstellung von Daten in Form eines Histogramms Gbernimmt die MeDade
tanGraphics.drawHistogram.

Hohen- oder Konturlinien

Eine Funktion f = f(x,y) definiert eine Flache im dreidimensionalex , f)-
Raum. Aber auch in dex(y)-Ebene selbst Ia3t sich ein Eindruck von der Funktion
gewinnen, wenn zu gegebenes const Punkte markiert werden, fur di€x, y) =c.
Die Menge aller solchen Punkte bilden tiéhenlinieoderKonturlinie f(x,y) = c.
Durch Zeichnen einer Schar von Hohenliniéfx, y) = ci1,Cy, ... l&Rt sich (wie bei
einer guten Landkarte) ein recht guter Eindruck von der Funktion gewinnen.
Naturlich ist es unmdoglich, fur alle Punkte dex,Y)-Ebene die Funktion zu
berechnen. Wir beschranken uns auf einen rechteckigen Bereich ik dgr (
Ebene, gewohnlich das Fenster in Rechenkoordinaten und zerlegen ihn in insgesamt
N = nyny kleinere Rechtecke. Die Eckpunkte dieser kleinen Rechtecke haben
Koordinaten die benachbarte Werte aus der Folge

X0, X0+ AX,Xo + 2AX, ..., Xg+ Ny AX

sind. Diey-Koordinate der Eckpunkte sind benachbarte Werte der Folge
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Yo. Yo+ AY, Yo+ 2Ay,..., Yo+ NyAy.

In jedem Rechteck wird die Hohenlinie linear gendhert. Dazu wird die Funkti-
on f(x,y) —c an den 4 Eckpunkten des Rechtecks betrachtet. Hat die Funktion
an zwei Eckpunkten, die Endpunkte einer Kante des Rechtecks sind, verschiedene
Vorzeichen, so wird angenommen, dal3 die Hohenlinie die Kante schneidet. Der
Schnittpunkt wird durch lineare Interpolation berechnet. Liegen Schnittpunkte auf
zwei Kanten des Rechtecks, so werden sie durch eine Strecke verbunden. Liegen
Schnittpunkte auf mehr als zwei Kanten, werden alle Paare von Schnittpunkten durch
Strecken verbunden.

Offenbar ist die Anndherung der Hohenlinie durch den Streckenzug um so besser,
je feiner die Aufteilung in kleine Rechtecke ist. Mit feinerer Aufteilung wird nattr-
lich auch die bendétigte Rechenzeit gréRer. Die MetHateanGraphics . draw-
Contour berechnet und zeichnet eine Hohenlinie. Ein Beispiel fur die Darstellung
einer Funktion durch Hohenlinien ist Bild F.5.

sin(x+y)cos((x-y)/2)

—_— <
N

BildF.5: Hohenlinienf (x,y) = —0.9,—0.8,...,0.8,0.9 der Funktiorf (x) = sinX + )
cos(x —y]/2) in der &, y)-Ebene.
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F.6 Graphische Hilfsstrukturen

Allein mit den wenigen bisher beschriebenen Methoden lassen sich umfangreiche
und schwierige Graphiken herstellen. Durch zusatzliche Benutzung der Methoden
dieses und des nachsten Abschnitts wird die Arbeit des Benutzers erleichtert, weil
sie ihm helfen, graphische Strukturen zu erzeugen, die Ublicherweise zu Graphiken
der Datenanalyse gehoren, wie Skalen, Achsenkreuze und erlauternde Texte.

Rahmen

Die MethodeDatanGraphics.drawFrame zeichnet einen Rahmen um den ab-
gebildeten Ausschnitt aus dem Weltkoordinatensystem, d. h. den &uf3eren Rahmen
der hier wiedergegebenen Bilder. Dagegen zeichnet die MetBadanGra—
phics.drawBoundary einen Rahmen um das Rechenkoordinatenfenster.

Skalen

Die MethodeDatanGraphics.drawScaleX zeichnet eine Skala ix-Richtung.

Es werden Teilstriche vom oberen und unteren Rand des CC-Fensters in Richtung
des Fensterinneren gezogen. Unterhalb des unteren Randes erscheinen Zahlen, die
einige dieser Teilstriche kennzeichnen. Es wird empfohlen, zun&chst die Methode
DatanGraphics.drawBoundary aufzurufen, um das Fenster selbst durch Li-

nien zu kennzeichnen. Auflerdem kann ein Pfeil mit Text gezeichnet werden, der
in Richtung steigendex-Werte zeigt. Ganz entsprechend zeichbDatanGra—
phics.drawScaleY eine Skala iry-Richtung.

Die Einteilung und Beschriftung der Skalen geschieht in diesen Methoden ge-
wohnlich automatisch ohne Steuerung durch den Benutzer. Mitunter mochte der
Benutzer jedoch diese Operationen beeinflussen. Das kann wildlarognGra—
phics.setParametersForScale bewirkt. Ein Aufruf dieser Methode hat nur
Auswirkungen auf die Skala, die mit dem néchstfolgenden Aufrud@banGra-
phics.drawScaleX oderDatanGraphics.drawScaleY erzeugt wird.

Koordinatenkreuz

Die MethodeDatanGraphics.drawCoordinateCross zeichnet ein Koor-
dinatenkreuz im Rechenkoordinatensystem. Die Achsen des Rechenkoordinatensy-
stems erscheinen als gestrichelte Linien soweit sie innerhalb des CC-Fensters ver-
laufen.
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F.7 Textinnerhalb der Graphik

Erlauternder Text macht Graphiken leichter verstandlich. Die in diesem Abschnitt
angegeben Programmaufrufe bewirken eine Uberschrift der gesamten Graphik und
die Plazierung von Text an jeder beliebigen Stelle der Graphik.

Der Text mufd vom Benutzer als Zeichenkette bereitgestellt werden. Bevor dieser
Text in graphische Zeichen umgesetzt wird, wird er jedoch zunachst entschlisselt.
Die einfache Verschlisselung gestattet es dem Benutzer, einfache mathematische
Formeln zeichnen zu lassen. Dazu stehendhnen Alphabetezu Verfiigung: Latein,
Griechisch und Mathematik, siehe Tafel F.1. Sie werden dédw$wahlsymbole
festgelegt. Das sind die speziellen Zeichen

@ fur Latein,
& fuir Griechisch,
% fur Mathematik

Ein Auswahlsymbol in der Textzeichenkette legt fest, daf3 alle nach ihm erschei-
nenden Zeichen aus dem dem Symbol entsprechenden Alphabet entnommen werden,
bis ein anderes Auswahlsymbol erscheint. Solange kein Auswahlsymbol aufgetreten
ist, gilt das Lateinische Alphabet.

AulRerdem gibt es diPositionssymbole

A fur Hochstellung (Exponent),
_ fur Niedrigstellung (Index),
# fur Normalhdhe,

" fUr Ruckstellung.

Alle Zeichen erscheinen in Normalhdhe, solange kein Positionssymbol auftritt. Es
konnen bis zu zwei Schritte von Normalniveau wegfihren, zAB, A.s. Die Po-
sitionssymbole™ und_ gelten bis zum Auftreten eings Das Symbol* wirkt nur

auf das ihm unmittelbar folgende Zeichen, das dann tber dem vorhergehenden und
nicht nach ihm erscheint. Dadurch erhalt man zAB stattA?.

Die MethodeDatanGraphics.drawCaption zeichnet eine Uberschrift, die
zentriert knapp unterhalb des oberen Randes des abgebildeten Ausschnitts des Welt-
koordinatensystems erscheint.

Manchmal méchte der Benutzer Text an von ihm bestimmte Stellen der Graphik
schreiben, z. B. an einzelne Kurven oder Datenpunkte, und auch die Textgrof3e wah-
len kdnnen. Das ermdglicht die MethoBatanGraphics.drawText.
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Tafel F.1: Die verschiedenen Alphabete zum Zeichnen von Text.

Control Characters

Control Characters

Roman Greek Math Roman Greek Math
Input @ & % | Input @ & %
A A A(ALPHA) A a a a(alpha) a
B B B(BETA) B b b B(beta) b
C C X(CHI) 1 d c x (chi) c
D D A(DELTA) A d d 3(delta) d
E E E(EPSILON) E e e e(epsilon) e
F F ®(PHI) F f f o(phi) f
G G '(GAMMA) + g g y(gamma) g
H H H(ETA) H h h n(eta) h
I I I(I0TA) i i i ((iota) i
J J I(IOTA) J j j t(iota) i
K K K(KAPPA) K k k Kk (kappa) k
L L A(LAMBDA) | 1 I A(lambda) I
M M M(MU) + m m u(mu) m
N N N(NU) N n n v(nu) n
0 o) Q(OMEGA) o] o ) w(omega) o)
P P T(PI) O p p 7 (pi) p
Q Q O(THETA) Q q q ¥ (theta) q
R R R(RHO) o r r p(rho) r
S S > (SIGMA) 3 s S o(sigma) S
T T T(TAU) | t t (tau) t
U u O(OMICRON) U u u o(omicron) U
v \% U] v v v
W w W (PSI) Va w w ¥ (psi) w
X X E(X1) X X X E(xi) X
Y Y T(UPSILON) A y y v(upsilon) y
VA z Z(ZETA) 4 z z ¢ (zeta) z
! ! ! ! = = = =
$ $ $ $ { { { {
* * # X } } } }
( ( T <~ | | I I
) ) " - [ [ & [
+ + + + ] ] @ ]
‘ ‘ ‘ ‘ \
1 1 1 1 : : : :
2 2 2 2 ; ; : ;
3 3 3 3 ’ ' ‘
4 4 4 4 < < - <
5 5 5 5 > > D >
6 6 6 6 ? ? § ~
7 7 7 7 , , , ,
8 8 8 8 . . . .
9 9 9 9 / / \ %
0 0 0 0
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F.8 Java-Klassen und Programmbeispiele

Java-Klassen zur Graphik
DatanGraphics enhdlt alle in diesem Anhang aufgefiihrten Methoden.

GraphicsWithHistogram erzeugt mit einem Aufruf eine vollstandige Gra-
phik mit einem Histogramm (ein ProgrammbeispieE26amp1e, Abschnitt
6.2).

GraphicsWith2DScatterDiagram erzeugt eine Graphik mit einem zwei-
dimensionalen Streudiagramm (ein Programmbeispiek 3§ample, Ab-
schnitt 6.3),

GraphicsWithHistogramAndPolyline erzeugt eine Graphik mit einem
Histogramm und einer beliebigen Polylinie (ein Programmbeispi&6§ir,
Abschnitt F.6).

GraphicsWithDataPointsAndPoly11ine erzeugt eine Graphik mit Daten-
punkten und einer beliebigen Polylinie (ein Programmbeispid 7§tr, Ab-
schnitt F.7).

GraphicsWithDataPointsAndMultiplePolylines erzeugt eine Gra-
phik mit Datenpunkten und mehreren beliebigen Polylinien (ein Programm-
beispiel istE8Gr, Abschnitt F.8).

Programmbeispiel F.1: Die KlasseE1Gr demonstiert die Benutzung folgender
Methoden der KlassBatanGraphics: openWorkstation,
closeWorkstation, setWindowInComputingCoordinates,
setViewportInWorldCoordinates,
setWindowInWorldCoordinates, setFormat, drawFrame,
drawBoundary, chooseColor, drawPolyline,
drawBrokenPolyline, drawScaleX, drawScaleY,
drawCaption, drawText

Das Programm erstellt die einfache Graphik in Bild F.1. Dibditsstation wird gedffnet

und die verschiedenen Koordinatensysteme werden defiriertfolgen die Darstellung

des aulReren Rahmens (der den dargestellten Ausschnitteld®uydinatensystems um-
schlief3t) bzw. des inneren Rahmens (die Begrenzung deeRlambrdinatenfensters). An-
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schlieRend werden beschriftete Skalen fir die Abszissalim@rdinate gezeichnet und es
wird die Uberschrift der Graphik erzeugt. Nun wird der Fadgix geandert. In einer kurz-
en Schleife werden insgesamt 201 Wertepaare berechn@&udiden X, y;) entsprechen.
Dabei giltx; = —10,—9.9,—9.8,..., 10 undy; = f(x;). Die Funktion f (x) ist die Wahr-
scheinlichkeitsdichte der standardisierten Normalertg. Die durch diese Wertepaare
definierte Polylinie wird gezeichnet. Danach werden in erveeiten Schleife die Punkte
einer Polylinie berechnet, die einer Normalverteilung kittelwert a = 2 und Standard-
abweichungs = 3 entspricht. Diese Polylinie wird gestrichelt gezeichn&chliellich
werden in der oberen linken Ecke es Bildes zwei kurze geragdiflen gezeichnet (je ei-
ne durchgezogen bzw. gestrichelt); jeweils rechts danefirelrein kurzer Text angebracht,
der die Parameter der durchgezogen bzw. gestrichelt demrgten GauR3-Kurve angibt. Vor
Beendigung des Programms wird die Arbeitsstation gesshtos

Programmbeispiel F.2: Die KlasseE2Gr demonstriert die Benutzung der
MethodeDatanGraphics.drawMark

Das kurze Programm erzeugt die Graphik in Bild F.3, in demvdischiedenen Marken
dargestellt sind, die mRatanGraphics.drawMark gezeichnet werden kénnen.

Programmbeispiel F.3: Die KlasseE3Gr demonstriert die Benutzung der
MethodeDatanGraphics.drawDatapoint

Das Programm erzeugt die Graphik in Bild F.4. Sie enthéalsBiele fur die verschiedenen
Moglichkeiten zur Darstellung von Datenpunkten mit Fehler

Programmbeispiel F.4: Die KlasseE4Gr demonstriert die Benutzung der
MethodeDatanGraphics.drawContour

Es wird ein Rechenkoordinatenfensterr < x <z, —7 <y < 7 und eine quadratische
Darstellungsflache in Weltkoordinaten gewéhlt. Nach deekgung von Skalen und der
Uberschrift werden die Eingabeargumente BiatanGraphics.drawContour vor-
bereitet. AnschlieBend werden in einer Schleife durch eriedlte Aufrufe der Methode
ingesamt 19 Hohenlinien der Funktidrfx, y) = sin(x + y) cos(k — y)/2) gezeichnet. Das
Ergebnis ist eine Graphik entsprechend Bild F.5.

Anregungen: Ergédnzen Sie das Programm so, dal3 die Parametnt undnstep,
die die Zahl der H6henlinien und die Zahl der Intervalleximnd y festlegen, interaktiv
vom Benutzer gesetzt werden kénnen. Beobachten Sie diedem@ng der Graphik bei
starker Verkleinerung vonstep.

Programmbeispiel F.5: Die KlasseE5Gr demonstriert die Methoden
DatanGraphics.setParametersForScale
undDatanGraphics.drawCoordinateCross

Das Programm erzeugt die im Bild F.6 dargestellte Graphik.e@thalt 4 Teilbilder, die

sich nur in ihrer Skalenbeschriftung unterscheiden. Ditbiléer werden in einer Schleife

erzeugt, in der in jedem Schritt das Abbildungsfeld in Weditdinaten so veréndert wird,
dafl} es dem oberen linken bzw. oberen rechten bzw. untetenlioew. unteren rechten

Quadranten des Fensters in Weltkoordinaten entsprichtddsiobere linke Teilbild werden
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BildF.6: Vier Versionen der gleichen Graphik mit verschiedenen &tstgen der Skalen.

die Voreinstellungen fiir die Skalengestaltung benutztobmren rechten Teilbild wird die
Anzahl der Markierungen und ihre Beschriftung neu festgtelen unteren linken Teilbild
wird die GréRe der zur Beschriftung verwendeten Symbolénaert. Im unteren rechten
Teilbild werden Zahlen in Exponentialschreibweise benusdle Teilbilder enthalten ein
Koordinatenkreuz und einen einfachen Funktionsgraphen.

Programmbeispiel F.6: Die KlasseE6Gr demonstriert die Benutzung der Klasse
GraphicsWithHistogramAndPolyline

Das Programm baut zunachst ein Histogramm auf, das zu jederhKMie Poisson-
Wahrscheinlichkeitf (k; ) enthalt, und zwar fiir den Wekt= 10. AnschlieRend werden
Punkte auf einer Polylinie berechnet, die der Wahrschaikéitsdichte einer Normalver-
teilung mit dem Mittelwerth, und der Varianz. entsprechen. Schlief3lich werden noch
die Beschriftungen der Graphik definiert, und die vollsigadGraphik wird durch einen
Aufruf von GraphicsWithHistogramAndPoly11ine ausgegeben, Bild F.7.

Programmbeispiel F.7: Die KlasseE7Gr demonstriert die Benutzung der Klasse
GraphicsWithDataPointsAndPolyline

Zunéachst werden mit Hilfe voBatanRandom. 11 ne Datenpunkte erzeugt, die im Rah-
men ihrer simulierten Fehler auf der durgk- at+b gegebenen Geraden liegen. Anschlie-
3end werden die zu diesen Punkten darzustellenden Mefieledinatenrichtung und in
Abszissenrichtung sowie ihre Kovarianz angegeben. Digdmezuletzt genannten GréRen
sind in unserem Beispiel Null. Die die Gerade definierendglidte besteht nur aus zwei
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Poisson (histogram) and Gaussian (cont. line)

P(k) 02 _l LI L I LI I LI I LI L I LI L I LI I_
015 | .
01 | .
005 | -
0 I 11 I | I I I | N I | I | I ) | I I I | I_

0 5 10 15 20 25
—Dk

BildF.7: Eine mit Hilfe vonGraphicsWithHistogramAndPoly11ine erzeugte Graphik.

Punkten, deren Berechnung trivial ist. Nach der Definitien Texte an den Achsen und
der Uberschrift wird die Graphik durch den Aufruf v@iraphicsWithDataPoint-
sAndPolyT11ne ausgegeben, Bild F.8.

Programmbeispiel F.8: Die KlasseE8Gr demonstriert die Benutzung der Klasse
GraphicsWithDataPointsAndMultiplePolylines

Das Programm erzeugt 21 Datenpunkte, die im Rahmen derisitenl Mel3fehler auf
einer GauR-Kurve mit der Standardabweichung- 1 liegen und den Abszissenbereich
—3 < x < 3 Uberdecken. Zusatzlich werden Punkte auf 3 Polylinieediaret, die drei
Gaul3-Kurven mir = 0.5,0 = 1 undo = 1.5 entsprechen. Die Polylinien tberstreichen
den Abszissenbereich1l0 < x < 10. Sie werden in verschiedenen Farben dargestellt. Eine
wird durchgezogen, die anderen werden gestrichelt gezeichEs werden 3 Graphiken
erzeugt. Eine enthalt nur die Datenpunkte, die zweite nerRiilylinien und dir dritte
Datenpunkte und Polylinien (Bild F.9). So wird Wirkung det@matischen Skalenwahl in
den verschiedenen Fallen demonstriert.
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BildF.8: Eine mit Hilfe vonGraphicsWithDataPointsAndPolyline erzeugte Graphik.
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BildF.9: Eine mit Hilfe von GraphicsWithDataPointsAndMultiplePolylines er-
zeugte Graphik mit Datenpunkten und mehreren Polylinien.



G Aufgaben, Hinweise und Losungen
sowie Programmieraufgaben
zu den einzelnen Kapiteln

G.1 Aufgaben

Aufgabe 2.1: Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten aus Symmetriebetrachtungen

In einem Seminarraum befinden sinhStudenten. Wir grol3 ist die Wahrscheinlichkeit
daflr, dal3 wenigstens zwei von ihnen am gleichen Tag Geagrtsben?
Lésen Sie die Aufgabe durch Beantwortung der folgendendfrag

(a) Wie grol3 ist die ZahN der Moglichkeitenn Geburtstage auf das Jahr (365 Tage)
zu verteilen?

(b) Wie groR ist die ZahN’, so dal allen Geburtstage verschieden sind?
(c) Wie grol3 ist dann die Wahrscheinlichk&ji, daf? sie verschieden sind?

(d) Wie grof3 ist schlie3lich die WahrscheinlichkBitdal3 wenigstens zwei Geburtstage
nicht verschieden sind?

Aufgabe 2.2: Wahrscheinlichkeit fiir sich nicht ausschlieRende Ereignisse

Die Wahrscheinlichkeitef?(A), P(B) und P(AB) £ 0 fur sich nicht ausschliel3ende Er-
eignisseA und B seien gegeben. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkgi& + B) fur die
Beobachtung vorA oder B? Berechnen Sie als Beispiel die Wahrscheinlichkeit, da@ ei
Spielkarte, die zufallig aus einem Kartenspiel von 52 Kagezogen wurde, ein As oder
ein Karo ist.

Aufgabe 2.3: Abhangige und unabhangige Ereignisse

Sind die EreignisséA und B, dal} eine Karte aus einem Spiel ein As oder ein Karo ist,
unabhéangig voneinander,

(a) wenn ein gewdhnliches Spiel von 52 Karten benutzt wird,

(b) wenn dem Spiel ein Joker zugefigt wird?

439
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Aufgabe 2.4: Komplementare Ereignisse

Zeigen Sie, daf und I§unabhangig sind, wenA und B unabhéngig sind. Benutzen Sie
das Ergebnis der Aufgabe 2.2, Ur{AB) durchP(A), P(B) und P(AB) auszudriicken.

Aufgabe 2.5: Wahrscheinlichkeiten fur grof3e und kleine Grundgesamtheiten

Ein Gefal? enthalte eine grol3e Zakll(000) Miinzen. Insgesamt seien 3 Arten von Miinzen
A, B undC vertreten, die 20%, 30% bzw. 50% der Gesamtzahl ausmachen.

(a) Wie grof3 sind die Wahrscheinlichkeit&{A), P(B), P(C), eine Minze der Sorte
A, B bzw.C zu greifen, wenn eine Miinze zuféllig aus dem GefaR genomnel? w
Wie grof3 sind die Wahrscheinlichkeité(AB), P(AC), P(BC), P(AA), P(BB),
P(CC), P(2 gleiche Miinzen)P(2 verschiedene Miinzen) fur zwei Miinzen?

(b) Wie groR sind diese Wahrscheinlichkeiten, wenn das@eté 10 Minzen enthalt,
und zwar 2 der Sorté, 3 der SorteB und 5 der Sort€?

Aufgabe 3.1: Mittelwert, Varianz und Schiefe einer diskreten Verteilung

Der Wurf eines Wirfels liefert als mogliche Ergebnisse=1,2,...,6. Fir einen vdllig
symmetrischen Wiirfel hat map = P(Xj) = 1/6,i = 1,2,...,6. Bestimmen Sie den
Erwartungswerk, die Varianzo?(x) = i, und Schiefey fiir die Verteilung

(a) fur einen vollig symmetrischen Wirfel,

(b) fr einen Warfel mit

Aufgabe 3.2: Mittelwert, wahrscheinlichster Wert, Median und Varianz
einer kontinuierlichen Verteilung

Betrachten Sie eine Wahrscheinlichkeitsverteildi{g) einerDreiecksverteilungler Form
wie in Bild G.1, die durch

f(x) = 0, x<a, x>b;
2 .
f(X) = m(x—a), as<<Xx<cC,;
2
f(X) = m(b—X), C§X<b

gegeben ist.
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f(x)

f(c)=2/(b-a)

BildG.1: Dreieckférmige Wahrscheinlichkeitsdichte.

Bestimmen Sie den MittelweR, den wahrscheinlichsten Wegt,, den Medianxg s und
die Varianzo? der Verteilung. Wahlen Sie der Einfachheit halloer 0 (das entspricht
einer Ersetzung vor durchx’ = x — ¢). Geben Sie die Ergebnisse fur den symmetrischen
Falla= —bund den Fala = —2b an.

Aufgabe 3.3: Transformation einer Variablen
In Anhang D wird gezeigt, dai3

/ exp(=x?/2)dx = /2x .
Benutzen Sie die Transformatign= x/o, um zu zeigen, daf}

/ exp(—x2/202)dx = o /27 .

Aufgabe 3.4: Transformation mehrerer Variablen
Eine ,Normalverteilung zweier Variabler* (vgl. Abschn§t10) kann die Form

1 1x? 1y?
)= 5y eXp(_Eo_XZ - éa—yz)

haben.
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(a) Bestimmen Sie unter Benutzung des Ergebnisses der Baif§@ die Randvertei-
lungenf (x), f(y).

(b) Sindx undy unabhangige Variable?
(c) Transformieren Sie die Verteilunfyx, y) auf die Variablen
U= XCOoSp+YySing, v=ycosp —Xxsing

(das Koordinatensystemn, v hat den gleichen Ursprung wie das Systepny, ist
aber gegen dieses um den Winkejjedreht).

Hinweis: Zeigen Sie, dall die Transformation orthogonaluisti benutzen Sie
(3.8.12).

(d) Zeigen Sie, da@ und v nur dann unabhangige Variable sind, wehga- 0°, 9C°,
18C, 270 oder wenmoy = oy =o0.

(e) Betrachten Sie den Falf = oy =0, d. h.

B 1 1 5, 5
f(x)_ﬁexp[—ﬁ(x —|—y)] :

Transformieren Sie die Verteilung in ebene Polarkoordinat ¢, bestimmen Sie
die Randverteilungeg(r) undg(¢) und zeigen Sie, dafdund¢ unabhangig sind.

Aufgabe 3.5: Fehlerfortpflanzung

Die Zeit T fur die Periode der Bewegung eines mathematischen PersdelsiichT =
2w \/€/g gegeben. Dabei ist die Lange des Pendels umgdie Erdbeschleunigung.
Berechnen Sigy und Ag unter Benutzung der MeBwerte= 99.8cm, A¢ = 0.3cm,
T =2.03s,AT = 0.05s und unter der Annahme, dal3 die Messungen/vand T un-
korreliert sind.

Aufgabe 3.6: Kovarianz und Korrelation

Masse und Geschwindigkeit eines Objekts seien dorcindv bezeichnet, ihre Mel3fehler
durchAm = /o2(m) und Av = y/o2(v). Die Messungen werden als unabhéngig ange-
nommen, d. h. covf,v) = 0. Weiter seien ihre relativen MeR3fehler bekannt, d. h.

Am/m=a, Av/v=D>b.

(a) Betrachten Sie den Impufs= mv und die kinetische Energig = %mv2 des Ob-
jekts und berechnen Si€*(p), o2(E), cov(p, E) und die Korrelatiorp(p, E). Dis-
kutieren Siep(p, E) fur die Spezialfallea = 0 bzw.b = 0. Hinweis: Bilden Sie
Vektorenx = (m,v) undy = (p, E). Nahern Sie dang = y(x) durch eine lineare
Transformation an und berechnen Sie schliel3lich die Kamarnatrix.

(b) Die MelRwerte fUlE, p und die Kovarianzmatrix seien bekannt. Berechnen Sie die
Massem und deren Fehler nach der Fehlerfortpflanzung. BenutzediSiErgeb-
nisse aus (a), um den Zusammenhang zu verifizieren. BeaSigenlall Sie das
richtige Ergebnis nur dann erhalten, wenn sie @A) bei der Fehlerfortpflanzung
bertcksichtigen.
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Aufgabe 5.1: Binomialverteilung

(a) Beweisen Sie die Gliltigkeit der Rekursionsformel

n—kp
ki = mawl? :

(b) Von einem Herstellungsverfahren sei bekannt, dal3 decteilq = 0.2 aller pro-
duzierten Stlcke defekt ist. Das bedeutet, daf? bei 5 predani Stlicken die er-
wartete Zahl von fehlerfreien Stiicken gerage=n(1—q) =5-0.8=4 ist. Was
sind die Wahrscheinlichkeitel®, und P3, dald hochstens 2 bzw. 3 Stilicke fehlerfrei
sind? Benutzen Sie die Beziehung (a) zur Vereinfachung Reehnung.

(c) Bestimmen Sie den Wek,,, fir den die Binomialverteilung ihr Maximum an-
nimmt, d. h.ky ist der wahrscheinlichste Wert der Verteilung. Hinweis: B3
keine Funktion einer kontinuierlichen Variablénist, kann das Maximum nicht
durch Nullsetzen einer Ableitung gefunden werden. Deswegéssen die endli-
chen DifferenzeV! — W , betrachtet werden.

(d) In Abschnitt 5.1, wurde die Binomialverteilung gewonnadem man die Zufalls-
variablex = """ | x; betrachtete. Dabei wag eine Zufallsvariable, die nur Werte
0 und 1 annehmen konnte, und zwar mit den Wahrscheinliagk&ifx; = 1) = p
undP(x; =0)=q.

Die Binomialverteilung

F0) = 1) = W = (E) "

wurde dann dadurch hergeleitet, daf? man im einzelnen digsakadinlichkeit be-
trachtete, bei insgesamBeobachtungen der Variablenin k Fallenx; = 1 festzu-
stellen. Gewinnen Sie die Binomialverteilung auf mehr falenWeise, indem Sie
die charakteristische Funktias, der Variablenx; aufstellen. Durch Erhebung in
dien-te Potenz finden Sie die charakteristische Funktionxdfinweis: Benutzen
Sie den binomischen Satz (B.6).

Aufgabe 5.2: Poisson-Verteilung

In einem bestimmten Krankenhaus wird der diensthabendepiozNacht im Mittel drei
Mal zu einem Patienten gerufen. Die Anzahl der Arztrufe weats Poisson-verteilt ange-
sehen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat der Arzt einewstgsfreie Nachtruhe?
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Aufgabe 5.3: Normalverteilung

Der WiderstandswelR elektrischer Widerstande, die von einer bestimmten Masdhén-
gestellt wurden, werde durch eine Normalverteilung mit déittelwert R, und der Stan-
dardabweichung beschrieben.

Die Produktionskosten fiir den Widerstand seierder Verkaufspreis sei®, falls R =
Ry A, und 2, fallsRy— A, <« R< Rp— A1 bzw. Rg+ A1 < R < Ry+ As. Widerstande
auB3erhalb des letztgenannten Bereichs seien unverkauflic

(a) Bestimmen Sie den Gewirid pro hergestelltem Widerstand flRy, = Ry, A1 =
a1 Ry, Ar = &Ry, 0 = bRy. Benutzen Sie dabei die Verteilungsfunktigg.

(b) Benutzen Sie die Tafel 1.2 zur Berechnung von ZahlersvevonP fiir a; = 0.01,
a; = 0.05,b =0.05.

(c) Zeigen Sie, daRR die Wahrscheinlichkeitsdichte (5.W&hdepunkte bex =a+b
hat.

Aufgabe 5.4: Normalverteilung mehrerer Variabler

Ein ebenexy-Koordinatensystem diene als als Zielscheibe. Die Waleistibhkeit, fir
die Beobachtung von Einschissen in der Ebene sei durch diediierteilung aus Aufga-
be 3.4 (e) gegeben. Benutzen Sie die Ergebnisse dieseri#aufys Bestimmung

(a) der WahrscheinlichkeR(R), einen Einschuf3 innerhalb eines vorgegebenen Radius
R um den Ursprung zu beobachten,

(b) des Radiug®, innerhalb dessen ein Einschuf3 mit vorgegebener Wahrsicidieit
beobachtet wird. Berechnen Sie als Zahlenbeispiel den WerR fir P = 90%
undo = 1.

Aufgabe 5.5: Faltung

(a) Beweisen Sie (5.11.11). Beginnen Sie mit (5.11.9) umditzen Sie die Ausdrik-
ke (5.11.10) flrfy(y). In den Intervallen G6< u < 1 bzw. 2< u < 3 gelten die
Beziehungen (5.11.10a) bzw. (5.11.10b), da dort immer 1 bzw.y > 1. Im
Intervall 1 < u < 2 mul3 aber die resultierende Verteilufigu) aus einer Summe
zweier Integrale vom Typ (5.11.9) aufgebaut werden, voredgedes einen der
beiden moglichen Ausdriicke fliiy(y) enthalt. In diesem Fall mu3 man bei der
Bestimmung der Integrationsgrenzen besonders vorsightighren. Sie werden
durch die Definitionsintervalle von und f,(y) gegeben.

(b) Beweisen Sie (5.11.15) durch Ausfiihrung des IntegBalsl(5) fur den Fall, daf®y
und f, Normalverteilungen mit den Mittelwerten O und den Standaveeichungen
ox undoy sind.
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Aufgabe 6.1: Effizienz von Schatzungen

X1,X2,X3 seien Elemente einer Stichprobe aus einer kontinuieri€heindgesamtheit mit
unbekanntem MittelweiX, aber bekannter Varianz?.

(a) Zeigen Sie, dal die folgenden GréRen unverzerrte Saigén vorx sind

S—1x+1x+1x S—1x+2x+2x S—1x+1x+1x
1—4142231 2—515253, 3—6132 23-
Hinweis: Es ist einfach, allgemein zu zeigen, d&R= ' ,aXx; unverzerrt ist,

wenn) ' a = 1gilt.

(b) Bestimmen Sie Varianzer?(S,), 0%(S,), 02(Ss) unter Benutzung von (3.8.7) und
der Annahme, dald die Elementg X, X3 unabhéangig sind.

(c) Zeigen Sie, daB das arithmetische Miktet 2x; + 2x,+ 3x3 die kleinste Varianz al-
ler Schatzungen vom Ty = 3>, aix; hat, die der Zusatzbedingug>_, a = 1
genugen.
Hinweis: Minimieren Sie die Varianz vois = a;x1 + axXo + (1 — a; — ap)X3 be-
zlglicha; unda,. Berechnen Sie diese Varianz und vergleichen Sie sie mit den
Varianzen, die Sie unter (b) erhalten haben.

Aufgabe 6.2: Stichproben-Mittel und -Varianz

Berechnen Sie das Stichprobenmitteldie Stichprobenvariang? und einen Schatzwert
fur die Varianz des Stichprobenmitted$ = (1/n)s? fur folgende Stichprobe

18, 21, 23, 19, 20, 21, 20, 19, 20, 17.
Benutzen Sie die Methode aus Beispiel 6.1.

Aufgabe 6.3: Stichproben aus einer zerlegten Grundgesamtheit

Uber das Ergebnis einer bevorstehenden Wahl wird eine Mgsumfrage durchgefiihrt.
In unserem (stark konstruierten) Beispiel wird die Grursdgetheit in drei Teilgesamt-
heiteni = 1,2, 3 zerlegt und aus jeder Teilgesamtheit wird eine véigaustichprobe der
Grol3e 10 entnommen. Jedes Element der Stichprobe kann die OStimme fur Partei
A) oder 1 (Stimme fir Partei B) annehmen. Die Stichprobed sin

i=1 (p=0.1):x;=0,0,0,0,1,0,1,0,0,0,
i=2 (p=0.7):%;=0,0,1,1,0,1,0,1,1,0,
i =3 (pi=0.2):xij=0,l,1,1,1,0,1,1,1,0.

(a) Benutzen Sie diese Stichproben, um eine Schatzung $tEdgebnis der Wahl und
seine Varianzs)% zu gewinnen. Gibt dieses Ergebnis einer Partei einen eifigeu
Vorsprung?

(b) Benutzen Sie die Stichproben, um fir eine wesentlicRgré Stichprobe der Grolze
n die GroRem; der Teilstichproben so festzulegen, daRleinste Varianz hat (vgl.
Beispiel 6.6).
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Aufgabe 6.4: x2-Verteilung

(a) Bestimmen Sie die Schiefe = us/o® der x2-Verteilung unter Benutzung von
(5.5.7). Beginnen Sie damit, daR $ig durchis, X und E(x?) ausdriicken.

(b) Zeigen Sie, dafg — 0 firn — oc.

Aufgabe 6.5: Histogramm
Zeichnen Sie ein Histogramm fir die folgenden 30 MeRwerte:

26.02,27.13, 24.78, 26.19, 22.57, 25.16, 24.39, 22.735226.13,
23.15, 26.29, 24.89, 23.76, 26.04, 22.03, 27.48, 25.427226.58,
27.17,24.22,21.86, 26.53, 27.09, 24.73, 26.12, 28.048225.36.

Waéhlen Sie eine Intervallbreite valx = 1.

Hinweis: Zeichnen Sie jeden Mel3wert als ein Kreuz der Braiteund der Hohe 1. Auf
diese Weise brauchen Sie die MeRwerte nicht zu ordnen, da [@auz im gleichen Inter-
vall oberhalb des vorhergehenden Kreuzes eingetragen Bwdvachsen die Balken des
Histogramms wéahrend des Zeichenvorgangs.

Aufgabe 7.1: Maximum-Likelihood-Schatzungen

(a) Von einer Zufallsvariabler sei bekannt, dal3 sie der Gleichverteiluhgc) = 1/b
fiir 0 < x < b folgt. Der Parameteb soll durch eine Stichprobe geschéatzt werden.
Zeigen Sie, da® = b = Xmay die Maximum-Likelihood-Schatzung vdmist. (Hin-
weis: Dieses Ergebnis kann nicht durch Differentiationhiraber durch einfache
Betrachtung der Likelihood-Funktion gefunden werden).

(b) Stellen Sie die Likelihood-Gleichungen fiir die beideardMmetera und I der
Lorentz-Verteilung auf (vgl. Beispiel 3.5). Zeigen Siefiddiese keine notwen-
dig eindeutigen Losungen besitzen. Man kann jedoch leictgeen, daf3 fur
Ix() —a| « I' das arithmetische Mitted eine Schatzung voaist.

Aufgabe 7.2: Information

(a) Geben Sie die Informatioh(1) einer Stichprobe der Grofd¢ an, die aus einer
Normalverteilung bekannter VarianZ, aber unbekannten Mittelwertés= a ent-
nommen ist.

(b) Geben Sie die Informatioh(1) einer Stichprobe der Grof¥¢ an, die aus einer
Normalverteilung bekannten Mittelwertasaber unbekannter Varianz= o2 ent-
nommen ist. Zeigen Sie, daR die Maximum-Likelihood-Saégzvons? durch

1 N
S=-) (x)-a)?
NJ;( )

gegeben ist und dal3 diese Schatzung unverzerrt istB(3).= E(S)— 1 =0.



G.1 Aufgaben 447

Aufgabe 7.3: Varianz einer Schatzung

(a) Benutzen Sie die Informations-Ungleichung zur Gewithainer unteren Grenze
flr die Varianz einer Schatzung des Mittelwertes in Aufg@tie(a). Zeigen Sie,
daf diese Grenze gleich der minimalen Varianz ist, die irgabé 6.1 (c) bestimmt
wurde.

(b) Benutzen Sie die Informations-Ungleichung zur Gewimgeiner unteren Grenze
der Varianz vors in Aufgabe 7.2 (b).

(c) Zeigen Sie mit Hilfe von (7.3.12), daB eine Schatzung minimaler Varianz ist,
deren Varianz gleich der in (b) gefundenen unteren Grenze is

Aufgabe 8.1: F-Test
Gegeben seien zwei Stichproben

(1) 21,19, 14,27, 25, 23, 22, 18, 21,Ny(= 9),
(2)  16,24,22,21,25,21,18, Ng = 7).

Hat die Stichprobe (2) eine kleinere Varianz als die Stiobpr(1) bei einem Signifikanz-
niveau vornx = 5%7?

Aufgabe 8.2: Student’s Test

Testen Sie die Hypothese, dal3 die 30 Messungen aus Aufgaleeéér Grundgesamtheit
mit dem Mittelwert 25.5 entnommen sind. Benutzen Sie eimiliganzniveau vorw =
10%. Nehmen Sie an, dal3 die Grundgesamtheit normalvesteilt

Aufgabe 8.3: x2-Test beziiglich der Varianz

Benutzen Sie die Methode des Likelihood-Quotienten zurskimiktion eines Tests der
HypotheseHo(o? = 0£), daR eine Stichprobe einer Normalverteilung entstameterd
Mittelwert a und VarianzoZ allerdings unbekannt sind. Die Parameter sind (a,0). In

w hat mani = (X, a0), in 2: A = (x.s).

(a) Bilden Sie den Likelihood-Quotientdn

(b) Zeigen Sie, daRk anstelle v@nauch die Test-Funktiofi’ = Ns’?/o¢& benutzt wer-
den kann.

(c) Zeigen Sie, daf¥’ einer x2-Verteilung mitN — 1 Freiheitsgraden folgt, so dal der
Test nach den Angaben aus Tabelle I.7 ausgefuhrt werden kann
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Aufgabe 8.4: x2-Test tiber die Giite einer Anpassung

(a) Bestimmen Sie Mittelwe& und Varianz 2 fiir das Histogramm aus Bild 6.1b, d. h.

X 193 195 197 199 201 203 205 207 209 211
Nk 1 2 9 12 23 25 11 9 6 2

Benutzen Sie das Ergebnis aus Beispiel 7.8 zur Konstrukiégorschatzungen. Ge-
ben Sie die Schatzungen explizit als Funktionen mpandxy an.

(b) Fiihren Sie (zu einem Signifikanzniveau woa: 10 %) eineny 2-Test tiber die Giite
der Anpassung einer Normalverteilung mit dem Mittelwg&mind der Varianz:2
an das Histogramm aus. Benutzen Sie nur die Intervalle dsodgtamms, fir
die npc > 4. Bestimmen Sigpk aus der Differenz zweier Eintrage in die Tafel
1.2. Geben Sie eine Formel fip als Funktion vonx,, Ax, &, &2 und v an.
Legen Sie zur Berechnung vt eine Tabelle an, die Spalten fig, ng, npc und
(Nk — NP2/ npe enthalt.

Aufgabe 8.5: Kontingenztafel

(&) In einem Experiment der Immunologie (entnommen angA und ROHLF, Bio-
metry (Freeman, San Francisco, 1969)) wird die AuswirkungsAntiserums auf
eine bestimmte Bakterienart untersucht. 57 Mause erhieltee bestimmte Dosis
Bakterien und Antiserum, weitere 54 Mause erhielten nurt®&#n. Nach einiger
Zeit wurden die toten bzw. (iberlebenden Mause beider Grugpeahlt und in der
folgenden Kontingenztafel aufgefihrt.

Tot Lebendig Summe
Bakterien und
Antiserum 13 44 57
nur Bakterien 25 29 54
Summe 38 73 Gesamt 111

Testen Sie (zu einem Signifikanzniveau voe- 10%) die Hypothese, daf3 das An-
tiserum keinen EinfluR auf die Uberlebenswahrscheinliithia.

(b) Bei der Berechnung vog? in (a) werden Sie festgestellt haben, daR die Zahler
in (8.8.1) samtlich den gleichen Wert haben. Zeigen Sie,allg@mein fir 2x 2
Kontingenztafeln gilt

~ I
nj —npig = (1) ﬁ(nnnzz— N12N21) .
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G.2 Hinweise und Losungen

Aufgabe 2.1
(@) N =365".
(b) N’ =365-364---.. (365—n+1).

© pr.oN/N = 204 365-n+l
dif / 365 365

- ()2 (-5)

(d) P=1— Pui.

Nach Einsetzen der Zahlen enthalt nfarc 0.5 firn = 23 undP =~ 0.99 firn = 57.

Aufgabe 2.2
P(A+B)=P(A)+P(B)—- P(AB),
P(As oder Karo) = P(As)+ P(Karo)— P(As+ Karo)
4 13 1 4
T 52752 52 13
Aufgabe 2.3
PA—4 PB—13 PAB—l d. h.P(AB)=P(A)P(B
(8 P(A) = 5. P(B)= 5. P(AB) = =, d. h.P(AB) = P(A)P(B).
4 13 1
(b) P(A) = 23’ P(B) = =3 P(AB) = £3 d. h.P(AB) # P(A)P(B).

Aufgabe 2.4
P(AB)=1-P(A+B)=1—P(A)— P(B)+ P(AB).

Falls A und B unabhangig, gilP(AB) = P(A)P(B), deshalb

P(AB) = 1-P(A)—P(B)+P(A)P(B)=(1-P(A)(1— P(B))

P(A)P(B).

449
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Aufgabe 2.5
(@) P(A)=0.2,P(B)=0.3,P(C)=0.5,
P(AB)=2.0.2.0.3,P(AC)=2.0.2.0.5,
P(BC)=2.0.3-0.5,P(AA) =0.22, P(BB) = 0.7,

P(CC) = 0.5.
(b) P(A)=2/10=0.2,P(B) =3/10=0.3,P(C) =5/10=0.5,
3 3
PEO= 153+ 155
P(AA):l—ZO-%, P(BB)=1—3O-§, P(CC):l—So-g.

Es gilt fur (a) und (b):

P(2 gleiche Miinzen) = P(AA+ P(BB)+ P(CC),
P(2 verschiedene Minzen)= P(AB)+ P(AC)+ P(BC)
= 1-— P(2 gleiche Minzen).

Aufgabe 3.1
(@) _ 6 1S, 21
L = inpi=62|=€=3.5,
i=1 i=1
6
o’(X) = Y (x—%)°p
i=1
1
= (—3(2.52+1.52+o.52+0.52+1.52+2.52)
2
= 5(6.25+225+0.25)=2.92,
6 1 6
— : 3 — i —
M3 = igl:(xl_s(\) pu—é§(|—3-5)3—0,
y = us/o®=0.
1
(b) R = —(24+2+3+8+15+18)=4,
12
1 38
o?(x) = 1—2(2-32+1-22+1-12+3-12+3-22)=1—2=3.167,

1
puz = 1—2(—2-33—1-23—1-13+3-13+3.23)=—3
y = us/od=-3/3.1672=—-0.533.
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Aufgabe 3.2

Fira=—b: X=0, Xo5=0, o02(X)= —

b
Fira=-2b: X=-2=-03D, xo5= b(v/3—2)=—0.21, o3(x)= Ebz

Aufgabe 3.3

g(y)=exp(—y;> » Y(X) = g; f(x)= M@J(y(x))— —exp( 2’: ) .

Aufgabe 3.4

1 1x? 1y2
a) fy(x)= expl ——— |, f ex — 1.
(b) Ja, da (3.4.6) erfillt ist.

(c) Die Transformation kann in der Form
uy (X _ Cosp sing
()=7C) ~-( S o)
geschrieben werden. Sie ist orthogonal RI&R = 1. Deshalb

1 X2 y2
’ - f ) - — QA o A o
9(u.v) x.y) 2 oy0oy exp( 202 20}?)

i eing)2 ; 2
_ 1 exp(_(ucosqb vSing) (usm¢+vcos¢)>

2 oxoy 202 207

202

) 22 .
B 1 exp(—u cog ¢ + v2sin’ ¢ — 2uv Cosp Sing

2oy 0y

202

_ U?sirf ¢+ v®cod ¢ + 2uvcosp sm¢)

(d) Firg =90 : cosp =0, sing = 1 usw. Der Ausdruclg(u,v) faktorisiert, d. h.
9(u,v) = gu(u)gu (v).

Flrox =0y =0

1 2 2
g = 5 exp( -5y ) =g
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() ox oy
ar or ‘ cosp  sing
J = . =r,
X dy —I'Sing r cosp
dp ¢
X2+y2 r r2
9(r.¢) rfe.y) anzexp( 202 ) ZnUZeXp< 202>’
2 r r
a0) = [ ot o= Sew(—5 ).
1 % r? 1 ®© u
Os(®) = 27“72/0 rexp(—ﬁ)dr=4jmz/o exp(—ﬁ)du
1 U \7® 1
= 5 [o0(-53)], =5
a(r.¢) = o (r)gs(¢), deshalb sind und¢ unabhangig.
Aufgabe 3.5
g = 4712%=4n2%cms‘2=956.090m§2,
09 An? o, 09 8r% 3
5w = ?_9.583 ,a—_l__—?_—9420ms ,
99\’ 99\ 4
AgP = (=) (A0’ + (=) AT?=2226cnts
eof = (52) o+ (52) cnfs
Ag = 47.19cms?.
Aufgabe 3.6
(@) y=Tx,
v o op
T axe e | | am v | _( v m
N ay, ay> | | 9 9E | T\ 3? mv )
0X1 09X am Jv
C, = TGT'=
m

J(n
).

v a’m* 0
%vz mu 0 b%v?
@ +b)m*? (3a2+b?)m?v°
(3a2+b)m?v?  (3a+b%)m*v?
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cov(p,E) (3a%+b?)m?y®
o(p)o(E) /(a2 + b2)m2v2, /(32 + b2)m2v*
a2+ b?

J@ ez by

o(p, E)

Fira=0oderb=0:p =1. (In diesem Fall ist entweden oderv vollstandig
bestimmt; damit gibt es eine strenge Beziehung zwis&hend p). Falls jedocls,
b £ 0, hat marp # 1, z. B. fira = b erhalt marp = 3/4/10

(b) m=1p?/E, v=E/2p,

o (@®+b?p? (a®+20%)Ep
o (@®+2bY)Ep (a®+4b%HE? |
m = Ty,

T o_ (3m omy_(om am\ (p P
— \ay. ay,) \ap'dE/) \E' 2E2)’

Cm = o*(m=TC,T"

P
PP @ +b%)p? (a®+20°)Ep E
E' 262/ \ (@2+20?)Ep (a2+4b?)E2 L
2 2
A
_ 2P 2
= a4E2 am

Aufgabe 5.1

n _ n k+1n—k—-1 __ n! k yn—k
@ Wi = (k+1>p T Tk Dn—k=— "

nt n-k , n7kg_wnn—kp

p
g

T K-kt g T ki
(b) Wy = (2)0.83-0.22=10.0.512.o.o4=o.2o48,
W, = W§’-§-8—2:0.20482:0.4096,
we = Wf-2-8—220.40960.820.32768,
P; = 1-W;-W?=0.26272,
P, = P3—Wj=0.05792.

(c) Unter Benutzung des Ergebnisses (a) erhalten wir
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n—k+1p
wp-w = we (PR

d. h. die Wahrscheinlichkelty}' steigt, so lange der Klammerausdruck positiv ist,
d. h.
(n—k+1)p

kq
Dak undq positiv sind, haben wir

—-1>0.

(n—k+1)p=>kg=k(d—p), k<(n+1)p.

Der wahrscheinlichste Wekt, ist der grof3te Wert vok, fur den diese Ungleichung
gilt.

(d) o (t) = E{€™} =qe'0+ pe' =q+ pe';

§0X:(q+ peit)n — Z(E) n—k keltk Z f(k)eltk eltk}
k=0
F(K) = W'

Aufgabe 5.2
)\‘0
Furir=3ist f(0)= ae*k =e* =0.0498~ 0.05=5%.

Aufgabe 5.3
(a) Es wird der Bruchteil
_ (Ro—aR0) — Ro\ A
=2 (TR =20 ()

verworfen, daR < Ry— A, oderR > Ry+ A,. Entsprechend erzielen die Bruchteile

f2_2wo<—%>—fr und fs=1—fo— f,

die Preise € bzw. 5C. Deshalb

P = 2f,C+5fsC-C=C{2f,+5—-5f,—5f, —1} =C{4—3f,—5f;}
a
= C{4—6w0(—3>+3f —5f}
a

0{4 61#0(—3) 4%(—3)}.
(b) ¥0(—0.2)=0.421; ¥o(—1)=0.159,
d.h.P=C{4—-2.526-0.636 = 0.838C.
d? f 1
ax2 27b3

ist erfullt, falls der letzte Klammerausdruck verschwinde

(©) ——— exp(-(x —a)?/2b%){(x —a)*/b’ ~1} = 0
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Aufgabe 5.4
R 1 (R e 1 R
(a') P(R) = g(r)dr = — re_r /20 da = — e—U/Z(r du
2 2
0 o= Jo 207 Jo
— I:e—u/202:|0 — l— e_R2/20_2 )
R2

(b) 1— P =exp(=R?/25?), R?2/26%2 = —In(1—P).

Firo =1, P = 0.9 erhalt man

R=+4-2In0.1=+v/4.61=2.15.

Aufgabe 5.5
(@ O<u<1:
u u 1 2
f(u)=/ fl(y)dy=/ ydy = Jue.
u-1 0
1<u<?2:
u u 1 u
fu) =/ fl(y)dy+/ fz(Y)dY=/ ydy+/(2—y)dy
u-1 u-1 u—1 1
= }(1—(u—1)2)+}(1—(2—u)2)—}(—3+6u—2u2)
T2 2 T2 '
2<u<3:

u 2 0
fu) =/_1 fz(Y)dy:/_l(Z—Y)dVI —/3 2d2= 23— uy.

—u
1 > x?  (u—x)?
expl| — - dax.
2 oy0y /_00 p( 202 20}?

Quadratische Ergéanzung liefert fiir den Exponenten

2 2 \2 4 2
A VO A I o
20202 02 ot o?

Mit v = (0/oxoy)(X —02U/o?) als Integrationsvariable erhalten wir

1 o} — o252 oxoy [ 1
f(u = exp| =X Xu?) = y/ exp( —=v?|d
W 21 oy 0y p( 2020302 ) o J o Pl72" )@

1 ox u?
210 P 202) "

weil o = 02(0? — 03) :

(b) f(u)=

455
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Aufgabe 6.1
(@ E(S)=E{}ax}= aEX)=X) a =X

dann und nur dann, wenn

Ya=1.
9S\?
(b) O_2 — Z(B_XI) 02=022a1-2,

1 1 1 3
2 = 2 _— R — ) = 2 — 7 2
o%(S1) = o (16 = 4) 0?2 =0.3757,
1 4 4 9
2 2 2 2
S) = Sl A . —0.3602,
o°(S2) = o (25+25+25> 25

1 1 1 7
o%(S;3) = 02(—+—+—)=02-—=0.38972.

36 9 4 18
(€) o%S) = [aZ+a5+(1—(a+ap)4o?,
2
97 28— 201 (& +a)o? =0,
oy
2
907(S) = [2a2—2(1—(a1+a2))]02:0.
Jay
a = 1l-(a1+a),
a = 1-(q+&), a=a=73;
o?(S) = %02=0.33372.
Aufgabe 6.2
a = 20

1
A = EZ‘Si
- 1—10(—2+1+3—1+0+1+0—1+0—3)=—o.2.
19.8.
s = 3(1.82+1.22+3.22+0.82+0.22+1.22+O.22+0.82+O.22+2.82)

x|
Il

= é .25.60=2.84.
s> = 0.284.Deshalbx =19.8+0.53.

XN
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Aufgabe 6.3

(a) )?1 = 0.2,)?2 = 0.5,)?3 =0.7,

x
Il

0.0240.35+0.14=0.51,
1

s?2 = E—)(2—10-0.22):0.178,
1

s5 = §(5—10-0.52):0.278,

1
s = §(7—10-0.72):0.233,

0.12 0.72 0.2
2 _ = . I
s; = 10 0.178+ 10 0.278+ 10 0.233
= 0.001.0.17840.049-0.278+0.004-0.233=0.0147,
sx = 4/sz=0.12.

Das Ergebni& = 0.5140.12 spricht daher nicht signifikant zugunsten einer Partei.

(b) s = 0.422,5,=0.527,53 =0.483,
P1S1 = 0.0422,p232 =0.369, P3S3 = 0.0966.
Z Pisi = 0.508,
M 00832 -0726" ~0.190.
n n n
Aufgabe 6.4
(a) Aus Bequemlichkeitsgriinden schreiben wir=u

ns = E{(u—10)° = E{u®-3u?0+3ut®- 0%
E(u®) — 30E(u?) + 30°E(u) - 0°
= Xg—SGE(UZ)—I-Zﬁs )
1
E(u3) — )»3 — i_3§0///(0)
= i9"(0)=i(—1)(-r— 1) (-1 —2)(-2i)?
8L(A +1)(A +2) = 813+ 2412+ 161,

EU?) = 6A(4A%+4)) =245 +24).2
202 = 2-(20)° =163,
us = 161,
y = pa/od=161/8.2 =2)"z.

(b) Offenbar gilty = 2/+/% — 0 fir i = 3n— co.
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Aufgabe 6.5
N(X) 10 T T T T T
8 — —
T - >< =
6 X —
I X X l
. L X X |
I X X X X X |
, L X X X X X )
I X X X X X X |
0 KX XXX X XX
20 22 24 26 28 30
X
Bild G.2: Histogramm der Daten aus Aufgabe 6.5.
Aufgabe 7.1
N1
(@ L= 1_[5 =N ; offenbar istL = max firb = Xpax.
j=1
(b) rM=a,r=T,
B R
17 A1) —r1)2+ 23
- () Mg
- T J.:14(x(i)—/\1)2+A§’
N .
¢ = N(n2-Inm+Iniz)— > InfaxD — 1)+ 23],

j=1
N

Y4 8(xM —1y)
=

A ez

j=1

N
L N 1

— — =2y —— >=0.
GV A2 o 4(xU) — 11)2+ 25
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Es gibt nicht notwendig eine eindeutige Losung, da die @laigen nichtlinear in
A1 und, sind. Furx() — x,| <« A, kénnen wir jedoch schreiben

N N
8 - . _
p E (X(J)—Xl)zo, Ni, = E X(J), AM=a=X.

2j=1 j=1
Aufgabe 7.2
@ Nooq .
L = exp[—(x) — 1)?/202
E\/Ea p[—( )7/20°]

N
= (V2rno) [ Jexpl-(xV — 1?7207,

j=1

N
1 )
¢ = —NIn(«/Zym)—FE:(x(')—k)z,
o “
j=1

: 1 i
o= SY -,
o
=1

EH — —N/O’Z,
I(\) = —E@")=N/c?.

(b)

N 1 (x() — @)
"o Em&exp(_ =)

_ (Zn)N/ZAN/Zlﬂ[eXp<_ (x) — a)z) |

1 21
N N 1
¢ = ——In@r)——=Inr——Y x—-a)?,
5 In@r) -5 zxj;( )
N
N 1 .
¢ = —— 1+ Y x)_a)p2,
3+ 009
N
N 1 .
_ N1 () _ )2
¢ = 2).2 )LSZ(XJ a)°,
=1

N 1|
_ =N 1 (i) _ g)2
1) = —E()=-55+5E j§:1:(x a)
N 1
523

1 N
) = ﬁ(_N +2N):ﬁ’

NA,
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N
ES) = %E [Z(x(')—a)Z] =o2=21.
j=1

Aufgabe 7.3
)= L _
(@) o%(S) = =N

In Aufgabe 6.1 (c) hatten wiz?(x) = 1/302 fir N = 3.

2
) 749) = 55 =

(c) Aus Aufgabe 7.2 Ubernehmen wir

N 1
= —NS S—A S—-E(9)).
o aNS= (S —1) = 5 (S~ E(S)

2
2)\2
Damit isto%(S) = N~
Aufgabe 8.1
X1 = 21.11, x,=21.00,

s?2 = 14.86, s5=10.00,
T = s2/s5=1.486, Fyo58,6)=4.15.

Die Varianz der Stichprobe (2) ist nicht signifikant kleiner

Aufgabe 8.2

X = 25.142,s?>=82.6929=2.85, s=1.69,
T _ X—255_25142-255  0358_ .
s/+/30 1.69/5.48 0.309

IT] < togs(f =29)=1.70.

Daher kann die Hypothese nicht ausgeschlossen werden.
Aufgabe 8.3
(a) ~© (x) —x)?
f(x® x@ ,X(N),x( ) ( )
( 1_[ \/ZS/ S/Z

= (W2rs) Ne ( ZS/ZZ(X(J) x))

N
FOXOx@, M FOY = (/7o) Ne ( Z(X(D—X)z) .
=1
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— () exp 2ns2 (L - L
T = <s’> exp[st <U§ o) |

1 1
INT = N(nog—Ins)+iNs? (= - =
( (oo} )+2 (0_02 S/2>

1S 1
= N(nop—Ins)+sN— —=N.
( 0 ) 2 O_g 2

(b) T’ = Ns'?/s2ist eine monoton steigende Funktion \s&nfallss’ > oo, anderenfalls
ist sie monoton fallend. Damit nimmt der Test folgende Form a

T > Tl’_%a,

T >T,, falls Hy(s' <o),

T <T, falls Ho(s' > op).

T < Tia falls Ho(S/ =0p),
2

(c) folgt aus (6.7.2) und? = (N —1)s?/N.
Aufgabe 8.4

1
(@ a = ﬁanxkzzoz.se.
k

1
~2 Y _ ~
¢ = ——3 Ek Nk(xx —a)°=13.40, 5 = 3.66.

IAax—3 —lAax—3
(b) Px) = %<M> — o (M) — Yor — Vo
o o
(N —npe)?
Xk Nk Yor Yo BTN

193 1 0011 0.002 (0.9) —
195 2 0.041 0.011 (3.0) —
197 9 0117 0041 76 0271
199 12 0.260 0.117 143  0.362
201 23 0461 0260 20.1 0411
203 25 0.673 0.463 212 0679
205 11 0.840 0673 167  1.948
207 9 0.938 0.840 9.8  0.071
209 6 0982 0938 4.3  0.647
211 2 0.996 0.982 (1.4) —

X2 =4.389

Die Anzahl der Freiheitsgrade ist-72 = 5. Wegeny§ o(5) = 9.24 verlauft der Test
nicht negativ.



462 G Aufgaben, Hinweise und Lésungen, Programmieraufgaben

Aufgabe 8.5

1 54
o= - (254+29)= —
P2 111( 5+29)

.1 57
(@) P1=—7(13+44)= 11

111 111
1

73
444 29)= —
111 (44-+29) 11

38 1
0, = 134+25)= —, b= — ,
a1 (13+25) 111 ® 1

1 111

57.38\2 57.73\?
(13‘ ﬁ) (44‘ W)
57.38 ' 57.73
111 111

2 2
o5_ 54.38 29— 54.73
111 111

54.38 + 54.73

111 111
4243 4243 42.43 42.43

19.51+ 37.49+ 18.49+ 3551

X2

6.78.

Weil x240=2.71 fur f = 1, muR die Hypothese der Unabhéangigkeit verworfen
werden.

(b) nij — %(ni1+ni2)(nlj +Nzj)

1
= ﬁ[nij (N11+N12+N21+N22) — (N1 + Ni2)(Ngj +N2;j)].

Man kann leicht zeigen, daf3 der Klammerausdruck firialjedie Form
(—=1)*)(n11n22 — N12n21) hat.

G.3 Programmieraufgaben

Programmieraufgabe 4.1: Programm zur Erzeugung
Breit—Wigner-verteilter Zufallszahlen

Schreiben Sie eine Methode mit der Deklaration
double[] breitWignerNumbers(double a, double gamma, int n).

Sie soll einen Bereich mit Zufallszahlen liefern, die einer Breit—Wigner-Verteitumit
Mittelwert a und FWHMT entsprechen. Die Methode soll Teil einer Klasse sein, die die
interaktive Eingabe der GroRena, I" gestattet sowie die graphische Ausgabe der Zufalls-
zahlen in Form eines Histogramms, Bild G.3. (Beispiell@ssilRandom)
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N(X) 200 [ T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T ]
150 |- -
100 - -
50 L ]
0 :\I 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 rl—\_l—\_lJ_Li—\_

5 0 5 10 15 20 25
—> X

Bild G.3: Histogramm von 1000 Zufallszahlen, die einer Breit—-Wigkerteilung mita = 10 und
' = 3 folgen.

Programmieraufgabe 4.2: Programm zur Erzeugung von Zufallszahlen
mit Dreiecksverteilung

Schreiben Sie eine Methode mit der Deklaration
double[] triangularNumbersTrans(double a, double b, double c, int n).

Sie solln Zufallszahlen liefern, die der Dreiecksverteilung mit déenngréRera, b, c
folgen und die nach dem Transformationsverfahren enthpret Beispiel 4.3 generiert
wurden.

Schreiben Sie eine zweite Methode mit der Deklaration

double[] triangularNumbersRej(double a, double b, double c, int n),

das die gleiche Aufgabe l6st, aber das von Neumannsche Rigkwgsverfahren benutzt.
Welches der beiden Programme arbeitet schneller?

Schreiben Sie eine Klasse, die wahlweise eine der beidehddeh aufruft und die
erzeugten Zufallszahlen je nach Wunsch numerisch und ateg¢temm graphisch ausgibt,
Bild G.4. (BeispiellosungS2Random)

Programmieraufgabe 4.3: Programm zur Erzeugung von Datenpunkten
mit verschiedenen grofRen Fehlern

Schreiben Sie eine Methode ahnlich BatanRandom.1ine, das Datenpunkty =
at+ b+ Ay erzeugt. Allerdings sollen die Fehlery nicht fur alle Datenpunkte; der
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N(X) 50 T T T T T T T T T LI I | T T T T T T

30

20

10

0 111 I 111 I 111 I 111 I 111 I 111

1 15 2 2.5 3 35 A

BildG.4: Histogramm von 1000 Zufallszahlen, die einer Dreiecksiertig mita = 1, b = 4,
¢ = 3 folgen.

gleichen Normalverteilung mit der Breite enthommen werden, sondefy; soll einer
Normalverteilung der Breite; entstammen. Die Breited sollen aus einer Gleichvertei-
lung Uber den Bereichimin < 0i < omax €ntnommen werden.

Schreiben Sie eine Klasse, das diese Methode aufruft unGeliadey = at + b so-
wie die simulierten MelRpunkte mit Fehlerbalkgnt Ay, graphisch darstellt, Bild G.5.
(BeispiellosungS3Random)

Programmieraufgabe 5.1: Faltung von Gleichverteilungen

Nach dem zentralen Grenzwertsatz folgt die GnoReY |\ , x; im LimesN — oo der stan-
dardisierten Normalverteilung, falls die einer beliebigen Verteilung mit Mittelwert Null
und Standardabweichung N entstammen. Wahlen Sie fiir digdie Gleichverteilung

mit den Begrenzungen
a=—1/3/N y b=—a

Flhren Sie eine grof3e Zahy, von Monte-Carlo-Experimenten aus, deren Ergebnis je-
weils eine Zufallszahk ist. Stellen Sie ein Histogramm der GréRelar und tragen Sie
zusatzlich als Kurve die Verteilung votein, die Sie aus der standardisierten Normalver-
teilung erwarten wirden, Bild G.6. (Benutzen Sie zur gesaimen Darstellung von Hi-
stogrammen und Kurven die Klas6eaphicsWithHistogramAndPolyline.) Er-
lauben Sie die interaktive Eingabe der GroRgp undN. (BeispiellosungS1Distrib)
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y £
100 =

80 -

60

L0

0 5 10 15 20 25 30
B — e P t

Bild G.5: Fehlerbehaftete Datenpunkte mit verschiedenen grofR3efiellefn.

Programmieraufgabe 5.2: Faltung von Gleichverteilung und Normalverteilung

Die Grof3eu = x+Y folgt der Verteilung (5.11.14), wenneiner Gleichverteilung zwischen
a undb entstammt ung einer Normalverteilung mit Mittelwert Null und Breite. Flihren
Sie eine grol3e Zalmle,, von Monte-Carlo-Experimenten aus, deren Ergebnis jevedils
Zufallszahlu ist. Stellen Sie ein Histogramm der Grogdar und tragen Sie zuséatzlich als
Kurve die Verteilung voru ein, die Sie aus (5.11.14) erwarten, Bild G.7. Erlauben &ie d
interaktive Eingabe der GroReR,,, a, b undo. (BeispiellosungS2Distrib)

Programmieraufgabe 7.1: Verteilung der aus wenigen radioaktiven Zerfallen
bestimmten Lebensdauer

Im Programmbeispiel 7.1 wurden aus einer einzigen kleirtehi®obe eine Schatzung
t der mittleren Lebensdauerund deren unsymmetrische Fehler und A, gefunden.
Dabei ergab sich stetA_ < A,. Schreiben Sie eine Klasse, die eine grof3e Zaky
von Experimenten simuliert, deren jeddsradioaktive Zerfélle der mittleren Lebensdau-
err = 1 miRt. Berechnen Sie fiir jedes Experiment die Schatzung erstellen Sie ein
Histogramm der GroRefir alle Experimente. Erzeugen Sie eine Graphik dieses Histo
grammsN;(t <t <t + At) und eine weitere Graphik der kumulativen Haufigkeitsver-
teilung hi = (1/nexp) Y 1, Ni. Erlauben Sie interaktive Eingabe vog, und N. De-
monstrieren Sie, dafl die Verteilungen fir kleleunsymmetrisch sind und fir grofé
symmetrisch werden. Zeigen Sie, daR fiir klefhder Wertt = 1 nicht der wahrscheinlich-
ste Wert, wohl aber der Erwartungswert voist. Gewinnen Sie fiir einen festen kleinen
WertvonN, z. B.N =4, GrenzemA_ und A derart, daf? mit der Haufigkeit 0.683gilt
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10y=90000, n= 3

N(X) 2000 [ T T T T I T T T T I T T T T I T T T T T T T T T T T T ]
1500 |- -

1000 - -

500 |- -

0 L 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 ]

-3 -2 1 0 1 2 3
—> X

BildG.6: Histogramm von 90000 Zufallszahlen die jeweils Summen aus drei gleichverteilten
Zufallszahlen sind. Die Kurve entspricht der standardisieNormalverteilung. Signifikante Un-
terschiede zwischen Kurve und Histogramm sind nur wegesselar groRen Anzahl der Zufalls-
zahlen sichtbar.

t < 1— A_ und mit der gleichen Haufigkeit gitt> 1+ A,. Vergleichen Sie die gefun-
denen Resultate mit einer Serie von Simulationsexperiememit dem Programra1M1,
Programmbeispiel 7.1. (BeispielldsurfglMaxL i ke)

Programmieraufgabe 7.2: Verteilung der Stichprobenkorrelationskoeffizienten

Andern Sie die Klasse Progranfi@dMaxL i ke so ab, daR keine numerische Ausgabe mehr
stattfindet. Stattdessen soll ein Histogramm des Sticlgmidrrelationskoeffizienten
graphisch dargestellt werden, Bild G.8. Erzeugen Sie istmme fliro = 0 undp = 0.95
jeweils flrny =5, 50, 500. Unter welchen Umstanden ist die Verteilung unsgtristh
und warum? Ist diese Unsymmetrie ein Widerspruch zum Zent@renzwertsatz? (Bei-
spielldsung:S2MaxLike)

Programmieraufgabe 9.1: Anpassung eines Polynoms ersten Grades an Daten,
die einem Polynom zweiten Grades entsprechen

Oft hat man es in experimentellen Untersuchungen mit eimeRen Zahl gleicharti-
ger Messungen an verschiedenen Objekten (Versuchstiglemgentarteilchenreaktionen,
Werkstlicken,..) zu tun. Die Messungen an jedem Einzelobjekt werden dunch leé-
stimmte GesetzmaRigkeit beschrieben. Uber diese Gesgigkeit wird nun eine Annah-
me gemacht, die am Experiment Uberprift werden soll.

Wir konstruieren dazu folgendes Beispiel. Eine MelRseri¢agaene,, Experimente.
Jedes Experiment liefert fir die 10 Wette=1,2,...,10 der kontrollierten Variablendie
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Nep=10000, a= 10.00, b= 20.00, o= 1.0
N(X) 200 L T T | T T T T | T T T T | T T ]
150 |- -
100 - -
50 L ]
0 i 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 ]
10 15 20
—DX

Bild G.7: Histogramm von 10000 Zufallszahlen, die die Summen ausrjerejleichverteilten
und einer normalverteilten Zufallszahl sind. Die Kurvesgmicht der Faltung von Gleich- und
Normalverteilung.

MelRwertey; = X1+ Xot; +x3ti2+gi. Dieg; sind einer Normalverteilung mit Mittelwert Null
und Breites entnommen. Bei der Analyse der Experimente wird allerdanggenommen,
die den Messungew zugrundeliegenden wahren Grofldgrkdnnten durch ein Polynom
ersten Grades; = X; + Xot beschrieben werden. Als Ergebnis der Anpassung erhalten wir
auch die MinimumfunktiorM, aus der wir die x >-WahrscheinlichkeitP =1— F(M,n—
r) berechnen kénnen. Dabei B(M, f) die Verteilungsfunktion deg 2-Verteilung mit
Freiheitsgradem die Zahl der Mel3punkte urrddie Zahl der in der Anpassung bestimmten
Parameter. FUP < o wird die Anpassung des Polynoms ersten Grades an die Daten mi
dem Konfidenznivea = 1 — « abgelehnt.

Schreiben Sie eine Klasse, die folgende Schritten ausfihrt

(i) Interaktive Eingabe vONeyp, X1, X2, X3, 0, AY.

(if) Erzeugung vome,, Datensatzerty( yi, Ay), Anpassung eines Polynoms ersten Gra-
des an jeden Datensatz und Berechnung RPonEintragen vonP in ein Histo-
gramm.

(iii) Graphische Darstellung des Histogramms.

Anregungen: (a) Wahlen Side,p = 1000,x; =X, =1, X3 = 0,0 = Ay = 1. Wie er-
wartet erhalten Sie eine flache Verteilung fir (b) Wahlen Sie (unter Beibehaltung der
Ubrigen EingabegrofRen) verschiedene Waste: 0. Dabei bemerken Sie eine Verschie-
bung der Verteilung zu kleineR-Werten, vgl. Bild G.9. Stellen Sie fest, welches etwa der
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0= 000, a= 000, o= 100, 0,= 100, g=-080
N(r) 200 _| T T T I T T T T I T T T T I T T T T I T T T T I T T T |_
150 | -
100 -
50 |- ]
0 _I 1 1 1 I 1 1 1 1 I r—"ﬂA._LI 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 I_
15 1 05 0 0.5 1 15
—Dr

Bild G.8: Histogramm des Stichprobenkorrelationskoeffizientem,ftie 1000 Stichproben vom
Umfang 10 berechnet wurde, die einer zweidimensionalemidtverteilung mit dem Korrelati-
onskoeffizientep = —0.8 entnommen wurden.

kleinste positive Wert voms ist, so dal3 die Hypothese eines Polynoms ersten Grades zum
Konfidenzniveau 90% in 95% aller Experimente abgelehnt wicl Wahlen Siexz = 0,
abero # Ay. Sie werden ebenfalls eine Verschiebung der Verteilundpéelnten, z. B. zu
groRenP-Werten fiirAy > o. (d) Aus den Erfahrungen aus (a), (b), (c) kénnte geschlos-
sen werden, daR — falls irrtimlich grofRere MeR3fehler angemen werden als tatsachlich
auftreten Ay > o) — sich auch flixs > 0 eine flach&?-Verteilung einstellen kénnte, so
daf’ der Eindruck entstiinde, ein Polynom ersten Grades riediseldie Daten. Beginnen

Sie mitne,, = 1000,x1 = X, = 1,X3 =0.2,0 = 1, Ay = 1 und erhéhen Siay in Schritten

von 0.1 bis aufAy = 2. (BeispiellésungS1Lsq)

Programmieraufgabe 9.2: Anpassung einer Potenzfunktion (linearer Fall)

Eine Potenzfunktion
n = xt"

ist linear im Parametex, falls w eine vorgegebene Konstante ist. Diese Funktion soll an
Melpunkte, y;) angepaldt werden, die durch

, = to-l—(i—l)At, i=1,...,n,
Yi = Xt'+s

gegeben sind. Dabei entstamenkiner Normalverteilung um Null mit der Breite.
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Schreiben Sie eine Klasse mit folgenden Funktionen:
() Interaktive Eingabe von, tg, At, X, w, o.
(i) Erzeugung der Mel3punkte.
(iii) Anpassung der Potenzfunktion.
(iv) Graphische Darstellung von Daten und angepafdter kamkigl. Bild G.10.

(BeispiellosungS2Lsq)

Programmieraufgabe 9.3: Anpassung einer Potenzfunktion (nichtlinearer Fall)

Hat die Potenzfunktion die Form
n=xt*,

d. h. ist auch die Potenz selbst ein unbekannter Paramet&itddas Problem nichtlinear.
Bei der Anpassung einer nichtlinearen Funktion mussen wir @ner ersten Naherung
fur die Parameter ausgehen. Wir beschranken und auf der; Fald fir allei, der in
der Praxis oft auftritt. Dann ist lp=Inx; + Xz Int. Falls wir anstelle der vort;(y;) nun
(Int;,Iny;) verwenden, erhalten wir eine lineare Funktion in den Patam Inx; und x,.
Allerdings werden bei dieser Transformation die Fehlehtgaul3isch verzerrt. Wir setzen
daher alle Fehler gleich grof3 und benutzen das Ergebnisréerén Anpassung nur als
erste Naherung fir eine nichtlineare Anpassung antdig . Wir miissen noch beachten,

Input: x= 100, x,. 100, x3= 010, o= 100, Ay= 100
ney 80 P 1T
60 | —
L0 —
20 — —
Jﬂ 1| NN, -
T T T By |
0 1 I 1 I 1 I 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
—> PGH

Bild G.9: Histogramm dery?-Wahrscheinlichkeit fiir die Anpassungen eines Polynonssear
Grades an 1000 Datensatze, die einem Polynom zweiten Geatigsechen.
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daR (jedenfalls flik; > 0) stetsy > 0 beit > 0 gilt. Wegen der MeR3fehler kénnen jedoch
MeRwertey; < 0 auftreten. Solche Punkte dirfen natirlich zur Berechrdergersten
N&herung nicht herangezogen werden.

Schreiben Sie eine Klasse, die die folgenden Teilaufgabarbieitet:
() Interaktive Eingabe von, tg, At, X3, X2, 0.

(i) Erzeugung vom MeRpunkten

t = to+(—-DAt, i=1,...n,

wobeieg; aus einer Normalverteilung um Null mit der Breiteentnommen wird.

(iii) Berechnung erster N&herungen #ir, x, durch Anpassung einer linearen Funktion
an (Intj,Iny;) mit LsqLin.

(iv) Anpassung der Potenzfunktion an ¢ ) mit LsgNon.
(v) Graphische Darstellung der Ergebnisse, vgl. Bild G.11.

(BeispiellésungS3Lsq)

x= 101, M= 0.03, M= 23.83, P=0.2028
y A _I I T T T T I T T T T I T T T T I T T T I_
3 b -
2 | ]
b °§ i
- 0 )
i 0 i
0 — —]
_I I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 I_
0 0.5 1 1.5 2
—Dt

Bild G.10: Ergebnis der Anpassung einer Parapel xt?> an 20 MeRpunkte.
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xm 112, x;= 176, bx= 007, Mx;= 0.2, p= -0.90
), A _I I T T T T I T T T T I T T T T I T T T I_
3 b =
2 F .
(e .
0k .
0 0.5 1 15 2
—Dt

BildG.11: Anpassung einer Funktion= x;t*2 an 20 Mel3punkte. Die MelRpunkte sind identisch
mit denen in Bild G.10.

Programmieraufgabe 9.4: Anpassung einer Breit—Wigner-Funktion
an fehlerbehaftete Mel3punkte

Fir dieN = 21 Wertet; = —3, —-2.7,..., 3 der kontrollierten Variablen sollen MeRwerte
yi = i)+ (G.3.1)
simuliert werden. Dabei ist

2 X2
f)=——-5— (G.3.2)
X2 At — X1)2 + X5
die Breit—-Wigner-Funktion (3.3.32) m& = x; undI" = X,. Die Mel¥fehlers; sollen einer
Normalverteilung um Null mit der Breite enthommen werden. Wéhlen Sie= 0 und
I' =1. Die Wertepaard;(, y;) liegen innerhalb ihrer Mel3fehler also auf einer Glockenuku
mit dem Maximum bet = a. Einer solchen Glockenkurve entspricht aber auch die Gaul3-

Funktion
(t —x1)? }

2
2X5

f(t) =

exp{ (G.3.3)

Xoa/ 2

Schreiben Sie eine Klasse mit den Aufgaben:

(i) Interaktive Eingabe voa Ermdglichung der Wabhl, ob eine Breit—-Wigner-Funktion
oder eine Gauf3-Funktion angepalf3t wird.

(i) Erzeugung der Daten, d. h. der Zahlentrigel\§, Ay = &;).
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(i) Anpassung der Breit—Wigner-Funktion (G.3.2) bzwr @&auf3-Funktion (G.3.3) an
die Daten und Berechnung der Minimum-Funktiiin

(iv) Graphische Darstellung der Mel3punkte mit Mel3fehlerd der angepal3ten Funk-
tion, vgl. Bild G.12.

Betreiben Sie das Programm flr verschiedene Werteovamd stellen Sie fest, fur
welchen Wertebereich vandie Daten eine klare Unterscheidung zwischen Breit—Wigner
Funktion und Gauf3-Funktion zulassen. (Beispiellésid:sq)

x= -0.05, x,= 0.62, M= 5558, P=0.000019 (fit to Gaussian)
y 0.8 L L L L L L I L L IO

L % _

0.6

0.4

0.2

-3 =2 -1 0 1 2 3

BildG.12: Anpassung einer GauR3-Funktion an Mel3punkte, die einet-B¥gjner-Funktion ent-
sprechen. Die Anpassung ist schlecht.

Programmieraufgabe 9.5: Unsymmetrische Fehler und Konfidenzbereich
bei Anpassung einer Breit—Wigner-Funktion

Erganzen Sie die Losung der Programmieraufgabe 9.4 ddef¥tsie eine graphische Dar-
stellung der Losungswerte der Parameter, ihrer FehlerKdearianzellipse, der unsym-
metrischen Fehler und des Konfidenzbereichs liefert in mleg an die Darstellung aus
Bild 9.11.

Diskutieren Sie die Unterschiede in den Ergebnissen, @ié&iAnpassung einer Breit—
Wigner-Funktion bzw. einer Gaul3-Funktion erhalten, unérzjeweils firc = 0.1 und
o = 1. (BeispiellosungS5Lsq)



G.3 Programmieraufgaben 473

x= 0.02,%,. 0.87,x5= 28.00x= 0.07,bxp 0.16,0x;= 3.3
y 30 T T T T I T T T T I T T T T I T T T T I T T T T I T T T T

25

20

15

10

-3 -2 -1 0 1 2 3

Bild G.13: Anpassung einer Breit—-Wigner-Funktion an ein Histogramm.

Programmieraufgabe 9.6: Anpassung einer Breit—Wigner-Funktion
an ein Histogramm

In der Programmieraufgabe 9.4 waren wir von Messungea f (tj) + & ausgegangen.
Dabei war f (t) eine Breit—Wigner-Funktion (3.3.32), und die MeRRfehdgentstammten
einer Gaul3-Verteilung um Null der Breite

Wir entnehmen jetzt eine Stichprobe vom Umfamgaus einer Breit—Wigner-Verteilung
mit Mittelwert a = 0 und voller Breitel’ = 1. Die Stichprobe stellen wir in Form eines
Histogramms dar, das wieder durch Angabe von Zahlentrifigln, Ay;) charakterisiert
wird. Jetzt ist; der Mittelpunkt des-ten Histogrammintervalls — At/2 <t <t + At/2,
undy; ist die Anzahl der Stichprobenelemente, die in diesesvatifallen. Fir nicht zu
kleine y; ist der zugehdrige statistische Fehley, = ,/y;. Fur kleine Wertey; ist diese
einfache Angabe problematisch. Voéllig falsch ist sie yii= 0. Bei der Anpassung einer
Funktion an ein Histogramm ist daher darauf zu achten, dagtiammintervalle ohne
Inhalt (vielleicht auch solche mit geringem Inhalt) nicke Blel3punkte betrachtet werden.

Die anzupassende Funktion sei hun durch

2
2 X5

— G.34
X At — X1)2 + X5 ( )

f(t) = xs0
gegeben. Im Vergleich zu (G.3.2) tritt als weiterer Parameéer Faktoxs auf. Der Faktor
g ist das Produkt aus Gesamtbreite des Histogramms und ded&almtervalle, dividiert
durch Gesamtzahl der Ereignisse im Histogramm. So kann aioFx; die Tatsache
berlicksichtigen, daR nicht alle Ereignisse in den BeregshHistogramms fallen.
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Schreiben Sie eine Klasse, in der folgende Teilschrittgefiirt werden:

() Interaktive Eingabe vone, (Stichprobenumfang) unet (Zahl der Histogrammin-
tervalle). Der untere Rand des Histogramms set bei—3 fixiert, der obere Rand
beit = 3.

(i) Erzeugung der Stichprobe, vgl. Programmieraufgalie 4.

(iii) Aufbau des Histogramms.

(iv) Aufstellung der fir die Anpassung geeigneten Trigehf, Ay;).

(v) Anpassung der Funktion (G.3.4).

(vi) Ausgabe der Ergebnisse in numerischer und graphigebren, vgl. Bild G.13.

Anregungen: Fuhren Sie die Anpassung nacheinander fir den gleichempBtioenum-
fang, aber verschiedene Intervallzahlen durch. Versu@ieneine optimale Intervallzahl
zu finden. (Beispiellésunds6Lsq)

Programmieraufgabe 9.7: Anpassung eines Kreises an Punkte mit Mel3fehlern
in Abszisse und Ordinate

Es seienm Datenpunkte £,t;) in der (s,t)-Ebene gegeben. Die Mel3fehler seien durch
(2 x 2)-Kovarianzmatrizen der Form

AS ¢
( 22 AE'Z) (G.3.5)

beschrieben wie in Beispiel 9.11. Dabeidst= As Atj p; und p; die Korrelation zwischen
den Mel3fehlerm\s, At;. Bauen Sie wie in Beispiel 9.11 den Vektoder Messungen aus
dens undt; auf und konstruieren Sie die Kovaranzmat@iy Stellen Sie die Gleichungen
fk(x,n) = 0 auf unter der Annahme, dal3 die den MelRwerten zugrundetiegewahren
Werte auf einem Kreis mit dem Mittelpunkty(,x,) und dem Radiugs liegen.

Schreiben Sie eine Klasse mit den Teilaufgaben:

() Eingabe vorm, At, As, p.

(i) Erzeugung vorm MelR3punkten ¢,t;) aus Normalverteilungen von 2 Varia-
blen, deren Mittelwerte in regelmaRigen Abstanden auf dem Einheitskreis
(X1 = X2 = 0, X3 = 1) liegen und deren Kovarianzmatrix durch (G.3.5) mit
AS = As, At = At, c = ASAtp gegeben ist.

(iif) Aufstellung einer ersten Naherung fix, X, X3 durch Berechnung der Para-
meter eines Kreises durch die ersten 3 Mel3punkte.

(iv) Anpassung an alle MeR3punkte rhisqGen unter Benutzung einer speziell zu
schreibenden Benutzerfunktion.

(v) Graphische Darstellung von Mel3punkten und angepal3tem Kreis entsprechend
Bild G.14. (BeispielldsungS7Lsq)
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xi=  0.04, x,=  0.06, xz= 105 M= 2132, P=0.2122

s 1.5 IIIIIIIIIIIIIIIIII@IIIIIIII
) 7 ]

{en)
IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III

_1.5 IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

-5 -1 =05 0 0.5 1 15

Bild G.14: Mel3punkte mit Fehlerellipsen, Kreis der ersten Néherumghd8 Mel3punkte (gestri-
chelt) und an alle MeRBpunkte angepaliter Kreis.

Programmieraufgabe 10.1: Monte-Carlo-Minimierung zur Wahl
einer guten ersten Naherung

Fur einige der Funktionen im Programmbeispiel 10.1 war diswahl des Punktesg der
ersten N&herung ausschlaggebend fur Erfolg oder MiRedetgMinimierung. Hat eine
Funktion verschiedene Minima und ist der Funktionswertiarra dieser Minima kleiner
als an allen anderen, existiert also ein ,absolutes Minifwm fiihrt folgendes Verfahren
zum Ziel. Man benutzt die Monte-Carlo-Methode zur Bestimgeiner ersten Naherung
Xo des absoluten Minimums in einem gréReren Bereich des Ptaaangmes, indem man
Punktex = (x1,X2,...,Xn) €rzeugt, die dort einer Gleichverteilung folgen, und uaiéen
denjenigen auswabhlt, an dem der Funktionswert am kleinsten

Schreiben Sie auf der Grundlage vBiM1in eine Klasse, die das absolute Minimum
der im Abschnitt 10.1 beschriebenen Funkti(x) bestimmt. Die erste Naherumg soll
im Bereich

—-10< Xoi < 10, i =l,2,3,

mit der Monte-Carlo-Methode gesucht werden. Fuhren Si&sdihe furN zufallig aus-
gewahlte Punkte aus und erlauben Sie eine interaktive BnganN. (Beispielldsung:
S1Min)

Programmieraufgabe 10.2: Bestimmung der Parameter
einer Breit—-Wigner-Verteilung aus den Elementen einer Stichprobe
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Erzeugen Sie durch Veranderung einer Kopie @M1 n eine Klasse, die eine Stichprobe
aus einer Breit—Wigner-Verteilung mit Mittelweatund voller Breite bei halber Ho6He si-
muliert und das anschlieBend die Zahlwerte dieser Parach@teh Minimierung der nega-
tiven logarithmischen Likelihood-Funktion bestimmt. &rben Sie interaktiv die Eingabe
des Stichprobenumfangs und der Parametend I flr die Simulation. (Beispiellésung:
S2Min)

Programmieraufgabe 11.1: Zweifache Varianzanalyse
mit gekreuzter Klassifizierung

Das Modell (11.2.16) fur die Daten bei einer Varianzanatyiegekreuzter Klassifizierung
lautet
Xijk = p+ & + by 4 (ab)ij + &ijk -
Die Varianzanalyse Uberprtft die Nullhypothese
a :bj :(ab)ij =0.
Daten, die dieser Nullhypothese entsprechen, werden igr&@&mmE2Anova, Abschnitt

11.2, simuliert und analysiert.

Schreiben Sie ein Programm in AnlehnungeaAnova, das Datex;jx nach der obigen
Formel erzeugt. Dabei soll gelten

(i

al - 2 ’
. J4+1

b= (j—=2")b

(ab)ij = signumg;) signump;) ab.

Diese Ansatze erflllen die Bedingungen (11.2.7). Bje sollen wie inE2Anova ei-
ner Normalverteilung mit Mittelwert Null und Standardabgleingos entnommen wer-
den. Die GroRem, b, ab, o, u sollen interaktiv erfragt werden. Fiihren Sie mit den so
simulierten Daten eine Varianzanalyse durch. Untersu@ierverschiedene Félle, z. B.
a=0,b#0,ab=0;a#0,b=0,ab=0;a=0,b=0,ab# 0; usw. (Beispiellésung:
S1Anova)

Programmieraufgabe 11.2: Zweifache Varianzanalyse
mit genisteter Klassifizierung

Ubertragen Sie die Programmieraufgabe 11.1 auf das Pratéemenisteten Klassifizie-
rung mit Daten der Form (11.2.22), d. h.

Xijk = 1+ +bij +&ijk

und benutzen Sie die Abh&ngigkeiten

I +1 . J+1
ai:<l——2 )a, biJ':(J——Z )b.

(BeispiellosungS2Anova)
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Bild G.15: Datenpunkte mit Fehlern und Regressionspolynome verdehen Grades.

Programmieraufgabe 12.1: Simulation von Daten und Darstellung
von Regressionspolynomen verschiedenen Grades

Schreiben Sie eine Klasse, didatenpunktet(, y;) erzeugt. Dig; sollen aquidistant Gber
das Intervall-1 <t < 1 verteilt sein; digy; sollen einem Polynom mit Termen entspre-
chen und mit normalverteilten Fehlern der Breitbehaftet sein. Es soll eine Regressions-
analyse durchgefuhrt und anschlief3end eine graphischadllang wie in Bild G.15 der
Daten und der Regressionspolynome erzeugt werden. BerdgraPnmierung kdnnen Sie
auf groRe Teile der KlassditReg und E2Reg zurlickgreifen. (Beispiellésun@&1Req)

Programmieraufgabe 12.2: Simulation von Daten und Darstellung
der Regressionslinie mit Konfidenzgrenzen

Erweitern Sie die Lésung der Programmieraufgabe 12.1 $bedaRegressionspolynom
gewtlinschten Grades mit Konfidenzgrenzen entsprechendAittst2.3 dargestellt wird.
(BeispiellbsungS2Req)

Programmieraufgabe 13.1: Zur Extrapolation in der Zeitreihenanalyse

In Abschnitt 13.3 wurde darauf hingewiesen, daf3 bei derpnétation der Ergebnisse einer
Zeitreihenanalyse am Rande der Zeitreihe und bei Extréipnlan Bereiche aul3erhalb der
Zeitreihe Vorsicht geboten ist. Insbesondere wurde beta® die Extrapolation dann
sinnlose Ergebnisse liefert, wenn die Daten nicht wenigstangeféhr durch ein Polynom
beschrieben werden. Der Grad dieses Polynoms muf kleieergteich dem Gra#t des
Polynoms sein, das in der Zeitreihenanalyse benutzt wird.
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Untersuchen Sie diese Aussagen durch Simulation entsardehZeitreihen und deren
Analyse. Schreiben Sie ausgehend E2TimSer ein Programm, das fim = 200,i =
1,2,...,n, Daten
i —100

50
erzeugt. Dabei sollen dig aus einer Normalverteilung mit Mittelwert Null und Standiar
abweichungr entnommen werden. Erlauben Sie die interaktive Eingabenyen k, ¢ und
P. Fihren Sie im Anschlul3 an die Erzeugung der Daten einecfieginanalyse durch und
erzeugen Sie eine graphische Ausgabe wigdiimSer. Untersuchen Sie verschiedene
Kombinationen vorm, k und¢, und zwar jeweils fur kleine Werte van (z. B.c = 0.001)
und groRew (z. B.o =0.1). (BeispiellosungS1TimSer)

yi=t"+e, =

Programmieraufgabe 13.2: Spriinge in Zeitreihen

Bei der Entwicklung der Zeitreihenanalyse wurde angenomia? die MeRwerte abgese-
hen von den statistischen Schwankungen kontinuierlidse,sdetige Funktionen der Zeit
sind. Wir erwarten daher unzuverlassige Ergebnisse ini&@erm, in denen die Messungen
unstetig sind. Schreiben Sie ein Programm, das die folgedds Arten von Zeitreihen
erzeugt, analysiert und graphisch darstellt. Davon ist etetig. Die beiden anderen ent-
halten Unstetigkeiten.

Sinusfunktion:

yi =sin(rt; /180)+¢ , tt =i, i =1,2,...,n.

—_— <

RN
||||||||||||||||||||||||||
IIIIIIII|IIII|IIII|IIII|IIII

Bild G.16: Zeitreihe entsprechend einer Stufenfunktion mit gleieniittelwerten und Konfi-
denzgrenzen.
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Stufenfunktion:

yi:{_1+8i’ §=100 " imod200,i=1,2,..n.

146, t>100 "
Sagezahnfunktion:
Vi = (t —50)/100+¢, t =i mod 100,i =1,2,...,n.

Die ¢ sollen wieder einer Normalverteilung mit Mittelwert Nulhd Standardabwei-
chungo entnommen werden.

Erlauben Sie dem Benutzer interaktiv die Wahl der Funktiod die Eingabe von, o,
k, £ und P. Untersuchen Sie Zeitreihen mit verschiedenen Parametetiskutieren Sie
die Ergebnisse. Bild G.16 zeigt ein Beispiel. (Beispiallig: S2TimSer)



H Formelsammlung

Wahrscheinlichkeiten

A, B, ... sindEreignisse Aist das Ereignispicht A"

(A+ B) und (AB) bedeuten Verknipfung von Ereignissen dulafiischesgegen-
seitig ausschlieendegder” bzw.logisches ,und*

P(A) ist dieWahrscheinlichkeitlir das EreignisA.

P(B|A) = P(AB)/P(A) ist die Wahrscheinlichkeit voB unter der Bedingungh
(bedingte Wahrscheinlichkeit)

Es qilt
fur jedesEreignisA B
P(A)=1-P(A),

fur sich gegenseitig ausschliel3erteieignisseA, B, ..., Z
P(A+B+---+2Z)=P(A)+P(B)+---+P(2),
fur unabhangigeereignisseA, B, ..., Z

P(AB---Z) = P(A)P(B)---P(Z) .

Eine Zufallsvariable

Verteilungsfunktion:  Ex) = P(Xx < Xx)

Wahrscheinlichkeitsdicht@lr F(x) stetig differenzierbar):
f(x) = F'(x) =df(x)/dx

Momente der Ordnung:

(a) um den Punkte: o, = E{(X—c)¢}

(b) um den Ursprung (zentrale Momentg):= E{x‘}
(c) um den Mittelwertu, = E{(Xx —X)*}

Varianz o?(x) = var(x) = us = E{(x —X)?}

StandardabweichungderFehlervonx: Ax = o (X) = +/02(X)

480
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TafelH.1: Erwartungswerte fur diskrete und kontinuierliche Vertagen.

_ x kontinuierlich;
x diskret F(x) stetig
differenzierbar

Wahrschein- f(x) = F/(x) = X

- - _ dX l
diohia™ [ f(dx =1
Mittelwert vonx X = E(X) X = E(x)
(Erwartungswert) = 3" x; P(x = x;) = [0 xf(x)dx
Mittelwert der ~ E{H(X)} E{H(X)}

FunktionH (x) =Y HX)Px=x) = [ H(X)f(x)dx

Schiefe y = uz/o3

Reduzierte Variabteu = (x —X)/o(X); E(u)=0 o?(u)=1
WahrscheinlichsteWert x.,, definiert durch:P(x = xy,) = max
Median x s definiert durch:F (X 5) = P(X < Xo5) = 0.5
Quantil %, definiert durch:F(xq) = Px <Xq)=q; 0<qg<1

Mehrere Zufallsvariable
Verteilungsfunktion
F(X) = F(Xl,Xz,---,Xn) = P(Xl < X1, X2 < X2, ..., Xp < Xn)

Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdicfitar fur F(x) stetig differenzierbar in allen
Variablen):

f(X) = f(Xg,Xo,...,%n) = 0"F(X1,Xo,...,Xn)/0X10X2 - - - 0%
Randverteilungler Variabler; :

gi(xi)=/ / / f(X1,X2,. .., Xn) dXp AXz - - - X _1 dXj41-- - dXn

Erwartungswert einer Funktion £X):

E{H(x)}:/H(x)f(x)dx
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Erwartungswert der Variablen; x

% = E(xi)=/xi f(x)dx=/°°xigi(xi)dxi

o0

Die Variablenxy, X, ...,Xn sindunabhangigwenn
f (X1, X2,. .., Xn) = 01(X1)92(X2) - - - On(Xn)
Momenteder Ordnungy, >, ...,¢n:

(@) umc = (cy,C,...,Cn):
Apyt..00 = E{(X1 — C1)" (X2 — C2)*2 - - - (X — Cn) "}
(b) um den Ursprung: A, o, = E{X{X52---xi)
(©) umX: ey e = E{(Xa — K1) (X2 = X2) 2+ -+ (Xn — %)}
Varianzvonx;: o?(x;) = E{(xi —%)?} = Gii

Kovarianzzwischenx; undx;: cov(xi,X;) = E{(xi —%)(X; — Xj)} = Gij
Furxi, x; unabhangig cov(x;,Xj) =0

Kovarianzmatrix: C= E{(x —X)(x —=X)"}
Korrelationskoeffizient:

p(X1,X2) = COVX1,X2) /o (X1)o(X2) ; —1<p =<1
Rechenregeln:

o?(cxi) = o %(x))
o?(ax; + bx;) = a%02(x;) + b0 ?(x;) + 2abcov(x;, X;)
a,b,c sind Konstanten

Transformation von Variablen

Urspringliche Variablex = (x1,X2,...,Xn)
Wahrscheinlichkeitsdichtef (x)

Transformierte Variabley = (y1,Y2,...,Yn)
Verkniipfung:y: = y1(X), Y2 = Y2(X), ..., Yn = Yn(X)
Wahrscheinlichkeitsdichteg(y) = | J| f (X)

mit derJacobi-Determinante

0X1 00Xz dXn
dy1 dy1 Y1

J=1J (M) — :
Y1, ¥2,--- ¥ X1 9% dXn

i "
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Fehlerfortpflanzung

Die urspringlichen Variablexhaben die Kovarianzmatri,. Die Kovarianzmatrix
der transformierten Variablewg ist

(v v
0X1 09X 0Xn
dy2 Yo YY)

— L e

Cy=TCT mitT = a1 9% %,

aym aym .o aym

Die Formel ist nur fur eine lineare Beziehung zwisclygamdx exakt, aber eine gute
N&herung fir kleine Abweichungen von der Linearitat in einer Umgebung von der
GroRe der Standardabweichung &mNur fiir verschwindende Kovarianzém Cy

gilt

st =an= |2 (5) @xy

i1 8Xj

TafelH.2: Verteilungen diskreter Variabler.

Wahrscheinlichkeit

Verteilung L%rn%(egbkachtung v'\\//lgF'?l- E/Iglrelz?rrseznte der
(X1 =kg,....x = k) Kovarianzmatrix)

Binomial W2 =)@ —p)"™* X=np o?(x)=npl—p)

Multinomial Koy,

i L — S Sii — D
Z;=1pj=1 :T:nl!kj_!nzzlprj Xj=np Gj=np(S—p)

Hypergeo-

memseh We=(H():()  x=nk o200 ="
l=n—-k

Poisson f(k)=ie™ K=1  oXX)=4x




484 H Formelsammlung

TafelH.3: Verteilungen kontinuierlicher Variabler.

. .- o Mittel- Varianz
Verteilung Wahrscheinlichkeitsdichte wert (Kov.matrix)

Gleichvert. { Z’é‘; z)’(‘ i E lb+a) (b—a)?/12
GauR-Vert. b\/% exp(—%) a b?
?;?SSJVert. 72 &PE5xY) 0 1
Variabler

& oA U e f 21

1

*fl 1
f1\2 1 T(5(fi+ 1))
= — T f 2f2(f1+ -2
(fz) rEfren) 231 2 (it 1o-2)

FishersF Lo fi(f2—27(f—4)"
F%f11<1+ﬁF)2( 1+12) fo>2 f>4
fa
_1 f
r(3(f+1)) 2\ 2(f+D) -
Students a0 (14 %) 0 2

Gesetz der grol3en Zahl

Es werden insgesamtBeobachtungen ausgefihrt, die durch die Zufallsvariagple
(= 1, wenn diei-te Beobachtung das Ergebnsliefert, sonst= 0) beschrieben
werden. DieHaufigkeitvon A ist

1 n
h:E;Xi.

Furn — oo ist diese Haufigkeit gleich der Wahrscheinlichkpifir das Eintreten
von A

E(M)=h=p, ()= ~p(1-p).
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Zentraler Grenzwertsatz

Sind diex; unabhangige Variable mit Mittelwed und Varianzo?, dann folgt
(1/n)>°, x fur n — oo einer Normalverteilung mit Mittelweras und Varianz
a?/n.

Faltung von Verteilungen

Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Summe= x +y zweier unabhangig verteilter
Zufallsvariablerx undy ist

W)= [ B0Bu-0d= [ HO)Ku- Y.

— Die Faltung zweier Poisson-Verteilungen mit den Parametemnd A, ist
eine Poisson-Verteilung mit dem Parametes- A,

— Die Faltung zweier Gaul3-Verteilungen mit Mittelwertn a, und Varianzen
o2, o ist eine GauR-Verteilung mit Mittelwest = a; + a, und Varianzo? =
2,2
o;+0o5

— Die Faltung zweiery?-Verteilungen mitf; und f, Freiheitsgraden ist eine
x-Verteilung mit f = f, + f, Freiheitsgraden.

Stichproben

Grundgesamtheitunendliche (in Einzelfallen endliche) Menge von Elementen, die
durch eine diskret oder kontinuierlich verteilte Zufallsvariableschrieben werden.

(Zuféallige) Stichprobevom Umfang N Auswahl vonN Elementen X, x@, .. |

x(\)) aus der Grundgesamtheit (Bedingungen fiir Zufalligkeit einer Stichprobe siehe
Abschnitt 6.1).

Verteilungsfunktion der Stichprobe: (%) = nyx/N

Dabei istny die Anzahl der Elemente in der Stichprobe mi Xx.

StichprobenfunktionBeliebige Funktion der Elemente der Stichprobe
S=5SxW, x@ ... xMNy,

Schatzfunktion, Schatzungtichprobenfunktion, die zur Schatzung eines Parameters
A der Grundgesamtheit benutzt wird. Eine Schatzungnserzerrf wennE(S) = A
undkonsistentwenn

NIi_r)nooa(S) =0.
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TafelH.4: Stichproben aus verschiedenen Grundgesamtheiten.

Stichprobe vom
Umfangn aus
kontinuierlich

Stichprobe von Umfang aus
diskreter Grundgesamtheit
vom UmfangN. Variable der

verteilter Grundgesamtheit ist,
Grundgesamtheit Variable der Stichprobe ist
Mittelwert der o c_ 1xhy,
Grundgesamtheit E(X) =X Y=x j:lyJ
Varianz der 2 200 1 vhy 2
Grundgesamtheit ¢~ () a*(y) = N_—lj;.(yJ -Y)
Stichproben- — 1 — 1
mittel X=n Elx. X=n Elx'
Varianz des

) 1
Stichprobenmittels @) = 70%(X)

Varianz der
Stichprobe

Maximume-Likelihood-Methode

Eine Grundgesamtheit werde durch die Wahrscheinlichkeitsditftel) beschrie-
ben, wobeil = (X1,A2,...,1p) €in Satz von Parametern ist. Wird eine Stich-
probe xb, x@ . xN) entnommen, so hat sie digkelihood-Funktion L=
]_[]-N:1 f(x(),1) und dielogarithmische Likelihood-Funktiof = InL. Um die un-
bekannten Parametéraus der Stichprobe zu bestimmen, schreibt die Maximum-
Likelihood-Methode vor, denjenigen Wert far zu wahlen, fir denL (oder ¢)
zum Maximum wird. Man muld also dikikelihood-Gleichungerb¢/ox; = O;

i =1,2,...,poder (fir nur einen Parameter) @i = ¢’ = 0 |6sen.

Information einer Stichprobe: (L) = E(¢2) = —E(¢")
Informationsungleichungs?(S) > {1— B'(10)}%/1 (A)

Dabei istS eineSchatzundur A, B(A) = E(S) — A ihre Verzerrung

Eine Schatzung hahinimale Varianzwennt’ = A(A)(S — E(S)), wobei A(L) nicht
von der Stichprobe abhangt.

Die Maximum-Likelihood-Schatzung, d. h., die Lésung der Likelihood-Gleichung
ist eindeutigundasymptotisclid. h. fiir N — oo) unverzerrtund vonminimaler Va-
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rianz

Die asymptotische Forrder Likelihood-Funktion ist
u—if)

L = const exp(— T
1

b? = o2()) = — = — -
W= ket = Ee®)

fur einen Parameter und
1 - ~
L = const {—é(x —2A)"B(A— k)}

mit der KovarianzmatrixC = B~1 und

92¢
Bj =-E
OAjOA| Ny

fir mehrere Parameter.

Prifung von Hypothesen (Tests)

Nullhypothese B{A = Ag): Annahme von bestimmten Werten fir die Paramgter
die eine Grundgesamtheit mit der WahrscheinlichkeitsdidliigA) bestimmen.

Alternativhypothesen A = A1), Ho(A = X,), ...: Andere Mdglichkeiten fl,
gegen die die Nullhypothese durch Betrachtung einer Stichpxobgx®,x®@, ...,
xN)) aus der Grundgesamtheit zu priifen ist.
Eine Hypothese iseinfach wenn die Parameter vollstdndig bestimmt sind, z. B.
Ho(A1 = 1, A, = 5), anderenfalls ist dirusammengesetzt B. Hi (A1 =2, A, < 7).
Testeiner HypothesdHy mit Signifikanzniveaw bzw. Konfidenznivead — «: Hp
wird verworfen, wenrX € &. Dabei istS; einekritische Regionm Stichprobenraum
und

P(Xe &|Hp) =« .

Fehler erster Art:Ruckweisung vorHg, obwohl Hg wahr ist. Die Wahrscheinlich-
keit fur diesen Fehler ist.

Fehler zweiter Art: K wird nicht verworfen, obwohH; wahr ist. Die Wahrschein-
lichkeit fur diesen Fehler isP(X ¢ S|H1) = B.

MachtigkeitsfunktiomderGutefunktion:
M(S,A)=P(Xe &IH)=P(X e &IA).
Operationscharakteristik:
L(&A)=1-M(&,}).

Bester Teswvon Hy bezuglichH; hat M(&;, A1) = 1— 8 = max. Eingleichmafig
bester Tesist ein bester Test bezlglich aller moglichy.
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TafelH.5: Haufig benutzte statistische Tests Uiber eine StichprobeiaesNormalverteilung mit
Mittelwert A und Varianzo?. (Fall 1: o bekannt, Fall 2:0 unbekannt (Students Test), Fall 3:
x2-Test Uber die Varianz, Fall 4: Students Differenztest i#vesi Stichproben vomN; bzw. N,
zur Bedeutung vos3 vgl. (8.3.19), Fall 5:F-Test iiber zwei Stichproben.)

Nullhy-  kritische Region E?QL‘éﬁg

Fall - Testiunktion  hothese  der Testfunktion grade

-I-:i—xo
o/IN r=x ITI>Q(1-a/2)
1 — N (i) A <Ag T>Q(1—O() —
x:ﬁ_zlxJ A>T < Q)
J:
_ X—Ao
T=22,
22— 1 A=Xxo ITI>tiqp
2 1 A<i T>ti, N-1
% Z(X(J)—)?)Z A Z )\.0 T < —tl_a :ta
j=1
2 02=0¢ Xfap<T<xlp
3 T=(N-1% o?<o T>xZ, N-1
0
02>0f T<y2
4 '|'=)?1S;AX_2 M=y |TI>1t 1, N1+ Np—2
TZZS%{S%’ c?=0? F T <F
— 1 1 =9 Frgp<|l <Fyp2 = N; —
g S=R o2<o? ToFpa fi=N;1—-1
o) Ty 2o 2 T<F fo=Np—1
XY (%' =x) ofzo; I <Fa

Einunverzerrter TeshatM (&, A1) > « fur alle méglichenH;.

Satzvon NEYMAN und FEARSON Ein Test vonHy beziglichH; (beide Hypo-
thesen einfach) unter Benutzung der kritischen Redoist ein bester Test, wenn
f(X|Ho)/f(X|H1) <cflr X e S und>cfur X ¢ &, dabei istc eine Konstante, die
nur vona abhangt.
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Testfunktion TX): Skalare Funktion der Stichprob& Nach einer AbbildungX —
T(X), S(X) = U kann die FragX € & auf T € U umformuliert werden.

Likelihood-Quotienten-TestBezeichnetw die Region im Parameterraum, die der
NullhypotheseH, entspricht und? den gesamten mdglichen Parameterbereich, so
wird die Testfunktion

T = 0 A D)/f (1)

benutzt. Dabei sind™ und 2 die Maximum-Likelihood-Schatzungen in den
BereichenQ2 bzw. Hy wird verworfen, wennT > T;_, mit P(T > Ti_4|Ho) =
f{'ﬁ g(T)dT = «; g(T) ist die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte vénzu ge-
gebenenHo.

Satzvon WIiLKs (gilt bei schwachen Anforderungen an die Wahrscheinlichkeits-
dichte der Grundgesamtheit): Letly p—r der insgesamp Parameter fest, so
folgt —2InT (T ist die Likelihood-Quotienten-Test-Funktion) eingf-Verteilung

mit f = p—r Freiheitsgraden im Grenzfall - oco.

x - Test Uiber die Giite einer Anpassung

Hypothese:Die N MeRwertey; mit den normalverteilten Mel3fehle) werden
durch vorgegebene GroRRénbeschrieben:

Testfunktion: T= Y"1\ ,(yi — fi)?/o?.
kritische Region: T> xZ .

Zahl der Freiheitsgrade: Nbzw. N — p), falls nochp Parameter aus den Messungen
gewonnen werden.

Die Methode der kleinsten Quadrate

Gegeben ist ein Satz vam Gleichungen ({x,») = 0; k=1,..., m die denr-
Vektor derUnbekanntex = (X1, X, ..., X ) mit demn-Vektor dermefRbaren Grél3en

n = (n1, 2, ..., nn) verkniipfen. Anstelle def werden andere Grol3gngemessen,
die von diesen durch diMel3fehlere abweichen, d. hy = n + . Die ¢ werden

als normal um Null verteilt angenommen. Dies wird durch die Kovarianzmatrix
Cy= G;l ausgedrickt. Um Losungéi 7y zu erhalten, werden di§ fur die ersten
Naherungerxo, no =y entwickelt. Nur die linearen Terme der Entwicklung werden
bertcksichtigt und zweite Naherungen= xo + &, n, = 5 + 8 berechnet. Das Ver-
fahren wird iterativ wiederholt, bis bestimmte Konvergenzkriterien erfillt sind, z. B.,
bis eine skalare Funktiol nicht weiter abnimmt. Sind didy in X undy linear, so

ist nur ein Schritt notig. Die Methode kann als ein Verfahren zur Minimierung von
M verstanden werden. Die Funktiavi, die zum Ldsungswert gehort, hangt von
den MeRfehlern ab. Sie ist eine Zufallsvariable und folgt ejeMerteilung mit
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f = m—r Freiheitsgraden. Es kann daher gifiTestzur Uberprifung der Gite
der Losung oder der Annahmen, besonders (e¢ G;l, ausgefuhrt werden. Sind
die & nicht normal, aber noch um Null symmetrisch verteilt, so hat die L6sung
nach kleinsten Quadraten noch immer die kleinste Varianz, und E§N&j = m—r
(GauR—Markov-Theorem)

TafelH.6: Kleinste Quadrate im allgemeinen Fall und im Fall bedinylessungen.

Allgemeiner Fall

Bedingte Messungen

Gleichungen
Erste Nahe-
rungen

Gleichungen
entwickelt

Kovarianz-
matrix der
Messungen

Korrekturen

Néachster
Schritt

LOsung
(nachs
Schritten)

Minimum-
Funktion

Kovarianz-
matrizen

fun) =0,k=1,...,m

XO! ﬂO = y

f— Af+BS+Ct---
{Ai = (8k/3%1 )y 5,
{Bh = (3fk/0m)xq .,
¢ = f(Xo, o)

§=—(ATGgA)LATGgC
3= —G;lBTGB(A§+c)
— —-1pTy-1
Gg=(BG;"B")
X1=Xo+& n=mno+98,
neue Werte fuA, B, c, &, §

S\(J:XS—1+§V1
"71: nS—L+6’
E=y-1

M = (B?)'Gg(B?)

Gyl = (ATGgA)™?

-1_ ~-1
Gﬁ _Gy
—G,'B"GgBG,!
—{—G;lBTGBA(ATGBA)_l
XATGB BG;l

f(n) =0

No=Y
f=BS+c+---

(Bl = (0fk/m),,
¢ = f(no)

3
Gg = (BG,'B")!

Ny =1no+39, N
neue Werte fuB, c, §

—1RT -1
~G,'B"GsBG;
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TafelH.7: Kleinste Quadrate fur indirekte und direkte Messungen.

Indirekte Messungen

Direkte Messungen
verschiedener

Genauigkeit
Gleichungen fy=nx—0gk(x)=0 fu =k —X
Bt Nane xo o=y Xo=0,m9=Yy

f=Af+e+c

f=Af—e+c+-- i
Gleichungen o (d_fk)
entwickelt M ={7x X A=-— :
c=Y—0(Xo) 1

c=y
Kovarianz- o? 0
matrixder  Cy=G,!
Messungen =

0 Onz
Korrekturen & =—(ATGyA)*ATG,c —
Nachster X1=Xo+E, ~ .
Schritt neue Werte fUrA, c, &
2

Losung v_ ~ v o PN
(nachs X=Xs_1+8, §=X= <17
Schritten) € =A&+cC =Y 5
Minimum- _ e AT~ ~
Funktion M=¢'Gye M=2e'Gye

Gyl =0%(X)
Kovarianz- 1 _ (AT -1
matrizen Gz" =(A'GyA)

G;'= A(ATGyA)AT

Varianzanalyse

Eine Zufallsvariable (Messung)wird unter dem Einflul3 von externen Variablen un-

tersucht. Man versucht durch geeignet konstruieHEests zu entscheiden, abvon

denexternen Variablemnabhangig ist. In Abhangigkeit von der Anzahl der exter-

nen Variablen und den Annahmen Uber ihren EinfluR werden verschiddizhalle

konstruiert.
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Ein einfaches Modell ist digekreuzte zweifache Klassifizierumg mehrfachen Be-
obachtungen. Zwei externe Variable veranlassen die Klassifizierung der Beobach-
tungen in Klassewy, B; (i =1,2,...,1; j =1,2,...,J). Jede Klassé\;, B; enthalt
K Beobachtungerjx (k=1,2,...,K). Man nimmt das Modell

Xijk = 1+ a + by +(ab)ij + &ijk

an, wobetk;jk, der Fehler der Beobachtung, als normalverteilt um Null angenommen
wird und &, b; und (@b);; die Einflisse deKlassifizierungerin A, B und ihrer
Wechselwirkungesind. DreiNullhypothesen

HM@ =0,i=1,...,1), HPW, =0,j=1,...,3),

HP(@b)j =0,i =1,...,1,j=1,...,J)

kénnen mit Hilfe der QuotienteR Y, F(B) F(AB) getestet werden. Sie sind in einer
Varianztafel zusammengefal3t. Andere Modelle siehe Kapitel 11.

Polynomiale Regression

Aufgabe:Die wahren Werteg(t), von denerN Messungen;{t;) mit normalverteilten
Melfehlerno; vorliegen, sollen durch eiRolynomin derkontrollierten Variablen t
vom Gradr — 1 beschrieben werden. Anstelle vg(t) = X; + Xot +--- + %t 1
schreibt man

n(t) = xq fo(t) +x2 fot) +- -+ % fr (1) .

Dabei sind dief; orthogonale Polynomeom Gradj — 1,

i
fi(t) =) bt“,

k=1

deren Koeffizientet, aus derOrthogonalitatsbedingungen

N
> g i) fut) =8k, g =1/07,
i—1

bestimmt werden. Di&lnbekannten xwerden nach kleinsten Quadraten aus

N

2
Y g vit) =Y x fit) ; =min
j=1

i=1

gewonnen. Die Kovarianzmatrix dgy ist dier -dimensionale Einheitsmatrix.
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Zeitreihenanalyse

Es ist eine Reihe voMeRRwerten ¥(t;), i = 1,...,n gegeben, die (auf unbekannte
Weise) von einekontrollierten Variablen {{gewohnlich der Zeit) abhéngt. Man faf3t
diey; als Summe einebrendsy; und eines~ehlerse; auf,y; = n; +¢;. Die Messun-
gen werden in gleichbleibenden Zeitabstanden durchgefiihrt td-t._, = const.
Um die Fehlers; zu vermindern, wird fur jedeg(i > k,i < n—Kk) ein gleitender
Mittelwert gebildet. indem man an die symmetrisch utiregenden R+ 1 Messun-
gen ein Polynom vom Gradeanpal3t. Das Ergebnis der Anpassung am Ptingt
der gleitende Mittelwert

Mo(i) = a kYi—k +a kp1Yi—kr+ -+ AYitk -

Die Koeffizientena_y, ..., ax sind fur niedrige Werte vok undZ in Tafel 13.1 ange-
geben. Fir die Anfangs- und Endpunkté < k,i > n—Kk) werden die Ergebnisse
der Anpassung auch auf3erhalb des Mittelpunkts Her 2Messungen benutzt.



Statistische Tafeln

Tafell.1: Quantilerp (k) der Poisson-Verteilung.

k—1
P= Ze*AP)JF‘,/n!
n=0

0.0005

0.0010

0.0050

P
0.0100

0.0250

0.0500

0.1000

OO ~NOO”UILPA, WNBRLX

10

7.601

9.999
12.051
13.934
15.710
17.411
19.055
20.654
22.217
23.749
25.256
26.739
28.203
29.650
31.081
32.498
33.902
35.294
36.676
38.047
39.410
40.764
42.110
43.449
44.780

6.908

9.233
11.229
13.062
14.794
16.455
18.062
19.626
21.156
22.657
24.134
25.589
27.026
28.446
29.852
31.244
32.624
33.993
35.351
36.701
38.042
39.375
40.700
42.019
43.330

5.298

7.430

9.274
10.977
12.594
14.150
15.660
17.134
18.578
19.998
21.398
22.779
24.145
25.497
26.836
28.164
29.482
30.791
32.091
33.383
34.668
35.946
37.218
38.484
39.745

4.605

6.638

8.406
10.045
11.605
13.108
14571
16.000
17.403
18.783
20.145
21.490
22.821
24.139
25.446
26.743
28.030
29.310
30.581
31.845
33.103
34.355
35.601
36.841
38.077

3.689
5.572
7.225
8.767
10.242
11.668
13.059
14.423
15.763
17.085
18.390
19.682
20.962
22.230
23.490
24.740
25.983
27.219
28.448
29.671
30.888
32.101
33.308
34.511
35.710

2.996
4.744
6.296
7.754
9.154
10.513
11.842
13.148
14.435
15.705
16.962
18.208
19.443
20.669
21.886
23.097
24.301
25.499
26.692
27.879
29.062
30.240
31.415
32.585
33.752

2.303
3.890
5.322
6.681

11
12

17

21
22

27

29

31

094
R75
10.
771
995
14.
15.
16.
782
18.
20.
292
A52
23.
24.
25.
045
28.
820
30.
o84

532

206
407
598

958
128

606
756
903
184

453
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Tafell.1: (Fortsetzuny
k—1
P=>Y e’ ai/n
n=0
P

k | 0.9000 0.9500 0.9750 0.9900 0.9950 0.9990 0.9995

1| 0.105 0.051 0.025 0.010 0.005 0.001 0.001

2| 0532 0.355 0.242 0.149 0.103 0.045 0.032

3| 1102 0.818 0.619 0436 0.338 0.191 0.150

4| 1.745 1.366 1.090 0.823 0.672 0.429 0.355

5| 2433 1970 1623 1.279 1.078 0.739 0.632

6| 3.152 2613 2202 1785 1537 1.107 0.967

7| 3.895 3285 2814 2330 2.037 1520 1.348

8| 4656 3.981 3454 2906 2571 1971 1.7168

9| 5432 4695 4115 3507 3.132 2.452 2.220
10| 6.221 5425 4795 4,130 3.717 2961 2.699
11| 7.021 6.169 5491 4771 4321 3491 3.202
12| 7.829 6.924 6.201 5.428 4943 4.042 3.126
13| 8646 7.690 6.922 6.099 5580 4.611 4.269
14| 9470 8.464 7.654 6.782 6.231 5.195 4.828
15| 10.300 9.246 8.395 7.477 6.893 5.794 5.402
16| 11.135 10.036 9.145 8.181 7.567 6.405 5.990
17| 11.976 10.832 9.903 8.895 8.251 7.028 6.%90
18| 12.822 11.634 10.668 9.616 8.943 7.662 7.201
19| 13.671 12.442 11.439 10.346 9.644 8.306 7.822
20| 14525 13.255 12.217 11.082 10.353 8.958 8.453
21| 15.383 14.072 12,999 11.825 11.069 9.619 9.093
22| 16.244 14.894 13.787 12574 11.792 10.288 9.741
23| 17.108 15.719 14580 13.329 12.521 10.964 10.397
24| 17.975 16.549 15.377 14.089 13.255 11.647 11.060
251 18.844 17.382 16.179 14.853 13.995 12.337 11,730
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Tafell.2: Normalverteilungyo(x).

P(X < X) = ¥o(x) = exp(=x2/2)dx

1 X
\/Zf_oo

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
-3.0(.001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .001 .0O1
-2.9|.002 .002 .002 .002 .002 .002 .002 .001 .001 .0O1
-2.8|.003 .002 .002 .002 .002 .002 .002 .002 .002 .002
-2.7|.003 .003 .003 .003 .003 .003 .003 .003 .003 .003
-2.6|.005 .005 .004 .004 .004 .004 .004 .004 .004 .004
-2.5|/.006 .006 .006 .006 .006 .005 .005 .005 .005 .005
-2.4|.008 .008 .008 .008 .007 .007 .007 .007 .007 .DO6
-2.3|.011 .010 .010 .010 .010 .009 .009 .009 .009 .008
-2.2|.014 .014 .013 .013 .013 .012 .012 .012 .011 .011
-2.1|.018 .017 .017 .017 .016 .016 .015 .015 .015 .014
-2.0(.023 .022 .022 .021 .021 .020 .020 .019 .019 .018
-1.9(1.029 .028 .027 .027 .026 .026 .025 .024 .024 .023
-1.81.036 .035 .034 .034 .033 .032 .031 .031 .030 .029
-1.7|1.045 .044 .043 .042 .041 .040 .039 .038 .038 .037
-1.6|.055 .054 .053 .052 .051 .049 .048 .047 .046 .046
-1.5|.067 .066 .064 .063 .062 .061 .059 .058 .057 .056
-1.4|.081 .079 .078 .076 .075 .074 .072 .071 .069 .068
-1.31.097 .095 .093 .092 .090 .089 .087 .085 .084 .082
-1.2|.115 .113 .111 .109 .107 .106 .104 .102 .100 .099
-1.1|.136 .133 .131 .129 .127 .125 .123 .121 .119 .117
-1.0|.159 .156 .154 .152 .149 .147 .145 .142 .140 .138
-0.9|.184 .181 .179 .176 .174 .171 .169 .166 .164 .161
-0.8|.212 .209 .206 .203 .200 .198 .195 .192 .189 .187
-0.7|.242 239 .236 .233 .230 .227 .224 221 .218 .215
-0.6|.274 271 .268 .264 .261 .258 .255 .251 .248 .245
-0.51.309 .305 .302 .298 .295 .291 .288 .284 .281 .278
-0.4|.345 .341 .337 .334 .330 .326 .323 .319 .316 .B12
-0.3|.382 .378 .374 .371 .367 .363 .359 .356 .352 .348
-0.2| .421 .417 .413 .409 .405 .401 .397 .394 .390 .386
-0.1| .460 .456 .452 .448 .444 440 .436 .433 .429 .425
0.0| .500 .496 .492 .488 .484 .480 .476 .472 .468 .464




| Statistische Tafeln

Tafell.2: (Fortsetzuny
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1 X 2
P(X < X) = ¥o(X) @/_mexp( X</2)dx
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0/ .500 .504 .508 .512 .516 .520 .524 528 .532 .536
0.1]| .540 .544 .548 .552 556 .560 .564 .567 .571 .575
0.2 .579 .583 .587 .591 .595 .599 .603 .606 .610 .614
0.3]| .618 .622 .626 .629 .633 .637 .641 .644 .648 .652
0.4| .655 .659 .663 .666 .670 .674 .677 .681 .684 .688
05| .691 .695 .698 .702 .705 .709 .712 .716 .719 .y22
0.6|.726 .729 .732 .736 .739 .742 .745 .749 .752 .Y55
0.7|.758 .761 .764 .767 .770 .773 .776 .779 .782 .yY85
0.8|.788 .791 .794 .797 .800 .802 .805 .808 .811 .813
0.9|.816 .819 .821 .824 .826 .829 .831 .834 .836 .839
1.0|.841 .844 .846 .848 .851 .853 .855 .858 .860 .862
1.1|.864 .867 .869 .871 .873 .875 .877 .879 .881 .883
1.2|.885 .887 .889 .891 .893 .894 .896 .898 .900 .901
1.3/.903 .905 .907 .908 .910 .911 .913 .915 .916 .918
1.4|.919 .921 .922 .924 925 .926 .928 .929 .931 .932
1.5].933 .934 .936 .937 .938 .939 .941 .942 .943 .944
1.6|.945 .946 .947 .948 .949 951 .952 .953 .954 .954
1.7|.955 .956 .957 .958 .959 .960 .961 .962 .962 .963
1.8|.964 .965 .966 .966 .967 .968 .969 .969 .970 .971
1.9|.971 972 .973 .973 .974 974 975 .976 .976 .977
2.0|.977 978 .978 .979 .979 .980 .980 .981 .981 .982
2.1]1.982 .983 .983 .983 .984 .984 .985 .985 .985 .986
2.2|.986 .986 .987 .987 .987 .988 .988 .988 .989 .8689
2.3]1.989 .990 .990 .990 .990 .991 .991 .991 .991 .992
2.4].992 992 .992 .992 .993 .993 .993 .993 .993 .994
25]1.994 994 994 994 994 995 .995 .995 .995 .995
2.6/.995 995 996 .996 .996 .996 .996 .996 .996 .996
2.7]1.997 .997 .997 .997 .997 .997 .997 .997 .997 .997
2.8 .997 .998 .998 .998 .998 .998 .998 .998 .998 .998
2.9].998 .998 .998 .998 .998 .998 .998 .999 .999 .999
3.0/.999 .999 .999 .999 .999 .999 .999 .999 .999 .999
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Tafell.3: Normalverteilung Zro(x) — 1.

1 X 2
P(X| < X) = 2¢0(x) —1 N exp(—x</2)dx
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0| .000 .008 .016 .024 .032 .040 .048 .056 .064 .072
0.1|/.080 .088 .096 .103 .111 .119 .127 .135 .143 .151
0.2|.159 .166 .174 .182 .190 .197 .205 .213 .221 .228
0.3]|.236 .243 .251 .259 .266 .274 .281 .289 .296 .303
0.4|.311 .318 .326 .333 .340 .347 .354 .362 .369 .376

0.5|.383 .390 .397 .404 .411 .418 .425 .431 .438 .445
0.6| .451 .458 .465 .471 .478 .484 .491 .497 .503 .510
0.7].516 .522 528 .535 .541 .547 .553 .559 .565 .570

[

[
0.8|.576 .582 .588 .593 .599 .605 .610 .616 .621 .627
0.9|.632 .637 .642 .648 .653 .658 .663 .668 .673 .678
1.0|.683 .688 .692 .697 .702 .706 .711 .715 .720 .724
1.1|.729 .733 .737 .742 .746 .750 .754 .758 .762 .Y66
1.2, .770 774 778 .781 .785 .789 .792 .796 .799 .803
1.3|.806 .810 .813 .816 .820 .823 .826 .829 .832 .835
1.4|.838 .841 .844 .847 .850 .853 .856 .858 .861 .864

¢

q

¢

15| .866 .869 .871 .874 .876 .879 .881 .884 .886 .888
1.6/.890 .893 .895 .897 .899 .901 .903 .905 .907 .909
1.7,.911 913 .915 916 .918 .920 .922 .923 .925 .927

1.8].928 .930 .931 .933 .934 .936 .937 .939 .940 .941

1.9].943 944 945 946 .948 .949 .950 .951 .952 .953
2.0|.954 956 .957 .958 .959 .960 .961 .962 .962 .963
2.1|.964 965 .966 .967 .968 .968 .969 .970 .971 .971
2.21.972 973 974 974 975 976 976 .977 977 .978

2.3|.979 979 .980 .980 .981 .981 .982 .982 .983 .983

241.984 984 .984 985 .985 .986 .986 .986 .987 .987
2.5|.988 .988 .988 .989 .989 .989 .990 .990 .990 .990
26|.991 991 991 .991 .992 .992 .992 .992 .993 .993
2.7]1.993 .993 .993 .994 .994 .994 .994 .994 .995 .995

2.8|.995 995 .995 995 .995 .996 .996 .996 .996 .996
29|.996 .996 .996 .997 .997 .997 .997 .997 .997 .997
3.01.997 .997 .997 .998 .998 .998 .998 .998 .998 .998
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Tafell.4: Quantilexp = Q(P) der Normalverteilung.

P

1 Xp
N x/ZJT /—oo

exp(—x2/2)dx

0

1

2 3 4 5

6

7 8 9

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

—00 —2.33-2.05-1.88 -1.75—-1.64 —1.55 —-1.48 —1.41 —1.34
-1.28-1.23-1.17-1.13-1.08 —1.04 —0.99 —0.95 -0.92 —0.88
—-0.84 -0.81 -0.77 —0.74 —0.71 —0.67 —0.64 —0.61 —0.58 —0.55
—0.52 -0.50 —0.47 —0.44 —0.41 —-0.39 —0.36 —0.33 —0.31 —-0.28
—-0.25-0.23 -0.20 -0.18 —0.15 —-0.13 —0.10 —0.08 —0.05 —0.03

0.00
0.25
0.52
0.84
1.28

0.03
0.28
0.55
0.88
1.34

005 0.08 010 0.13 0.15 0.18 0.20 0.23

0.31 0.33 0.360.39 041 044 047 0.9

058 061 064 067 071 074 0.77 0.81

092 0.95 0.99 1.04

1.08

1.13 1.17 1.23

141 148 155 164 175 188 205 233
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Tafell.5: Quantilex, = Q'(P) der Normalverteilung.

= i N ex (—x2/2)dx
\/Z —Xp P

P 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0/0.000 0.013 0.025 0.038 0.050 0.063 0.075 0.088 0.100 0.113
0.1/0.126 0.138 0.151 0.164 0.1161890.202 0.215 0.228 0.240
0.2/0.253 0.2660.279 0.2920.3050.3190.332 0.345 0.358 0.372
0.3/0.3850.3990.412 0.426 0.440 0.454 0.468 0.4821960.510Q
0.4/0.5240.5390.553 0.568 0.588.5980.613 0.628 0.648.659
0.5/0.6740.6900.706 0.7220.7390.755 0.7720.7890.806 0.824
0.6/0.842 0.860 0.878.896 0.915 0.935 0.954 0.974 0.92415
0.7/1.036 1.058 1.080 1.103 1.126 1.150 1.175 1.2(tP71.254
0.8/1.282 1.311 1.341 1.372 1.405 1.440 1.476 1.514 115898
0.9/1.6451.6951.751 1.812 1.881.9602.054 2.170 2.326 2.576

P 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.901.645 1.650 1.655 1.660 1.665 1.670 1.675 1.680 11850
0.911.6951.701 1.7061.711 1.717 1.7224.728 1.7341.7391.745
0.921.751 1.757 1.762 1.768.7741.780 1.7871.793 1.7991.805
0.931.812 1.818 1.825 1.832 1.838 1.845 1.868591.866 1.873
0.94/1.881 1.8881.896 1.903 1.911 1.919 1.927 1.935 1.943 1|951
0.951.960 1.969 1.977 1.986 1.995005 2.014 2.024 2.034 2.044
0.962.054 2.064 2.075 2.08B.0972.108 2.120 2.132.1442.157
0.9712.170 2.1832.1972.2122.2262.2412.257 2.2732.2902.308
0.982.326 2.346 2.366 2.382.4092.432 2.457 2.484 2.512 2.543
0.992.576 2.612 2.652.6972.748 2.807 2.87&.968 3.090 3.29

P 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.9902.5762.5792.583 2.5862.590 2.594 2.592.601 2.605 2.608
0.991]2.612 2.616 2.620 2.624 2.628 2.632 2.636 2.640 2.644 2.648
0.9922.652 2.656 2.661 2.665.6692.674 2.678 2.683 2.684.692
0.9932.6972.702 2.7062.7112.7162.721 2.7272.732 2.7372.742
0.9942.748 2.7532.7592.765 2.770 2.776 2.782 2.7887942.801
0.9952.807 2.814 2.820 2.827 2.834 2.841 2.848 2.855 2.863 2.870
0.9962.878 2.8862.894 2.903 2.911 2.920 2.929 2.938 2.948 2/958
0.9972.968 2.978 2.98%8.000 3.011 3.023 3.036 3.048 3.062 3.076
0.9983.0903.105 3.121 3.138 3.156 3.111953.2163.2393.264
0.9993.2913.320 3.3533.3903.432 3.481 3.540 3.618.719 3.891

P

==Y
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Tafell.6: x2-VerteilungF (x?).

2

F(x2)=/x f(x2; f)dx?
0

f
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
2.0
3.0
4.0
5.0
6.0
7.0
8.0
9.0
10.0
11.0
12.0
13.0
14.0
15.0
16.0
17.0
18.0
19.0
20.0

0.2480.0490.008 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 O
0.3450.0950.022 0.005 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 O
0.4160.1390.040 0.010 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000 O

501

000
000
000

0.473 0.181 0.060 0.018 0.005 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000
0.520 0.221 0.081 0.026 0.008 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000

0.5610.2590.104 0.037 0.012 0.004 0.001 0.000 0.000 O
0.597 0.2950.1270.0490.017 0.006 0.002 0.000 0.000 0.(
0.6290.330 0.151 0.062 0.023 0.008 0.003 0.001 0.000 ¢

000
00
.000

0.657 0.362 0.175 0.075 0.030 0.011 0.004 0.001 0.000 0.000

0.6830.393 0.199 0.09M.037 0.014 0.005 0.002 0.001 0.¢
0.843 0.632 0.428 0.264 0.151 0.080 0.@%#019 0.0090.004
0.9170.777 0.608 0.442 0.300.1910.115 0.066 0.03®.019
0.9540.8650.739 0.5940.451 0.323 0.220 0.148.0890.053
0.975 0.9180.828 0.713 0.584 0.456 0.340 0.242 0.16609

00

0.986 0.9500.888 0.8010.6940.577 0.460 0.353 0.260 0.185
0.992 0.970 0.928.8640.779 0.6790.571 0.463 0.363 0.275

0.995 0.982 0.954 0.908.844 0.762 0.667 0.567 0.466 0.371
0.997 0.989 0.971 0.939 0.891826 0.747 0.658 0.563 0.468
0.998 0.993 0.981 0.960 0.926875 0.811 0.735 0.650 0.560

0.999 0.996 0.988 0.973 0.949 0.908610.7980.724 0.641
0.999 0.998 0.993 0.983 0.965 0.938 0.899 0.84B7 0.71}

D
b
1.0000.998 0.995 0.989 0.977 0.957 0.90888 0.837 0.776
[

1.0000.999 0.997 0.993 0.984 0.970 0.949 0.91878 0.82]
1.0000.999 0.998 0.995 0.990 0.980 0.964 0.941 0.0(8b8§
1.000 1.0000.999 0.997 0.993 0.986 0.975 0.958 0.933 0
1.000 1.0000.999 0.998 0.996 0.991 0.983 0.970 0.951 O
1.000 1.000 1.00@.999 0.997 0.994 0.988 0.979 0.965 O.
1.000 1.000 1.00@.999 0.998 0.996 0.992 0.985 0.975 O.
1.000 1.000 1.000 1.000.999 0.997 0.994 0.990 0.982 0.4

900
926
045
060
)71
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Tafell.7: Quantilex3 der x 2-Verteilung.
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x5
P=/ f(x% f)dy?
0
o)

f 0.900 0.950 0.990 0.995 0.999
1 2.706 3.841 6.635 7.879 10.828
2 4.605 5.991 9.210 10.597 13.816
3 6.251 7.815 11.345 12.838 16.266
4 7.779 9.488 13.277 14.860 18.467
5 9.236 11.070 15.086 16.750 20.515
6 10.645 12.592 16.812 18.548 22.458
7 12.017 14.067 18.475 20.278 24.3P2
8 13.362 15.507 20.090 21.955 26.124
9 14.684 16.919 21.666 23.589 27.8/(7
10| 15.987 18.307 23.209 25.188 29.588
11 17.275 19.675 24.725 26.757 31.264
12| 18.549 21.026 26.217 28.300 32.909
13| 19.812 22.362 27.688 29.819 34.5P8
14| 21.064 23.685 29.141 31.319 36.1P3
15| 22.307 24.996 30.578 32.801 37.697
16 23.542 26.296 32.000 34.267 39.262
17| 24.769 27.587 33.409 35.718 40.790
18| 25.989 28.869 34.805 37.156 42.312
19| 27.204 30.144 36.191 38.582 43.8R0
20| 28.412 31.410 37.566 39.997 45.315
30| 40.256 43.773 50.892 53.672 59.703
40| 51.805 55.758 63.691 66.766 73.402
50| 63.167 67.505 76.154 79.490 86.6b1
60| 74.397 79.082 88.379 91.952 99.607
70 85.527 90.531 100.425 104.215 112.317
80| 80.000 101.879 112.329 116.321 124.839
90| 107.565 113.145 124.116 128.299 137.208
100 | 118.498 124.342 135.807 140.169 149.449
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Tafell.8: QuantileFp der F-Verteilung.

Fp
0.900= P :f f(F; f1, f2)dF
0

f1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

© 0N O WwN PP

10

39.86 49.50 53.5%$5.83 57.24 58.2(:8.91 59.44 59.86 60.]

503

19

8.5269.000 9.162 9.243 9.293 9.326 9.349 9.367 9.381 9.392

5.538 5.4625.3915.3435.3095.285 5.266 5.252 5.240 5.2
4.545 4.3254.1914.107 4.051 4.013.979 3.955 3.936 3.97
4.060 3.7808.6193.520 3.453 3.405 3.368.3393.3163.297

3.776 3.4633.2893.181 3.108 3.055 3.012.983 2.958 2.937

3.5893.257 3.0742.9612.883 2.827 2.785 2.752 2.725 2.7
3.458 3.1132.9242.806 2.726 2.668 2.622.5892.561 2.53¢
3.360 3.006 2.812.6932.611 2.551 2.502.4692.440 2.41¢
3.2852.9242.728 2.605 2.522 2.462.4142.377 2.347 2.32

Fp
0.950= P =/ f(F: fy, f,)dF
0

f1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

161.4199.5215.7 224.6 230.2 234.0 236288.9240.5241.9

20

103

w OO0

18.5119.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40

10.139.552 9.277 9.117 9.013 8.9481887 8.845 8.812 8.7§
7.709 6.944 6.595.388 6.256 6.16%.0946.0415.999 5.964
6.608 5.7865.409 5.1925.0504.9504.876 4.8184.7724.739
5.9875.143 4.757 4.534 4.387 4.284 4.2071474.0994.060
5.5914.737 4.347 4.12(3.9723.866 3.787 3.726 3.677 3.6
5.3184.4594.066 3.838 3.687 3.581 3.500 3.438 3.388 3
5.117 4.256 3.863 3.633 3.482 3.334933.2303.1793.137
4.9654.103 3.708 3.478 3.326 3.217 3.135 3.072 3.0Zr8§

36
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Tafell.8: (Fortsetzuny

Fp
0.975=P :/ f(F; f1, f2)dF
0

—h
N

f1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

© 0N O WwDN B

[N
(@)

647.8799.5864.2899.6 921.8 937.1 948.2 956.7 963.3 968.6
38.5139.00 39.17 39.25 39.30 39.33 39.36 39.37 39.39 39.40

17.4416.04 15.44 15.10 14.88 14.73 14.62 141147 14.42
12.2210.659.979 9.605 9.364 9.197 9.074 8.980 8.9844
10.01 8.434 7.764 7.388 7.1469786.853 6.757 6.685.619
8.813 7.2606.5996.2275.9885.8205.6955.600 5.523 5.46
8.073 6.5425.8905.523 5.2855.119 4.995 4.899.823 4.761
7.5716.0595.416 5.053 4.817 4.652.5294.433 4.3574.295
7.2095.715 5.078 4.718 4.484 4.3201974.102 4.0263.964
6.9375.456 4.826 4.468 4.236 4.0829503.8553.7793.717

=Y

Fp
0.990= P :/ f(F: fy, f,)dF
0

—h
N

f1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

© 0O ~NO O WDN PP

[N
o

4052. 5000. 5403. 5625. 5768859. 5928. 59816022. 6056

98.50 99.00 99.17 99.25 99.30 99.33 99.36 99.37 99.39 99.40

34.12 30.8229.4628.71 28.2427.9127.6727.4927.35 27.23
21.20 18.0016.69 15.9815.52 15.2114.9814.80 14.66 14.5
16.26 13.27 12.061.39 10.9710.67 10.4610.2910.16 10.0%
13.7510.92 9.780 9.148.746 8.466 8.260 8.102.9767.874
12.259.5478.451 7.847 7.460.191 6.9936.8406.7196.620
11.268.649 7.5917.006 6.632 6.371 6.178.029 5.9115.814

o1

10.56 8.0226.9926.422 6.057 5.802 5.613 5.467 5.351 5.257

10.047.5596.5525.9945.636 5.386 5.200 5.054.942 4.849
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Tafell.9: Quantiletp der Student-Verteilung.
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tp
p— / f(t; f)ct
P
f 1 0.9000 0.9500 0.9750 0.9900 0.9950 0.9990 0.9995
1| 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 318.309 636,619
2| 1.886 2920 4.303 6.965 9.925 22.327 31.%99
3| 1.638 2353 3.182 4541 5.841 10.215 12.924
4| 1533 2132 2776 3.747 4.604 7.173 8.610
5| 1476 2015 2571 3.365 4.032 5.893 6.869
6| 1440 1943 2.447 3.143 3.707 5.208 5.959
7| 1415 1895 2365 2.998 3.499 4.785 5.408
8| 1397 1860 2.306 2.896 3.355 4.501 5.041
9] 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297 4,181
10| 1.372 1812 2228 2.764 3.169 4.144 4.587
11| 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025 4.437
12| 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930 4.318
13| 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852 4.221
14| 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787 4.140
15| 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733 4.073
16| 1.337 1.746 2.120 2583 2.921 3.686 4.015
17| 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646 3.965
18| 1.330 1.734 2.101 2552 2.878 3.610 3.922
19| 1.328 1.729 2.093 2539 2.861 3.579 3.883
20| 1325 1725 2.086 2.528 2.845 3.552 3.850
30| 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385 3.646
40| 1.303 1.684 2.021 2423 2.704 3.307 3.551
50| 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 3.261 3.496
60| 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232 3.460
70| 1.294 1667 1.994 2381 2.648 3.211 3.435
80| 1.292 1.664 1990 2.374 2.639 3.195 3.416
90| 1.291 1.662 1987 2.368 2.632 3.183 3.402
100 1.290 1660 1.984 2.364 2.626 3.174 3.390
200 1.286 1.653 1.972 2345 2.601 3.131 3.340
500| 1.283 1.648 1965 2.334 2.586 3.107 3.310
1000| 1.282 1.646 1962 2330 2.581 3.098 3.300
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Abbildung,349
Ableitung, logarithmische, 151
Abzéhlung, 133
Alternativhypothese, 18@.87
Annahmewahrscheinlichkeit, 181
Anpassung
einer beliebigen linearen Funktion, 216
einer Breit—-Wigner-Funktior471, 473
einer Exponentialfunktion, 223
einer Gaul3-Funktion, 222, 255
einer Geraden, 210
an Punkte mit MeRRfehlern in
Abszisse und Ordinate, 256
einer nichtlinearen Funktion, 220
einer Potenzfunktior468
einer Proportionalitat, 216, 254
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Polynom, 226, 255
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Exponentialfunktionen, 224
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Ordinate 474
eines Polynoms, 214, 25466
a-posteriori-Wahrscheinlichkeit, 148
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asymptotisch unverzerrte Schatzung, 160
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Balkendiagramm, 112

Basis,349

bedingte Messungen, 235, 250

Bedingungsgleichungen, 235

Beta-Funktion412
unvollstandige415

bias, 152

Bidiagonalmatrix,348

Binomialkoeffizient401, 411

Binomialverteilung, 69403 443
Schatzung des Parameters, 157

binomischer Lehrsat202

Bit, 40

Breit—Wigner-Verteilung, 23, 53162
Breite, volle bei halber Hohe, 115
Byte, 41

Cauchy-Verteilung, 22
charakteristische Funktion, 79
charakteristische Gleichung875
x2-Test, 192, 200447, 448
x2-Verteilung, 126406, 446, 501
Quantile,502
Cholesky-Inversion398
Cholesky-Zerlegung369, 398

Darstellungsfeld424
Determinante357
Dezil, 20
Diagonalelement347
Diagonalmatrix347
Dimension,349
direkte Messungen
gleicher Genauigkeiten, 201
verschiedener Genauigkeit, 202
direkte Summe350
Dreiecksmatrix348
Dreiecksverteilung, 56440 463
Drei-Turen-Spiel, 13

effektive Schéatzung, 107

Eigenvektor373

Eigenwert373

Eigenwertgleichung373

Eingabegruppe}20

Einheitsmatrix 347

Einheitsvektor348

EinschlieBung eines Minimums, 266

einseitiger Test, 170
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E-Raum, 180

Ereignis, 8480
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erwartungstreue Schatzung, 107

*Die kursiv gesetzten Zahlen beziehen sich auf den sepahatesng.
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Erwartungswert, 16, 26, 2481
Experiment, 7
Exponent, 41

Fakultat,411
Faltung, 97444, 485
mit der Normalverteilung, 100
von Gleichverteilung und
Normalverteilung465
von Gleichverteilungen, 99164
Farbindex427
Fehler
der Varianz einer Stichprobe, 109
des Mittelwertes, 109
einer Messung, 18
einfacher, 85
erster Art, 181487
statistischer, 71, 103, 133
symmetrische, 287, 297
unsymmetrische, 161, 167, 233, 251,
288, 297472
zweiter Art, 181487
Fehleraddition, quadratische, 101
Fehlerbalken, 113
Fehlerfortpflanzung, 35142 483
Fehlerfunktion 405
Fehlerkombination, 158
Fehlermodell von Laplace, 89
Fenster424
Freiheitsgrade, 124, 229
F-Test, 171, 198447
Funktionalgleichung409
F-Verteilung,407
Quantile,503
FWHM, 115

Galton-Brett, 103
Gamma-Funktior409

unvollstandige413
GauR—Markov-Theorem, 229
GaulRscher Algorithmug864

mit Pivotisierung 367
Gaul3-Verteilung, 83

mehrerer Variabler, 91

standardisierte, 81
Genauigkeit

absolute, 42

relative, 42
Geratekoordinate24
Gesetz der groR3en Zahl, 7484
gestaffeltes Gleichungssyste865
gewichtete Kovarianzmatrixd90
Gewichtsmatrix, 207
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Givens-Transformatior852
Gleichungssystem
gestaffeltes365
lineares359
Gleichverteilung, 21
gleitender Mittelwert, 321493
goldener Schnitt, 268
Graphik-Klasse422
Grundgesamtheit, 10885
Gutefunktion, 181487

Halbraum 351
Haufigkeit, 103484
Haufigkeitsverteilung, 105
Hauptachser875
Hauptachsentransformatiasi/4
Hauptdiagonale347
Hessesche Matrix, 260
Histogramm, 112, 145146

Bestimmung von Parametern aus, 297

Intervallbreite, 113
Hohenlinie, 429
Householder-Transformatio853 397
Hyperebene351
hypergeometrische Verteilung, 743
Hypothese, 169, 180

Alternativ-, 180

einfach, 180487

Null-, 180

Prifung von487

zusammengesetzt, 18687

Implementation, 48
indirekte Messungen

linearer Fall, 206

nichtlinearer Fall, 218
Information, 155446, 486
Informationsungleichung, 152, 15486
inverse Matrix,363

Jacobi-Determinante, 3482
einer orthogonalen Transformation, 38

Kern, 350
Kettenbruch412
Klassifizierung, 298492
einfache, 302
gekreuzte, 304
genistete, 304, 307
zweifache, 304
kleine Ereigniszahlen mit Untergrund,
Quotient, 142
kleine Ereigniszahlen, Quotient, 141
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kleine Stichprobe, 132
kleinste Quadrate, 20859 489
allgemeiner Fall, 242490
bedingte Messungen, 23590
direkte Messungen, 20491
Eigenschaften der Lésung, 228
indirekte Messungen, 206, 21491
mit Gewichten389
mit Nebenbedingunge®93 400
mit SkalenwechseB90
nach Marquardt391
Klipp-Bereich,427
klippen,427
Kofaktor, 358
Kombination,401
Kombinatorik,401
Konfidenzbereich, 165, 232, 251, 2882
Konfidenzellipsoid, 231, 288
Konfidenzgrenzen, 288
Konfidenzintervall, 316, 325
Konfidenzniveau487
konjugierte Richtungen, 275
konsistente Schatzung, 107
Kontingenztafel, 196448
kontrollierte Variable, 210
Konturlinie, 429
Koordinatenkreuz in Graphilki31
Korrelationskoeffizient, 27482
einer Stichprobe466
Kovarianz, 27, 30482
Kovarianzellipse, 93, 297
Kovarianzellipsoid, 95, 96, 231
ungewichtetes375
Kovarianzmatrix, 31, 287%82
gewichtete 390
ungewichtete375
kritische Region, 170, 18@87
Kronecker-Symbol, 124

Lagrange-Funktion, 238
Lagrange-Multiplikatoren, 122, 238
Laplacesches Fehlermodell, 89
LCG, 43
Likelihood-Funktion, 149486
logarithmische, 150486
Likelihood-Gleichung, 150486
Likelihood-Quotient, 149
Likelihood-Quotienten-Test, 18889
lineares Gleichungssyste®59
Linearkombination349
Lorentz-Verteilung, 23
Lotto, 12
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LR-Zerlegung 368

Méchtigkeit, 181
Machtigkeitsfunktion487
Mantisse, 41
Marke, 428
Marquardt-Minimierung, 283
Matrix, 346
Addition, 346
adjungierte 359, 364
antisymmetrische347
Bidiagonal-,348
Diagonal-,347
Diagonalelement347
Dreiecks-,348
Einheits-,347
Hauptdiagonale347
inverse 363
Multiplikation mit einer Matrix,346
Multiplikation mit einer Zahl 346
Norm, 348
Null-, 347
orthogonale352
positiv definite, 375
Produkt,346
pseudoinversed72
singulare 350 359
Subtraktion 346
symmetrische347
transponierte346
Tridiagonal-,348
Matrixgleichungen359
Maximum-Likelihood,486
Maximum-Likelihood-SchéatzungeA46
Median, 19481
Minimalschatzung, 156
Minimierung, 257
Auswahl einer Methode, 285
Beispiele, 289
BRENT-Methode, 270
EinschlieBung des Minimums, 266
entlang ausgewabhlter Richtungen, 277
entlang der Koordinatenrichtungen,
274
entlang einer Richtung, 271
Fehlerbetrachtungen, 287
goldener Schnitt, 267
in Richtung des steilsten Abfalls, 261,
279
Marquardt-Verfahren, 283
mit quadratischer Form, 282
nach PWELL, 277
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guadratische Interpolation, 270
Simplex-Methode, 272
Mittelwert
einer Stichprobe, 107, 108, 14645
einer Zufallsvariablen, 16
Fehler, 109
gleitender, 321493
mittlere quadratische Abweichung, 124
mittleres Quadrat, 124
MLCG, 43
mode, 19
Momente, 17, 26, 3480, 482
um den Mittelwert, 17
Monte-Carlo-Methode, 39
zur Integration, 62
zur Simulation, 64
Monte-Carlo-Minimierung475

Nebenbedingung393 400

Neyman und Pearson, Satz von, 1883

Norm, Euklidische348

Normalgleichungen362

Normalverteilung, 83404, 444, 496, 498
mehrdimensionale, 62, 9444
Quantile,499, 500
standardisierte, 8404

Nullhypothese, 18487

Nullmatrix, 347

Nullraum, 350

Nullvektor, 347

oder, 9
Operationscharakteristik, 18487
orthogonale Komplement850
orthogonale Matrix352
orthogonale Polynom&92
orthogonale Transformatio52
orthogonale Vektorer§47

Parabel durch drei Punkte, 263
Pascalsches Dreieck, 882
Permutation401
Permutations-Transformatio®56
Pivot, 366
Pivotisierung 367
Poisson-Verteilung, 76104, 443
Quantile,494
Schatzung des Parameters, 157
Polyasche Verteilung, 75
Polylinie, 428
Polynome, orthogonald92
polynomiale Regressiod92
Portabilitat, 48
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primitives Element, 43
Prufung von Hypothesed 37
pseudoinverse Matrix372

guadratische Mittelung der Einzelfehler,
158
Quadratsumme, 123, 299
Quantil, 20,481
Quartil, 20
Quotient kleiner Ereigniszahlen, 141
mit Untergrund, 142

Randverteilung, 25, 2981
Rang,350
Rechenkoordinated23
reduzierte Variable, 19181
Regression, 311
polynomiale 492
Regressionslinie, 315
Regressionspolynom, 315
Ruckwarts-Einsetzer371

Saatzahl, 49
Schétzfunktion, 107
Schatzung, 10485, 486
asymptotisch unverzerrte, 16486
effektive, 107
Effizienz,445
eindeutige486
erwartungstreue, 107
konsistente, 10485
Minimal-, 156
unverzerrte, 107485
Schiefe, 18481
Schranke minimaler Varianz, 156
Schwankungen, statistische, 103
Signal, 138
Signifikanzniveau, 129, 169487
Simplex, 272
singulére Matrix350, 359
Singularwert376
Singularwertanalyse&77, 380
Singularwertzerlegun@®76, 382, 398, 399
Skala in Graphik431
Skalar,347
Skalarprodukt347
Skalenfaktor, 204
Spaltenraum350
Spaltenvektor346
Spann349
Standardabweichung, 18, 880
standardisierte Normalverteilung04
Startknopf420
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Statistik, 107
Test-, 181
statistischer Fehler, 71, 133
statistischer Test, 169
steilster Abfall, 279
Stichprobe, 72, 105185
aus endlicher Grundgesamtheit, 123
aus Gaul3-Verteilung, 126
aus kontinuierlicher Grundgesamtheit,
108
aus zerlegter Grundgesamtheit, 119,
445
aus zweidimensionaler
Gaul3-Verteilung, 167
Bestimmung von Parametern aus, 296
Fehler der Varianz, 109
graphische Darstellung, 111
Information, 155
kleine, 132
mit Untergrund, 138
Mittelwert, 107, 108, 145445
Varianz, 108, 145445
Verteilungsfunktion, 106
zufallige, 106
Stichprobenfunktion, 10485
Stichprobenkorrelationskoeffizie#66
Stichprobenraum, 7
Streudiagramm, 146
eindimensionales, 111
zweidimensionales, 117
Streuung, 18
Student-Differenztest, 178
Student-Test, 175, 19847
Student-Verteilung, 176
Quantile,505
Stufendiagramm, 112
Summensatz, 9
symmetrische Fehler, 287

Teilgesamtheit, 119

Test, 169487, 488
bester, 182487
x2-, 489
einseitiger, 170
gleichmaRig bester, 182
Likelihood-Quotienten-, 188
unverzerrter, 182488
zweiseitiger, 170

Testfunktion,489

TestgroRRe, 170

Teststatistik, 181

Text in Graphik432
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Transformation
der Variablen, 32
eines Vektors349
Givens-,352 397
Hauptachsen374
Householder-353 397
lineare, 34
orthogonale, 38352
Permutations-356
von Variablen441, 482
Vorzeicheninversion356
Transposition346
Trend, 320493
Tridiagonalmatrix348
t-Verteilung, 176407

Umfang einer Stichprobe, 105
Unabhangigkeit

von Ereignissen, 11

von Zufallsvariablen, 25, 30
und, 9
unsymmetrische Fehler, 161, 233, 251, 288
unterbestimmtes Gleichungssyste3p
Untergrund, 138
Unterraum 349
unverzerrte Schatzung, 107
unvollstindige Beta-Funktiod,15
unvollstdndige Gamma-Funktioal3

Varianz, 26, 30480, 482

einer Schatzungi47

einer Stichprobe, 108, 14845

einer Zufallsvariablen, 17
Varianzanalyse, 298,91

doppelte, 302

einfache, 298

Modell, 303

zweifache

mit gekreuzter Klassifizierund,76
mit genisteter Klassifizierund,76

Varianztafel, 300
Vektor, 346

Betrag,348

Einheits-,348

Komponenten346

Norm, 348

Null-, 347

Transformation349
Vektoren

linear abhéngige348

linear unabhangige348

orthonormierte349
Vektornorm,348
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Vektorraum,348
abgeschlossene348
Basis,349
Dimension, 349

Verteilung
multimodale, 19
unimodale, 19

Verteilungen
diskreter Variabler483
kontinuierlicher Variabler484

Verteilungsfunktion, 14480, 481
einer Stichprobe, 106
mehrerer Variabler, 29
zweier Variabler, 24

Verzerrung, 152486

Vierfeldertafel, 198

Vierfeldertest, 198

volle Breite bei halber Hohe, 115

\Vorwarts-Einsetzerg71

Vorzeicheninversiorn356

Wahrscheinlichkeit480
a posteriori, 148
bedingte, 10
Haufigkeitsdefinition, 8
totale, 11
Wahrscheinlichkeitsdichte, 1880
bedingte, 25
gemeinsame}81
mehrerer Variabler, 29
zweier Variabler, 24

wahrscheinlichster Wert, 1481
Wechselwirkung, 305
Weltkoordinaten423

Wilks, Satz von, 188489
Waiirfel, 11

Zahleingabebereich, 420
Zahlendarstellung im Rechner, 40
Zeilenraum 350
Zeilenvektor,346
Zeitreihenanalyse, 32@93

Extrapolation477

Spriinge in Zeitreiher 78
Zentraler Grenzwertsatz, 8485
Zufallskomponente, 320
Zufallsvariable, 14480

diskrete, 14

kontinuierliche, 14

reduzierte, 19
Zufallszahlen, 39

beliebig verteilte, 53

Ruckweisungsverfahren, 56
Transformationsverfahren, 54

normalverteilte, 60
Zufallszahlgenerator, 42

linear kongruenter (LCG), 43

multiplikativ linear kongruenter

(MLCG), 43

Zwangsgleichungen, 229
zweiseitiger Test, 170
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