
1Einführung in die Maßtheorie

Das Lebesgue-Maß λ einer im R
d definierten reellen Funktion wird in der Analysis als

Einschränkung einer Mengenfunktion μ∗L (des sog. äußeren Lebesgue-Maßes) auf eine
Mengenfamilie erklärt, über der μ∗L (und damit λ) additiv ist. Dieses Vorgehen läßt sich
auf allgemeinere Räume übertragen und spiegelt den historischen Zugang zur Maßtheo-
rie wider, in der die moderne Wahrscheinlichkeitstheorie verankert ist. Die nachfolgend
genannten Konzepte dienen somit auch der formalen Begründung der Wahrscheinlich-
keitstheorie.

1.1 Ringe und Algebren

Definition 1.1.1 (Mengenringe und Algebren) Es sei X ≠ ∅ eine Menge. Eine nicht leere
FamilieR von Teilmengen von X heißt Mengenring, falls mit je zwei Teilmengen A und B
auch deren Differenz A ∖ B und Vereinigung A ∪ B zu R gehören. Ein Mengenring enthält
stets die leere Menge als Differenz A∖ A (für A ∈ R). Im Falle X ∈ R wirdR alsMengenal-
gebra bezeichnet. Ist nicht nur jede endliche, sondern auch jede abzählbare Vereinigung von
Elementen vonR inR enthalten, so spricht man von einem σ-Ring bzw. – im Falle X ∈ R –
von einer σ-Algebra1 .

Ein System von Teilmengen einer Menge X, das mit je zwei Elementen auch deren
Durchschnitt enthält, nennt man naheliegenderweise durchschnittsstabil.

Definition 1.1.2 (Zerlegbare Systeme) Ein durchschnittsstabiles Mengensystem Q mit ∅ ∈
Q, in dem die Differenz zweier Elemente stets als endliche disjunkte Vereinigung von Elemen-
ten ausQ darstellbar ist, heißt zerlegbares System oder Halbring.

1 Wenn im Folgenden die Rede von einem Ring oder einer Algebra ist, so soll darunter stets ein
Mengenring bzw. eine Mengenalgebra zu verstehen sein

1D. Baum, Grundlagen der Warteschlangentheorie, Springer-Lehrbuch Masterclass,
DOI 10.1007/978-3-642-39632-8_1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013
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Offenbar ist jeder MengenringR zerlegbar, denn zum einen kann mit zwei Elementen
A, B derDurchschnitt in der FormA∩B = (A∪B)∖((A∖B)∪(B∖A)) geschrieben werden
(da die Differenz zweier Elemente per definitionem zum Ring gehört), zum anderen ist für
eine beliebige Menge M ∈ R (also z. B. A∩ B für A, B ∈ R) die Differenz A∖ B schreibbar
als A∖ B = (A∖M) ∪ (M ∖ B).

Definition 1.1.3 (Erzeugendensysteme) Ein SystemN von Teilmengen von X heißt ein den
Ring R erzeugendes Mengensystem, fallsR die kleinste N enthaltende Mengenfamilie mit
den Eigenschaften eines Ringes ist. Man schreibt in diesem Falle R = R(N).R(N) heißt
der vonN erzeugte Ring. Gleiches gilt für den Fall, daßN alle abzählbaren Vereinigungen
seiner Elemente enthält, also für σ-Ringe bzw. σ-Algebren, wobei wir die Notationen σ(N)
oderAσ(N) für die vonN erzeugte σ-Algebra benutzen.

Definition 1.1.4 (σ-Operator) Es bezeichne A(X) die Gesamtheit aller σ-Algebren und
N(X) die Gesamtheit aller Systeme vonTeilmengen von X. Der Operator σ ∶N(X) → A(X),
der jedem TeilmengensystemN ∈ N(X) (N ⊂P(X)2) die vonN erzeugte σ-Algebra σ(N)
zuordnet, wird als σ-Operator überN(X) bezeichnet.

Der Durchschnitt beliebig vieler Ringe ist offenbar wieder ein Ring. Demgemäß läßt
sich ein von einem Teilmengensystem N ⊂P(X) erzeugter σ-Ring (eine σ-Algebra) auch
als Durchschnitt aller N enthaltenden σ-Ringe (σ-Algebren) definieren. Der σ-Operator
besitzt folgende leicht nachweisbare Eigenschaften:

• σ(N) = ⋂Aσ∈AN Aσ für AN = {Aσ ∈ A(X) ∶ N ⊆ Aσ}

• N ⊆ σ(N)
• σ(N) ⊆ σ(M) fürN ⊆M
• σ(σ(N)) = σ(N).

Beispiele 1. Die nur aus der leeren und der ganzen Menge X bestehende Familie ist die
triviale Mengenalgebra.

2. Die Potenzmenge P(X) einer Menge X formt die umfassendste σ-Algebra in X.
3. Die Menge aller linksseitig halboffenen Intervalle der reellen Achse3 formt wegen

(a , b] ∩ (a, b] = (max{a , a}, min{b , b}],

(a , b] ∖ (a, b] =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪
⎩

(a , a], falls a ≤ a ≤ b ≤ b,
(b, b], falls a ≤ a ≤ b ≤ b ,
∅ sonst

ein zerlegbares System.

2 Für einen Raum X bezeichnetP(X) die Potenzmenge, d. h. die Menge aller Teilmengen von X.
3 (a , b] = {x ∶ a < x ≤ b}; entsprechende Notation (a , b), [a , b), [a , b] für offene, rechtsseitig
halboffene oder geschlossene Intervalle.
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4. {∅,M ,Mc , X} ist die kleinste Mengenalgebra, die M ⊂ X enthält.
5. Die Familie A = {⋃m

j=(a j , b j] ∶ m ∈ N , a j , b j ∈ R̄, a j < b j} aller endlichen Vereini-
gungen linksseitig offener Intervalle auf der reellen Achse bildet zusammen mit der
leeren Menge eine Mengenalgebra. Es ist die kleinste Algebra, die alle halboffenen In-
tervalle dieser Form enthält.

Seien N ⊂ P(X), Rσ(N) der von N erzeugte σ-Ring, A ⊂ X und ⊙ eine beliebige
Mengenoperation; wir benutzen folgende Notation: {N ⊙ A ∶ N ∈ N} = N ⊙ A.

Lemma 1.1.1 Für eine FamilieN ⊂P(X) sowie eine beliebige Teilmenge A ⊂ X gilt

Rσ(N) ∩ A = Rσ(N ∩ A).

Beweis Es ist leicht zu sehen, daß Rσ(N) ∩ A einen σ-Ring bildet, und da offenbar
(N ∩ A) ⊂ (Rσ(N) ∩ A) ist, folgt (Rσ(N) ∩ A) ⊇ (Rσ(N ∩ A)). ◻

Lemma 1.1.2 R(i)σ (i = , ) seien σ-Ringe mitR()σ ⊂ R
()
σ , A ⊆ X beliebig; dann ist

F = {(R() ∪ R()) ∖ A ∶ R() ∈ R()σ , R() ∈ R()σ }

ein σ-Ring.

Beweis Offenbar ist∅ ∈ F . Für Elemente Ei = (R
()
i ∪ R

()
i ) ∖ A aus F (i = , ) gilt

1. E ∪ E = (R
()
 ∪ R

()
 ) ∪ ((R

()
 ∖ A) ∪ (R

()
 ∖ A)) = (R̃

()
∪ R̃()) ∖ Amit R̃(i) =

R(i) ∪ R
(i)
 (i = , ), also E ∪ E ∈ F .

2. R()i ∪ R
()
i ∈ R

()
σ wegenR()σ ⊂ R

()
σ ; daher folgt (R()i ∪ R

()
i ) ∖ A = R̂

()
i ∖ A, also

E ∖ E = (∅ ∪ R̂
()
i ) ∖ A ∈ F �⇒F ist ein Ring.

3. Für Elemente En = (R
()
n ∪ R()n ) ∖ A für n ∈ N aus F folgt ⋃n∈N En ∈ F , da

⋃n∈N(R
()
n ∪ R

()
n ) = (⋃n∈N R()n ) ∪ (⋃n∈N R()n ) = R̄() ∪ R̄() mit R̄( j) ∈ R( j)σ ( j = , )

�⇒F ist ein σ-Ring. ◻

Die Aussagen dieser beiden Lemmata werden später benötigt. Wir wenden uns speziell
den σ-Algebren zu: Da mit je zwei Teilmengen immer auch Differenz und Vereinigung
Elemente einer σ-AlgebraAσ sind, liegt mit jeder TeilmengeM stets auch das Komplement
Mc
= X∖M inAσ . Umgekehrt kann jedeDifferenzA∖B als Komplement einerVereinigung

geschrieben werden: A∖B = (Ac
∪B)c ; daher wird eine σ-AlgebraAσ auch durch folgende

Eigenschaften beschrieben:

• X ∈ Aσ , ∅ ∈ Aσ

• M ∈ Aσ �⇒Mc
= (X ∖M) ∈ Aσ

• {Mn}n∈N ⊂ Aσ �⇒⋃n∈N Mn ∈ Aσ .



4 1 Einführung in die Maßtheorie

Man ersieht zudem aus ⋂n∈N Mn = (⋃n∈N Mc
n)

c , daß Aσ gegenüber abzählbaren Durch-
schnitten abgeschlossen ist.

Die von der FamilieOX aller offenen Teilmengen eines topologischen Raumes [X ,OX]

erzeugte σ-Algebra σ(OX) bezeichnet man als Borel-σ-Algebra B(X) von X. Aufgrund
der Charakteristika der σ-Algebren und der Definition abgeschlossener Mengen als Kom-
plemente offener Mengen ist B(X) = σ(OX) auch als die vom System CX aller abgeschlos-
senen Mengen erzeugte σ-Algebra aufzufassen: B(X) = σ(CX) = σ(OX). Die Elemente
der Familie B(X) werden als Borel-Mengen bezeichnet.

Bei der Betrachtung abzählbar vieler (meßbarer) Teilmengen {En}n∈N eines Raumes
X liegt es nahe, nach der Existenz von Grenz- oder Limesmengen zu fragen. Eine solche
ist anschaulich für monotone Folgen gegeben, wenn nämlich aus der Zugehörigkeit eines
Punktes x zu unendlich vielen derMengen En folgt, daß x höchstens in endlich vielen nicht
enthalten sein kann.

Definition 1.1.5 (Mengenlimites) Es sei {En}n∈N eineMengenfolge. Als Limes superior der
Folge, geschrieben lim supn→∞ En oder limn→∞ En, wird dieGesamtheit aller Punkte bezeich-
net, die zu unendlich vielen derMengen En gehören. Die Gesamtheit aller Punkte, die in allen
Mengen En mit Ausnahme von jeweils endlich vielen enthalten sind, heißt Limes inferior der
Folge {En}n∈N und wird mit lim inf n→∞ En = limn→∞ En bezeichnet. Im Falle, daß Limes
superior und Limes inferior übereinstimmen, spricht man vom Limes der Folge {En}n∈N und
schreibt dafür limn→∞ En.

Lemma 1.1.3 Oberer und unterer Limes sind darstellbar als

lim
n→∞

En =
∞

⋂

j=

∞

⋃

n= j
En , lim

n→∞
En =

∞

⋃

j=

∞

⋂

n= j
En .

Beweis 1. Aus x ∈ ⋂∞ν= Enν folgt offenbar x ∈ ⋂
∞

j= ⋃
∞

n= j En . Sei umgekehrt x ∈ ⋂∞j= Vj mit
Vj = ⋃

∞

n= j En ; dann existiert zu V ein erster Index n mit x ∈ En ⊂ V, und zu Vn+ ein
erster Index n mit x ∈ En ⊂ Vn+, und so fort. Daher gibt es unendlich viele Mengen aus
{En}n∈N, in denen x enthalten ist.

2. Ein Punkt x gehöre zu allen Mengen En bis auf die Mengen En , . . . , Enm �⇒ x ∈
⋂
∞

n=nm+ En ⊂ ⋃
∞

j= ⋂
∞

n= j En . Umgekehrt folgt aus x ∈ ⋃∞j= ⋂
∞

n= j En , daß es (mindestens)
ein k gibt mit x ∈ ⋂∞n=k En , d. h. x liegt in allen En für n ≥ k, also in allen Mengen mit
Ausnahme von höchstens k. ◻

Korollar 1.1.4 Ist {En}n∈N eineMengenfolge in einer σ-AlgebraAσ , so sind auch oberer und
unterer Limes von {En}n∈N inAσ enthalten.

Beweis Dies folgt mit Lemma 1.1.3 unmittelbar aus der Tatsache, daß eine σ-Algebra bzgl.
abzählbaren Vereinigungen und Durchschnitten abgeschlossen ist. ◻
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Der Limes einer Mengenfolge {En}n∈N existiert offensichtlich dann, wenn die Folge
monoton ist, d. h. wenn entweder En ⊆ En+ oder En ⊇ En+ für alle n ∈ N gilt.

Definition 1.1.6 (Monotonie) M ⊂ P(X) heißt monotone Mengenfamilie, wenn der Li-
mes jeder monotonen Folge {En}n∈N von Mengen ausM selbst inM enthalten ist.

Triviales Beispiel einer monotonen Familie ist die Potenzmenge P(X) des Raumes X.
Aus Korollar 1.1.4 folgt außerdem, daß jeder σ-Ring (jede σ-Algebra) eine monotone Fa-
milie bildet. Der Durchschnitt monotoner Familien ist selbst monoton; daher gibt es in
Gestalt des Durchschnittes aller eine Mengenfamilie F enthaltenden monotonen Fami-
lien stets eine kleinste F enthaltende monotone Familie, die als die minimale monotone
oder die vonF erzeugtemonotoneMengenfamilieM(F) bezeichnet wird. Das nächste
Lemma zeigt, daß σ-Ringe (bzw. σ-Algebren) durch die Monotonie-Eigenschaft gekenn-
zeichnet sind.

Lemma 1.1.5 Ein Ring R (bzw. eine Algebra A) ist d. u. n. d. ein σ-Ring (bzw. eine σ-
Algebra), wennR (bzw.A) eine monotone Mengenfamilie bildet.

Beweis 1. Die Monotonie von σ-Ringen (σ-Algebren) folgt aus Korollar 1.1.4.
2. Für jede beliebige in einem monotonen Ring R (einer monotonen Algebra A) ent-

haltene Mengenfolge {An}n∈N bilden die Mengen Ek = ⋃
k
n= An eine monoton nicht ab-

nehmende Folge, deren Limes limk→∞ Ek = ⋃
∞

n= An aufgrund der Monotonie inR (bzw.
inA) enthalten ist. ◻

Lemma 1.1.6 Die von einem beliebigen MengenringR erzeugte monotone FamilieM(R)
ist ein σ-Ring mitM(R) = Rσ(R). Analoges gilt für Algebren.

Beweis Zu A ⊂ X bezeichne EA die Familie aller Mengen E, mit denen Differenz und Ver-
einigung bezüglich A inM(R) liegen:

EA = {E ∶ (E ∖ A) ∈ M(R), (A∖ E) ∈M(R), (A∪ E) ∈ M(R)} .

Offensichtlich besteht die Relation B ∈ EA⇐⇒ A ∈ EB ∀A, B ⊂ X. Ist zudem {En}n∈N eine
in EA enthaltene monotoneMengenfolge, so hat man

lim
n→∞

En ∖ A = lim
n→∞
(En ∖ A) ∈ M(R),

A∖ lim
n→∞

En = lim
n→∞
(A∖ En) ∈ M(R),

A∪ ( lim
n→∞

En) = lim
n→∞
(A∪ En) ∈ M(R),

d. h. die Familie EA ist monoton. Es sei nun A = R ein Ringelement; dann gehören alle
übrigen Ringelemente offenbar auch zu ER , und aufgrund der Monotonie von ER und der
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Minimaleigenschaft vonM(R) giltM(R) ⊆ ER . Ist demnach M ∈ M(R), so ist M ∈ ER
und somit R ∈ EM . Das gilt für alle R ∈ R, d. h. R ⊆ EM für jedes M ∈ M(R). Wieder
wegen der Monotonie von EM und der Minimaleigenschaft vonM(R) hat man daher
R ⊆M(R) ⊆ EM ∀M ∈M(R). Das bedeutet fürM ,M ∈ M(R), daß stetsM∖M und
M ∪M wieder inM(R) liegen,M(R) also einen Ring – und nach Lemma 1.1.5 einen
σ-Ring – bildet. Demnach gilt Rσ(R) ⊆ M(R); da umgekehrt Rσ(R) eine monotone
Familie ist, folgtM(R) ⊆ Rσ(R), d. h. es besteht Gleichheit. Analoges gilt für Algebren.

◻

Korollar 1.1.7 Enthält eine monotone MengenfamilieM einen RingR, so enthält sie auch
den von diesem Ring erzeugten σ-RingRσ(R).

Beweis Aufgrund der Minimaleigenschaften der vonR erzeugten monotonen Familie und
des vonR erzeugten σ-Ringes liefert das obige Lemma

R ⊆ Rσ(R) =M(R) ⊆M. ◻

1.2 Mengenfunktionen undMaße

Definition 1.2.1 (Mengenfunktionen) Es sei X eine Menge. Eine erweitert-reellwertige
Mengenfunktion über E ⊂ P(X) ist eine Abbildung μ ∶ E → R ∪ {−∞,∞}4. Eine solche
Mengenfunktion heißt

• vollständig additiv oder σ-additiv, falls für jede abzählbare Familie {En}n∈N wechselseitig
disjunkter Teilmengen aus E mit⋃n∈N En ∈ E gilt μ(⋃∞n= En) = ∑

∞

n= μ(En),
• endlich additiv, falls für wechselseitig disjunkte Mengen E , . . . , Ek aus E mit⋃k

n= En ∈ E

gilt μ(⋃k
n= En) = ∑

k
n= μ(En),

• abzählbar subadditiv, falls für jede beliebige abzählbare Familie {An}n∈N aus E mit
⋃
∞

n= An ∈ E gilt μ(⋃∞n= An) ≤ ∑
∞

n= μ(An),
• endlich subadditiv, falls für endlich viele beliebigeMengen A, . . . ,Ak ausE mit⋃k

n= An ∈

E gilt μ(⋃k
n= An) ≤ ∑

k
n= μ(An).

Man beachte, daß in derDefinition der Subadditivität nicht die wechselseitige Disjunkt-
heit der Mengen gefordert wird. Dies deshalb, weil nahezu ausschließlich Mengenfunktio-
nen μmit der Isotonie-Eigenschaft μ(A) ≤ μ(B) für A ⊆ B betrachtet werden.

Ist μ ∶ R → R̄ eine erweitert reellwertige Mengenfunktion über einem Mengenring R,
so nennt man μ von unten stetig, falls für jede monoton zunehmende5 Folge {Bn}n∈N mit

4 Wir schreiben auch R̄ für die kompaktifizierte reelle AchseR∪{+∞,−∞}. Erweitert-reellwertige
Funktionen werden als numerische Funktionen bezeichnet.
5 Monoton zunehmend bzw. monoton abnehmend bedeutet Bn ⊂ Bn+ ∀ n bzw. Bn ⊃ Bn+ ∀ n; soll
Gleichheit in den Implikationen nicht ausgeschlossen werden, so sind die Begriffe monoton nicht
abnehmend bzw.monoton nicht zunehmend angebrachter.
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der Limesmenge limn→∞ Bn = ⋃n∈N Bn = B ∈ R gilt μ(B) = limn→∞ μ(Bn), und von oben
stetig, falls μ(Bn) < ∞ ∀ n ∈ N ist und die Gleichheit μ(B) = limn→∞ μ(Bn) für jede mo-
noton abnehmende Folge {Bn}n∈N mit der Limesmenge limn→∞ Bn = ⋂n∈N Bn = B ∈ R
zutrifft. Schließlich bezeichnet man eine solche Mengenfunktion über R als leer-stetig
oder ∅-stetig, falls μ(A) ≥  ∀A ∈ R und μ(∅) =  ist und für jede monoton abneh-
mende Folge {Bn}n∈N mit φ(Bn) < ∞ ∀ n sowie limn→∞ Bn = ∅ gilt: limn→∞ μ(Bn) =

μ(limn→∞ Bn) = .

Eine über einem Mengenring R definierte nicht negative, erweitert-reellwertige und
endlich additive Mengenfunktion mit φ(∅) =  nennt man einen Inhalt6 bzw., wenn zu-
dem φ(A) < ∞ für jedes A ∈ R ist, einen endlichen Inhalt. Das entspricht der elementar-
geometrischen Interpretation des Begriffes, denn der Inhalt der Vereinigung endlich vieler
disjunkter geometrischer Gebilde sollte die Summe, der Inhalt einer Differenz die Diffe-
renz der Einzelinhalte sein, und einem leeren Gebilde sollte der Inhalt Null entsprechen.
Die bei elementargeometrischen Konstruktionen einleuchtende Forderung nach endlicher
Additivität reicht jedoch bereits bei einfachen Konstruktionen zur Festlegung eines Inhal-
tes nicht immer aus (etwa, wenn der Inhalt einer offenenKreisscheibe durch die Summeder
Inhalte abzählbar vieler disjunkter offener einbeschriebenerDreiecke approximiert werden
soll). Die Mengen, denen ein Inhaltsmaß zuzusprechen ist, sollten daher aus einem σ-Ring
stammen, und die Mengenfunktion sollte σ-additiv sein. Erwartet man schließlich, daß
ein entsprechender Funktionswert auch dem ganzen Raum zuzuordnen ist, so ist eine σ-
Algebra zugrundezulegen.

Definition 1.2.2 (Maß) μ ∶ Aσ → R ∪ {−∞,∞} sei eine erweitert-reellwertige Mengen-
funktion über einer σ-AlgebraAσ ⊂P(X). μ heißt einMaß überAσ , falls

• μ σ-additiv ist,
• μ(A) ≥  ∀A ∈ Aσ ,
• μ(∅) = .

Das Paar [X ,Aσ] bezeichnet man als einen meßbaren Raum, die Elemente von Aσ als
meßbare Mengen. Unter Einschluß eines Maßes μ über Aσ heißt das Tripel [X ,Aσ , μ] ein
Maßraum.

Eine durch Zugrundelegen eines zerlegbaren Systems (Abschn. 1.1) anstelle eines Rin-
ges erklärte Variante des Inhaltsbegriffes spielt bei sog. Maßerweiterungen (s. Abschn. 1.3)
eine Rolle. Diese Variante bezeichnet man als elementares Maß [68]; das ist also eine über
einem zerlegbaren System (einem Halbring) erklärte nicht negative, erweitert-reellwertige
und endlich additive Mengenfunktion φ mit φ(∅) = . Schließlich bezeichnet man eine

6 In vielen Fällen wird X ∈ R vorausgesetzt, d. h. der Inhaltsbegriff ist mit der Forderung verknüpft,
daß der Definitionsbereich eine Algebra bildet (vergl. z. B. [165]).
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über einem zerlegbaren System7 definierte nicht negative, erweitert-reellwertige und σ-
additive Mengenfunktion als ein Prämaß. Um den Überblick zu erleichtern, verwenden
wir einheitlich die Notationen R für einen Mengenring, Rσ für einen σ-Ring, Z für ein
zerlegbares Mengensystem, A für eine Algebra und Aσ für eine σ-Algebra (vergl. Defini-
tionen 1.1.1 und 1.1.2 in Abschn. 1.1).

Zusammenfassung Es seien R ein Mengenring, Z ein zerlegbares Mengensystem, Aσ

eine σ-Algebra.

• Eine nicht negative, endlich additive Mengenfunktion φ ∶ R → R̄ mit φ(∅) =  heißt
Inhalt (s. Fußnote 7).

• Eine nicht negative, endlich additive Mengenfunktion φ ∶ Z → R̄ mit φ(∅) =  heißt
elementares Maß.

• Eine nicht negative, σ-additiveMengenfunktion φ ∶ Z → R̄mit φ(∅) =  heißt Prämaß
(s. Fußnote 7).

• Eine nicht negative, σ-additive Mengenfunktion μ ∶ Aσ → R̄mit μ(∅) =  heißtMaß.

Prämaße können auch als∅-stetige endliche Inhalte ausgezeichnet werden, wie folgen-
des Lemma zeigt.

Lemma1.2.1 Jeder∅-stetige endliche Inhalt über einemMengenringR ist ein Prämaß. Jedes
Prämaß ist ∅-stetig.

Beweis Wir schreiben Bn ↓ B bzw. Bn ↑ B für eine monoton abnehmende bzw. eine mono-
ton zunehmende Mengenfolge mit limn→∞ Bn = B (vergl. Fußnote 7).

1. Es sei φ leer-stetiger endlicher Inhalt. Jede beliebige monoton zunehmende Folge
Bn ↑ B definiert vermöge B̄n = B ∖ Bn eine monoton abnehmende Folge B̄n ↓ ∅. Aus der
Leer-Stetigkeit von φ sowie aus φ(B) < ∞ und φ(Bn) < ∞ ∀ n ∈ N (Endlichkeit) ist daher
auf

 = lim
n→∞

φ (B̄n) = lim
n→∞

φ(B ∖ Bn) = lim
n→∞
(φ(B) − φ(Bn)) = φ(B) − lim

n→∞
φ(Bn)

zu schließen. Es sei nun {En}n∈N eine beliebige abzählbare Familie wechselseitig disjunkter
Teilmengen aus R mit B = ⋃n∈N En ∈ R. Definiert man die Folgenelemente Bn durch
Bn = ⋃

n
ν= Eν , so gilt Bn ↑ B, und daher nach dem eben Bewiesenen φ(B) = limn→∞ φ(Bn),

wobei aufgrund der endlichen Additivität von φ (Inhaltseigenschaft) φ(Bn) = ∑
n
ν= φ(Eν)

für alle n ∈ N ist. Folglich ist φ(B) = φ (⋃n∈N En) = limn→∞∑
n
ν= φ(Eν) = ∑

∞

ν= φ(Eν),
d. h. φ ist σ-additiv.

2. φ sei ein Prämaß. Für jede monoton zunehmende Folge {An}n∈N mit limn→∞ An = A
gilt dann limn→∞ φ(An) = φ(A); das ist so einzusehen: Man setze A = ∅ und En ∶= An ∖

7 Zuweilen wird auch hier eine Algebra zugrundegelegt [165].
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An− ∀ n ∈ N; dann folgt⋃n≥ En = limn→∞ An = Amit An = E ∪E ∪ . . .∪En , und die σ-
Additivität von φ bedeutet φ(A) = φ (⋃n≥ En) = ∑

∞

n= φ (En) = limn→∞ (∑
n
ν= φ(Eν)) =

limn→∞ (φ(An)).
Nun bezeichne {Bn}n∈N eine monoton abnehmende Folge mit φ(Bn) < ∞ ∀ n sowie

limn→∞ Bn = B. Wir setzen An ∶= B ∖ Bn ∀ n ∈ N, so daß A = ∅ ist und An ↑ A
für A = B ∖ B folgt. Nach dem eben Bewiesenen ist dann limn→∞ φ(An) = φ(A), also
limn→∞ φ(B ∖ Bn) = φ(B ∖ B). Das bedeutet φ(B) − limn→∞ φ(Bn) = φ(B) − φ(B),
limn→∞ φ(Bn) = φ(B). Ist insbesondere B = ∅, so kennzeichnet dies die ∅-Stetigkeit. ◻

Definition 1.2.3 EinMaß μ heißt (total) endlich oder beschränkt, falls μ(X) < ∞ ist, und
σ-endlich, falls es eine abzählbare Überdeckung {En}n∈N von X gibt, so daß μ(En) < ∞ für
jedes En gilt. EinMaßraummit σ-endlichemMaßwird als σ-endlicherMaßraum bezeichnet.

Bemerkung 1.2.1 Ist μ ein σ-endliches Maß, so kann man stets davon ausgehen, daß es
eine solche überdeckende Mengenfamilie {En}n∈N mit X = ⋃∞n= En und μ(En) < ∞∀ n ∈
N gibt, welche eine monoton nicht abnehmende Folge bildet. Es ist nämlich μ(⋃ℓ

n= En) ≤

∑
ℓ
n= μ(En) (vergl. unten Lemma 1.2.3), so daß es genügt, E′ℓ = ⋃

ℓ
n= En ∀ ℓ ∈ N zu setzen;

die Folge {E′ℓ}ℓ∈N hat die genannte Eigenschaft. ◻

Lemma1.2.2 (Maßeigenschaften I) Es sei μ einMaß über der σ-AlgebraAσ . Für A, B ∈ Aσ ,
{An}n∈N ⊂ Aσ und {Bn}n∈N ⊂ Aσ gelten die Aussagen

(M1) A ⊂ B�⇒ μ(A) ≤ μ(B) (Isotonie-Eigenschaft)
(M2) A ⊂ B, μ(B) < ∞�⇒ μ(B ∖ A) = μ(B) − μ(A)
(M3) {An}n∈N monoton zunehmend�⇒ limn→∞ μ(An) = μ(limn→∞ An)

(M4) {Bn}n∈N monoton abnehmend, μ(Bn) < ∞ für mindestens ein n ∈ N

�⇒ limn→∞ μ(Bn) = μ(limn→∞ Bn).

Beweis 1. Im Falle A ⊂ B ist A ∪ (B ∖ A) = B, daher folgt aus der Additivität die Isotonie
von μ.

2. μ(B) < ∞ impliziert μ(A) < ∞, falls A ⊂ B ist, daher gilt μ(B) − μ(A) ∈ R und
μ(B ∖ A) = μ(B) − μ(A).

3. Zunächst ist festzustellen, daß limn→∞ An und limn→∞ Bn zuAσ gehören (s. Korol-
lar 1.1.4). Es seien die wechselseitig disjunkten Mengen Dn definiert durch

D = A , Dn+ = An+ ∖ An , n ≥ .

Aufgrund von An ⊆ An+ folgt damit limn→∞ An = ⋃
∞

n= An = ⋃
∞

n= Dn , also

μ( lim
n→∞

An) = μ(
∞

⋃

n=
Dn) =

∞

∑

n=
μ(Dn) = lim

k→∞

k
∑

n=
μ(Dn),
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was wegen ∑k
n= μ(Dn) = μ(⋃k

n= Dn) = μ(Ak) die behauptete Gleichheit impliziert:
μ(limn→∞ An) = limn→∞ μ(An).

4. Es sei μ(Bn) < ∞. Wegen limn→∞ Bn ⊂ Bn und limn→∞(Bn ∖ Bn) = Bn ∖

limn→∞ Bn folgt aus der bereits bewiesenen zweiten Eigenschaft μ(Bn ∖ limn→∞ Bn) =

μ(Bn) − μ(limn→∞ Bn). Andererseits hat man, da die Folge {An}n≥n mit An = Bn ∖ Bn

offenbar monoton nicht abnehmend ist, nach dem vorher Bewiesenen

μ( lim
n→∞

An) = lim
n→∞

μ(An),

so daß μ(Bn∖limn→∞ Bn) = limn→∞ μ(Bn∖Bn) = limn→∞ (μ(Bn)−μ(Bn)) = μ(Bn)−

limn→∞ μ(Bn) wird. Diese beiden Darstellungen von μ(Bn ∖ limn→∞ Bn) zeigen

μ( lim
n→∞

Bn) = lim
n→∞

μ(Bn). ◻

Lemma 1.2.3 (Maßeigenschaften II) Es sei μ ein Maß über der σ-Algebra Aσ , und es sei
{An}n∈N eine Mengenfolge inAσ ; dann bestehen folgende Ungleichungen:

(M5) μ (⋃∞n= An) ≤ ∑
∞

n= μ(An)

(M6) μ(limn→∞ An) ≤ limn→∞ μ(An)

(M7) μ(limn→∞ An) ≥ limn→∞ μ(An), falls μ (⋃∞n= An) < ∞.

Beweis Die Mengen D = A , Dn = An ∖ (⋃
n−
j= Aj) für n ≥  sind offenbar wechselseitig

disjunkt und erfüllen Dn ⊂ An sowie ⋃∞n= Dn = ⋃
∞

n= An . Folglich hat man μ (⋃∞n= An) =

μ (⋃∞n= Dn) = ∑
∞

n= μ(Dn) ≤ ∑
∞

n= μ(An).
1. Mit Mj = ⋂

∞

n= j An ist μ(limn→∞ An) = μ (⋃∞j= ⋂
∞

n= j An) = μ (⋃∞j= Mj), worin die
Mj eine monoton nicht abnehmende Folge in Aσ bilden, so daß ⋃m

j= Mj = Mm folgt:
μ(limn→∞ An) = μ(limm→∞Mm). Nach Lemma 1.2.2 erhält man also μ(limn→∞ An) =

limm→∞ μ(Mm) = limm→∞ μ (⋂∞n=m An). Hierin ist⋂∞n=m An ⊆ Am für die nicht notwen-
dig monotone Folge {An}n∈N, also gilt (M6):

μ( lim
n→∞

An) = lim
m→∞

μ(
∞

⋂

n=m
An) ≤ lim

m→∞
μ(Am). (1.1)

2. Aus⋃∞j= ⋂
∞

n= j An = (⋂
∞

j= (⋂
∞

n= j An)
c
)
c
und (⋂∞n= j An)

c
= ⋃

∞

n= j Ac
n folgt

lim
n→∞

An =
⎛

⎝

∞

⋂

j=

∞

⋃

n= j
Ac

n
⎞

⎠

c

= ( lim
n→∞

Ac
n)

c
.

Das gilt für jede Einbettung in eineMenge X, so daßmit X = ⋃∞n= An auf μ(limn→∞ Ac
n) =

μ((limn→∞ An)
c
) = μ(X ∖ limn→∞ An) zu schließen ist. Eigenschaft (M6) garantiert
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μ(limn→∞ Ac
n) ≤ limn→∞ μ(Ac

n) ≤ limn→∞ μ(Ac
n), daher liefert μ(X) < ∞ nach Lem-

ma 1.2.2

μ(X) − μ( lim
n→∞

An) ≤ μ(X) − lim
n→∞

μ(An),

also μ (limn→∞ An) ≥ limn→∞ μ(An), d. h. (M7). ◻

Folgerung Existiert limn→∞ An und ist ⋃∞n= An < ∞, so implizieren die Eigenschaften
(M6) und (M7) die Ungleichungen

lim
n→∞

μ(An) ≤ μ( limn→∞
An) ≤ lim

n→∞
μ(An),

so daß in diesem Falle μ(limn→∞ An) = limn→∞ μ(An) stets garantiert ist.

Definition 1.2.4 Eine erweitert-reellwertige Funktion f über einem Maßraum [X, Aσ , μ]
wird als fast überall endlich (f. ü. endlich) oder auch μ-endlich bezeichnet, wenn die Menge
{x ∶ f (x) = ±∞} vom Maße Null ist. Mengen N vom Maße μ(N) =  heißen Nullmengen
bzgl. μ oder kurz μ-Nullmengen. Generell spricht man von einer μ-fast überall bestehenden
Eigenschaft (bzgl. des Raumes X), falls diese Eigenschaft überall in X – ausgenommen in
Mengen vom Maße Null – besteht8.

Definition 1.2.5 μ heißt vollständiges Maß, falls jede Teilmenge einer Nullmenge bzgl. μ
meßbar (also selbst Nullmenge) ist.

Jedes Maß erlaubt die Bildung eines zugehörigen vollständigenMaßes, wie der folgende
Satz zeigt.

Satz 1.2.4 Es sei μ einMaß über der σ-AlgebraAσ ⊂P(X). MitV werde dieAσ umfassende
Familie aller Teilmengen aus X von der Form A ∪ U bezeichnet, worin A ∈ Aσ und U Teil-
menge einer μ-Nullmenge ist. Dann istV eine σ-Algebra, und dieMengenfunktion ν, definiert
durch ν(A ∪ U) !

= μ(A), ist ein vollständiges Maß über V , das man als Vervollständigung
von μ bezeichnet.

Beweis Es ist zunächst zu prüfen, ob ν wohldefiniert ist, d. h., ob im Falle A ∪U = A∪U

auch zwangsläufig μ(A) = μ(A) folgt. Dazu beachte man, daß die Ui in Nullmengen
liegen, d. h.Ui ⊂ Ni mit μ(Ni) =  für i = , , woraus sichA ⊂ A∪U = A∪U ⊂ A∪N

und analog A ⊂ A ∪N ergibt, d. h. μ(A) ≤ μ(A) und umgekehrt, also μ(A) = μ(A).
1. V ist σ-Algebra: Die Zugehörigkeit von X und ∅ zu V ist offensichtlich. Sei V =

A ∪ U ein beliebiges Element von V mit U ⊂ N und μ(N) = ; dann folgt Ac
∖ N =

Ac
∩ Nc

⊂ Ac
∩ Uc

= (A ∪ U)c ⊂ Ac . Aufgrund dieser Schachtelung ist die Menge B =

8 Der Hinweis auf das Maß μ entfällt, wenn der Bezug klar ist.
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(A ∪ U)c ∖ (Ac
∖ N) in Ac enthalten und erfüllt (Ac

∖ N) ∪ B = (A ∪ U)c und Ac
∖ B ⊃

Ac
∖ N , woraus auf B ⊂ N zu schließen ist. A,N ∈ Aσ impliziert Ac

∖ N ∈ Aσ , so daß das
Komplement (A ∪ U)c eine Darstellung der Form A′ ∪ B mit B ⊂ N hat, somit also zu V
gehört. Zu zeigen bleibt die Abgeschlossenheit bzgl. abzählbarer Vereinigungen⋃∞n=(An∪

Un) = (⋃
∞

n= An) ∪ (⋃
∞

n= Un). In einer solchen ist ⋃∞n= Un ⊂ ⋃
∞

n= Nn mit Un ⊂ Nn und
μ (⋃∞n= Nn) = ∑

∞

n= μ(Nn) = , also hat auch ⋃∞n=(An ∪ Un) eine Darstellung der Form
Ã∪ Ũ mit Ã = ⋃∞n= An ∈ Aσ und Ũ = ⋃∞n= Un als Teilmenge einer Nullmenge.

2. Die Maßeigenschaften von ν ergeben sich aus denen der Mengenfunktion μ, daher
ist lediglich die Vollständigkeit von ν nachzuweisen. Jede ν-Nullmenge ist von der Form
A∪U mit μ(A) = ,U ⊂ N und μ(N) = ; wegen μ(A∪U) ≤ μ(A∪N) ≤ μ(A)+μ(N) = 
ist eine solcheMenge stets auch μ-Nullmenge. Eine Teilmenge M ⊂ A∪U kann dargestellt
werden als M = ∅ ∪M, was im Falle μ(M) =  auch M ∈ V impliziert. ◻

Vollständige Maße spielen in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine wichtige Rolle. Ver-
allgemeinerungen des Maßbegriffes finden in anderen Gebieten, etwa der Physik, Anwen-
dung.Dazu gehörenMengenfunktionen, die alle Eigenschaften einesMaßesmitAusnahme
der dort geforderten Beschränkung auf nicht negative Werte besitzen.

Definition 1.2.6 (Signierte Maße) Eine über einer σ-Algebra Aσ definierte erweitert-
reellwertige und σ-additive Mengenfunktion ν ∶ Aσ → R̄mit ν(∅) =  heißt signiertes Maß
überAσ , falls ν höchstens einen der Werte +∞ oder −∞ annimmt.

Jede reelle Linearkombination ν = ∑k
n= anμn von Maßen μn über derselben σ-Algebra

Aσ , unter denen höchstens eines nicht total endlich ist, bildet offenbar ein signiertes Maß,
definiert durch ν(A) = ∑k

n= anμn(A) für jedes A.

Definition 1.2.7 Es sei ν ein signiertesMaß über der σ-AlgebraAσ . Eine Teilmenge M ∈ Aσ

wird als positiv bzgl. ν bezeichnet, wenn ν(M ∩ A) ≥  ∀A ∈ Aσ ist, und als negativ bzgl.
ν, wenn ν(M ∩ A) ≤  ∀A ∈ Aσ ist.

Die Bedeutung dieser Klassifikation liegt darin, daß zu jedem signierten Maß ν Zerle-
gungen der Form ν = μ+− μ− existieren, worin μ+ und μ−Maße über derselben σ-Algebra
sind. Sind nämlich M+ und M− meßbare Mengen mit X = M+ ∪ M−, ν(A ∩ M+) ≥ ,
ν(A ∩ M−) ≤  für jedes A ∈ Aσ , so ist N = A ∩ M+ ∩ M− eine ν-Nullmenge, und
die drei disjunkten Mengen (A ∩M+) ∖ N , N , (A ∩M−) ∖ N führen zu der Darstellung
ν(A) = ν(A∩M+)+ν(A∩M−) =de f . μ+(A)−μ−(A). DieMengen, die eine solcheDarstel-
lung erlauben, sind allerdings i. a. nicht eindeutig bestimmt,wie das BeispielU+ = M+∖M−

und U− = M− zeigt, für das ebenfalls ν(A) = ν(A∩U+) + ν(A∩U−) gilt. Dabei hat man
U+∩U− = ∅ undU+∪U− = X, d. h. selbst im Falle einer Partition des Raumes ist die Ein-
deutigkeit der definierenden Mengen i. a. nicht gesichert. Der folgende Satz zeigt jedoch,
daß dann jedenfalls die Zerlegungsmaße μ+ , μ− eindeutig festgelegt sind.
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Satz 1.2.5 (Jordan-Hahn-Zerlegung) Zu jedem signierten Maß ν über der σ-Algebra Aσ

gibt es eine Partition des Raumes X in meßbare Mengen P und N derart, daß P positiv bzgl.
ν und N negativ bzgl. ν ist9. Die Mengenfunktionen μ+ und μ−, definiert durch

μ+(A) = ν(A∩ P), μ−(A) = −ν(A∩ N) ∀A ∈ Aσ , (1.2)

sind Maße über Aσ mit der Eigenschaft ν = μ+ − μ−. Diese Maße sind – unabhängig von
der Wahl einer solchen Partition – eindeutig bestimmt. Mindestens eines der Maße ist total
endlich10.

Beweis 1. Da ν als signiertes Maß höchstens einen derWerte +∞ oder −∞ annimmt, kann
o. E. d. A. supA∈A ν(A) =∶ c < +∞ vorausgesetzt werden (anderenfalls ergibt sich eine
analoge Beweisführung). Sei nun E = {En}n∈N eine Folge von Teilmengen aus Aσ mit
ν(En) > c − 

n (E enthält offenbar zumindest ein Element). Wir setzen

P = lim
n→∞

En =
∞

⋂

j=

∞

⋃

n= j
En

und zeigen, daß ν(A) ≥  für jedes A ⊂ P ist (P ∈ Aσ folgt aus Korollar 1.1.4). Eine
Teilmenge A ⊂ P ist offenbar in jeder Vereinigung ⋃∞n= j En und somit für jedes j ∈ N

in mindestens einem Em mit m ≥ j enthalten, woraus ν(A) = ν(Em) − ν(Em ∖ A) >
c − 

m − supA∈A ν(A) = − 
m für jedes m ∈ N folgt. Demnach liefert m →∞ die Aussage

ν(A) ≥ .
Nun sei N = X ∖ P (also N ∈ Aσ als Komplement eines Elementes der σ-Algebra). Es

ist dann

N =
∞

⋃

j=

∞

⋂

n= j
(X ∖ En) = lim

n→∞
(X ∖ En),

und aus B ⊂ N folgt B ⊂ (X ∖ En) für alle n ≥ j und mindestens ein j. Die Ungleichung
supA∈A ν(A) < ∞ impliziert ν(X) < ∞ und ν(En) < ∞, so daß aus En ⊂ X folgt ν(X ∖
En) = ν(X) − ν(En) < c − (c − 

n ) =

n . Demnach hat man ν(B) ≤ 

n ∀ n ≥ j, so daß mit
beliebig großem n auch ν(B) ≤  folgt. Die im Satz definierten Mengenfunktionen μ+ und
μ− sind also Maße, und die Mengen P und N bilden eine Partition von X, d. h. X = P ∪ N
mit P ∩ N = ∅. Das Maß μ+ ist dabei wegen supA∈A ν(A) < ∞ total endlich. Eine analoge
Schlußweise auf der Basis von infA∈A ν(A) > −∞ würde μ−(X) < ∞ garantieren.

2. Es seien Pi ,Ni (i = , ) zwei Hahn-Zerlegungen mit X = Pi ∪ Ni , Pi ∩ Ni = ∅,
ν(A ∩ Pi) ≥ , ν(A ∩ Ni) ≤ . Für jede meßbare Menge A ∈ Aσ sei A+i = A ∩ Pi und
A−i = A∩ Ni (i = , ). Wegen A+i ∖ A

+

j ⊂ Pi ∩ Nj ist ν(A+i ∖ A
+

j ) = , was

ν(A+i ) = ν(A
+

i ∖ A
+

j ) + ν(A
+

i ∩ A
+

j ) = ν(A
+

i ∩ A
+

j ) = ν(A
+

j )

9 Eine solche Partition ist i. a. nicht eindeutig; sie wird als Hahn-Zerlegung bezeichnet.
10 Die Zerlegung des signierten Maßes ν nennt man eine Jordan-Zerlegung.
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impliziert. Analog erhält man ν(A−i ) = ν(A−j ), d. h. die Definition der Maße μ+ und μ−

gemäß (1.2) ist von der gewählten Partition von X (der speziellen Hahn-Zerlegung) unab-
hängig. Damit ist alles bewiesen. ◻

Obwohl es also i. a. mehrere Möglichkeiten für eine Darstellung ν = ν+ − ν− gibt, ist
die auf einer beliebigen Hahn-Zerlegung des Raumes X basierende Jordan-Zerlegung (1.2)
eindeutig.

Definition 1.2.8 Die durch die Jordan-Hahn-Zerlegung bestimmten Maße μ+ und μ− be-
zeichnet man als obere bzw. untere Variation von ν. Das Maß ∣ν∣ = μ+ + μ− heißt abso-
lute Variation des signierten Maßes ν = μ+ − μ−. Ein signiertes Maß heißt total endliches
signiertes Maß bzw. σ-endliches signiertes Maß, wenn die jeweilige Eigenschaft seiner ab-
soluten Variation ∣ν∣ zukommt.

Jedes Maß ist offenbar auch signiertes Maß. Bei gegebener σ-AlgebraAσ ⊂P(X) ist die
Menge aller total endlichen Maße überAσ in der Menge V aller total endlichen signierten
Maße überAσ enthalten, undV bildet einen Banach-Raummit der Norm ∥ν∥ = ∣ν∣(X) für
ν ∈ V . Diese Norm ∥ν∥ bezeichnet man auch als Totalvariation von ν. Man beachte, daß
i. a. ∣ν∣(A) = μ+(A) + μ−(A) ≠ ∣ν(A)∣ = ∣μ+(A) − μ−(A)∣ ist.

In der Theorie der Funktionen einer reellen Veränderlichen hängt der Variationsbe-
griff eng mit dem weiter einschränkenden Begriff der absoluten Stetigkeit zusammen. Zur
Erinnerung: Es bezeichne U

[a ,b] die Menge aller Partitionen Π des Intervalls [a, b] in Teil-
intervalle [x j− , x j) für j = , . . . ,mΠ −  bzw. [xmΠ− , xmΠ ], wobei jeweils

x = a < x < x < . . . < xmΠ = b

sei; dann heißt eine über [a, b]definierte Funktion f heißt von endlicher oder beschränk-
ter Variation, wenn die obere Grenze Var

[a ,b]( f ) aller Summen

SΠ( f ) =
mΠ

∑

j=
∣ f (x j) − f (x j−)∣ , Π ∈ UQ ,

einen endlichen Wert annimmt: Var
[a ,b]( f ) = supΠ∈UQ

SΠ( f ) ≤ K < ∞. Var
[a ,b]( f )

wird als totale Variation der Funktion f bezeichnet. Eine über [a, b] definierte endliche
Funktion f ∶ R → R heißt absolut stetig, wenn es zu jedem ε >  ein δ >  gibt, so daß
für je endlich viele paarweise disjunkte Intervalle [ai , bi] ⊂ [a, b] (i ∈ {, . . . ,m}) mit
∑

m
i=(bi − ai) < δ stets gilt

∣

m
∑

i=
( f (bi) − f (ai))∣ < ε

(diese Bedingung kann – wie leicht zu zeigen – auch durch die schärfere Bedingung
∑

m
i= ∣( f (bi) − f (ai))∣ < ε ersetzt werden). Jede absolut stetige Funktion ist von be-

schränkter Variation.
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Im Falle desRn können leicht ähnliche Begriffe fürMengenfunktionen über der Borel-
Algebra B(Rn

) eingeführt werden. Dazu sei UQ wieder die Menge aller Partitionen Π von
Q = [a, b] durch Intervalle {x j− , x j]mit x = a < x < x < . . . < xmΠ = b ( j = , . . . ,mΠ).

Definition 1.2.9 Eine reellwertigeMengenfunktion ϕ über B(Rn
) heißt von endlicher oder

beschränkter Variation11 über Q, falls die obere Grenze VarQ(ϕ) aller Summen SΠ(ϕ) =
∑

mΠ
j= ∣ϕ({x j , x j+])∣ einen endlichen Wert annimmt:

VarQ(ϕ) = sup
Π∈UQ

SΠ(ϕ) ≤ K < ∞.

VarQ(ϕ) wird als totale Schwankung der Mengenfunktion ϕ bezeichnet (s. Fußnote).

Definition1.2.10 Es sei [X ,Aσ , μ] einMaßraum. Eine reellwertigeMengenfunktion ϕ heißt
absolut stetig bzgl. μ, wenn zu jedem ε >  ein δ(ε) >  existiert, so daß für alle μ-meßbaren
Mengen A ∈ Aσ mit μ(A) < δ(ε) der Absolutbetrag ∣ϕ(A)∣ < ε bleibt.

Es seien nun ν , ν signierte Maße über der σ-Algebra Aσ in einem meßbaren Raum
[X ,Aσ]. Existiert im Sinne obiger Definition zu jedem ε >  ein δ(ε) >  derart, daß aus
∣ν∣(A) < δ(ε) stets ∣ν(A)∣ < ε folgt, so impliziert offenbar ∣ν ∣(A) =  auch stets ν(A) = .
Gilt umgekehrt für alle A ∈ Aσ die Aussage

(∣ν∣(A) = ) �⇒ (ν(A) = ),

so genügt zu gegebenem ε >  zumindest die Forderung ∣ν∣(A) = , um ∣ν(A)∣ < ε
zu garantieren (man vergl. dazu den folgenden Satz 1.2.7 unter Beachtung von ∣ν(A)∣ ≤
∣ν∣(A) ∀A ∈ Aσ ). Die Definition der absoluten Stetigkeit für signierte Maße wird daher
folgendermaßen gefaßt.

Definition 1.2.11 Sind ν , ν signierte Maße über der σ-Algebra Aσ in einem meßbaren
Raum [X ,Aσ], so heißt ν bzgl. ν absolut stetig, in Zeichen ν ≪ ν, falls aus ∣ν∣(A) = 
stets ν(A) =  folgt. Entsprechend heißt einMaß μ absolut stetig bzgl. des Maßes μ oder
kurz μ-stetig, falls μ(N) =  für jede μ-Nullmenge N ist, d. h.

(μ ≪ μ) ⇐⇒ ((μ(N) = ) �⇒ (μ(N) = )).

Lemma 1.2.6 Es seien ν und ν signierte Maße, ν = μ+ − μ− eine Jordan-Hahn-Zerlegung
von ν, die die absolute Variation ∣ν∣ definiert. ν ist d. u. n. d. bzgl. ν absolut stetig, wenn
μ+ ≪ ν und μ− ≪ ν ist, oder wenn ∣ν∣ ≪ ν ist.

11 Nicht zu verwechseln mit dem Begriff der (absoluten) Variation signierter Maße.
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Beweis 1. Es sei ν ≪ ν. Gilt dann ∣ν∣(A) =  für eine meßbare Menge A, so folgt offenbar
∣ν∣(A ∩ P) = ∣ν∣(A ∩ N) = , also nach Voraussetzung μ+ (A) = ν(A ∩ P) =  und
μ− (A) = ν(A∩ N) = , d. h. μ+ ≪ ν und μ− ≪ ν.

2. Aus μ+ ≪ ν und μ− ≪ ν folgt trivialerweise ∣ν∣ ≪ ν.
3. Ist ∣ν∣ = μ+ + μ− ≪ ν, so bedeutet ∣ν∣(A) =  auch μ+ (A) + μ− (A) = , wegen

 ≤ ∣ν(A)∣ = ∣μ+ (A) − μ− (A)∣ ≤ μ+ (A) + μ− (A) also ν(A) = , womit ν ≪ ν bewiesen
ist.

Die Aussagen ν ≪ ν, (μ+ ≪ ν ∧ μ− ≪ ν) und ∣ν∣ ≪ ν sind also äquivalent. ◻

Mit demnächsten Satz stellen wir die Analogie zur absoluten Stetigkeit endlicher reeller
Funktionen her.

Satz 1.2.7 Ein signiertes Maß ν sei absolut stetig bzgl. des signiertenMaßes ν, und für jede
meßbare Menge A folge aus ∣ν∣(A) < ∞ stets ∣ν∣(A) < ∞; dann gibt es zu jedem ε > 
ein δ(ε) > , so daß für alle meßbaren Mengen M mit ∣ν∣(M) < δ(ε) die Abschätzung
∣ν∣(M) < ε gilt.

Beweis Angenommen, die Aussage sei falsch; dann gibt es ein ε > , so daß zu jedem δ > 
stets eine meßbare Menge Mδ mit ∣ν∣(Mδ) < δ und ∣ν∣(Mδ) ≥ ε existiert. Man wähle
δ = 

n und setze Mδ =∶ Mn ; dann gibt es eine Folge {Mn}n∈N meßbarer Mengen mit
∣ν∣(Mn) <


n , jedoch ∣ν∣(Mn) ≥ ε. Der Limes superior L = limn→∞Mn dieser Folge

erfüllt (s. Lemma 1.1.3)

∣ν∣(L) = ∣ν∣
⎛

⎝

∞

⋂

j=

∞

⋃

n= j
Mn
⎞

⎠

≤ ∣ν∣
⎛

⎝

∞

⋃

n= j
Mn
⎞

⎠

≤

∞

∑

n= j
∣ν∣(Mn) <


 j−
∀ j ≥ ,

mit der Konsequenz ∣ν∣(L) = . Laut Voraussetzung folgt aus ∣ν∣ (⋃∞n= j Mn) < ∞ auch
∣ν∣ (⋃∞n= j Mn) < ∞, so daß gemäß Lemma 1.2.3 gilt

∣ν∣( limn→∞
Mn) ≥ lim

n→∞
∣ν∣(Mn) = ε > .

Damit entsteht ein Widerspruch zu ν ≪ ν, der absoluten Stetigkeit von ν bzgl. ν, nach
der ∣ν∣(L) =  stets ∣ν∣(L) =  implizieren muß. Die Annahme ist also nicht haltbar. ◻

ZumVerhältnis vonMaßen untereinander nennenwir abschließend einen auf Lebesgue
zurückgehenden Zerlegungssatz, welcher in der Wahrscheinlichkeitstheorie ein wichtige
Rolle spielt. Zunächst wird der Begriff der Singularität eines Maßes μ bezüglich eines über
derselben σ-Algebra definierten Maßes μ erklärt.

Definition 1.2.12 (Singularität) Es seien [X ,Aσ] ein meßbarer Raum und μ , μ Maße
über Aσ . μ heißt singulär bzgl. μ oder kurz μ-singulär, falls es eine μ-Nullmenge N in
Aσ gibt, deren Komplement Nc eine μ-Nullmenge ist. Für diesen Sachverhalt benutzt man
die Schreibweise μ ⊥ μ.
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Es ist klar, daß die Relation „⊥“ symmetrisch ist, so daß μ ⊥ μ auch mit den Worten
„μ und μ sind zueinander singulär“ beschrieben werden kann. Zwei signierte Maße ν , ν
heißen zueinander singulär, wenn dies für ihre absoluten Variationen ∣νi ∣ = μ+i + μ

−

i gilt.

Lemma 1.2.8 Die über der σ-Algebra Aσ definierten Maße μ und μ sind genau dann
zueinander singulär, wenn es μi -Nullmengen Ni ∈ Aσ gibt, so daß für i ≠ j, i , j ∈ {, } gilt

μj(A) = μj(A∩ Ni) ∀A ∈ Aσ .

Ist zudem μj absolut stetig bzgl. μi , in Zeichen μj ≪ μi , so folgt μj ≡ .

Beweis 1. Sind μ und μ zueinander singulär, so gibt es Nullmengen Ni unter μi , deren
jeweiliges Komplement Nullmenge unter μj ist (i ≠ j, i , j ∈ {, }). Die Additivität von
μj bedeutet μj(A) = μj(A ∩ Ni) + μj(A ∩ Ni

c
), worin wegen A ∩ Ni

c
⊂ Ni

c
∈ Aσ und

μj(Ni
c
) =  der Wert μj(A∩ Ni

c
) gleich Null ist.

2. Es sei μi(Ni) = , und für j ≠ i gelte μj(A) = μj(A∩Ni) ∀A ∈ Aσ ; dann ist Letzteres
auch für A = Nc

i = X ∖ Ni richtig, d. h. μj(Nc
i ) =  für j ≠ i und i , j ∈ {, }.

3. Nach Definition der absoluten Stetigkeit (s. 1.2.10) folgt aus μj ≪ μi für jede μi -
Nullmenge Ni , daß auch μj(Ni) =  ist, während μj ⊥ μi zu der dadurch ausgezeichneten
Nullmenge Ni die Beziehung μj(Ni

c
) =  und damit

μj(X) = μj(Ni) + μj(Ni
c
) = , μj ≡ 

impliziert. ◻

Der folgende Satz wurde von H. Lebesgue für σ-endliche Maße μi bewiesen (vergl.
[10]). Wir nennen ihn hier jedoch der einfacheren Beweisbarkeit halber nur für total end-
liche Maße.

Satz 1.2.9 (Lebesgue’scher Zerlegungssatz) Zwischen je zwei total endlichen Maßen μ und
μ über derselben σ-AlgebraAσ ⊂P(X) besteht folgende wechselseitige Beziehung: Jedes der
Maße μi läßt sich in eindeutiger Weise in die Summe zweier Maße ν()i und ν()i überAσ mit
den Eigenschaften

ν() ≪ μ , ν
()
 ⊥ μ , ν() ≪ μ , ν

()
 ⊥ μ

zerlegen. In μi = ν()i + ν
()
i wird ν()i als regulärer Teil von μi bezüglich μ j und ν()i als

singulärer Teil von μi bezüglich μ j bezeichnet (i , j = , , i ≠ j). ν()i + ν
()
i nennt man die

Lebesgue’sche Zerlegung von μi .

Beweis 1. Es bezeichne N j = {Nj ∈ Aσ ∶ μj(Nj) = } die Menge aller Nullmengen von
μj ( j = , ), und für i ≠ j sei si = sup{μi(Nj) ∶ Nj ∈ N j}. Aufgrund der Endlichkeit
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beider Maße sind die Suprema s und s endliche positive reelle Zahlen. In jeder der Fami-
lienN j gibt es offensichtlich eine nicht abnehmende Folge {Nk

j }k∈N mit limk→∞ μi(Nk
j ) =

μi(limk→∞ Nk
j ) = μi(⋃

∞

k= N
k
j ) = si . Mit Mj = ⋃

∞

k= N
k
j definieren wir die Maße ν()i und

ν()i vermöge

ν()i (A) = μi(A∩Mj
c
), ν()i (A) = μi(A∩Mj) ∀A ∈ A − σ ,

die offenbar bereits eine Zerlegung der Form

μi = ν
()
i + ν

()
i für i = , 

bilden.DaMj Nullmenge unter μj ist und ν
()
i (Mj

c
) = μi(Mj

c
∩Mj) =  ist, folgt ν

()
i ⊥ μj

(i ≠ j). Weiterhin hat man für eine beliebige Nullmenge Nj unter μj wegen μi(Mj) = si

si = μi([Nj ∩Mj
c
] ∪Mj) = μi(Nj ∩Mj

c
) + μi(Mj) = μi(Nj ∩Mj

c
) + si ,

also μi(Nj ∩Mc
j ) = ν

()
i (Nj) = , was zusätzlich ν()i ≪ μj (i ≠ j) impliziert.

2. Angenommen, es gibt neben der oben erwähnten Darstellung μi = ν()i + ν()i die
Zerlegung μi = ν̂

()
i +ν̂

()
i mit ν̂()i ≪ μj und ν̂

()
i ⊥ μj . Für jede μj-NullmengeNj und jedes

A ∈ Aσ ist dann ν̂()i (A ∩ Nj) ≤ ν̂()i (Nj) =  (ebenso wie ν()i (A ∩ Nj) ≤ ν()i (Nj) = ),
während nach Aussage des Lemmas 1.2.8 für eine durch die Singularität von ν̂()i bzgl.
μj bestimmte μj-Nullmenge Lj gilt ν̂

()
i (A ∩ Lj) = ν̂()i (A) (ebenso wie ν()i (A ∩ Mj) =

ν()i (A)). Setzt man daher Zj = Lj ∪Mj , so hat man einerseits ν()i (A∩Zj) = ν
()
i (A∩Zj ∩

Mj)und ν̂
()
i (A∩Zj) = ν̂

()
i (A∩Zj∩Lj), andererseits wegen ν

()
i (A∩Zj) = ν̂

()
i (A∩Zj) = 

sowie Zj ∩Mj = Mj und Zj ∩ Lj = Lj

μi(A∩ Zj) = ν
()
i (A∩Mj) = ν̂

()
i (A∩ Lj) = ν

()
i (A) = ν̂

()
i (A)

für beliebiges A ∈ Aσ , also ν
()
i = ν̂()i . Die Annahme μi = ν

()
i +ν

()
i = ν̂()i + ν̂

()
i impliziert

entsprechend ν()i = ν̂
()
i , so daß die Eindeutigkeit der Zerlegung bewiesen ist. ◻

1.3 Konstruktion vonMaßen

Die Herleitung des Lebesgue’schen Integralbegriffes für reelle Funktionen über dem R
d

stützt sich bei gegebener TeilmengeA auf die Bestimmung eines Zahlenwertes μ∗L (A) in der
Form μ∗L(A) = inf {∑

∞

k= vol(Qk) ∶ A ⊂ ⋃∞k= Qk} mit Hilfe der für Quader12 Qk leicht zu
berechnenden Volumina vol(Qk). Die Mengenfunktion μ∗L wird als äußeres Lebesgue-Maß

12 Intervalle im Falle von d = .
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vonAbezeichnet (s. u. Abschn. 1.4. Sie ist abzählbar subadditiv, isoton, für alle Teilmengen
desRd definiert und liefert für die leereMenge offenbar μ(∅) = . Da nun jedeMengeA als
A = (A∖M)∪(A∩M) (mit beliebiger sonstigerMengeM) darstellbar ist, erscheint es nahe-
liegend, solcheMengenM auszuzeichnen, die die Gleichheit μ∗L(A) = μ

∗

L(A∖M)+μ
∗

L(A∩
M) für jedes A garantierten. Dabei stellt sich für das oben definierte μ∗L heraus, daß die Fa-
milie C∗ = C∗(μ∗L) aller derart ausgezeichneten Mengen M eine σ-Algebra bildet, und daß
die Einschränkung von μ∗L auf C

∗ ein vollständigesMaß ist, nämlich das Lebesgue-Maß im
R

d . Die Schritte, die zu diesen Resultaten führen, sind verallgemeinerungsfähig: Man hat
sich lediglich von der Festlegung auf den R

d sowie von speziellen Begriffen wie Quader-
überdeckung und Quadervolumina zu lösen, um in ähnlicherWeise zur Konstruktion von
Maßen – als Einschränkungen äußerer Maße auf geeignete σ-Algebren – zu gelangen. Wir
definieren zunächst den Terminus des äußeren Maßes.

Definition 1.3.1 (Äußeres Maß) Eine auf der Potenzmenge P(X) einer Menge X erklärte
erweitert-reellwertige Mengenfunktion μ∗ heißt äußeres Maß über P(X), falls sie folgende
Eigenschaften besitzt:

• μ∗(∅) = , μ∗(M) ≥  ∀M ⊂ X,
• A ⊆ B�⇒ μ∗(A) ≤ μ∗(B) (Isotonie),
• μ∗(⋃∞n= Mn) ≤ ∑

∞

n= μ∗(Mn) (abzählbare Subadditivität).

Jedes auf der Potenzmenge P(X) definierte Maß ist offenbar auch ein äußeres Maß.
Die Namensgebung erklärt sich historisch aus der Tatsache, daß bei gegebenem Maß über
der Borel-σ-Algebra B(R̄) der reellen Zahlenachse das äußere Maß einer beliebigen be-
schränkten Teilmenge M als das Infimum der Maße aller M umfassenden offenen Men-
gen definiert werden kann [124] (vergl. auch Lemma 1.3.8, Abschn. 1.3). Wir werden im
nächsten Satz zeigen, daß es zur Konstruktion eines äußeren Maßes lediglich einer Men-
genfamilie Q ⊂ P(X) mit ∅ ∈ Q und einer erweitert-reellwertigen und nicht negativen
Mengenfunktion φ bedarf, die über Q definiert ist und φ(∅) =  erfüllt. Das Paar (Q, φ)
aus einer Familie Q mit ∅ ∈ Q und solcherart definierter Mengenfunktion φ nennen wir
ein Basispaar. Eine Teilmenge A ⊂ X, für die es eine abzählbare Überdeckung mit Mengen
ausQ gibt, werde als abzählbarQ-überdeckbar bezeichnet.

Satz 1.3.1 Es sei (Q, φ) ein Basispaar.X
Q
bezeichne die Familie aller abzählbarenQ-über-

deckbaren Teilmengen aus X, d. h. A ∈ X
Q
⇐⇒ A ⊂ ⋃n∈N Qn für Elemente Qn ∈ Q. Die

vermöge μ∗φ(A) = ∞ für A ∉ X
Q
und

μ∗φ(A) = inf {
∞

∑

n=
φ(Qn) ∶ A ⊂ ⋃

n∈N
Qn , Qn ∈ Q ∀ n ∈ N} für A ∈ X

Q
(1.3)

definierte Mengenfunktion ist ein äußeres Maß.
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Beweis Offenbar ist μ∗φ eine erweitert-reellwertige nicht negativeMengenfunktion über der
PotenzmengeP(X), die μ∗φ(∅) =  erfüllt. Die Isotonie-Eigenschaft folgt aus der Tatsache,
daß imFalleA ⊂ B jedeÜberdeckung von B auch eineÜberdeckung vonAbildet. Zu zeigen
bleibt daher lediglich die abzählbare Subadditivität. Sei {Ak}k∈N eine abzählbare Familie
aus X

Q
. Ist μ∗φ(Ak) = ∞ für mindestens eine der Mengen Ak , so ist die Aussage trivial;

daher nehmen wir μ∗φ(Ak) < ∞ ∀ k ∈ N an und können voraussetzen, daß es zu jedem Ak

eine Quader-Überdeckung {Qn(Ak)}n∈N mit ∑∞n= vol(Qn(Ak)) < ∞ gibt. Das bedeutet,
daß man zu jedem Ak auch eine solche Überdeckung {Q(ε)n (Ak)}n∈N von Ak finden kann,
für die∑n∈N vol(Q(ε)n (Ak)) ≤ μ∗φ(Ak)+

ε
k ist. Die Vereinigung⋃n,k Q

(ε)
n (Ak) aller dieser

Quader bildet eine abzählbare13 abgeschlossene Quaderüberdeckung der Menge ⋃∞k= Ak .
Daher gilt

μ∗φ (
∞

⋃

k=
Ak) ≤

∞

∑

n=

∞

∑

k=
vol(Q(ε)n (Ak)) ≤

∞

∑

k=
μ∗φ(Ak) + ε,

mit ε →  also die behauptete Ungleichung. ◻

Das durch (1.3) bzw. μ∗φ(A) = ∞ für A ∉ X
Q

definierte äußere Maß wird zuweilen
als verallgemeinertes äußeres Lebesgue-Maß bezeichnet (vergl. dazu Definition 1.4.1 in
Abschn. 1.4.1).

Satz 1.3.2 (Carathéodory) Die FamilieC∗ aller Teilmengen M ⊆ X, die für ein äußeres Maß
μ∗ die Gleichheit

μ∗(A) = μ∗(A∖M) + μ∗(A∩M) ∀A ⊂ X (1.4)

zulassen, formt eine σ-Algebra. Ihre Elemente werden als Carathéodory-meßbare Mengen
oder μ∗-meßbare Mengen bezeichnet. Die Einschränkung des äußeren Maßes μ∗ auf die σ-
Algebra C∗ ist ein vollständiges Maß über C∗.

Beweis 1. Die μ∗-Meßbarkeit von X und∅ ist direkte Folge von μ∗(∅) =  und A∩X = A,
A∖ X = ∅, A∩ ∅ = ∅, A∖ ∅ = A. Die Isotonie ist offenkundig. Zu beweisen bleibt daher
die μ∗-Meßbarkeit jeder abzählbaren Vereinigung μ∗-meßbarer Mengen Mk , k ∈ N. Hier-
zu betrachten wir zunächst eine Familie {Dk}k∈N wechselseitig disjunkter μ∗-meßbarer
Mengen und zeigen induktiv das Bestehen der Gleichung

μ∗ (A∩
n
⋃

k=
Dk) =

n
∑

k=
μ∗(A∩ Dk) (1.5)

13 Ist F = {Mk}k∈N eine abzählbare Familie abzählbarer MengenMk = {M
(k)
i }n∈N, so ist deren

Vereinigung⋃i ,k M
(k)
i abzählbar.
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für beliebiges A ∈ X. Für n =  ist dies trivial. Angenommen, die Gleichung sei richtig für
n = m; dann folgt aufgrund der μ∗-Meßbarkeit der endlichen Vereinigung ⋃m

k= Dk und
der angenommenen wechselseitigen Disjunktheit der Dk

μ∗ (A∩
m+
⋃

k=
Dk) = μ∗ (A∩

m+
⋃

k=
Dk ∩

m
⋃

k=
Dk) + μ∗ (A∩

m+
⋃

k=
Dk ∖

m
⋃

k=
Dk)

= μ∗ (A∩
m
⋃

k=
Dk) + μ∗ (A∩ Dm+)

=

m
∑

k=
μ∗(A∩ Dk) + μ∗ (A∩ Dm+) =

m+
∑

k=
μ∗(A∩ Dk),

d. h. (1.5) ist auch für n = m +  – und daher für alle n – richtig. Gleichung (1.5) impliziert

n
∑

k=
μ∗(A∩ Dk) = μ∗ (

n
⋃

k=
(A∩ Dk)) ≤ μ∗ (

∞

⋃

k=
(A∩ Dk)) = μ∗ (A∩

∞

⋃

k=
Dk) ,

mit n → ∞ also μ∗(A ∩ ⋃∞k= Dk) ≤ ∑
∞

k= μ∗(A ∩ Dk)
!
≤ μ∗(A ∩ ⋃∞k= Dk), d. h. man hat

für wechselseitig disjunkte μ∗-meßbare Mengen Dk sogar

μ∗ (A∩
∞

⋃

k=
Dk) =

∞

∑

k=
μ∗(A∩ Dk). (1.6)

Für endliche Vereinigungen gilt μ∗(A) = μ∗(A ∩ ⋃n
k= Dk) + μ∗(A ∖ ⋃n

k= Dk). Unter
Beachtung von A∖⋃n

k= Dk ⊃ A∖⋃∞k= Dk folgt daher μ∗(A) ≥ ∑n
k= μ∗(A∩Dk)+ μ∗(A∖

⋃
∞

k= Dk), und der Grenzübergang n → ∞ liefert zusammen mit (1.6) die Aussage, daß
die abzählbare Vereinigung ⋃∞k= Dk disjunkter μ∗-meßbarer Mengen μ∗-meßbar ist. Für
eine beliebige Familie {Mk}k∈N von μ∗-meßbaren Mengen definiere man nun D = M

und Dk+ = Mk+ ∖ (⋃
k
i= Mi) für k ≥ . Dann sind die Dk offensichtlich disjunkt, und

es ist⋃∞k= Dk = ⋃
∞

k= Mk . Die abzählbare Vereinigung μ∗-meßbarer Mengen ist daher μ∗L -
meßbar.

2. Vollständigkeit: Für jede Teilmenge U einer Nullmenge N ∈ C∗ liefert die Isotonie
des äußeren Maßes die Relationen μ∗(U) = , μ∗(A ∩ U) =  und μ∗(A ∖ U) ≤ μ∗(A)
∀A ∈ P(X). Die Subadditivität impliziert μ∗(A) ≤ μ∗(A ∖ U) + μ∗(A ∩ U), so daß
μ∗(A∖U) ≤ μ∗(A) ≤ μ∗(A∖U) bzw. μ∗(A) = μ∗(A∖U) gilt; das bedeutet U ∈ C∗ wegen
μ∗(A∩ U) = . ◻

Die beiden Sätze 1.3.1 und 1.3.2 benennen die notwendigen Hilfsmittel zur Konstruk-
tion von (möglicherweise trivialen) σ-Algebren und vollständigen Maßen, letztere als
Einschränkung auf die σ-Algebra C∗ der Carathéodory-meßbaren Mengen. Es bleibt die
umgekehrte Frage offen, ob und wie man eine geeignete Mengenfunktion zu einem Maß
fortsetzen kann. Hierzu erklären wir zunächst, was man unter der Erweiterung eines
Basispaares zu verstehen hat.
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Definition 1.3.2 (Fortsetzung) Es seien (Q, φ) und (S ,ψ) Basispaare. Ist Q ⊂ S und gilt
φ(Q) = ψ(Q) für alle Q ∈ Q, so heißt (S ,ψ) Erweiterung von (Q, φ), und die Mengen-
funktion ψ heißt Fortsetzung der Mengenfunktion φ.

Ist μ∗φ das verallgemeinerte äußere Lebesgue-Maß bzgl. des Basispaares (Q, φ), so sind
(P(X), μ∗φ) und (C∗ , μ∗φ ∣C∗)Basispaare (C∗ die σ-Algebra der μ∗φ-meßbarenMengen). Für
den Fall eines zerlegbaren SystemsQ (Definition 1.1.2, Abschn. 1.1) läßt sichQ ⊂ C∗ zeigen,
so daß folgende Frage sinnvoll wird: Wann ist (C∗ , μ∗φ ∣C∗) eine Erweiterung von (Q, φ)?
Wann also läßt sich die Mengenfunktion φ zu einem vollständigen Maß μ∗φ ∣C∗ über der
(das zerlegbare System Q umfassenden) σ-Algebra C∗ fortsetzen? Der folgende Satz gibt
im Falle elementarer Maße ein notwendiges und hinreichendes Kriterium hierfür an14.

Satz 1.3.3 (Maßerweiterungssatz) Es sei φ ein elementares Maß über Q. μ∗φ sei das äu-
ßere Lebesgue-Maß bzgl. des Basispaares (Q, φ), C∗ bezeichne die Familie aller bzgl. μ∗φ
Carathéodory-meßbaren Mengen. Das Basispaar (C∗ , μ∗φ ∣C∗) ist d. u. n. d. eine Erweiterung
von (Q, φ), wenn für die Mengenfunktion φ und jede in Q abzählbar überdeckbare Menge
Q ∈ Q gilt

φ(Q) ≤
∞

∑

n=
φ(Qn) für Q ⊆

∞

⋃

n=
Qn , Qn ∈ Q ∀ n ∈ N. (1.7)

Beweis 1. Es sei (C∗ , μ∗φ ∣C∗) Erweiterung von (Q, φ); dann ist μ∗φ ∣Q = φ. Als äußeres Maß
ist μ∗φ abzählbar subadditiv, also trifft das auch auf φ zu; daher ist (1.7) richtig.

2. Zu zeigen ist, daß aus (1.7) dieRelationenQ ⊂ C∗ und φ(Q) = μ∗φ(Q)∀Q ∈ Q folgen.
Zunächst hat man μ∗φ(Q) ≤ φ(Q) ∀Q ∈ Q gemäß Definition des äußeren Maßes; nach
(1.7) gilt φ(Q) ≤ inf {∑∞n= φ(Qn) ∶ ⋃

∞

n= Qn ⊇ Q , Qn ∈ Q ∀ n ∈ N}, also φ(Q) ≤ μ∗φ(Q),
so daß sich sofort φ(Q) = μ∗φ(Q) ∀Q ∈ Q ergibt.

Es bleibtQ ⊂ C∗, also die Carathéodory-Meßbarkeit aller Elementmengen Q ∈ Q nach-
zuweisen:

μ∗φ(A) = μ
∗

φ(A∖ Q) + μ
∗

φ(A∩ Q) ∀A ⊂ X .

Diese Beziehung gilt für alleM ausQ, wie folgendermaßen einzusehen ist:M ∈ Q bedeutet
M ∖ Q = ⋃m

ℓ= Qℓ mit wechselseitig disjunkten Elementen aus Q. Die endliche Additivität
von φ führt daher zu φ (⋃m

ℓ= Qℓ) = ∑
m
ℓ= φ(Qℓ). M ∩ Q ist Element von Q, und somit ist

φ(M) = φ((M ∩ Q) ∪ [⋃m
ℓ= Qℓ]) = φ(M ∩ Q) + ∑m

ℓ= φ(Qℓ)
!
= μ∗φ(M). Aufgrund der

Subadditivität des äußerenMaßes μ∗φ ist aber∑
m
ℓ= φ(Qℓ) = ∑

m
ℓ= μ∗φ(Qℓ) ≥ μ∗φ (⋃

m
ℓ= Qℓ) =

μ∗φ(M ∖Q), und das heißt μ∗φ(M ∩Q) + μ∗φ(M ∖Q) ≥ μ∗φ(M), während doch die Subad-
ditivität von μ∗φ die umgekehrte Relation garantiert. Somit ist die zu beweisende Gleichung
sicher für alle M ∈ Q richtig.

14 Zur Erinnerung: Ein elementares Maß ist eine nicht negative, endlich additive, über einem zerleg-
baren SystemQ definierte erweitert-reellwertige Mengenfunktion φmit φ(∅) = ; vergl. Definition
1.1.2, Abschn. 1.1, sowie Abschn. 1.2.
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Sei nun M abzählbar Q-überdeckbar (also M ∈ X
Q
). Gemäß Definition des äußeren

Lebesgue-Maßes gibt es dann zu jedem ε >  eine Q-Überdeckung ⋃∞n= Q
(ε)
n von M, so

daß die Beziehung μ∗φ(M) > ∑
∞

n= φ(Q
(ε)
n ) − ε = ∑∞n= μ∗φ(Q

(ε)
n ) − ε besteht. Wie gezeigt,

gilt für die Elemente Q(ε)n ausQ die Gleichung μ∗φ(Q
(ε)
n ) = μ∗φ(Q

(ε)
n ∖Q)+ μ∗φ(Q

(ε)
n ∩Q),

daher folgt für M ∈ X
Q

μ∗φ(M) + ε >
∞

∑

n=
μ∗φ(Q

(ε)
n ∖ Q) +

∞

∑

n=
μ∗φ(Q

(ε)
n ∩ Q).

Demnach besteht wegenM∖Q ⊂ ⋃∞n= (Q
(ε)
n ∖Q) undM∩Q ⊂ ⋃∞n= (Q

(ε)
n ∩Q) für jedes

ε >  die Ungleichung μ∗φ(M)+ ε > μ∗φ(M∖Q)+ μ∗φ(M∩Q), d. h. es ist μ∗φ(M) ≥ μ∗φ(M∖
Q) + μ∗φ(M ∩ Q). Diese Ungleichung gilt jedoch trivialerweise auch für den Fall M ∉ X

Q
,

da dann μ∗φ(M) = ∞ ist. Da aus der Subadditivität von μ∗φ wiederum die umgekehrte
Relation folgt, hat man für jedes Q ∈ Q und beliebiges M ∈P(X) die Gleichung μ∗φ(M) =
μ∗φ(M ∖ Q) + μ∗φ(M ∩ Q), d. h.Q ⊂ C∗. ◻

Ist also (1.7) erfüllt, so kann jedes elementare Maß φ – und damit auch jeder Inhalt
– zu einem vollständigen Maß μ∗φ ∣C∗ über C∗ fortgesetzt werden, und umgekehrt. Das ist
der Grund, weshalb man bzgl. des Satzes 1.3.3 von einem Maßerweiterungssatz spricht.
Unter gewissen Umständen – falls es nämlich eine abzählbare Q-Überdeckung ⋃∞n= Qn

des Raumes X mit φ(Qn) < ∞ ∀ n ∈ N gibt15 – ist diese Erweiterung über der minimalen
Q enthaltenden σ-Algebra σ(Q) ⊂ C∗ eindeutig.

Satz 1.3.4 (Eindeutigkeitssatz) Es sei Q ein zerlegbares Mengensystem, φ ein elementares
Maß überQ. Es gebe eine abzählbareQ-Überdeckung ⋃∞n= Qn des Raumes X mit φ(Qn) <

∞∀ n ∈ N. Die Erweiterung des Basispaares (Q, φ) zu einem Paar (σ(Q), μφ)mit vollstän-
digem Maße μφ = μ∗φ ∣σ(Q) ist dann eindeutig.

Beweis Zu einem Element Q ∈ Q mit φ(Q) < ∞ sei AQ die Familie aller Mengen M, die
sich als Durchschnitt von Q mit einer endlichen disjunkten Vereinigung von Elementen
ausQ darstellen lassen:

AQ = {M ∶ M = Q ∩
m
⋃

k=
Qk , Qk ∈ Q, Qi ∩ Qj = ∅ für i ≠ j} .

Man erkennt leicht, daß AQ eine Algebra ist. Es seien nun μ()φ , μ()φ zwei über σ(Q)
durch Fortsetzung von φ bestimmte vollständige Maße. Als solche erfüllen sie die Rela-
tion μ( j)φ (M) = ∑m

k= φ(Qk ∩ Q) für M ∈ AQ , j = , , d. h. über AQ stimmen die beiden
Maße überein. Zu zeigen bleibt, daß das für alle Elemente aus σ(Q) gilt. Sei G = {A ⊂ X ∶
μ()φ (A) = μ()φ (A)}, so daß also AQ ⊂ G für jedes feste Q ∈ Q ist. Da offenbar der Limes

15 In diesem Falle nennt man das elementare Maß σ-endlich.
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jeder monotonen Folge aus G wieder zu G gehört, G somit eine monotone Familie formt,
liefert das Korollar 1.1.7 die Aussage, daß auch jede der von denAQ erzeugten σ-Algebren
σ(AQ) in G enthalten ist: σ(AQ) ⊂ G ∀Q ∈ Q. Sei nun A ∈ σ(Q). Laut Vor. gibt es eine
abzählbare Menge von Elementen Un aus Q mit A ⊂ ⋃∞n= Un und φ(Un) < ∞ ∀ n ∈ N,
wobei man aufgrund der Zerlegbarkeit des SystemsQ annehmen kann, daß die Un wech-
selseitig disjunkt sind. Damit istA∩Un ∈ AQ und folglich μ()φ (A∩Un) = μ

()
φ (A∩Un) für

jedes n ∈ N�⇒ μ()φ (A∩⋃∞n= Un) = μ
()
φ (A) = μ

()
φ (A), also A ∈ G und σ(Q) ⊂ G. ◻

Betrachtet man insbesondere den Fall, daß φ ein Prämaß (also eine nicht negative und
σ-additive Mengenfunktion über einer Algebra A mit φ(∅) = ) ist, so kann man aus
Satz 1.3.4 Folgendes schließen.

Korollar 1.3.5 φ sei Prämaß überA. Die Familie C∗ der Carathéodory-meßbaren Mengen
bzgl. des äußeren Maßes μ∗φ umfaßt A, und es gibt mindestens ein Maß μ über σ(A) mit
μ(A) = φ(A) für A ∈ A (nämlich μ = μ∗φ ∣σ(A)). Ist φ darüberhinaus σ-endlich, so ist μ
eindeutig bestimmt und ebenfalls σ-endlich.

Im Falle des allgemeinen äußeren Lebesgue-Maßes μ∗φ bzgl. eines Basispaares (Q, φ)
bezeichnet man dessen Einschränkung auf die σ-Algebra der Carathéodory-meßbaren
Mengen als allgemeines Lebesgue-Maß bzgl. φ. Das Lebesgue-Maß λ der Integrations-
theorie – und ebenso das Lebesgue-Stieltjes’sche Maß – sind spezielle Maße dieses Typs.

Es sei nun (X; d) ein metrischer Raum mit der Metrik d. Eine Teilmenge O ist darin
d. u. n. d. offen, wenn mit jedem x ∈ O noch eine ganze Kugelumgebung Uε(x) = {z ∶
d(x , z) < ε} zu O gehört. Die Komplemente offener Mengen sind die abgeschlossenen
Mengen. Mit Hilfe der Metrik d ist zudem ein Abstandsbegriff für Teilmengen A, B ⊂ X
vermöge

ρ(A, B) = inf
x∈A
y∈B

d(x , y)

erklärt (vergl. Abschn. A.1, insbesondere Abschn. A.1.3). Der Begriff der metrischen
Trennbarkeit ermöglicht die Auszeichnung von äußeren Maßen mit „Additivitätseigen-
schaft“.

Definition 1.3.3 (Metrisches äußeres Maß) Ein über dem metrischen Raum (X; d) de-
finiertes äußeres Maß μ∗ heißt metrisches äußeres Maß, falls für Teilmengen A, B mit
d(A, B) >  stets gilt μ∗(A∪ B) = μ∗(A) + μ∗(B).

Lemma 1.3.6 Es sei μ∗ ein metrisches äußeres Maß über (X; d), A ⊆ X mit μ∗(A) < ∞
und A ⊆ M○ für eine offene Menge M○ in (X; d). Bezeichnet Ak zu jedem k ∈ N die Menge
aller Punkte x ∈ Amit ρ({x}, X ∖M○) ≥ /k, so gilt

lim
k→∞

μ∗(Ak) = μ∗(A).



1.3 Konstruktion von Maßen 25

Beweis Die Isotonie von μ∗ besagt zusammen mit Ak ⊂ Ak+ , daß die Folge {μ∗(Ak)}k∈N

monoton nicht abnehmend ist und μ∗(Ak) ≤ μ∗(A) ∀ k ∈ N gilt. Das impliziert⋃∞k= Ak ⊂

A. Da es wegen A ⊂ M○ zu jedem x ∈ A eine εx-Umgebung Uεx (x)mit Uεx(x) ⊂ M○ gibt,
also ρ({x}, X ∖M○) ≥ 

kεx
für kεx ≤


εx

gilt, hat man auch A ⊂ ⋃∞k= Ak , d. h. A = ⋃∞k= Ak .
Sei Bk = Ak ∖ Ak− für k ≥  und B = A , so daß A in der Form A = ⋃∞k= Bk schreibbar
ist. Da offensichtlich ⋃n

k= Bk = An für jedes n ≥  gilt, folgt

μ∗(A) ≤ μ∗(An) + μ∗ (
∞

⋃

k=n+
Bk) ≤ μ∗(An) +

∞

∑

k=n+
μ∗(Bk) ∀ n ∈ N.

Laut Voraussetzung ist ρ({x}, X ∖ M○) ≥ 
n für x ∈ Bn , also ρ(Bn , Bn+) ≥


n −


n+ >

, daher folgt μ∗(Bn ∪ Bn+) = μ∗(Bn) + μ∗(Bn+), da μ∗ metrisches äußeres Maß ist.
Betrachtet man also endlich viele, etwa n, der Bn , so folgt einerseits nach Konstruktion
An = ⋃

n
k= Bk ⊂ A, andererseits

μ∗ (
n
⋃

k=
Bk) =

n
∑

k=
μ∗(Bk) ≤ μ∗(A) < ∞ für jedes n ∈ N.

Die Reihe ∑∞k= μ∗(Bk) ist also konvergent, etwa gegen S, und zu jedem ε >  gibt es ein
n(ε), so daß ∣∑n

k= μ∗(Bk) − S∣ = ∣∑∞k=n+ μ∗(Bk)∣ < ε ist für alle n > n(ε). Demnach ist
limn→∞∑

∞

k=n+ μ∗(Bk) = , undman erhält μ∗(A) ≤ limn→∞ μ∗(An). Andererseits liefert
An ⊂ A für jedes n ∈ N die umgekehrte Ungleichung limn→∞ ≤ μ∗(A), so daß Gleichheit
besteht. ◻

Lemma 1.3.7 Jede abgeschlossene Menge – und daher auch jede Borel-Menge – eines metri-
schen Raumes [X; d] ist unter einem metrischen äußeren Maß μ∗ Carathéodory-meßbar.

Beweis Sei B̄ abgeschlossen in (X; d). Zu zeigen ist μ∗(A) ≥ μ∗(A ∩ B̄) + μ∗(A ∖ B̄) für
jedes A mit μ∗(A) < ∞ (für μ∗(A) = ∞ ist die Aussage trivial). Es sei Ã ∶= A ∖ B̄ ⊂ B̄c ,
worin B̄c

= R
d
∖ B̄ =∶ M○ offen im (X; d) ist. Lemma 1.3.6 besagt, daß es eineMengenfolge

{Ãn}n∈N gibt mit ρ(Ãn , B̄) ≥ 
n und limn→∞ μ∗(Ãn) = μ∗(A∖ B̄). ρ(Ãn , B̄) ≥ 

n impliziert
ρ(Ãn ,A∩ B̄) ≥ 

n , und damit wegen Ãn ⊂ A∖ B̄ und A = (A∖ B̄) ∪ (A∩ B̄) die Beziehung
μ∗(A) ≥ μ∗(Ãn ∪ [A ∩ B̄]) = μ∗(Ãn) + μ∗(A ∩ B̄). Der Übergang n → ∞ liefert daher
μ∗(A) ≥ μ∗(A ∖ B̄) + μ∗(A ∩ B̄), also die μ∗-Meßbarkeit von B̄. Da die μ∗-meßbaren
Mengen eine σ-Algebra bilden, sind auch die Komplemente, also alle offenenMengen, μ∗-
meßbar. ◻

Lemma 1.3.8 Es sei μ ein Maß über der Borel-σ-Algebra B(X) eines metrischen Raumes
(X; d). Die Mengenfunktion μ∗ ∶P(X) → R̄, definiert durch das Infimum

μ∗(M) = inf {μ(O) ∶ O ⊃ M , O offen} ∀M ∈ P(X),

ist ein äußeres Maß.
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Beweis μ∗ besitzt offensichtlich die Eigenschaften 2 und 3 in Definition 1.3.1, d. h. es ist
lediglich die abzählbare Subadditivität nachzuweisen. Es sei also {En}n∈N eine beliebige
Mengenfolge in X, wobei wir O. E. d. A. voraussetzen können, daß für alle En μ∗(En) < ∞

ist (anderenfalls bestände die zu beweisende Ungleichung á priori). Aufgrund der Voraus-
setzung, daß X ein metrischer Raum ist, gibt es gemäß Definition von μ∗ zu beliebigem
ε >  für jedes En eine offene Menge On ⊃ En mit der Eigenschaft μ∗(En) ≤ μ(On) ≤

μ∗(En) +
ε
n . Damit folgt unter Nutzung der Maßeigenschaft von μ

μ∗ (
∞

⋃

n=
En) ≤ μ(

∞

⋃

n=
On) ≤

∞

∑

n=
μ(On) ≤

∞

∑

n=
μ(En) + ε,

also die Subadditivität von μ∗. ◻

Ein Resultat, das später eine Rolle spielen wird (vergl. Abschn. 1.4) betrifft die Frage,
wann die Einschränkung eines äußerenMaßes auf die Borel-σ-Algebra eines topologischen
T-Raumes ein Maß definiert.

Satz 1.3.9 Es sei μ∗ ein äußeres Maß über der Potenzmenge eines Hausdorff-Raumes [X ,O]
mit folgenden Eigenschaften:

1. μ∗(M) = inf {μ∗(O) ∶ O ⊃ M , O offen} ∀M ∈ P(X),
2. μ∗(O) = sup{μ∗(K) ∶ K ⊂ O , K kompakt} für alle offenen Mengen O ∈ O,
3. μ∗(K ∪ K) = μ∗(K) + μ∗(K) für disjunkte kompakte Mengen K ,K.

Die Restriktion von μ∗ auf die Borel-σ-Algebra B(X) ist dann ein Maß.

Beweis 1. Es sei C∗ die σ-Algebra aller μ∗-meßbaren Mengen ausP(X). Wir setzen

A
∗

O = {M ∶ μ
∗

(O) ≥ μ∗(O ∩M) + μ∗(O ∖M), O offen}

und zeigen zunächst, daß A∗O = C
∗ ist. Offenbar ist A∗O ⊇ C

∗. Es sei M ∈ A
∗

O , d. h. wir
haben μ∗(O) ≥ μ∗(O ∩ M) + μ∗(O ∖ M) für alle offenen Mengen O ∈ O. Für eine
beliebige Teilmenge E ⊂ X betrachteman nun alle E umfassenden offenenMengenOE ⊃ E;
dann gilt

μ∗(OE) ≥ μ∗(OE ∩M) + μ∗(OE ∖M) ≥ μ∗(E ∩M) + μ∗(E ∖M) ∀OE ⊃ E .

Eigenschaft 1 besagt, daß die zweite Ungleichung auch für das Infimum aller μ∗(OE) gilt,
d. h. es ist μ∗(E) ≥ μ∗(E ∩M) + μ∗(E ∖M), alsoM ∈ A

∗

O .
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2. Da jede einpunktige Menge kompakt ist, gibt es zu jeder Teilmenge M von X min-
destens eine inM enthaltene kompakte Menge. Zu zwei beliebigen offenenMengen O ,M○

können daher stets kompakte Mengen K ,K gefunden werden, die die Relationen K ⊂

O ∩M○, K ⊂ O ∖ K erfüllen. Wir betrachten alle solche Mengen K ,K. Gemäß Eigen-
schaft 3 und O ⊇ K ∪ K hat man

μ∗(O) ≥ μ∗(K ∪ K) = μ∗(K) + μ∗(K).

Jede kompakte Menge in einem Hausdorff-Raum ist abgeschlossen, daher ist X ∖K offen,
und somit auch O ∩ (X ∖ K) = O ∖ K offen. Eigenschaft 2 besagt, daß μ∗(O ∖ K) das
Supremumüber alle μ∗(K) für derartige kompakte Mengen K ⊂ O∖K ist, und für dieses
Supremum gilt obige Ungleichung ebenfalls; daher folgt

μ∗(O) ≥ μ∗(K ∪ K) = μ∗(K) + μ∗(O ∖ K).

μ∗(O∖K)umfaßt μ∗(O∖M○)nachKonstruktion, also hatman μ∗(O) ≥ μ∗(K)+μ∗(O∖
M○). Nun ist Eigenschaft 2 nochmals heranzuziehen, um μ∗(O ∩M○) als das Supremum
über alle äußeren Maße μ∗(K) so gearteter kompakter Mengen K zu erkennen, so daß
die Ungleichung auch für μ∗(O ∩M○) anstelle von μ∗(K) gelten muß:

μ∗(O) ≥ μ∗(O ∩M○) + μ∗(O ∖M○).

Damit ist bewiesen, daß jede offeneMenge inA∗O liegt, nach dem unter 1 Bewiesenen also
in C∗, d. h. alle offenen Mengen sind μ∗-meßbar. Die von den offenen Mengen erzeugte
Borel-σ-Algebra B(X) ist somit in C∗ enthalten, und da μ∗ über C∗ ein Maß ist, gilt dies
auch für B(X). ◻

1.4 Spezielle Maße

Die bekanntesten speziellenMaße sind die in der Analysis gebräuchlichen Integrationsma-
ße, d. h. das Lebesgue-Maß und das Lebesgue-Stieltjes’sche Maß. Deren Kennzeichnung –
wie auch der später genannte „spezielle Maßerweiterungssatz“ – verweisen auf die Bedeu-
tung der Sätze 1.3.3 und 1.3.4. Wir werden in diesem Abschnitt außerdem auf die für die
stochastische Modellierung wichtigen Radon-Maße, insbesondere die Radon’schen Zähl-
maße, eingehen.

1.4.1 Lebesgue-Maß und Lebesgue-Stieltjes’scher Inhalt

Definition 1.4.1 (Lebesgue-Maß) Q bezeichne die Familie aller Quader (verallgemeiner-
ten Rechtecken) des d-dimensionalen reellen Raumes R̄d einschließlich der leeren Menge von
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der Form Qa ,b = {x ∶ a < x ≤ b}, so daß auch die Mengen Qn in dem Ausdruck (1.3)
(s. Abschn. 1.3) Quader der Form

Qa(n) ,b(n) = {x ∶ a
(n)
< x ≤ b(n)}

sind mit x = (x , . . . , xd), a(n) = (a
(n)
 , . . . , a(n)d ), b

(n)
= (b(n) , . . . , b(n)d )

16 . Q formt ein
zerlegbares System. Wird die Mengenfunktion φ durch

φ(Qa(n) ,b(n)) = vol(Qa(n) ,b(n)) =
d
∏

ν=
(b(n)ν − a(n)ν )

dargestellt17 (d ≥ ), und ist damit das äußere Maß μ∗φ wie in (1.3) in der Form

μ∗φ(A) = inf {
∞

∑

n=
φ(Qn) ∶ A ⊂ ⋃

n∈N
Qn , Qn ∈ Q ∀ n ∈ N} für A ∈ X

Q

gegeben, so bezeichnet man das zum Basispaar (Q, φ) gemäß Satz 1.3.1 bestimmte vollstän-
digeMaß λ = μ∗φ ∣C∗ als Lebesgue-Maß über demR

d . λ ist durch seineWerte λ(Q) = μ∗φ(Q)
auf Q eindeutig bestimmt, da (Q, φ) die Voraussetzungen der Sätze 1.3.3 und 1.3.4 erfüllt.
μ∗φ heißt Lebesgue’sches äußeres Maß.

φ = vol ist diejenige Mengenfunktion über der Borel-σ-Algebra des reellen R
d , die den

aus dem kartesischen Produkt von Intervallen (Borel-Mengen) gebildeten Quadern deren
Volumen zuordnet. φ ist über kompakten Mengen des Rd endlich. Das Lebesgue-Maß λ
der Integrationstheorie geht aus der Vervollständigung des mittels des äußeren Maßes μ∗φ
gebildeten Maßes λ hervor und repräsentiert ein vollständiges σ-endliches Maß über dem
R

d , das insbesondere jedemQuader seinen Inhaltswert zuordnet: λ(Qa,b) = ∏
d
ν=(bν−aν).

Es ist ein Borel-Maß18. Sind Q ,Q mit Q ⊂ Q Borelmengen gleichen Inhalts, so wird
das Lebesgue-Maß einer jeden Menge M mit Q ⊂ M ⊂ Q gerade durch λ(M) = φ(Qi)

dargestellt (i ∈ {, }).
Im eindimensionalen reellen Raum formt – wie bereits erwähnt (siehe Beispiel 5 in Ab-

schn. 1.1) – die Mengenfamilie

AQ =

⎧
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

m
⋃

j=
(a j , b j] ∶ m ∈ N, a j , b j ∈ R̄, a j < b j

⎫
⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎭

∪ {∅}

16 Größenrelationen für Vektoren sind komponentenweise zu verstehen.
17 Tatsächlich ist es hierfür belanglos, ob es sich um offene, halboffene oder abgeschlossene Intervalle
handelt.
18 Vergl. Definition 1.4.6 in Abschn. 1.4.4. Man beachte, daß es sich nicht um den kompaktifizierten
reellen Raum handelt. Jede kompakte Menge K ⊂ R ist Teilmenge eines abgeschlossenen Intervalls
[a , b]mit −∞ < a < b < +∞.
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eine Algebra. Definiert man mit Hilfe einer monoton nicht abnehmenden Funktion F ∶
R̄→ R̄mit ∣F(r)∣ < ∞ für ∣r∣ ≠ ∞ die Mengenfunktion φF ∶ AQ → R̄ durch

φF(∅) = ,

φF((a, b]) = F(b) − F(a) für a < b, (1.8)

φF
⎛

⎝

m
⋃

j=
(a j , b j]

⎞

⎠

=

m

∑

j=
φF((a j , b j]) für b j ≤ a j+ ∀ j ≤ m,

so ist φF ein elementares Maß (speziell ein Inhalt) über AQ , das man als Lebesgue-
Stieltjes’schen Inhalt bzgl. F bezeichnet. Da man R durch abzählbar viele Intervalle der
Form (a j , b j] mit a j < b j und φF((a j , b j]) < ∞ überdecken kann, handelt es sich um
einen σ-endlichen Inhalt. Das zugehörige äußere Lebesgue-Maß μ∗ überP(R̄) ist gemäß
(1.3) in Abschn. 1.3 definiert. Es läßt sich zeigen, daß φF genau dann σ-additiv (somit
ein Prämaß) ist, wenn die Funktion F rechtsstetig ist mit limr→−∞ F(r) = F(−∞) und
limr→+∞ F(r) = F(+∞). In diesem Falle existiert nach Satz 1.3.4 genau eine Fortsetzung
von φF zu einem vollständigen Maß – dem Lebesgue-Stieltjes’schen Maß λF . Dazu die

Definition 1.4.2 (Lebesgue-Stieltjes’sches Maß) Es sei F ∶ R → R eine monoton nicht
abnehmende und von rechts stetige reellwertige Funktion mit ∣F(r)∣ < ∞ für ∣r∣ ≠ ∞. Q
bezeichne die Familie aller halboffenen Intervalle der Form (a, b] für a < b unter Einschluß
der leeren Menge. Wird die Mengenfunktion φF durch φF(∅) =  und

φF(Qa ,b) = F(b) − F(a) für Qa ,b = (a, b]

definiert, und ist damit das Lebesgue-Stieltjes’sche äußere Maß μ∗φ gemäß Gleichung (1.3)
bestimmt, so heißt das über der σ-Algebra C∗ aller Carathéodory-meßbaren Mengen zum
Basispaar (Q, φF) definierte vollständige Maß λF = μ∗φF

∣
C
∗ das Lebesgue-Stieltjes’scheMaß

bzgl. F .

Während somit ein Lebesgue-Stieltjes’scher Inhalt φF unddamit das Lebesgue-Stieltjes’-
sche Maß mit Hilfe einer monoton nicht abnehmenden Funktion F definiert sind, kann
auch der umgekehrte Weg beschritten werden, der von einer erweitert-reellwertigen und
endlich additivenMengenfunktion θ ausgeht. DieserWeg ist in der Integrationstheorie üb-
lich, d. h. insbesondere im Falle des meßbaren Raumes [Rn ,B] (wir beschränken uns auf
den eindimensionalen Fall). Da hierbei nicht ausgeschlossen ist, daß die Mengenfunktion
θ auch negative Werte annimmt, spricht man von einem Stieltjes’schen Quasi-Inhalt [169].
Sei Q = [a, b] ein ggf. nicht endliches abgeschlossenes Intervall der reellen Achse. Als
Subintervall bezeichnen wir jedes halboffene Intervall (x , y] ⊂ Q mit x > a und jedes ab-
geschlossene Intervall [a, y]mit y ≤ b. Um beide Subintervalltypen mit gleicher Symbolik
zu versehen, schreibt man dafür {x , y].
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Definition 1.4.3 Es sei S eine Menge von Subintervallen des Intervalls Q = [a, b]. Eine re-
ellwertige und endlich additiveMengenfunktion θ ∶ S → R̄mit θ(∅) =  heißt Stieltjes’scher
Quasi-Inhalt.

Die durch die Inhaltswerte (Volumina) vol({x , y]) = y − x definierte Mengenfunktion
θ = φ ist natürlich auch ein solcher Stieltjes’scher Quasi-Inhalt, und generell ist jeder Inhalt
(und, allgemeiner, jedes Prämaß oder Maß) auch ein Stieltjes’scher Quasi-Inhalt.

In praktischen Fällen und in der Integrationstheorie reicht es i. a. aus, die Stieltjes’schen
Quasi-Inhalte über einer dichtenMenge von Subintervallen zu definieren.Dazudie folgende

Definition 1.4.4 Es sei D eine in Q = [a, b] dichte Menge, die beide Endpunkte a und
b enthält. Die Gesamtheit S aller derjenigen Subintervalle {x , y], deren Endpunkte zu D
gehören, wird als in Q dichte Menge von Subintervallen bezeichnet.

Jedem Stieltjes’schen Quasi-Inhalt θ ist eine Funktion F ∶ [a, b] → R vermöge

F(x) =
⎧
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

θ([a, x]) für x ∈ D, x ≠ a,
 für x = a

zuzuordnen, die man als die zu θ gehörige erzeugende Funktion bezeichnet [169]; sie
erfüllt die Relation

θ((x , y]) = F(y) − F(x).

F ist offenbar dann und nur dannmonoton nicht abnehmend über [a, b], wenn θ ein nicht-
negativer Stieltjes’scher Quasi-Inhalt ist. In diesem Falle ist F – sofern b = ∞ und F(∞) = 
gilt – eine Verteilung im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie. Umgekehrt definiert jede
über einer in Q = [a, b] dichten MengeD endliche Funktion F(x), die in x = a verschwin-
det, einen Stieltjes’schen Quasi-Inhalt. Im Falle monoton nicht abnehmender Funktionen
F wird damit der Zusammenhang sowohl zumLebesgue-Stieltjes’schen Inhalt als auch zum
Riemann-Stieltjes’schen Inhalt (sowie demRiemann-Stieltjes-Integral) hergestellt; letzteres
dann, wenn anstelle der Konstruktion über das Lebesgue’sche äußere Maß direkt Quasi-
Inhalte endlicher Variation herangezogen werden.

1.4.2 Das Helly’sche Auswahlprinzip

Ein Satz vonEduardHelly besagt, daß aus einerMenge punktweise gleichmäßig beschränk-
ter Funktionen endlicher Variation, definiert über einem kompakten Intervall, stets eine
Teilfolge ausgewählt werden kann, die punktweise gegen eine Grenzfunktion endlicher Va-
riation konvergiert [78]. Dieser Satz kann auf Folgen von Quasi-Inhalten über B(Rn

) ver-
allgemeinert werden, sofern entsprechende Beschränktheitseigenschaften vorliegen. Wir
konzentrieren uns im Folgenden wieder auf den eindimensionalen Fall.
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Satz 1.4.1 (Helly’sches Auswahlprinzip) D sei eine in dem Intervall Q = [a, b] der reellen
Achse dichte Menge, die beide Endpunkte a und b enthält. S bezeichne eine im Sinne der
Definition 1.4.4 dazu gehörige dichteMenge von Subintervallen von Q. Eine überS definierte
unendliche Menge F = {θi}i∈I von Stieltjes’schen Quasi-Inhalten gleichmäßig beschränkter
Variation19 enthält stets eine (Teil-)Folge {θν}ν∈N, die gegen einen Quasi-Inhalt θ über S von
endlicher Variation konvergiert.

Beweis Da R, versehen mit der natürlichen Topologie, separabel ist, kann man davon aus-
gehen, daß S eine in Q dichte Folge {{x j , y j]} j∈N von Subintervallen enthält. Die Men-
ge der Werte θi({x , y]) (i ∈ I) ist beschränkt und enthält daher eine konvergente Folge
{θn({x , y])}n∈N. Die entsprechende Folge {θn}n∈N der Quasi-Inhalte sei in {θ()n }n∈N
umbenannt; aus ihr kann aus gleichem Grunde eine Teilfolge {θ()nν }ν∈N derart ausgewählt
werden, daß dieWerte θ()nν ({x, y]) über dem zweiten Subintervall eine konvergente Zah-
lenfolge bilden, so daß – mit der Umbenennung {θ()nν }ν∈N = {θ

()
n }n∈N – sowohl die

Zahlenfolge {θ()n ({x , y])}n∈N als auch die Zahlenfolge {θ()n ({x, y])}n∈N konvergiert,
d. h. {θ()n }n∈N ist über beiden ersten Subintervallen konvergent. Entsprechend gibt es in
{θ()n }n∈N eine Teilfolge {θ()n }n∈N , die über den ersten drei Subintervallen konvergente
Folgen bildet, usw. Die Fortführung dieser Konstruktion garantiert zu jedem j ∈ N die
Existenz einer Teilfolge {θ( j)n }n∈N der ursprünglichen Folge {θn}n∈N von Quasi-Inhalten,
mit der alle j Zahlenfolgen {θ( j)n ({xk , yk])}n∈N, k = , . . . , j, mit n → ∞ konvergieren.
Man wähle nun die Diagonalfolge {θ(n)n }n∈N, die auf allen Subintervallen der in Q dichten
Folge konvergiert und daher eine über Q gegen eine Mengenfunktion θ konvergente Folge
vonQuasi-Inhalten darstellt. θ besitzt alle Eigenschaften eines Stieltjes’schen Quasi-Inhalts
und ist wegen

mΠ

∑

j=
∣θ({x j , x j+])∣ = lim

n→∞

mΠ

∑

j=
∣θ(n)n ({x j , x j+])∣ für jede Partition Π

von beschränkter Variation. ◻

Für eine Folge {μn}n∈N vonMaßen überB(R) können nun stets Funktionen fn ∶ R→ R̄

vermöge fn(x) = μn((−x ,+x)) gebildet werden; diese Funktionen sind bzgl. x offenbar
monoton nicht abnehmend, und monotone Funktionen sind stets von endlicher Variation
[124]. Daraus ist folgender Schluß zu ziehen [59]:

Korollar 1.4.2 Ist {μn}n∈N eine Folge von solchen Maßen über B(R), die für jedes x ∈ R
eine gleichmäßig beschränkte Zahlenfolge {μn((−x ,+x)}n∈N bilden, so enthält {μn}n∈N eine

19 Definition 1.2.9, Abschn. 1.2. Ein Menge von Quasi-Inhalten ist von gleichmäßig endlicher Varia-
tion, wenn es eine für jeden Quasi-Inhalt θi geltende gemeinsame Konstante K mit VarQ(θi) ≤ K
(gemäß Definition 1.2.9) gibt.
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Teilfolge {μnν}ν∈N, die gegen ein Maß μ über B(R) im Sinne von

({μnν}ν∈N → μ) ⇐⇒ ( lim
ν→∞

μnν (B) = μ(B) ∀B ∈ B(R), B beschränkt)

konvergiert, wobei μ((−∞,+∞)) nicht notwendig endlich sein muß.

1.4.3 Wahrscheinlichkeitsmaße

Eine Besonderheit der Lebesgue-Stieltjes’schen Maße stellen die Wahrscheinlichkeitsmaße
dar, die wir im Kap. 2 behandeln. Dazu bemerken wir Folgendes: Der Spezialfall einer in
das Intervall [, ] abbildenden rechtsstetigen undmonoton nicht abnehmenden Funktion

F ∶ R̄→ [, ]

führt zu einem vollständigen und total endlichen Maß P über der σ-Algebra Aσ =

σ(AQ) mit P(Ω) =  für Ω = R̄. Ein solches Maß wird als Wahrscheinlichkeitsmaß
bezeichnet, und [Ω,Aσ ,P] heißtWahrscheinlichkeitsraum. Bei gegebenemWahrschein-
lichkeitsraum [Ω,Aσ ,P] nennt man eine meßbare und P-fast überall endliche Funktion
ξ ∶ (Ω,Aσ) → (R̄,B(R̄)) eine reellwertige Zufallsvariable bzgl. [Ω,Aσ ,P]20. Je-
de monoton nicht abnehmende und rechtsseitig stetige Funktion F ∶ R̄ → [, ], die
F(−∞) =  und F(+∞) =  erfüllt, ist Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen ξ, für
die P({ω ∈ Ω ∶ ξ(ω) ≤ r}) = F(r) gilt (zu weiteren Einzelheiten vergl. Kap. 2).

Im mehrdimensionalen Fall, d. h. bei gegebener Funktion F ∶ R̄d
→ [, ] mit d > ,

reichen allerdings die genannten Eigenschaften nicht aus, um F als Verteilungsfunktion
eines Zufallsvektors ξ = (ξ, . . . , ξd) festzulegen. Dies beweist u. a. ein in [165] genanntes
Beispiel für d = : Die Funktion F ∶ R̄

→ [, ], definiert durch

F(x , x) =
⎧
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

, falls x + x ≥ ,
, falls x + x < ,

ist offenbar in jeder Komponente von rechts stetig und monoton nicht fallend und garan-
tiert für alle xi , x ∈ R̄ das Bestehen der Gleichungen

F(x , x) = F(x , x),

F(x ,−∞) = F(−∞, x) = ,
F(+∞,+∞) = .

20 Die Schreibweise ξ ∶ (Ω,Aσ) → (R̄,B(R̄)) für die Abbildung ξ ∶ Ω → R̄ soll den Bezug zur
Meßbarkeitseigenschaft herstellen.
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Man kann jedoch kein Wahrscheinlichkeitsmaß PF über einer σ-Algebra Aσ ⊂ P(Ω) zu
einerMengeΩ angeben, so daß F gemeinsameVerteilungsfunktion zweier Zufallsvariablen
ξi ∶ Ω → R̄ ist (i = , ), denn dies würde die Gültigkeit von

PF({ω ∈ Ω ∶ −∞ < ξ(ω) ≤ x ,−∞ < ξ(ω) ≤ x}) = F(x , x)

erfordern, so daß insbesondere das Maß PF(Q−,) des Quaders

Q
−, = {(z , z) ∶ − < z ≤ ,− < z ≤ }

als PF(Q−,) = F(, ) − F(,−) − (F(−, ) − F(−,−)) darstellbar sein müßte; dieser
letztere Ausdruck hat jedoch den Wert −.

Nachfolgend werden Vektoren wieder durch Fettbuchstaben gekennzeichnet. Entspre-
chende Relationen sind komponentenweise zu verstehen, d. h. a < x ≤ b steht für ai <
xi ≤ bi (i = , . . . , d), usw. Eine Funktion F über dem R̄

d ist in jeder Komponente mo-
noton nicht abnehmend, wenn aus x()i ≤ x()i ∀ i ∈ {, . . . , d} folgt F(x() , . . . , x()d ) ≤

F(x() , . . . , x()d ).
Die nach obiger Erkenntnis notwendige zusätzliche Eigenschaft zur Kennzeichnung

vonVerteilungsfunktionen immehrdimensionalen Fall nennenwir „Quader-Monotonie“21.

Definition 1.4.5 (Quadermonotonie) Es sei F ∶ R̄
→ [, ] eine in jeder Komponente von

rechts stetige und monoton nicht abnehmende Funktion. F heißt quadermonoton, falls für
jeden halboffenen Quader Qa,b = {x ∶ a < x ≤ b} der Ausdruck

IF(Qa ,b) =

∑

i=


∑

i=
. . .


∑

id=
(−)i+i+...+id

⋅F(b − i(b − a), b − i(b − a), . . . , bd − id(bd − ad)) (1.9)

stets größer oder gleich Null ist.

Wie leicht nachprüfbar, ist (1.9) im Falle des Quaders Q
−, aus obigem Beispiel gerade

der Ausdruck IF(Q−,) = F(, ) − F(,−) − (F(−, ) − F(−,−)).

Satz 1.4.3 (SpeziellerMaßerweiterungssatz) Es sei F ∶ R̄d
→ [, ] eine in jeder Komponen-

te von rechts stetige undmonoton nicht abnehmende quadermonotone Funktion über dem R̄
d

mit folgenden Eigenschaften (i , . . . , id sei eine beliebige Permutation der Zahlen , . . . , d):

F(x , . . . , xd) = F(xi , . . . , xid),

F(x , . . . , xk− ,−∞, xk+ , . . . , xd) =  ∀ k ∈ {, . . . , d},
F(+∞, . . . ,+∞) = .

21 In [165] „Rechtecks-Monotonie“ genannt.
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Es gibt dann genau einen Wahrscheinlichkeitsraum [Ω,Aσ ,PF], in dem F die gemeinsame
Verteilungsfunktion von d Zufallsvariablen ξ , . . . , ξd in [Ω,Aσ ,PF] repräsentiert, d. h.

PF ({ω ∶ ξ(ω) ≤ x , . . . , ξd(ω) ≤ xd}) = F(x , . . . , xd).

PF ist das Lebesgue-Stieltjes’sche Maß bzgl. F.

Beweis Die FamilieQ aller halboffenenQuader Qa ,b = {x ∶ a < x ≤ b} formt ein zerlegba-
res System im R̄

d (vergl. etwa [68]). ÜberQ definieren wir die Mengenfunktion φF ∶ Q →

[, ] unter Verwendung von (1.9) durch

φF(Qa,b) = IF(Qa,b).

Aufgrund der Quader-Monotonie von F gilt φF(Qa,b) ≥ ; mit φF(∅) =  stellt daher φF

ein elementares Maß dar. Bei gegebenem Quader Qa ,b sei bmax = max{b , . . . , bd}, und
man setze bmax = (bmax, . . . , bmax); dann ist Qa ,b ⊂ Q−∞,bmax , und es gilt

IF(Qa ,b) ≤ IF(Q−∞,bmax) = F(bmax, . . . , bmax) ≤ .

Dies beweist, daß stets φF(Qa ,b) ≤  und φF(Q∞,∞) =  ist. Man sieht weiterhin leicht ein,
daß φF endlich additiv ist, d. h. für eine Vereinigung ⋃k

n= Uan ,bn wechselseitig disjunkter
halboffener Quader Uan ,bn = {x ∶ an < x ≤ bn} gilt

φF (
k
⋃

n=
Uan ,b n) =

k
∑

n=
φF (Uan ,bn) .

Im Folgenden wird nun gezeigt, daß φF die Relation 1.7 erfüllt. Es bezeichne ⋃∞n= Qan ,bn

eine Überdeckung von Qa ,b . Aufgrund der Rechtsstetigkeit von F gibt es zu jedem n ∈ N
und jedem δ >  ein εn = εn(δ) >  derart, daß mit εn = (εn , . . . , εn) ∈ Rd

φF(Qan ,bn+εn) − φF(Qan ,bn) <
δ
n

(1.10)

wird. Die Vereinigung der abzählbar vielen offenen Quader Q○an ,b n+εn = {x ∶ an < x < bn +

εn} überdeckt den halboffenenQuader Qa,b und damit auch den abgeschlossenenQuader
Q̄a+η ,b = {x ∶ a + η ≤ x ≤ b} für jedes η = (η, . . . , η) ∈ Rd mit  < η < mink∈{,... ,d}{bk −
ak}. Dieser ist kompakt (Satz von Heine-Borel, s. Satz A.1.17 in Abschn. A.1), so daß es
unter den Q○an ,bn+εn (n ∈ N) bereits eine endliche Familie

F = {Q○aν ,b ν+εν
, . . . ,Q○aνm ,b νm+ενm

}

gibt, die Q̄a+η ,b überdeckt. Es sei ε = max{εν , . . . , ενm}, und man wähle η zu η = ε (ε als
genügend klein vorausgesetzt); die zugehörigen Vektoren desRd seinen ε = η = (ε, . . . , ε).
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Die endliche Familie F überdeckt dann auch den halboffenen Quader Qa+ε ,b = {x ∶ an +

ε < x ≤ bn}. Man setze

Mℓ = Qa+ε ,b ∩
⎛

⎝

Q○aνℓ ,b νℓ+ε
∖

ℓ−
⋃

j=
Q○aν j ,b ν j+ε

⎞

⎠

, ℓ = , . . . ,m.

Jede dieser PunktmengenMℓ ∈ R
d besteht aus einer Vereinigung⋃rℓ

i= Q
′

i wechselseitig dis-
junkter halboffenerQuader, die innerhalb vonQa ,b liegt, und für dieQa+ε ,b = ⋃

m
ℓ= ⋃

rℓ
i= Q

′

i
gilt. Aufgrund der endlichen Additivität von φF folgt für geeignete Qaν j ,b ν j+ε = {x ∶ aν j <

x ≤ bν j + ε}

φF (Qa+ε ,b) =
m
∑

ℓ=

rℓ
∑

i=
φF(Q′i) ≤

m
∑

j=
φF(Qaν j ,bν j+ε) ≤

∞

∑

n=
φF(Qan ,bn+ε),

worin wegen (1.10)

∞

∑

n=
φF(Qan ,bn+ε) ≤

∞

∑

n=
[φF(Qan ,bn) +

δ
n
] =

∞

∑

n=
φF(Qan ,bn) + δ

ist. ε →  liefert φF (Qa ,b) ≤ ∑
∞

n= φF(Qan ,bn) + δ für beliebig kleines δ, was

φF (Qa ,b) ≤
∞

∑

n=
φF(Qan ,bn)

und somit die Gültigkeit von (1.7) impliziert. Nach Satz 1.3.3 ist φF zu einem vollstän-
digen Maß fortsetzbar, und zwar in Gestalt des vermöge der Beziehung (1.3) (Satz 1.3.1)
definierten äußeren Lebesgue-Maßes μ∗φF

∣
C
∗ (eingeschränkt auf die σ-Algebra C∗ ⊃ Q der

μ∗φF
-meßbaren Mengen). Da der R̄d offenbar durch abzählbar viele Quader Qan ,bn mit

φF(Qan ,bn) < ∞ überdeckbar ist, liegt mit φF zudem ein σ-endliches elementares Maß
vor, so daß Satz 1.3.4 die Eindeutigkeit von PF impliziert. Ω = R̄d ,A = C∗ undPF = μ∗φF

∣
C
∗

liefern die behauptete Aussage. ◻

1.4.4 Radon-Maße

Es möge nun OX das System aller offenen, CX das System aller abgeschlossenen und KX

das System aller kompakten Teilmengen eines topologischen Raumes (X ,OX) bezeichnen.
Während die von CX erzeugte σ-Algebra mit der Borel-σ-Algebra B(X) = σ(OX) zusam-
menfällt, ist die von den kompakten Mengen erzeugte σ-Algebra σ(KX) im allgemeinen
echt in der σ-Algebra σ(CX) enthalten. Ist allerdings (X ,OX) ein kompakter Hausdorff-
Raum (T-Raum), so fallen die kompakten Mengen mit den abgeschlossenen zusammen,
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und (X ,OX) verhält sich bzgl. der Borel-σ-Algebra wie der durch Hinzunahme des Punk-
tes∞ kompaktifizierte Rd , d. h. es gilt

σ(OX) = σ(CX) = σ(KX), falls X kompakter Hausdorff-Raum.

Die Kompaktheit des Raumes ist hierin eine wichtige Voraussetzung, denn in einem belie-
bigen Hausdorff-Raum sind zwar alle kompakten Mengen abgeschlossen und daher auch
Borel-Mengen, jedoch sind i. a. nicht alle abgeschlossenen Mengen kompakt.

Definition 1.4.6 (Borel-Maß) Es sei (X ,OX) ein T-Raummit der Borel-σ-Algebra B(X).
Ein Maß μ über B(X) heißt

• Borel-Maß auf X, falls für jede kompakte Menge K ∈ B(X) gilt μ(K) < ∞,
• von innen regulär, falls für jede Borel-Menge A ∈ B(X) das Maß μ(A) schreibbar ist als

μ(A) = sup{μ(K) ∶ K ⊂ A, K kompakt},
• von außen regulär, falls für jede Borel-Menge A ∈ B(X) das Maß μ(A) schreibbar ist als

μ(A) = inf {μ(O) ∶ A ⊂ O , O offen}.

Alle endlichenMaßeüberB(X) sind somit Borel-Maße. EinMaß, das sowohl von innen
als auch von außen regulär ist, wird kurz als reguläres Maß bezeichnet. Ist ein Maß von
innen (bzw. außen) regulär, so wird es bereits durch seineWerte auf den kompakten (bzw.
offenen) meßbaren Mengen vollständig bestimmt.

In einem Hausdorff-Raum X ist jede kompakte Menge abgeschlossen; die Umkehrung
gilt, falls X selbst kompakt ist, d. h. in einem kompakten Raum sind Abgeschlossenheit
und Kompaktheit äquivalent. Demnach kann man die Regularität eines Maßes in einem
kompakten Raummit dem Bestehen folgender Relationen erklären:

μ(M) = sup{μ(C) ∶ C ⊂ M , C ∈ CX} ∀M ∈ B(X), (1.11)
μ(M) = inf {μ(O) ∶ M ⊂ O , O ∈ OX} ∀M ∈ B(X). (1.12)

Lemma 1.4.4 Es sei μ ein endliches Maß über der Borel-σ-Algebra B(X) eines (nicht not-
wendig kompakten) Hausdorff-Raumes X. Für jede meßbare Menge M gilt dann: Erfüllt M
eine der Bedingungen (1.11), (1.12), so erfüllt das Komplement von M die jeweils andere
Bedingung.

Beweis ZuM ∈ B(X) seiO eineM umfassendeoffeneMenge.Oc
=∶ C ist dann abgeschlos-

sen, und es gilt C ⊂ Mc . Aufgrund der Endlichkeit des Maßes μ hat man

μ(Mc
) − μ(C) = (μ(X) − μ(M)) − (μ(X) − μ(O)) = μ(O) − μ(M).

Erfüllt nun M die Relation (RK2), so gibt es zu jedem beliebig kleinen ε >  eine offene
Menge Oε mit μ(Oε) − μ(M) ≤ ε, also eine abgeschlossene Menge Cε = X ∖ Oε ⊂ Mc
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mit μ(Mc
) − μ(Cε) ≤ ε, so daß das Supremum sup{μ(C) ∶ C ⊂ M , C ∈ CX} nicht echt

kleiner als μ(Mc
) sein kann. Entsprechendes ist bzgl. (RK2) für Mc zu schließen, falls M

die Relation (RK1) erfüllt. ◻

Definition 1.4.7 (Radon-Maß) Ein auf der Borel-σ-Algebra B(X) eines T-Raumes
(X ,OX) definiertes Maß μ heißt lokal-endlich, wenn es zu jedem Punkt x ∈ X eine of-
fene Umgebung U ∈ U(x) von x gibt, für die μ(U) < ∞ gilt. Ein lokalendliches und von
innen reguläres Maß auf X nennt man ein Radon-Maß.

Jede offene Überdeckung einer kompakten Menge K ∈ K enthält per definitionem eine
endliche Überdeckung. Ist μ lokal-endliches Maß, existiert also zu jedem x ∈ K eine of-
fene Umgebung Ox ∈ OX mit μ(Ox) < ∞, so kann stets eine endliche Überdeckung von
K aus offenen Umgebungen endlichen Maßes konstruiert werden, d. h. unter einem lokal-
endlichenMaß μ ist μ(K) < ∞ für jede kompakteMenge K. Folglich ist jedes lokal-endliche
Maß ein Borel-Maß. Weiterhin läßt sich zeigen, daß in polnischen Räumen die Radon-
Maße auch von außen regulär sind (zur Erinnerung: Ein metrischer Raum (X; d) wird als
polnischer Raum bezeichnet, wenn er vollständig ist und eine abzählbare Basis besitzt; vergl.
Definition A.1.25 in Abschn. A.1). Die Existenz einer abzählbaren Basis ist für metrische
Räume mit der Eigenschaft der Separabilität gleichwertig, d. h. mit der Eigenschaft, eine
überall dichte und abzählbare Teilmenge zu enthalten. Zu weiteren Eigenschaften polni-
scher Räume s. Satz A.1.39, Abschn. A.1.6. Wir beweisen zunächst einige Hilfsaussagen.

Lemma 1.4.5 Es sei μ ein über der Borel-σ-Algebra B(X) eines polnischen Raumes (X; d)
definiertes endliches Maß; dann gibt es zu jedem η >  eine kompakte Teilmenge Kη ⊂ X mit
μ(X) − μ(Kη) < η, und es gilt

μ(X) = sup{μ(K) ∶ K ⊂ X , K kompakt}.

Beweis Als polnischer Raum besitzt X eine abzählbare Basis, daher enthält nach Aussage
des Satzes A.1.8 von Lindelöf (s. Abschn. A.1) jede offene Überdeckung eine abzählbare
Überdeckung, d. h. es gibt eine in X dichte Punktfolge D = {xk}k∈N mit D̄ = X. Für belie-
biges ℓ >  bilden daher die Kreisumgebungen

K̄ℓ(xk) = {y ∶ d(xk , y) ≤

ℓ
}

eine abgeschlossene Überdeckung von X. Setzt man Ān ∶= ⋃
n
k= K̄ℓ(xk), so folgt für die

monoton nicht abnehmende Folge {Ān}n∈N abgeschlossener Mengen

∞

⋃

n=
Ān = lim

n→∞
Ān = X , μ( lim

n→∞
Ān) = lim

n→∞
μ(Ān) = μ(X) < ∞.
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Zu jedem η >  läßt sich daher ein nℓ(η) derart finden, daß μ(X) − μ(Ānℓ(η)) <
η
ℓ wird.

Es sei⋂∞ℓ= Ānℓ(η) =∶ Kη ; wegen X ∖ Kη = ⋃
∞

ℓ=(X ∖ Ānℓ(η)) hat man

μ(X) − μ(Kη) ≤
∞

∑

ℓ=
μ(X ∖ Ānℓ(η)) =

∞

∑

ℓ=
(μ(X) − μ(Ānℓ(η))) < η.

Dabei gilt Kη ⊂ Ānℓ(η) = ⋃
nℓ(η)
k= K̄ℓ(xk) für alle ℓ ∈ N. Zu beliebigem ε >  setze man

ℓε = ⌈ ε ⌉. Kη ist dann enthalten in der Vereinigung K̄ℓε(x) ∪ . . . ∪ K̄ℓε(xnℓε (η)) endlich
vieler Kreisumgebungen, deren Durchmesser

d(K̄ℓε(xk)) = sup{d(x , y) ∶ x , y ∈ K̄ℓε(xk)} ≤

ℓε
≤
ε

< ε

ist, d. h. jedes Kη ist total-beschränkt und demnach kompakt (vergl. Satz A.1.39 in Ab-
schn. A.1). Folglich kann μ(X) nicht echt größer als das Supremum sup{μ(K) ∶ K ⊂
X , K kompakt} sein, womit alles bewiesen ist. ◻

Als abkürzende Schreibweise benutzen wir im Folgenden die SymboleReg(μ) für die
Familie aller Borel-Mengen M, bzgl. derer ein über B(X) definiertes Maß μ regulär ist,
undRegi(μ) bzw. Rega(μ) für die Familie aller solchen Borel-Mengen M, bzgl. derer μ
von innen regulär bzw. von außen regulär ist:

Reg(μ) = Regi(μ) ∩Rega(μ) ⊆ B(X),
Regi(μ) = {M ∶ μ(M) = sup{μ(K) ∶ K ⊂ M , K kompakt}},
Rega(μ) = {M ∶ μ(M) = inf{μ(O) ∶ M ⊂ O , O offen}}.

Lemma 1.4.6 Ist μ ein über der Borel-σ-Algebra B(X) eines polnischen Raumes (X; d) de-
finiertes endliches Maß, so gilt CX ⊂ Reg(μ), d. h. μ ist regulär bzgl. aller abgeschlossenen
Mengen C ⊂ X.

Beweis 1. Für die (sowohl offene als auch abgeschlossene) leere Menge ∅ ist die Behaup-
tung offensichtlich richtig, so daß wir von vornherein C ≠ ∅ voraussetzen können (auch
für X selbst ist nach Lemma 1.4.5 nichts mehr zu zeigen). Zu einer abgeschlossenen Men-
ge C ≠ ∅ gibt es eine abnehmende Folge {On}n∈N offener Mengen mit limn→∞ On =

⋂
∞

n= On = C (s. LemmaA.1.25 in Abschn. A.1). Da μ endlich ist, hatman limn→∞ μ(On) =

μ(limn→∞ On) = μ(C), woraus sofort μ(C) = inf{μ(O) ∶ C ⊆ O ,O offen} ⇐⇒ C ∈
Rega(μ) folgt.

2. Es sei K kompakt. Wegen μ(C ∪ K) < ∞ ist μ(C ∖ K) = μ(C ∪ K) − μ(K), so daß
sich aus μ(C) = μ(C ∖ K) + μ(C ∩ K) die Beziehung

μ(C) − μ(C ∩ K) = μ(C ∪ K) + μ(K)
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ergibt, in der C ∩ K kompakt ist. Dies gilt insbesondere für die gemäß Lemma 1.4.5 zu
beliebigem η >  existierenden kompakten Mengen Kη , für die man

η > μ(X) − μ(Kη) ≥ μ(C) − μ(C ∩ Kη)

hat. Demnach kann nicht μ(C) > sup{μ(K) ∶ K ⊆ C , K kompakt} sein, d. h. es ist C ∈
Regi(μ). ◻

Lemma 1.4.7 Unter den Voraussetzungen des Lemmas 1.4.6 (μ endlich, X polnisch) gilt

M ∈ Reg(μ) �⇒ X ∖M ∈ Reg(μ).

Beweis Es sei M ∈ Reg(μ).
1. Aufgrund der Endlichkeit von μ hat man für jede kompakte Teilmenge K ∈ KX mit

K ⊂ M die Beziehung μ(Kc
) − μ(Mc

) = μ(M) − μ(K). M ∈ Regi(μ) bedeutet, daß es
zu jedem ε >  eine derartige kompakte Menge K gibt, die ∣μ(M) − μ(K)∣ < ε erfüllt, d. h.
eine offene Menge OK = Kc mit ∣μ(OK) − μ(Mc

)∣ < ε. Daraus folgt Mc
∈ Rega(μ).

2. M ∈ Rega(μ) bedeutet nach Lemma 1.4.4, daß μ(Mc
) = sup{μ(C) ∶ C ⊂ M , C ∈

CX} ist (man beachte auch μ(Mc
)−μ(Oc

) = μ(O)−μ(M) für jede offeneMengeO ⊃ M!),
und Lemma 1.4.6 besagt μ(C) = sup{μ(K) ∶ K ⊂ C , K kompakt}, so daß μ(Mc

) =

sup{μ(K) ∶ K ⊂ Mc , K kompakt} ⇐⇒Mc
∈ Regi(μ) folgt. ◻

Satz 1.4.8 Jedes Radon-Maß μ auf einem polnischen Raum ist σ-endlich und regulär.

Beweis 1. Da μ lokal-endlich ist, gibt es zu jedem x ∈ X eine offene Umgebung Ox mit
μ(Ox) < ∞. Als polnischer Raum besitzt X eine abzählbare Basis. Nach Aussage des Sat-
zes A.1.8 von Lindelöf (s. Abschn. A.1) enthält daher die offeneÜberdeckung⋃x∈X Ox eine
abzählbare Überdeckung ⋃∞k= Oxk , für die μ(Oxk) < ∞ ∀ k ∈ N gilt. Das bedeutet, daß μ
σ-endlich ist.

2. Nach Lemma 1.3.8 ist die Mengenfunktion μ∗ ∶ P(X) → R̄, definiert durch

μ∗(M) = inf {μ(O) ∶ M ⊂ O , O offen} ∀M ∈ P(X),

ein äußeres Maß. Wir zeigen, daß dieses äußere Maß von außen regulär ist und mit μ
übereinstimmt. Setzt man unter Verwendung der unter 1 genannten offenen Umgebungen
V○n ∶= ⋃

n
k= Oxk , so bilden die V○n eine monoton nicht abnehmende Folge offener Mengen

von endlichem Maß, die X überdecken:

V○n ⊆ V
○

n+ , μ(V○n ) < ∞ ∀ n ∈ N,
∞

⋃

n=
V○n = X .

Mit Hilfe der V○n läßt sich eine Folge von endlichen Maßen μn vermöge der Definition

μn(M) ∶= μ(M ∩ V○n ) ∀M ∈ B(X)
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angeben (dieMaßeigenschaften lassen leicht nachweisen). DieMaße μn sind von außen re-
gulär. Man kann nämlich mit Rückgriff auf die Metrik d des polnischen Raumes O. E. d. A.
voraussetzen, daß die offenen Umgebungen Oxk von der Form Oxk = {y ∶ d(y, xk) <
rk ∈ R} sind. Zu jeder Teilmenge M ∈ B(X) gibt es daher höchstens abzählbar viele Punk-
te xk und offene Kreisumgebungen Oxk , so daß F ∶= {x , x, . . .} ⊆ M ⊂ ⋃∞k= Oxk ist. Setzt
man für ℓ ≥ 

Uℓ =
∞

⋃

k=
{y ∶ d(y, xk) < rk/ℓ},

so folgt wegen Uℓ+ ⊂ Uℓ ∀ ℓ ∈ N und μn(Uℓ) = μ(Uℓ ∩M○n) < ∞

lim
ℓ→∞

Uℓ =
∞

⋂

ℓ=
Uℓ ⊆ M , μn( lim

ℓ→∞
Uℓ) = lim

ℓ→∞
μn(Uℓ) ≤ μn(M),

während andererseits für alle ℓ ∈ N, für die Uℓ ⊇ M ist, μn(Uℓ) ≥ μn(M) und somit
μn(M) ≥ limℓ→∞ μn(Uℓ) ist. Da die Uℓ offen sind, kann inf{μn(O) ∶ M ⊂ O ,O offen}
nicht größer als μn(M) sein, d. h. μn ist von außen regulär.

Man betrachte nun eine beliebige kompakte Teilmenge K von X. Wegen ⋃∞n= V○n = X
gibt es aufgrund der Kompaktheit von K bereits endlich viele V○n , die K überdecken, und
somit wegen V○n ⊂ V○n+ ein nK ∈ N mit K ⊂ V○nK

, so daß μ(K) = μnK (K) < ∞ ist. Die
Offenheit der V○n impliziert

μ(K) = μnK (K) = inf{μnK (O ∩ V
○

nK
) ∶ K ⊂ O , O offen}

= inf{μ(O) ∶ K ⊂ O , O offen},

woraus μ∗(K) = μ(K) für die (also jede) kompakte Menge K folgt. Für offene Mengen
einschließlich X selbst ist diese Übereinstimmung per definitionem gegeben. Insbesonde-
re besagt die Maßeigenschaft von μ, daß μ∗(K ∪ K) = μ∗(K) + μ∗(K) für disjunkte
kompakte Mengen K ,K gilt. Damit sind für das äußere Maß μ∗ die im Satz 1.3.9 als
Voraussetzung genannten Eigenschaften 1–3 gegeben, d. h. die Einschränkung des äuße-
ren Maßes μ∗ auf die Borel-σ-AlgebraB(X) ist ein Maß. Dieses Maß ist lokal-endlich und
ein Borel-Maß, da auf kompakten Mengen mit μ identisch. In Analogie zur Konstruktion
der V○n bezüglich des Maßes μ kann somit eine Folge offener Mengen V∗○n = ⋃

n
k= O

∗

xk mit
O∗xk = {y ∶ d(y, x

∗

k ) < rk} und μ∗(V∗○n ) < ∞ gefunden werden, so daß für eine beliebige
Menge M ∈ B(X) eine Punktfolge F∗ ∶= {x∗ , x∗ , . . .} ⊆ M ⊂ ⋃

∞

k= O
∗

xk angebbar ist und –
wieder in Analogie zum Vorigen – die offenen Mengen U∗ℓ = ⋃

∞

k= {y ∶ d(y, x
∗

k ) ≤ rk/ℓ}
zu

lim
ℓ→∞

U∗ℓ =
∞

⋂

ℓ=
U∗ℓ ⊆ M ⊆ U

∗

j ∀ j ∈ N
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führen. Setzt man Sℓ ∶= sup{μ∗(K) ∶ K ⊂ U∗ℓ , K kompakt}, so folgt offenbar

μ∗(M) ≤ lim
ℓ→∞

Sℓ = sup{μ∗(K) ∶ K ⊂ M , K kompakt}

= sup{μ(K) ∶ K ⊂ M , K kompakt} = μ(M),

während man stets μ∗(M) ≥ sup{μ∗(K) ∶ K ⊂ M , K kompakt} hat; das impliziert μ∗ = μ
auf B(X). ◻

Maße mit Werten in N nennt man Zählmaße. In vielen Anwendungen werden vor-
nehmlich Radon’sche Zählmaße betrachtet, und zwar solche auf polnischen Räumen, also
vollständigen und separablen metrischen Räumen. Nach obigem Satz 1.4.8 ist jedes derar-
tige Maß σ-endlich. Häufig verwendet man – im Gegensatz zur o. gen. Definition – den
Begriff Radon-Maß von vornherein nur für Radon’sche Zählmaße auf polnischen Räu-
men (vergl. etwa [7, 101]). Bzgl. der folgenden Definition sei daran erinnert, daß in einem
T-Raum jede einelementige Menge abgeschlossen ist und damit zur Borel-σ-Algebra des
Raumes gehört.

Definition1.4.8 Es sei μ einMaßmitWerten inN (einZählmaß) über der Borel-σ-Algebra
B(X) eines T-Raumes (X ,OX). Diejenigen Punkte x ∈ X, für die μ({x}) >  ist, heißen
Atome von μ. Die Menge aller Atome in X heißt der Träger von μ. Ist μ({x}) =  für jedes
Atom x ∈ X, so heißt das ein Zählmaß μ einfach.

Satz 1.4.9 Ist (X; d) ein polnischer Raum, so gelten für den Träger Tμ eines Radon’schen
Zählmaßes μ über der Borel-σ-Algebra B(X) die Aussagen

1. Tμ ist höchstens abzählbar unendlich,
2. μ(M) = ∑x∈Tμ

μ({x}) ⋅ M(x) für jede Borel-Menge M ∈ B(X).

Beweis 1. Die Existenz einer abzählbaren in X dichten Teilmenge {xk}k∈N bedeutet zu-
sammen mit der lokalen Endlichkeit von μ, daß es abzählbar viele offene Mengen Ok mit
xk ∈ Ok , ⋃k∈N Ok = X und μ(Ok) < ∞ gibt, d. h. Tμ ist höchstens abzählbar.

2. Zu jedem Ok sei Tμ(Ok) die (endliche) Anzahl aller Punkte y ∈ Ok mit μ(y) > ,
wobei Ok eine der eben erwähnten Überdeckungsmengen sei (k ∈ N); dann gilt

μ(M) = ∑
k∈N

μ(M ∩ Ok) = ∑
k∈N

∑

x∈Tμ(Ok)

μ({x}) ⋅ M(x) = ∑
x∈Tμ

μ({x}) ⋅ M(x)

für M ∈ B(X). ◻

Ein spezielles einfaches Radon’sches Zählmaß ist das sog. Dirac-Maß.
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Definition 1.4.9 (Dirac-Maß) Es sei (X ,Od) polnischer Raum mit der Borel-σ-Algebra
B(X), x ∈ X ein fest gewählter Punkt. Das Maß δx , definiert durch

δx(M) = M(x) für M ∈ B(X),

heißt Dirac-Maß über B(X).

1.5 Meßbare Abbildungen

Der Begriff der Meßbarkeit von Abbildungen zwischen meßbaren Räumen weist eine ge-
wisse Analogie zum Stetigkeitsbegriff für Abbildungen zwischen topologischen Räumen
auf, und zwar insofern, als die jeweiligen Urbildmengen von meßbaren Bildmengen (im
Falle der Stetigkeit von offenen Bildmengen) meßbar (im Falle der Stetigkeit offen) sein
müssen.

Definition 1.5.1 (Meßbare Abbildungen) Eine Abbildung f ∶ X → Y von einem meßbaren
Raum [X ,Aσ] in einen anderen meßbaren Raum [Y ,Bσ] heißtmeßbare Abbildung, wenn
das Urbild f −[B] = {x ∈ X ∶ f (x) ∈ B} jeder meßbarenMenge B ∈ Bσ eine meßbare Menge
in [X ,Aσ] ist, d. h. f −[B] ∈ Aσ .

Wie man leicht nachprüfen kann22, formen die Mengenfamilien

A f (Bσ) = { f −[B] ∶ B ∈ Bσ} bzw. M f (Y) = {M ⊂ Y ∶ f −[M] ∈ Aσ}

der Urbildmengen aller meßbaren Mengen aus [Y ,Bσ ] bzw. aller Teilmengen aus Y , deren
Urbilder in [X ,Aσ]meßbar sind, σ-Algebren in X bzw. in Y . Mit Hilfe dieser σ-Algebren
können wir die Meßbarkeit einer Abbildung f ∶ X → Y offenbar auch folgendermaßen
charakterisieren (nachfolgend bezeichne L ⊂P(Y) ein beliebiges Erzeugendensystem der
σ-Algebra Bσ , ggf. also auch Bσ = L selbst):

f ∶ [X ,Aσ] → [Y ,Bσ] meßbar ⇐⇒ A f (Bσ) ⊆ Aσ oder L ⊆M f (Y).

Es ist möglich, daß A f (Bσ) nur aus X selbst und der leeren Menge besteht, oder daß
M f (Y) = {∅, f [X], ( f [X])

c
,Y} gilt. Derartige Fälle sind bei surjektiven Abbildun-

gen und nicht trivialen σ-Algebren i. a. ausgeschlossen. Für eine surjektive Abbildung
f ∶ X → Y wirdM f (Y) auch als Bild f (Aσ) der σ-AlgebraAσ bezeichnet [68].

Es sei nun [X ,Aσ , μ] ein Maßraum. Die auf der σ-Algebra Bσ vermöge

ν f (B) = μ( f −(B)) ∀B ∈ Bσ (1.13)

22 Hierzu sind u. a. die für jede beliebige Indexmenge I und jede Abbildung f gültigen Relationen der
Form ⋃i∈I f

−[Mi] = f − [⋃i∈I Mi] bzw.⋂i∈I f
−[Mi] = f − [⋂i∈I Mi] zu beachten.
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definierte Mengenfunktion ν f ∶ Bσ → R̄ ist dann einMaß, denn für wechselseitig disjunkte
Bn aus Bσ (n ∈ N) sind auch die Mengen f −(Bn) wechselseitig disjunkt, so daß die σ-
Additivität von ν f aus derjenigen von μ folgt (die Relationen ν f (B) ≥  und ν f (∅) = 
bestehen trivialerweise).

Definition 1.5.2 (Induzierte Maße) [X ,Aσ] und [Y ,Bσ] seien meßbare Räume, f ∶
[X ,Aσ] → [Y ,Bσ ] eine meßbare Abbildung, μ ein Maß über Aσ . Das vermöge (1.13)
definierte Maß ν f heißt das durch die Abbildung f induzierteMaß überBσ .

Für Abbildungen meßbarer Räume in meßbare Räume ist eine erweiterte Version des
Begriffes „σ-Operator“ gebräuchlich, die insbesondere in der Theorie stochastischer Pro-
zesse Anwendung findet.

Definition 1.5.3 Es seien I eine Indexmenge, [X ,Aσ] und {[Yi ,Bi]}i∈I meßbare Räume.
Über der Menge der meßbaren Abbildungen von [X ,Aσ] in die Räume [Yi ,Bi] (i ∈ I) wird
der Operator σ definiert durch

σ(φi ∶ i ∈ I) = σ ({φ−i (Bi) ∶ Bi ∈ Bi , i ∈ I}) . (1.14)

Die Meßbarkeit von (erweitert-reellwertigen) Funktionen23, d. h. vonAbbildungen von
einemmeßbaren Raum in den durch Hinzunahme von +∞ und −∞ kompaktifizierten R,
wird häufig nur unter Bezugnahme auf die offenenMengen ausR definiert. Genauer nennt
man eine erweitert-reellwertige Funktion f ∶ X → R̄ über dem meßbaren Raum [X ,Aσ]

einemeßbare Funktion, falls das Urbild f −[O] jeder offenenMenge ausR und zusätzlich
die Mengen f −(−∞) = {x ∶ f (x) = −∞} und f −(+∞) = {x ∶ f (x) = +∞} meßbar
sind. Daß diese Form der Definition keine Einschränkung bedeutet, zeigt die Tatsache,
daß die Borel-σ-AlgebraB(R̄) von der Familie aller offenenMengen erzeugt wird. Enthält
nämlich die σ-AlgebraM f (R̄) aller Teilmengen M aus R̄, deren Urbilder meßbar sind,
alle offenen Mengen aus R̄, so folgt B(R̄) ⊆ M f (R̄), so daß f auch meßbar im Sinne der
Definition 1.5.1 ist.

Die Borel-σ-Algebra B(R̄) enthält alle offenen, halboffenen sowie abgeschlossenen In-
tervalle und wird von der Mengenfamilie Ē = {[r,+∞] ∶ r ∈ R} erzeugt, denn wegen

{+∞} =

∞

⋂

j=
[ j,+∞], {−∞} =

∞

⋂

j=
[− j,+∞]c

enthält σ(Ē) die „Kompaktifizierungsmengen“ {+∞} und {−∞} sowie – wie leicht nach-
zuprüfen – auch alle Intervalle der Form [r, s), (r, s], (r, s), [r, s], (−∞, r], [r,+∞). Eine
erweitert-reellwertige Funktion f ∶ X → R̄ ist also d. u. n. d. meßbar, wenn Ē ⊆ M f (R̄)

ist. Mit E = {(r,+∞] ∶ r ∈ R} gilt insgesamt

f meßbar ⇐⇒ B(R̄) ⊆M f (R̄) ⇐⇒ E ⊂M f (R̄) ⇐⇒ Ē ⊂M f (R̄).

23 Erweitert-reellwertige Funktionen werden häufig auch als numerische Funktionen bezeichnet.
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Damit ergibt sich folgende wichtige Aussage, die wir als Lemma formulieren:24

Lemma 1.5.1 Eine erweitert-reellwertige Funktion f ∶ X → R̄ über einem meßbaren Raum
[X ,Aσ] ist d. u. n. d. meßbar,wenn dieMengen f −(−∞), f −(+∞) sowie f −[r,+∞) (oder
f −(r,+∞), oder f −(−∞, r], oder f −(−∞, r)) für jedes r ∈ Rmeßbar sind.

Sind f , f erweitert-reellwertige Funktionen über [X ,Aσ], so läßt sich die Menge {x ∶
f(x) < f(x)} als Durchschnitt zweier Mengen obigen Typs darstellen:25

{x ∶ f(x) < f(x)} = ⋃
q∈Q
({x ∶ f(x) < q} ∩ {x ∶ q < f(x)}).

Weiterhin bestehen offenbar die Beziehungen

{x ∶ f(x) ≤ f(x)} = {x ∶ f(x) > f(x)}c ,
{x ∶ f(x) = f(x)} = {x ∶ f(x) ≤ f(x)} ∩ {x ∶ f(x) ≥ f(x)},

{x ∶ f(x) ≠ f(x)} = {x ∶ f(x) = f(x)}c ;

daher liefern die bisherigen Ergebnisse auch noch zu das nachstehende Resultat.

Korollar 1.5.2 Sind die erweitert-reellwertigen Funktionen f , f über [X ,Aσ] meßbar, so
sind dieMengen {x ∶ f(x) < f(x)}, {x ∶ f(x) ≤ f(x)}, {x ∶ f(x) = f(x)}, {x ∶ f(x) ≠
f(x)} Elemente der σ-AlgebraAσ .

Funktionen der Form f ± f ∶ X → R̄ bzw. f f ∶ X → R̄werden im Folgenden definiert
durch ( f ± f)(x) = f(x) ± f(x) bzw. ( f f)(x) = f(x) ⋅ f(x), sofern die jeweiligen
rechten Seiten stets eindeutig bestimmt sind26. Für eine Folge { fn}n∈N von Abbildungen
X → R̄ sind Supremum, Infimum sowie oberer und unterer Limes erklärt als

( sup
n∈N

fn)(x) = sup
n∈N

fn(x), ( inf
n∈N

fn)(x) = inf
n∈N

fn(x),

( lim
n∈N

fn)(x) = lim
n∈N

fn(x), ( lim
n∈N

fn)(x) = lim
n∈N

fn(x).

Eine Funktionenfolge { fn}n∈N über einem Maßraum heißt fast überall (bzw. überall)
punktweise konvergent, falls es eine Funktion φ gibt mit

lim
n→∞

fn(x) = φ(x) fast überall (bzw. überall).

24 Meßbare Funktionen f ∶ X → R̄ werden häufig als Borel-Funktionen bezeichnet.
25
Q bezeichne die (abzählbare) Menge der rationalen Zahlen.

26 Demnach wird verlangt, daß im Falle der Summe nicht gleichzeitig f(x) = +∞ und f(x) = −∞
oder umgekehrt – bzw. im Falle des Produktes nicht gleichzeitig f(x) =  und f(x) = ±∞ oder
umgekehrt – möglich sind.
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Ohne Angabe von Beweisen nennen wir noch drei leicht nachprüfbare Resultate zu Eigen-
schaften meßbarer Funktionen (vergl. [10, 63]).

Satz 1.5.3 Es seien fn ∶ X → R̄ für alle n ∈ N meßbare Funktionen über dem meßbaren
Raum [X ,Aσ]. Dann sind auch die Funktionen fi ± f j, fi f j , supn∈N fn, inf n∈N fn, limn∈N fn
und limn∈N fn meßbar.

Satz 1.5.4 Bildet ein vollständiger metrischer Raum X einen Maßraum [X ,Aσ , μ], und
gleicht φ(x) f. ü. einer meßbaren Funktion f ∶ X → R̄, so ist auch φ selbst meßbar.

Satz 1.5.5 Konvergiert eine Folge { fn}n∈N meßbarer erweitert-reellwertiger Funktionenüber
einem Maßraum [X ,Aσ , μ] überall gegen eine gegebene Funktion φ, so ist φ meßbar. Ist
darüberhinaus X ein vollständiger metrischer Raum, so genügt für die Meßbarkeit von φ die
Forderung, daß die Folge { fn}n∈N f. ü. gegen φ konvergiert.

Ist [X ,Aσ] ein meßbarer Raum, so repräsentiert offenbar für jedes U ∈ Aσ die Familie
U = {A ∩ U ∶ A ∈ Aσ} eine σ-Algebra in P(U), mit der [U ,U] ebenfalls ein meßba-
rer Raum ist. U wird als die Spur-σ-Algebra zu U bezeichnet. Wegen {} ∈ B(R̄) gilt
nun für jede über einem meßbaren Raum [X ,Aσ] definierte meßbare Funktion f , daß
T( f )c = {x ∶ f (x) = } ∈ Aσ ist, also auch T( f ) = {x ∶ f (x) ≠ } ∈ Aσ . Daher de-
finiert bei gegebenem Maßraum [X ,Aσ , μ] der Träger T( f ) einer meßbaren Funktion f
über X einen Maßraum [T( f ), T f , μ]mit der σ-Algebra T f = {A∩ T( f ) ∶ A ∈ Aσ}. Diese
Feststellung erweist sich für viele Überlegungen als hilfreich.

Die Ideen Henri Léon Lebesgues haben über die Untersuchung sog. einfacher Funk-
tionen zur Definition von Integralen in allgemeinen Maßräumen geführt. Die Elemente
dieser Integrationstheorie werden im folgenden Abschnitt kurz skizziert. Um den Hinweis
auf beliebige Maßräume zu betonen, sprechen wir von der „Integrabilität“ einer Funktion
anstelle von „Integrierbarkeit“.

1.6 Integrale in Maßräumen I: Einfache Funktionen

Wir gehen im Folgenden stets von einem Maßraum [X ,Aσ , μ] aus.

Definition 1.6.1 Eine meßbare Abbildung s ∶ X → R̄ heißt einfache Funktion, falls es
endlich viele wechselseitig disjunkte und meßbare Mengen E , . . . , Em sowie reelle Zahlen
α , . . . , αm derart gibt, daß

s(x) =
m
∑

k=
αk ⋅ Ek (x). (1.15)
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Sind alle αk in dieser Summe verschieden, so sagt man, daß s(x) in kanonischer Form vor-
liegt. Sind alle αk verschieden und ungleich Null, so bezeichnet man die Darstellung (1.15) als
reduzierte kanonische Form von s. Eine einfache Funktion s heißt integrabel27, falls die in
der reduzierten kanonischen Form auftretenden Mengen Ek von endlichem Maße sind, d. h.
μ(Ek) < ∞ für jedes k ∈ {, . . . ,m}mit αk ≠ . Das Integral ist definiert als

∫
X
s(x) dμ(x) =

m
∑

k=
αk ⋅ μ(Ek). (1.16)

Liegt eine einfache Funktion s in nicht kanonischer Form vor, so pflegt man im Falle
αk =  und μ(Ek) = ∞ αk μ(Ek) =de f .  zu setzen; die Bedingung für die Integrabilität
lautet dann μ(Ek) < ∞ für αk ≠ . Der Integrationsbereich X in (1.16) ist offenbarmit dem
Definitionsbereich des Maßes identisch; der Hinweis darauf kann daher entfallen. Auch
benutzt man häufig die durch Weglassung der Argumente verkürzte Schreibweise, so daß
(1.16) auch in der Form

∫ s dμ =
m
∑

k=
αk ⋅ μ(Ek)

schreibbar ist. Die Wohldefiniertheit der linken Seiten von (1.16) ergibt sich daraus, daß
aus s(x) = ∑m

k= αk ⋅Ek (x) = ∑
n
ℓ= βℓ ⋅Gk (x)mit anderenwechselseitig disjunktenMengen

G , . . . ,Gn endlichenMaßes stets∑m
k= αk ⋅μ(Ek) = ∑

n
ℓ= βℓ ⋅μ(Gℓ) folgt.Man beachte, daß

das Integral einer einfachen Funktion stets endlich ist.

Definition 1.6.2 Eine einfache Funktion s(x) heißt integrabel über einer meßbaren Teil-
menge A, falls die ebenfalls einfache Funktion A(x)s(x) integrabel über X ist. Ihr Integral
über A wird durch

∫
A
s(x) dμ(x) = ∫ A(x) ⋅ s(x) dμ(x) bzw. ∫

A
s dμ = ∫ A ⋅ s dμ

erklärt.

Für jede meßbare Teilmenge A endlichen Maßes ist die Indikatorfunktion A einfach
und integrabel mit ∫ A(x) dμ(x) = μ(A); daher folgt speziell

∫
A
dμ = μ(A) für μ(A) < ∞, A ∈ Aσ . (1.17)

Darüberhinaus besitzen integrable einfache Funktionen folgende Eigenschaften, die wir
ohne Beweis in einer Satzaussage zusammenfassen.

27 Genauer sollteman sagen „integrabel bzgl. μ“ oder kurz „μ-integrabel“. Solange jedochkeineZwei-
deutigkeiten auftreten können, behalten wir die Bezeichnung „integrabel“ bei.
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Satz 1.6.1 Es seien c , . . . , cm reelle Zahlen und s, s, . . . , sm einfache integrable Funktionen
über einem Maßraum [X ,Aσ , μ].

• Jede Linearkombination ∑m
k= ck sk ist selbst integrable einfache Funktion mit

∫

m
∑

k=
cksk dμ =

m
∑

k=
ck ∫ sk dμ;

• mit s(x) ist stets auch die Funktion ∣s∣(x) = ∣s(x)∣ integrable einfache Funktion, und es ist

∣∫ s dμ∣ ≤ ∫ ∣s∣ dμ;

• ∫ ∣s + s∣ dμ ≤ ∫ ∣s∣ dμ + ∫ ∣s∣ dμ,
• s(x) ≥  f. ü.�⇒ ∫ s dμ ≥ ;
• s(x) =  f. ü.⇐⇒ ∫A s dμ =  für jedes A ∈ Aσ ;
• s(x) ≥ s(x) f. ü.�⇒ ∫ s dμ ≥ ∫ s dμ;
• ist μ(A) < ∞ und a ≤ s(x) ≤ b f. ü. in A, so gilt

a ⋅ μ(A) ≤ ∫
A
s dμ ≤ b ⋅ μ(A);

• sind A und B meßbar mit A ⊂ B und ist s(x) ≥  f. ü. in B, so gilt

∫
A
s dμ ≤ ∫

B
s dμ;

• das Integral einer integrablen einfachen Funktion s(x) über einer abzählbarenVereinigung
⋃
∞

n= An disjunkter meßbarer Mengen An ist die Summe der Integrale über den An:

∫
⋃
∞
n= An

s dμ =
∞

∑

n=
∫
An

s dμ, falls Ai ∩ Aj = ∅ für i ≠ j;

• mit s(x) und s(x) ist auch ss(x) = s(x) ⋅ s(x) integrable einfache Funktion.

1.7 Konvergenz in Maßräumen

Wir beginnen mit einer viel zitierten und für die Frage der Integrierbarkeit allgemeiner
Funktionen wichtigen Aussage.

Satz 1.7.1 Zu jeder nicht negativen meßbaren Funktion f über einemMaßraum [X ,Aσ , μ]
gibt es eine monoton nicht abnehmende Folge {sn}n∈N einfacher nicht negativer Funktionen,
die überall gegen f konvergiert.
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Beweis Man betrachte die sog. dyadischen Elementarzellen

Ek(n) = {x ∈ X ∶ f (x) ∈ [
k
n

,
k + 
n
)} , k ∈ N , n ∈ N

E
∞
(n) = {x ∈ X ∶ f (x) ≥ n},

und definiere die Elementarfunktionen sn für alle positiven natürlichen Zahlen n vermöge

sn(x) = {
k
n , falls x ∈ Ek(n) für  ≤ k ≤ n ⋅ n − 
n, falls x ∈ E

∞
(n)

}

=

nn−
∑

k=

k
n
⋅ Ek(n)(x) + n ⋅ E∞(n)(x). (1.18)

Da die halboffenen Intervalle inR zur Borel-σ-AlgebraB(R) gehören und f eine meßbare
Funktion ist, sind die Urbildmengen Ek(n) und E

∞
(n)meßbar. Dies impliziert die Meß-

barkeit der Funktionen sn . Wie leicht nachzuprüfen, ist sn(x) ≤ sn+(x) ∀ x ∈ X, d. h. die
Elementarfunktionen sn bilden einemonoton nicht abnehmende Folgemit der Eigenschaft

 ≤ ∣ f (x) − sn(x)∣ ≤

n

für f (x) ≤ n.

Da zudem sn(x) = n für alle x mit f (x) = ∞ gilt, folgt limn→∞ sn(x) = f (x) für jeden
Punkt x ∈ X. ◻

Definition 1.7.1 Es sei { fn}n∈N eine Folge μ-endlicher meßbarer Funktionen. Die Folge
{ fn}n∈N heißt fast gleichmäßig konvergent gegen die meßbare Funktion φ, falls zu jedem
ε >  eine meßbareMenge Nε mit μ(Nε) < ε existiert, so daß { fn}n∈N in X ∖Nε gleichmäßig
gegen φ konvergiert28.

Es läßt sich leicht zeigen, daß aus der fast gleichmäßigen Konvergenz einer Folge
{ fn}n∈N μ-endlicher meßbarer Funktionen gegen eine meßbare Funktion φ deren ge-
wöhnliche Konvergenz gegen φ fast überall folgt. Außerdem ist die Grenzfunktion φ dann
ebenfalls μ-endlich. Da es nämlich zu jedem k ∈ N eine meßbare Menge Ak gibt mit
μ(Ak) < /k, in deren Komplement Ac

k = X ∖ Ak die Folge { fn}n∈N gleichmäßig gegen φ
konvergiert, ist { fn}n∈N auch in allen Punkten der Vereinigung

∞

⋃

k=
Ac

k = (
∞

⋂

k=
Ak)

c

28 Wir erinnern daran, daß eine Funktionenfolge { fn}n∈N gleichmäßig gegen eine Funktion φ kon-
vergiert, wenn es zu jedem ε >  eine nicht von x abhängige natürliche Zahl n derart gibt, daß
∣ fn(x) − φ(x)∣ < ε für alle n ≥ n (und alle x ∈ X) ist.
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konvergent, wobei aus μ (⋂∞k= Ak) ≤ μ(Aℓ) < /ℓ für jedes ℓ ∈ N folgt, daß das Komple-
ment dieser Vereinigung vomMaße Null ist. Die nicht triviale Umkehrung dieser Aussage
– für den Fall eines total endlichen Maßes – wurde von D.F. Egoroff bewiesen.

Satz 1.7.2 (Egoroff) Es sei [X ,Aσ , μ] ein Maßraum mit total endlichem Maße μ. Konver-
giert eine Folge { fn}n∈N μ-endlicher meßbarer Funktionen f. ü. gegen eine μ-endliche meß-
bare Funktion φ, so konvergiert { fn}n∈N auch fast gleichmäßig gegen φ.

Beweis Wir konstruieren zu beliebigem ε >  eineMenge Nε mit μ(Nε) < ε, in deren Kom-
plement { fn}n∈N gleichmäßig gegen φ konvergiert. Dazu setze man Dj,n = {x ∶ ∣ f j(x) −
φ(x)∣ < 

n } für j ∈ N. Offenbar ist jedes Dj,n ∈ Aσ , und somit auch Ak ,n = ⋂
∞

j=k D j,n ∈ Aσ ,
wobei die Ak ,n bzgl. k eine monoton abfallende (zumindest nicht zunehmende) Mengen-
folge bilden: Ak ,n ⊆ Ak+,n . Da fast überall lim j→∞ f j(x) = φ(x) gilt, ist das Komplement
von limk→∞ Ak ,n eine Nullmenge: μ(X ∖ limk→∞ Ak ,n) = . Außerdem folgt nach Lem-
ma 1.2.2 aus μ(X) < ∞ und der Monotonie-Eigenschaft der Mengenfolge {Ak ,n}k∈N, daß

μ(X ∖ lim
k→∞

Ak ,n) = μ( lim
k→∞
(X ∖ Ak ,n))

!
= lim

k→∞
μ(X ∖ Ak ,n)

ist. Daher kannman zu beliebigem ε >  und zu jedem n ein kn findenmit μ(X∖Ak ,n) <
ε
n

für alle k ≥ kn . Der Durchschnitt ⋂∞n= Akn ,n =∶ X ∖ Nε genügt also den Beziehungen

μ(Nε) = μ(X ∖
∞

⋂

n=
Akn ,n) = μ(

∞

⋃

n=
(X ∖ Akn ,n)) <

∞

∑

n=

ε
n
= ε

während in X ∖ Nε = ⋂
∞

n= Akn ,n = ⋂
∞

n= ⋂
∞

j=kn D j,n offenbar ∣ fn(x) − φ(x)∣ < 
n für jedes

x gilt, also ∣ fn(x) − φ(x)∣ < δ für alle n ≥ n(δ) = 
δ unabhängig von x, so daß dort die

Folge { fn}n∈N gleichmäßig gegen φ konvergiert. ◻

Definition 1.7.2 Eine Folge { fn}n∈N μ-endlicher meßbarer Funktionen über demMaßraum
[X ,Aσ , μ] heißt konvergent imMaß oder μ-stochastisch konvergent, falls es eine meßbare
Funktion φ derart gibt, daß für jedes ε > 

lim
n→∞

μ({x ∶ ∣ fn(x) − φ(x)∣ ≥ ε}) =  (1.19)

wird.

Die Grenzfunktion φ ist bis auf eine Menge vom Maße Null eindeutig bestimmt und
μ-endlich. Ist nämlich ψ eine weitere meßbare Funktion, gegen die { fn(x)}n∈N im Maße
konvergiert, so folgt aus

 < ε = ∣φ(x) − ψ(x)∣ ≤ ∣φ(x) − fn(x)∣ + ∣ fn(x) − ψ(x)∣,
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daß x ∉ {x ∶ ∣φ(x) − fn(x)∣ < ε} ∩ {x ∶ ∣ fn(x) −ψ(x)∣ < ε} ist, vielmehr x ∈ {x ∶ ∣φ(x) −
fn(x)∣ ≥ ε}∪{x ∶ ∣ fn(x)−ψ(x)∣ ≥ ε} gilt; das bedeutet aber fürN = {x ∶ ∣φ(x)−ψ(x)∣ > }

μ(N) ≤ μ({x ∶ ∣ fn(x) − φ(x)∣ ≥ ε}) + μ({x ∶ ∣ fn(x) −ψ(x)∣ ≥ ε}) →n→∞ .

Daß die Grenzfunktion φ in (1.19) μ-endlich ist, ergibt sich unmittelbar aus der entspre-
chenden Eigenschaft der fn .

Zuweilen wird die Kennzeichnung der μ-stochastischen Konvergenz mit Hilfe der
schwächeren Bedingung

lim
n→∞

μ({x ∶ ∣ fn(x) − φ(x)∣ ≥ ε} ∩ A) =  (1.20)

für jedes ε >  und jedes A ∈ Aσ mit μ(A) < ∞ angegeben [10]. Im Falle eines totalend-
lichen Maßes fällt diese Bedingung allerdings mit der hier genannten zusammen. (1.20)
erlaubt die Betrachtung derart μ-stochastisch konvergenter Folgen, für die die Maßzahlen
μ({x ∶ ∣ fn(x) − φ(x)∣ ≥ ε}) selbst unendlich werden. In [10] findet man ein Beispiel einer
solchen gegen die Nullfunktion im Sinne von (1.20) μ-stochastisch konvergierenden Folge
{ fn}n∈N in einem Maßraum [X ,Aσ , μ] mit σ-endlichem, aber nicht total endlichen Maß
μ, die die schärfere Bedingung (1.19) nicht erfüllt: Mit X = N, Aσ =P(N), μ({n}) = /n
und fn(k) = An(k) für An = {n, n + , . . .} konvergiert die monoton abnehmende Men-
genfolge {An}n∈N gegen die leere Menge, so daß mit {x ∶ ∣ fn(x)∣ ≥ ε} = An für  < ε < 
einerseits limn→∞ μ(An ∩ A) =  wird, andererseits aber μ(An) = ∞ ist für jedes n.

Satz 1.7.3 Konvergiert die Folge { fn}n∈N μ-endlicher meßbarer Funktionen fast gleichmäßig
gegen eine meßbare Funktion φ, so konvergiert sie auch im Maß gegen φ. Ist μ total endlich,
so genügt statt fast gleichmäßiger Konvergenz die einfache Konvergenz fast überall.

Beweis 1. Laut Voraussetzung gibt es zu jedem ε >  einemeßbareMengeNε mit μ(Nε) < ε
und ∣ fn(x) − φ(x)∣ < ε für alle x ∈ X ∖ Nε und n ≥ n(ε). Es sei Gn(ε) = {x ∶ ∣ fn(x) −
φ(x)∣ ≥ ε}, womit man Gn(ε) ⊆ Nε für n ≥ n(ε) und Gn(ε) ⊆ Gn(ε) für ε ≥ ε erhält.
Gäbe es ein ε sowie eineMenge A endlichenMaßes, so daß limn→∞ μ(Gn(ε)∩A) = δ > 
bleibt, so hätte man wegen (Gn(ε)∩A) ⊆ (Nε ∩A) die Relation δ = limn→∞ μ(Gn(ε)∩
A) ≤ μ(Nε) < ε, währendmit der Wahl ε = δ < ε auch Gn(ε) ⊆ Gn(δ)wird und daher

δ = lim
n→∞

μ(Gn(ε) ∩ A) ≤ lim
n→∞

μ(Gn(δ) ∩ A) ≤ μ(Nδ ∩ A) < δ ,

ein offensichtlicher Widerspruch.
2. Ist das Maß μ total endlich, so konvergiert nach Satz 1.7.2 eine gegen φ fast überall

konvergente Folge auch fast gleichmäßig gegen φ, so daß der Aussagenteil 1 greift. ◻

Definition 1.7.3 Die Folge { fn}n∈N heißt Cauchy-Folge im Maß oder μ-stochastische
Cauchy-Folge, falls für jedes ε >  gilt

μ({x ∶ ∣ fn(x) − fm(x)∣ ≥ ε}) →  für m, n →∞.
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Satz 1.7.4 Ist { fn}n∈N Cauchy-Folge im Maß mit μ-endlichen meßbaren Funktionen fn, so
enthält { fn}n∈N eine gegen einemeßbare Funktion φ fast gleichmäßig konvergierendeTeilfolge
{ fnν}ν∈N.

Beweis Zu jedem k ∈ N und εk = 
k gibt es ein n(εk) =∶ nk derart, daß

μ ({x ∶ ∣ fn(x) − fm(x)∣ ≥

k
}) <


k

für n,m ≥ nk

ist, wobei man o. E.d. A. nk < nk+ für alle k ∈ N annehmen kann. Setzt man Gk =

{x ∶ ∣ fnk(x) − fnk+(x)∣ ≥

k }, so folgt für jedes ℓ ≥  und jedes x ∈ X ∖ (⋃

∞

k=ℓ Gk)

∣ fni(x) − fn j(x)∣ <

ℓ

für i ≤ j ≤ ℓ,

d. h. ∣ fni(x)− fn j(x)∣ → mit i , j→∞. Die Teilfolge { fnν}ν∈N bildet also eine gleichmäßige
Cauchy-Folge29 über X ∖ (⋃∞k=ℓ Gk) für jedes ℓ ≥ . Daher existiert eine über

∞

⋃

ℓ=
(X ∖ (

∞

⋃

k=ℓ
Gk)) =∶ M

definierte Funktion φ, gegen die { fnν}ν∈N in jeder der Mengen X ∖ (⋃∞k=ℓ Gk), ℓ ≥ ,
gleichmäßig konvergiert. Nach Satz 1.5.5 ist φ meßbar über M. Sei nun φ(x) = φ(x)
für x ∈ M und φ(x) =  für x ∈ Mc

= X ∖ M; dann ist diese über ganz X definierte
Funktion wegen φ−[U] = φ− [U] ∪ {} offensichtlich ebenfalls meßbar. Zu ε >  wähle
man den Index ℓ(ε) ∈ Nmit 

ℓ(ε)− ≤ ε <


ℓ(ε)− und bilde dieMenge Nε = ⋃
∞

k=ℓ(ε) Gk ; dann
konvergiert { fnν}ν∈N in X ∖ Nε gleichmäßig gegen φ, und es ist μ(Nε) <


ℓ(ε)− ≤ ε, d. h.

die Teilfolge konvergiert in X fast gleichmäßig gegen φ. ◻

Satz 1.7.4 liefert zusammen mit Satz 1.7.3 das

Korollar 1.7.5 Zu einer μ-stochastischen Cauchy-Folge { fn}n∈N f. ü. reellwertiger meßba-
rer Funktionen gibt es stets eine Teilfolge { fnν}ν∈N sowie eine meßbare Funktion φ, so daß
{ fnν}ν∈N μ-stochastisch gegen φ konvergiert.

1.8 Integrale in Maßräumen II: Allgemeine Funktionen

Definition 1.8.1 Eine Folge {sn}n∈N integrabler einfacher Funktionen über dem Maßraum
[X ,Aσ , μ] heißt Cauchy-Folge im Mittel oder L-Cauchy-Folge, falls mit n,m → ∞ das
Integral ∫ ∣sn − sm ∣ dμ gegen Null strebt30.

29 Für k , k > k(δ) wird ∣ fnk
(x) − fnk

(x)∣ < δ unabhängig von x.
30 Eine meßbare Funktion heißt p-fach μ-integrierbar, wenn ∫ ∣ f ∣

p dμ erklärt ist (p ∈ R,  ≤ p < ∞).
Die Menge der reellwertigen p-fach μ-integrierbaren Funktionen bezeichnet man mit dem Symbol
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Definition 1.8.2 Eine erweitert reellwertige meßbare Funktion f über dem Maßraum
[X ,Aσ , μ] heißt integrabel, wenn es eine L-Cauchy-Folge {sn}n∈N integrabler einfacher
Funktionen gibt, die f. ü. gegen f konvergiert, für die also limn→∞ sn(x) = f (x) für alle
x ∈ X ∖ N ist mit einer Nullmenge N. Das Integral von f ist definiert als

∫ f (x) dμ(x) =∶ ∫ f dμ !
= lim

n→∞∫
sn dμ. (1.21)

Die Existenz des Grenzwertes folgt aus der L-Cauchy-Folgen-Eigenschaft der sn und
der Tatsache, daß jede Cauchy-Folge im vollständigen reellen Raum R konvergiert (mit
n,m →∞ geht ∣ ∫ sn dμ−∫ sm dμ∣ ≤ ∫ ∣sn − sm ∣ dμ gegen ). Die eindeutige Bestimmtheit
und damit die Wohldefiniertheit des Integrals wird unten (Satz 1.8.5) gezeigt. Es läßt sich
leicht nachweisen, daß eine meßbare Funktion f d. u. n. d. integrabel ist, wenn dies für die
Funktionen f + und f − zutrifft, oder wenn ∣ f ∣ integrabel ist31. Das Integral von f ist daher
stets schreibbar als

∫ f dμ = ∫ f + dμ − ∫ f − dμ. (1.22)

Die Integrabilität von f impliziert offenbar diejenige von A f . Über einer meßbaren Teil-
menge A ist das Integral der integrablen Funktion f definiert als

∫
A
f dμ = ∫ A f dμ. (1.23)

Da für diese Festlegung die Integrabilität von A f ausreicht, ist (1.23) auch dann erklärt,
wenn zwar A f integrabel, f jedoch lediglich meßbar ist.

Das Integral (1.21) einer über einem beliebigen Maßraum [X ,A, μ] definierten inte-
grablen Funktion ist im Sinne obiger Definition 1.8.2 zwangsläufig endlich, da die Folge
{∫ sn dμ}n∈N wegen ∣∫ (sn − sm) dμ∣ ≤ ∫ ∣sn−sm ∣ dμ →  für n,m →∞ eineCauchy-Folge
in R darstellt, die einem endlichen Grenzwert zustrebt. Umgekehrt ist eine beschränkte
nicht negative Funktion bzgl. eines total endlichen Maßes integrabel, wie folgendes Lem-
ma zeigt.

Lemma 1.8.1 In einem Maßraum [X ,Aσ , μ]mit total endlichem Maße μ ist jede nicht ne-
gative meßbare und nach oben durch eine Konstante K >  beschränkte Funktion f ∶ X → R̄

endlich μ-integrabel.

Beweis Nach Satz 1.7.1 gibt es stets einemonoton nicht abnehmende Folge einfacher, über-
all gegen f konvergierender Funktionen sn der Form (1.18) mit den Trägermengen Ek(n),

Lp(μ) oder kurz Lp (in Anlehnung an die Notation für p-fach Lebesgue-integrierbare Funktionen
in der Analysis).
31 Positiv- bzw. Negativanteil einer Funktion f sind definiert als f +(x) = max{ f (x), } bzw.
f −(x) = max{− f (x), }.
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 ≤ k ≤ n n −  und E
∞
(n), und diese sn erfüllen  ≤ f (x) − sn(x) ≤ 

n , falls f (x) < n ist,
und sn(x) = n, falls f (x) = ∞ wird. Sie sind bzgl. des total endlichen Maßes zwangsläufig
integrabel. Ist f (x) für jedes x ∈ X durch eine Konstante K nach oben beschränkt, so ist
für alle n > K jede der Funktionen ∣ f − sn ∣ integrabel, und es gilt

∣∫ sm dμ − ∫ sn dμ∣ ≤ ∫ ∣sm − sn ∣ dμ ≤ ∫ (∣sm − f ∣ + ∣ f − sn ∣)dμ

≤ ∫ ∣sm − f ∣ dμ + ∫ ∣sm − f ∣ dμ →n,m→∞ ,

d. h. die Zahlen ∫ sn dμ bilden eineCauchy-Folge und konvergieren gegen ∫ f dμ < ∞. ◻

Unbefriedigend bleibt, daß in allgemeinen Maßräumen gemäßDefinition 1.8.2 (die nur
zu endlichen Integralwerten führt) sogar beschränkte stetige Funktionen – definiert etwa
über der reellen Achse – nicht integrabel sein müssen. Dem begegnet man durch eine Er-
weiterung des Integralbegriffes: Ist f ∶ X → R̄ eine meßbare und nicht negative, jedoch
nicht im Sinne der Definition 1.8.2 integrable Funktion, so wird

∫ f dμ = ∞ (1.24)

gesetzt. Einer beliebigen, nicht notwendig integrablen, einfachen und nicht negativen
Funktion s(x) = ∑m

k= αk ⋅ Ek (x) ist demnach stets ein Integral zugeordnet:

∫ s(x) dμ(x) =
m
∑

k=
αk ⋅ μ(Ek)

(E , . . . , Em wechselseitig disjunkt undmeßbar mit derMöglichkeit, daß μ(Ek) = ∞wird).
Folglich ist die Definition der Integrabilität nicht negativer meßbarer Funktionen aufgrund
des Satzes 1.7.1 (Abschn. 1.7) folgendermaßen formulierbar.

Definition 1.8.3 Es sei f ∶ X → R eine meßbare nicht negative Funktion, {sn}n∈N die
nach Satz 1.7.1 existierende monoton nicht abnehmende Folge einfacher Funktionen, die f. ü.
punktweise gegen f konvergiert. Dann besitzt f das Integral

∫ f (x) dμ(x) = lim
n→∞∫

sn(x) dμ(x).

Für Funktionen, die sowohl positive als auch negative Werte annehmen können, wird
Folgendes festgelegt.

Definition 1.8.4 Es sei f meßbar. Ist mindestens eine der Funktionen f + und f − integrabel
im Sinne der Definition 1.8.2, besitzt also insbesondere einen endlichen Integralwert, so wird
das μ-Integral ∫ f dμ von f vermöge (1.22) erklärt:

∫ f dμ = ∫ f + dμ − ∫ f − dμ. (1.25)
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Ist genau eines der Integrale ∫ f + dμ und ∫ f − dμ (jedoch nicht das jeweils andere) im Sinne
der Definition 1.8.3 unendlich, so heißt f quasi-integrabel mit ∣∫ f dμ∣ = ∞. Sind beide
Anteile, also sowohl f + als auch f −, (endlich) integrabel gemäß Definition 1.8.2, so heißt f
(endlich) μ-integrabel.

Zu einer quasi-integrablen Funktion existiert also das Integral als endlicher oder un-
endlicher Wert. Man sagt dann, das Integral von f sei wohldefiniert. Sind dagegen die
Integrale beider Anteilsfunktionen f +, f − einer Funktion f unendlich, so besitzt f kein
Integral, d. h. die Symbolfolge ∫ f dμ bleibt undefiniert.

Für X = R̄d , Aσ = B(R̄
d
), μ = λ (das Lebesgue-Maß) bezeichnet (1.25) das Lebesgue-

Integral von f . Falls μ = λF ein Lebesgue-Stieltjes’sches Maß bzgl. F ist, repräsentiert
∫ f dλF das Lebesgue-Stieltjes’sche Integral von f bzgl. F . Die üblichen Schreibweisen
für das Lebesgue–Integral und das Lebesgue-Stieltjes-Integral sind32

∫ f dλ = ∫ f (x) d(x), ∫ f dλF = ∫ f dF = ∫ f (x) dF(x). (1.26)

Da im eindimensionalen reellen Raum R das Lebesgue-Maß jedem Intervall I = (a, b]
dessen Inhalt b − a zuordnet, wird aus obigen Festlegungen ersichtlich, daß jede meßbare
beschränkte Funktion über R im Sinne von Lebesgue integrabel ist (vergl. hierzu [124]
sowie auch Abschn. A.2).

Bemerkung 1.8.1 Für eine L-Cauchy-Folge {sn}n∈N einfacher integrabler Funktionen, die
f. ü. (bzw. im Maße) gegen f konvergiert, gilt für jedes festes k

∫ ∣∣sk − sn ∣ − ∣sk − sm ∣∣ dμ ≤ ∫ ∣sn − sm ∣ dμ →n,m→∞ .

{∣sk − sn ∣}n∈N bildet daher eine Cauchy-Folge im Mittel mit

lim
n→∞
{∣sk − sn ∣}n∈N = ∣sk − f ∣ f. ü. (bzw. im Maße),

lim
n→∞∫

∣sk − sn ∣ dμ = ∫ ∣sk − f ∣ dμ.

Da {sn}n∈N selbst Cauchy-Folge im Mittel ist, folgt

lim
k→∞
∫ ∣sk − f ∣ dμ = lim

k ,n→∞
∫ ∣sk − sn ∣ dμ = . ◻

Bemerkung 1.8.2 Gleicht eine meßbare Funktion φ fast überall einer integrablen Funktion
f , so ist sie offenbar selbst integrabel mit ∫ f dμ = ∫ φ dμ; denn jede gegen f f. ü. konvergie-
rende L-Cauchy-Folge einfacher integrabler Funktionen konvergiert auch fast überall gegen
φ. Daraus können wir schließen, daß über einer Nullmenge N ∈ Aσ jede meßbare Funktion
f integrabel ist mit ∫N f dμ =  (denn N(x) f (x) =f. ü. ). ◻

32 Siehe Definitionen 1.4.1 und 1.4.2, Abschn. 1.4.1.
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An die Stelle der fast überall gültigen Konvergenz kann in Definition 1.8.2 auch die
Konvergenz im Maß treten:

Lemma 1.8.2 f ist d. u. n. d. endlich integrabel, wenn eine L-Cauchy-Folge {sn}n∈N integ-
rabler einfacher Funktionen μ-stochastisch gegen f konvergiert.

Beweis 1. Ist f integrabel und {sn}n∈N eine L-Cauchy-Folge, die f. ü. gegen f (x) konver-
giert, so gibt es zu {sn}n∈N eine f. ü. reellwertige meßbare Funktion φ, gegen die {sn}n∈N
μ-stochastisch konvergiert. Nach Satz 1.7.4 enthält {sn}n∈N eine Teilfolge {snν}ν∈N, die ge-
gen φ fast gleichmäßig konvergiert. Das bedeutet, daß es zu jedem εn = /n eine Menge
Nεn mit μ(Nεn) ≤ εn derart gibt, daß {snν}ν∈N in X ∖ Nεn gleichmäßig gegen φ konver-
giert. Die Teilfolge ist also in⋃∞n=(X ∖Nεn) = (⋂

∞

n= Nεn)
c gleichmäßig konvergent, wobei

μ (⋂∞n= Nεn) ≤ /n für jedes n ∈ N, also μ (⋂∞n= Nεn) =  gilt, d. h. {snν}ν∈N konvergiert
fast überall gegen φ, woraus f = φ f. ü. folgt. Die gegen φ μ-stochastisch konvergente Teil-
folge konvergiert also μ-stochastisch auch gegen f .

2. Es sei umgekehrt {sn}n∈N eine gegen f μ-stochastisch konvergente L-Cauchy-Folge
integrabler einfacher Funktionen. Eine Teilfolge {snν}ν∈N dieser Folge konvergiert dann
gemäß Satz 1.7.4 fast gleichmäßig gegen eine meßbare Funktion φ, und eine zum vorange-
gangenen Schluß analoge Überlegung impliziert {snν}ν∈N →f. ü. φ. ◻

Ist eine erweitert-reellwertige Funktion φM nur auf einer Teilmenge M ∈ Aσ definiert,
so ist der Begriff der Integrierbarkeit von φM auf denMaßraum [M ,AM , μM] zu beziehen,
worin AM = {M ∩ A ∶ A ∈ Aσ} die Spur-σ-Algebra in M ist und μM die Restriktion von
μ auf M darstellt. φM ist d. u. n. d. integrabel (über M), wenn die auf dem ganzen Raum X
definierte Funktion

f (x) =
⎧
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

φM(x) für x ∈ M ,
 sonst

(über X) integrabel ist. Man schreibt in diesem Falle ∫M φM dμM = ∫M φM dμ.

Satz 1.8.3 Es sei {sn}n∈N eine L-Cauchy-Folge integrabler einfacher Funktionen, die f. ü.
gegen die erweitert-reellwertigemeßbare Funktion f konvergiert. Die Abbildung ν ∶ Aσ → R,
definiert durch

ν(A) = lim
n→∞∫A

sn dμ = ∫
A
f dμ = ∫ A f dμ, A ∈ Aσ ,

ist eine vollständig additive Mengenfunktion.

Beweis Zunächst ist festzustellen, daß der Grenzwert limn→∞ ∫A sn dμ existiert und sogar
gleichmäßig erreicht wird, da wegen der Cauchy-Folgen-Eigenschaft im Mittel

∣∫
A
sn dμ − ∫

A
sm dμ∣ ≤ ∫

A
∣sn − sm ∣ dμ ≤ ∫ ∣sn − sm ∣ dμ →  für n,m →∞
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gilt. Sei nun M = ⋃∞j= Aj eine Vereinigung disjunkter meßbarer Mengen. Da die Integrale
(einfacher Funktionen) additiv sind, hat man für jedes k und M(k) = ⋃k

j= Aj die Bezie-
hungen

∫
M(k)

sn dμ =
k
∑

j=
∫
A j

sn dμ, ν(M(k)) =
k
∑

j=
ν(Aj).

Damit folgt

lllllllllll

ν(M) −
k
∑

j=
ν(Aj)

lllllllllll

≤ ∣ν(M) − ∫
M
sn dμ∣ +

lllllllllll

∫
M
sn dμ −

k
∑

j=
∫
A j

sn dμ
lllllllllll

+ ∣∫
M(k)

sn dμ − ν(M(k))∣ .

Gemäß Definition von ν ist für beliebiges ε >  und geeignetes n ≥ n(ε)

∣ν(M) − ∫
M
sn dμ∣ <

ε


und ∣∫
M(k)

sn dμ − ν(M(k))∣ <
ε

,

wobei n(ε) als abhängig vom Gesamtintegral, jedoch unabhängig von M und M(k) (ins-
besondere von k) wählbar ist. Das Integral ∫M sn dμ ist vollständig additiv für jede der
integrablen einfachen Funktionen sn (Satz 1.6.1). Somit hat man für beliebiges ε

lim
k→∞

lllllllllll

ν(M) −
k
∑

j=
ν(Aj)

lllllllllll

≤ ε + lim
k→∞

lllllllllll

∫
M
sn dμ −

k
∑

j=
∫
A j

sn dμ
lllllllllll

= ε,

also ν(M) = ∑k
j= ν(Aj). ◻

Satz 1.8.4 Es seien {s(ℓ)n }n∈N, ℓ = , . . . ,w,L-Cauchy-Folgen integrabler einfacher Funktio-
nen über demMaßraum [X ,Aσ , μ], die f. ü. gegen dieselbemeßbare Funktion f konvergieren.
Ist das Maß μ σ-additiv, so stimmen die vermöge

ν(ℓ)(A) = lim
n→∞∫A

s(ℓ)n dμ für A ∈ Aσ

definierten vollständig additiven Mengenfunktionen über den meßbaren Mengen A ∈ Aσ

überein.

Beweis Die vollständige Additivität der ν(ℓ) wurde in Satz 1.8.3 festgestellt. Es sei X =
⋃
∞

j= Aj mit Aj ∈ Aσ und μ(Aj) < ∞ für jedes j ∈ N (σ-Additivität von μ). Man setze
E = A , Ek = Ak ∖⋃

k−
j= Aj für k > , so daß ⋃∞k= Ek = ⋃

∞

j= Aj = X wird und somit X als
abzählbare Vereinigung disjunkter meßbarer Mengen Ek endlichen Maßes darstellbar ist.
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Wir zeigen nachfolgend, daß für jede der Mengen Ek und jedes Indexpaar ℓ ≠ ℓ eine
Abschätzung der Form

∣ν(ℓ)(Ek) − ν(ℓ)(Ek)∣ ≤ lim
n→∞∫Ek

∣s(ℓ)n − s(ℓ)n ∣ dμ ≤ ε

mit beliebigem ε >  gilt. Dazu setze man η = ε/[ + μ(Ek)] und

Un(η; ℓ , ℓ) = {x ∶ ∣s
(ℓ)
n (x) − s

(ℓ)
n (x)∣ ≥ η} ,

womit offenbar

Un(η; ℓ , ℓ) ⊂ {x ∶ ∣s
(ℓ)
n (x) − f (x)∣ ≥

η

} ∪ {x ∶ ∣s(ℓ)n (x) − f (x)∣ ≥

η

}

gilt. Da nach Lemma 1.8.2 jede der L-Cauchy-Folgen {s(ℓ)n }n∈N μ-stochastisch gegen f
konvergiert, hat man μ(Un(η; ℓ , ℓ)) →  für n →∞. Des weiteren gilt offenbar

∫
Ek

∣s(ℓ)n − s(ℓ)n ∣ dμ ≤ ∫
Ek∖Un(η;ℓ ,ℓ)

∣s(ℓ)n − s(ℓ)n ∣ dμ

+ ∫
Ek∩Un(η;ℓ ,ℓ)

∣s(ℓ)n ∣ dμ + ∫
Ek∩Un(η;ℓ ,ℓ)

∣s(ℓ)n ∣ dμ,

worin ∫Ek∖Un(η;ℓ ,ℓ) ∣s
(ℓ)
n − s(ℓ)n ∣ dμ ≤ η ⋅ μ(Ek) ist. Die Cauchy-Folgen-Eigenschaft impli-

ziert, daß für genügend große Zahlen n und m die Abschätzung

∫
Ek∩Un(η;ℓ ,ℓ)

∣s(ℓs)n − s(ℓs)m ∣ dμ ≤ η für s ∈ {, }

erfüllt wird, so daß

∫
Ek∩Un(η;ℓ ,ℓ)

∣s(ℓs)n ∣ dμ ≤ ∫
Ek∩Un(η;ℓ ,ℓ)

(∣s(ℓs)n − s(ℓs)m ∣ + ∣s(ℓs)m ∣)dμ

≤ η + ∫
Ek∩Un(η;ℓ ,ℓ)

∣s(ℓs)m ∣ dμ

für s ∈ {, } folgt. Wird nun m festgehalten, so daß ∣s(ℓs)m (x)∣ ≤ cs(m) f. ü. mit einer
Konstanten cs(m) und ∫Ek∩Un(η;ℓ ,ℓ) ∣s

(ℓs)
m ∣ dμ ≤ cs(m) ⋅ μ(Un(η; ℓ , ℓ)) ist, so bedeu-

tet limn→∞ μ(Un(η; ℓ , ℓ)) = , daß auch ∫Ek∩Un(η;ℓ ,ℓ) ∣s
(ℓs)
m ∣ dμ ≤ η wird, sofern nur n

genügend groß ist. Dies impliziert ∫Ek∩Un(η;ℓ ,ℓ) ∣s
(ℓs)
n ∣ dμ ≤ η (s = , ), also

∣ν(ℓ)(Ek) − ν(ℓ)(Ek)∣ ≤ lim
n→∞∫Ek

∣s(ℓ)n − s(ℓ)n ∣ dμ ≤ η μ(Ek) + η = ε

für beliebig kleines ε > , und daher ν(ℓ)(Ek) = ν(ℓ)(Ek) für jede der disjunkten Mengen
Ek endlichenMaßes. Aus der vollständigen Additivität derMengenfunktionen νℓ folgt nun
die Satzbehauptung: ν(ℓ)(E) = ν(ℓ) (⋃∞k= Ek) = ∑

∞

k= ν(ℓ)(Ek) = ν(ℓ)(E) für alle ℓ , ℓ
aus {, . . . ,w}. ◻
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Mit Hilfe der letzten beiden Sätze läßt sich nun zeigen, daß die Integral-Definition
gemäß (1.21) nicht von der Wahl einer speziellen Folge {sn}n∈N einfacher, gegen f kon-
vergierender Funktionen abhängt.

Satz 1.8.5 Es sei f eine erweitert reellwertige meßbare Funktion über dem Maßraum
[X ,Aσ , μ], und {s

(i)
n }n∈N (i = , . . . ,m) seien L-Cauchy-Folgen integrabler einfacher

Funktionen mit der Eigenschaft

lim
n→∞

s(i)n (x) = f (x) fast überall.

Dann ist das (endliche) Integral ∫ f dμ = limn→∞ ∫ s(i)n dμ für alle i gleich, also unabhängig
von der Wahl einer speziellen Folge {s(i)n }n∈N.

Beweis Aufgrund der Eigenschaften einfacher Funktionen sind die meßbaren Mengen
M(i)n ∶= {x ∶ s(i)n (x) ≠ } für jedes i in einer Vereinigungsmenge ⋃k(i)

j= E(i)j meßbarer

Mengen E(i)j enthalten, die zusammen mit {x ∶ s(i)n (x) = } eine Partition von X bilden

und von endlichemMaße sind: μ(E(i)j ) < ∞. Daher bildet die Menge M = ⋃m
i= ⋃

∞

n= M
(i)
n

mit der σ-Algebra AM = Aσ ∩ {M
(i)
n }i∈{,... ,m},n∈N und dem auch auf AM definierten

Maß μ einen Maßraum [M ,AM , μ] mit σ-endlichem Maß. Nach Satz 1.8.4 sind alle In-
tegrale limn→∞ ∫M s(i)n dμ gleich, und wegen s(i)n (x) = M(x) s

(i)
n (x) auch die Integrale

limn→∞ ∫X s
(i)
n dμ = ∫ f dμ. ◻

Es macht nun auch Sinn, im Falle einer integrablen Funktion f von dem durch f ver-
möge

ν f (A) = ∫
A
f dμ für A ∈ Aσ ,

definierten endlichen signierten Maß ν f ∶ Aσ → R̄ zu sprechen, das man als das unbe-
stimmte Integral von f bezeichnet.

In Anbetracht der Bemerkungen zu lediglich meßbaren Funktionen kannman nun all-
gemeiner die folgende Feststellung treffen.

Korollar 1.8.6 Für jede nicht negative meßbare Funktion f ist die Mengenfunktion ν f ∶

Aσ → R̄ ein (ggf. nicht total endliches) Maß. Für eine beliebige meßbare Funktion f mit der
Eigenschaft, daß nicht gleichzeitig ν f +(X) und ν f −(X) denWert∞ annehmen, repräsentiert
ν f ein signiertes Maß.

Lemma 1.8.7 Kann einer meßbaren Funktion f ein Integralwert zugeordnet werden, so ist
das vermöge ν f (A) = ∫A f dμ definierte signierte Maß ν f ∶ Aσ → R̄ absolut stetig bzgl. μ.
Ist f über jeder meßbaren Teilmenge endlichen Maßes integrabel (besitzt also ein endliches
Integral), so ist ν f auch absolut stetig im Sinne der Definition 1.2.10.
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Beweis 1. Über einer Nullmenge N ist jede meßbare Funktion f integrabel (vergl. Bemer-
kung 1.8.2), und es ist ν f (N) = ∫N f dμ = , d. h. ν f ist absolut stetig.

2. Ist f integrabel über jeder meßbaren Menge Amit μ(A) < ∞, so gilt ∣ν f (A)∣ < ∞,
also ist ν f nach Satz 1.2.7 auch absolut stetig im Sinne der Definition 1.2.10. ◻

Lemma 1.8.8 Ist f nicht negativ und integrabel, so sind alle Mengen der Form An =

{x ∶ 
n ≤ f (x) < n} bzw. Bn = {x ∶ 

n ≤ f (x)} für n ∈ N von endlichem Maße.

Beweis Nach Lemma 1.5.1 sind alle Bn = f − [ n ,∞) und damit auch alle Mengen An für
n ≥  meßbar. Es sei {sk}k∈N eine gegen f f. ü. konvergierende L-Cauchy-Folge einfacher
integrabler Funktionen. Zu jedem sk gehören endlich, etwam(k), viele Mengen Xi(k)mit
sk(x) = αi(k) für x ∈ Xi(k), und sk(x) =  sonst, wobei μ(Xi(k)) < ∞ für  ≤ i ≤ m(k)
ist. Die Mengen Rn,k , Sn,k , definiert durch

Rn,k = {x ∶

n
≤ sk(x) ≤ n +


n
} , Sn,k = {x ∶


n
≤ sk(x)} , n, k ∈ N,

sind in der Vereinigung ⋃m(k)
i= Xi(k) enthalten. Wählt man k ≥ k( 

n ) derart, daß f. ü.
∣sk(x) − ∣ f ∣(x)∣ < 

n wird, so hat man (ggf. bis auf eine Menge vomMaße Null) An ⊆ Rn,k

sowie Bn ⊆ Sn,k , woraus μ(An) < ∞ und μ(Bn) < ∞ folgt. ◻

Die Eigenschaften von Integralen meßbarer Funktionen gleichen im wesentlichen de-
nen, die in Satz 1.6.1 für einfache Funktionen genannt wurden. Sie werden nachfolgend
lediglich aufgezählt; zu Einzelnachweisen vergl. man [63] oder [68].

Satz 1.8.9 (Eigenschaften integrabler Funktionen) Es seien fn , f , g integrable Funktionen
über dem Maßraum [X ,Aσ , μ].

• Jede Linearkombination ∑m
n= cn fn ist integrabel mit

∫

m
∑

n=
cn fn(x) dμ(x) =

m
∑

n=
cn ∫ fn(x) dμ(x);

• mit f (x) ist stets auch die Funktion ∣ f ∣(x) = ∣ f (x)∣ integrabel, und es ist

∣∫ f (x) dμ(x)∣ ≤ ∫ ∣ f ∣(x) dμ(x);

• ∫ ∣ f + g∣(x) dμ(x) ≤ ∫ ∣ f ∣(x) dμ(x) + ∫ ∣g∣(x) dμ(x),
• f (x) ≥  f. ü.�⇒ ∫ f (x) dμ(x) ≥ ;
• f (x) =  f. ü.⇐⇒ ∫A f (x) dμ(x) =  für jedes A ∈ Aσ ;
• f (x) ≥ g(x) f. ü.�⇒ ∫ f (x) dμ(x) ≥ ∫ g(x) dμ(x);
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• ist μ(A) < ∞ und a ≤ f (x) ≤ b f. ü. in A, so gilt

a ⋅ μ(A) ≤ ∫
A
f (x) dμ(x) ≤ b ⋅ μ(A);

• sind A und B meßbar mit A ⊂ B und ist f (x) ≥  f. ü. in B, so gilt

∫
A
f (x) dμ(x) ≤ ∫

B
f (x) dμ(x);

• das Integral einer integrablen Funktion f (x) über einer abzählbaren Vereinigung⋃∞n= An

disjunkter meßbarer Mengen An ist die Summe der Integrale über den An:

∫
⋃
∞
n= An

f (x) dμ(x) =
∞

∑

n=
∫
An

f (x) dμ(x), falls Ai ∩ Aj = ∅ für i ≠ j;

• ist  < c ≤ f (x) in einer meßbaren Menge A, so ist μ(A) < ∞.

Bemerkung 1.8.3 Die Indikatorfunktion M(x) einer beliebigen meßbaren Menge M ist
stets eine einfache Funktion. Wählt man M = {x ∶ f (x) = ±∞}, so wird offenbar M(x) für
jedes ε >  durch ε ∣ f ∣(x)majorisiert. Daraus folgt: Ist f integrabel, so gilt μ(M) ≤ ε ∫ ∣ f ∣ dμ
∀ ε > , und es ist μ(M) = , d. h. jede integrable Funktion f ist μ-endlich. ◻

Auch die Charakterisierung von Eigenschaften „im Mittel“ für allgemeine integrable
Funktionen entspricht derjenigen für einfache Funktionen:

Definition 1.8.5 Eine Folge { fn}n∈N integrabler Funktionen heißt Cauchy-Folge imMittel,
falls ∫ ∣ fn − fm ∣ dμ →  für n,m → ∞33. Sie heißt konvergent im Mittel gegen φ, sofern
limn→∞ ∫ ∣ fn − φ∣ dμ =  für die integrable Funktion φ gilt.

Lemma 1.8.10 Ist f ∶ [X ,Aσ , μ] → R̄ integrabel, so ist das durch Einschränkung von μ auf
die Menge U = {x ∶ f (x) ≠ } definierte Maß μU σ-endlich34.

Beweis Mit f ist auch ∣ f ∣ integrabel. Die Mengen Bn = {x ∶ 
n ≤ ∣ f ∣(x)} sind gemäß Lem-

ma 1.8.8 von endlichem Maße und erfüllen ⋃n∈N Bn = U . ◻

Satz 1.8.11 Es sei f integrabel über [X ,Aσ , μ]. Verschwindet das Integral ∫P f dμ über einer
meßbarenMenge P, in der f (x) >  ist, so ist P Nullmenge. Ist andererseits ∫A f dμ =  über
jeder meßbaren Menge A, so ist f (x) =  fast überall in X.

Beweis 1. Sei f (x) >  für x ∈ P, ∫P f dμ = . Für U = {x ∶ ∣ f ∣(x) > } folgt aus Lem-
ma 1.8.10, daß U = ⋃∞n= An mit An = {x ∶ 

n ≤ ∣ f ∣(x) < n} ist, wobei μ(An) < ∞

33 Von einer L-Cauchy-Folge spricht man dann, wenn f (x) ≠ ±∞ ∀ x ist.
34 Man sagt in diesem Falle, U ist σ-endlich.
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∀ n ∈ N ist (vergl. Beweis zu Lemma 1.8.8). Die Mengen En = {x ∈ P ∶ 
n ≤ f (x) ≤ n} sind

dann ebenfalls von endlichem Maße und bilden eine monoton ansteigende Mengenfolge
mit limn→∞ En = ⋃

∞

n= En = P. Die Endlichkeit der Maßwerte μ(En) impliziert

 = ∫
En

f dμ ≥

n ∫En

dμ ≥

n
μ(En),

so daß μ(En) =  ∀ n ∈ N und daher limn→∞ μ(En) =  folgt. Lemma 1.2.2 garantiert
limn→∞ μ(En) = μ(limn→∞ En), also μ(P) = .

2. Es sei ∫A f dμ =  über jeder meßbaren Menge A. Aufgrund des unter 1 Gesagten
gilt offenbar sowohl μ({x ∶ f (x) > }) =  als auch μ({x ∶ f (x) < }) = , so daß f. ü.
f (x) =  ist. ◻

1.9 Konvergenz von Folgen integrabler Funktionen

Satz 1.9.1 Jede gegen eine meßbare Funktion f μ-stochastisch konvergente Folge { fn}n∈N
von integrablen Funktionen über [X ,Aσ , μ], für die es eine integrable Funktion φ gibt mit
∣ fn(x)∣ ≤ φ(x) f. ü., ist Cauchy-Folge im Mittel.

Beweis Gemäß Lemma 1.8.10 gibt es zu jedem n ∈ N eine abzählbare Überdeckung
⋃k∈N Ak;n der meßbaren Menge {x ∶ fn(x) ≠ }mit μ(Ak;n) < ∞. Da die abzählbare Ver-
einigung abzählbarer Mengen abzählbar ist, existiert auch eine abzählbare Überdeckung
der Menge U = ⋃n∈N{x ∶ fn(x) ≠ } dieser Art:

U = ⋃
n∈N
{x ∶ fn(x) ≠ } = ⋃

ℓ∈N
Aℓ mit μ(Aℓ) < ∞ ∀ ℓ ∈ N.

O. E. d. A. kann man voraussetzen, daß die Aℓ als monoton ansteigende Mengenfolge an-
geordnet sind: Aℓ ⊆ Aℓ+ . Da offenbar {x ∶ ∣ fn(x) − fm(x)∣ ≥ γ} ⊂ {x ∶ ∣ fn(x) − f (x)∣ +
∣ f (x) − fm(x)∣ ≥ γ} für jedes γ >  ist, folgt aus der μ-stochastischen Konvergenz von
{ fn}n∈N die Eigenschaft

μ(Sn,m(γ)) →  für n,m →∞, (1.27)

worin Sn,m(γ) = {x ∶ ∣ fn(x)− fm(x)∣ ≥ γ} ist (dieMeßbarkeit der entsprechendenMengen
wird durch Korollar 1.5.2 und Satz 1.5.3 garantiert). Setzt man daher Kn,m(ℓ; γ) = Aℓ ∖

Sn,m(γ) und Gn,m(ℓ; γ) = Aℓ ∩ Sn,m(γ), so erhält man unter Beachtung von (1.27)

∫
Aℓ

∣ fn − fm ∣ dμ = ∫
Kn ,m(ℓ;γ)

∣ fn − fm ∣ dμ + ∫
Gn ,m(ℓ;γ)

∣ fn − fm ∣ dμ

≤ γ μ(Aℓ) + ∫
Sn ,m(γ)

∣ fn − fm ∣ dμ ≤ γ μ(Aℓ) + β



62 1 Einführung in die Maßtheorie

für genügend große n,m und beliebiges β > , da nach Lemma 1.8.7 die Mengenfunktion
ν
∣ fn− fm ∣ ∶ Aσ → R mit ν

∣ fn− fm ∣(A) = ∫A ∣ fn − fm ∣ dμ absolut stetig ist. Hierbei sind sowohl
β als auch γ unabhängig von μ(Aℓ). Es sei Eℓ = U ∖ Aℓ ; dann gilt Eℓ ⊇ Eℓ+ für jedes ℓ,
und es ist limℓ→∞ Eℓ = ∅. Die Abbildung νφ ∶ Aσ → R, definiert durch νφ(A) = ∫A φ dμ,
ist wegen φ(x) ≥  ein Maß über [X ,A], für das νφ(U) < ∞ gilt. Lemma 1.2.3 garantiert
daher limℓ→∞ νφ(Eℓ) = νφ(limℓ→∞ Eℓ) =  (Eigenschaft M4). Dies impliziert, daß es zu
beliebigem α >  stets ein ℓ = ℓ(α) derart gibt, daß

∫
Eℓ

∣ fn − fm ∣ dμ ≤ ∫
Eℓ

(∣ fn ∣ + ∣ fm ∣) dμ ≤ ∫
Eℓ

φ dμ < α

für alle ℓ ≥ ℓ(α). Für das Integral über für U = (U ∩ Aℓ) ∪ (U ∖ Aℓ) gilt daher

∫
U
∣ fn − fm ∣ dμ ≤ α + β + γ μ(Aℓ),

sofern nur n,m, ℓ genügend groß sind. β und γ hängen nicht von ℓ ab. α ist beliebig klein
wählbar, da stets ein geeignetes ℓ auffindbar ist. Wählt man zu vorgegebenem ε >  den
Index ℓ so groß, daß α < ε/ wird, und n,m so groß, daß γ < ε/( μ(Aℓ) sowie β < ε/
wird, so erhält man limn,m→∞ ∫U ∣ fn − fm ∣ dμ < ε, woraus schließlich die Cauchy-Folgen-
Eigenschaft im Mittel

lim
n,m→∞∫

∣ fn − fm ∣ dμ = 

folgt, da das Integral über {x ∶ ∣ fn(x) − fm(x)∣ = } für n,m →∞ verschwindet. ◻

Lemma 1.9.2 Jede nicht negative meßbare Funktion f , die fast überall von einer integrablen
Funktion φ majorisiert wird, ist selbst integrabel.

Beweis Laut Voraussetzung hat man  ≤ f (x) ≤ φ(x). Nach Satz 1.7.1 gibt es eine gegen
die meßbare Funktion f konvergierende und monoton nicht abnehmende Folge einfacher
Funktionen {sn}n∈N mit sn(x) = k

n für f (x) ∈ Ek(n) ( ≤ k ≤ n ⋅ n − ), sowie sn(x) = n
für f (x) ∈ E

∞
(n), wobei

Ek(n) = {x ∈ X ∶ f (x) ∈ [
k
n

,
k + 
n
)} , E

∞
(n) = {x ∈ X ∶ f (x) > n}

ist. Aus f (x) ≤ φ(x) folgt Ek(x) ⊆ {x ∶ φ(x) ≥ k
n } und E

∞
(x) ⊆ {x ∶ φ(x) ≥ n},

und die Integrabilität von φ impliziert gemäß Lemma 1.8.8 μ(Ek(n)) < ∞ ( ≤ k ≤
n ⋅ n − ) und μ(E

∞
(n)) < ∞; daher sind die einfachen Funktionen sn integrabel. Es

sei An(ε) = {x ∶ ∣sn(x) − f (x)∣ ≥ ε}. Aus sm(x) ≥ sn(x) für m > n folgt An+(ε) ⊆
An(ε), so daß limn→∞ An(ε) existiert. Wegen ⋂n An(ε) = ∅ ist μ(⋂n An(ε)) =  und
daher μ( limn→∞ An(ε)) = limn→∞ μ(An(ε)) =  (vergl. Ausdruck (1.1) im Beweis des
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Lemmas 1.2.3), d. h. die Folge {sn − f }n∈N konvergiert μ-stochastisch gegen Null. Nach
Satz 1.9.1 bilden daher die sn eine Cauchy-Folge im Mittel, und somit ist f integrabel mit
limn→∞ ∫ sn dμ = ∫ f dμ und limn→∞ ∫ ∣sn − f ∣ dμ = . ◻

Da für jede fast überall gegen f konvergierende Folge { fn}n∈N aus ∣ fn(x)∣ ≤ φ(x)
∀ n ∈ N auch ∣ f ∣(x) ≤ φ(x) f. ü. folgt, liefert Lemma 1.9.2, bezogen auf ∣ f ∣, die folgen-
de weitertragende Aussage.

Korollar 1.9.3 Es sei { fn}n∈N eine Folge integrabler Funktionen, die f. ü. gegen eine meßbare
Funktion f konvergiert und die von der integrablen Funktion φ f. ü. absolut majorisiert wird,
d. h. ∣ fn(x)∣ ≤ φ(x) f. ü.; dann ist f integrabel.

Lemma 1.9.4 Ist { fn}n∈N Cauchy-Folge imMittel, so gibt es stets eine f. ü. reellwertige meß-
bare Funktion φ, gegen die eine Teilfolge { fnν}ν∈N μ-stochastisch konvergiert. Konvergiert
andererseits { fn}n∈N im Mittel gegen φ, so konvergiert { fn}n∈N auch im Maße gegen φ.

Beweis Mit

En,m(ε) = {x ∶ ∣ fn(x) − fm(x)∣ ≥ ε}, Fn(ε) = {x ∶ ∣ fn(x) − φ(x)∣ ≥ ε}

hat man gemäß Lemma 1.8.8 μ(En,m(ε)) < ∞ und μ(Fn(ε)) < ∞, so daß sowohl
∫En ,m(ε) ∣ fn − fm ∣ dμ ≥ ε μ(En,m(ε)) als auch ∫Fn(ε) ∣ fn − φ∣ dμ ≥ ε μ(Fn(ε)) für jedes
vorgegebene ε >  folgt. Ist nun { fn}n∈N Cauchy-Folge im Mittel, so strebt das Integral
über En,m(ε) – und damit auch μ(En,m(ε)) – für n,m → ∞ gegen Null, und die Folge
erweist sich als μ-stochastische Cauchy-Folge, so daß Korollar 1.7.5 zu Satz 1.7.4 greift.

Konvergiert andererseits { fn}n∈N imMittel gegen φ, so strebt entsprechend das Integral
über Fn(ε) für n →∞ gegenNull, was offensichtlich die Konvergenz imMaße von { fn}n∈N
bedeutet. ◻

Satz 1.9.5 Eine Folge { fn}n∈N integrabler Funktionen konvergiert d. u. n. d. im Mittel gegen
eine integrable Funktion f , wenn sie Cauchy-Folge imMittel ist. Eine solche Folge konvergiert
auch im Maße gegen f .

Beweis 1. Konvergiert { fn}n∈N im Mittel gegen die integrable Funktion f , so gilt

lim
n,m→∞∫

∣ fn − fm ∣ dμ ≤ lim
n,m→∞

(∫ ∣ fn − f ∣ dμ + ∫ ∣ f − fm ∣ dμ) = ,

d. h. { fn}n∈N ist Cauchy-Folge im Mittel.
2. Ist { fn}n∈N Cauchy-Folge im Mittel, so enthält { fn}n∈N nach Lemma 1.9.4 eine ge-

gen eine meßbare Funktion f μ-stochastisch konvergente Teilfolge { fnℓ}ℓ∈N. Zu jedem
nℓ gibt es eine Folge {s(nℓ)

k }k∈N einfacher integrabler Funktionen, die Cauchy-Folge im
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Mittel ist und gegen fnℓ imMittel konvergiert: limk→∞ ∫ ∣s
(nℓ)

k − fnℓ ∣ dμ =  (vergl. Bemer-
kung 1.8.1). Nach Lemma 1.9.4 konvergiert die Folge s(nℓ)

k dann auch im Maße gegen fnℓ ,
d. h. limk→∞ μ({x ∶ ∣s(nℓ)

k (x) − fnℓ(x)∣ ≥ ε}) = . Insbesondere kann stets zu nℓ ein Index
k(nℓ , ε)derart gefundenwerden, daßdie einfache Funktion eℓ = s

(nℓ)

k(nℓ ,ε)
dieAbschätzung

∫ ∣eℓ − fnℓ ∣ dμ <
ε
nℓ

erlaubt. Wir setzen Cnℓ(ε) = {x ∶ ∣eℓ(x) − fnℓ(x)∣ ≥ ε/ > }; wegen μ(Cnℓ(ε)) < ∞
(Lemma 1.8.8) hat man dann

ε

μ(Cnℓ(ε)) ≤ ∫

Cnℓ (ε)
∣eℓ − fnℓ ∣ dμ ≤ ∫ ∣eℓ − fnℓ ∣ dμ <

ε
nℓ

,

also limℓ→∞ μ(Cnℓ(ε)) = . Da mit Aℓ(ε) = {x ∶ ∣eℓ(x) − f (x)∣ ≥ ε} und Bnℓ(ε) = {x ∶
∣ fnℓ(x) − f (x)∣ ≥ ε/} offensichtlich die Inklusion

Aℓ(ε) ⊆ Bnℓ(ε) ∪ Cnℓ(ε)

besteht, bedeutet die μ-stochastische Konvergenz von { fnℓ}ℓ∈N gegen f

lim
ℓ→∞

μ(Aℓ(ε)) = lim
ℓ→∞

μ({x ∶ ∣eℓ(x) − f (x)∣ ≥ ε}) = .

Aus ∣eℓ − ek ∣ ≤ ∣eℓ − fnℓ ∣ + ∣ fnℓ − fnk ∣ + ∣ fnk − ek ∣ liest man außerdem ab, daß {eℓ}ℓ∈N
Cauchy-Folge im Mittel ist; also ist f integrabel mit limℓ→∞ ∫ eℓ dμ = ∫ f dμ und
limℓ→∞ ∫ ∣eℓ − f ∣ dμ = . Mit ∫ ∣ fnℓ − f ∣ dμ ≤ ∫ ∣ fnℓ − eℓ ∣ dμ + ∫ ∣eℓ − f ∣ dμ folgt daher die
Konvergenz im Mittel der Teilfolge { fnℓ}ℓ∈N gegen f , die (aufgrund der Cauchy-Folgen-
Eigenschaft im Mittel) diejenige von { fn}n∈N gegen f nach sich zieht: ∫ ∣ fn − f ∣ dμ ≤
∫ ∣ fn − fnℓ ∣ dμ +∫ ∣ fnℓ − f ∣ dμ →n,ℓ→∞ . Nach Lemma 1.9.4 konvergiert { fn}n∈N auch im
Maße gegen f . ◻

Der nachfolgend genannte Satz über die Konvergenz majorisierter Folgen ist im Eng-
lischen als „Lebesgue’s bounded convergence theorem“ bekannt und stellt das zentrale Er-
gebnis dieses Abschnittes dar (vergl. auch [63, 68] und die klassischen Darlegungen in
Natansons „Theorie der Funktionen einer reellen Veränderlichen“ [124]). Der Satz ist mit
Hilfe der vorbereitenden Sätze 1.9.1 (s. Korollar 1.9.3) und 1.9.5 relativ einfach beweisbar.

Satz 1.9.6 (Satz von der majorisierten Konvergenz35) Ist { fn}n∈N eine Folge integrabler
Funktionen über demMaßraum [X ,Aσ , μ], die fast überall oder imMaß gegen die meßbare

35 Man spricht auch vom „Satz von der beschränkten Konvergenz“, engl. „the bounded convergence
theorem“.
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Funktion f konvergiert, und werden alle fn in der Form

∣ fn(x)∣ ≤ φ(x)

von einer integrablen Funktion φ majorisiert, so ist f integrabel und erfüllt die Beziehung

lim
n→∞∫

∣ f − fn ∣ dμ = .

Beweis 1. Es konvergiere { fn}n∈N μ-stochastisch gegen f . Nach Satz 1.9.1 ist { fn}n∈N
Cauchy-Folge im Mittel, und nach Satz 1.9.5 gibt es eine integrable Funktion g mit
limn→∞ ∫ ∣ fn−g∣ dμ = , gegen die { fn}n∈N ebenfalls μ-stochastisch konvergiert. Demnach
gilt g(x) = f (x) fast überall (vergl. Text im Anschluß an Definition 1.7.2, Abschn. 1.7),
und f ist integrabel (Bemerkung 1.8.2, Abschn. 1.8). Daraus resultiert ∫ ∣ f − g∣ dμ = 
sowie ∣ fn(x) − f (x)∣ ≤ ∣ fn(x) − g(x)∣ + ∣g(x) − f (x)∣ für fast alle x ∈ X, so daß auch
limn→∞ ∫ ∣ fn − f ∣ dμ =  folgt.

2. Die Folge { fn}n∈N konvergiere fast überall gegen f . Nach Korollar 1.9.3 ist dann f
integrabel. Es sei Anν (ε) = {x ∶ ∣ fnν(x) − f (x)∣ ≥ ε} für eine Teilfolge { fnν}ν∈N, die so
gewählt sei, daß ∣ fnν+(x)− f (x)∣ ≤ ∣ fnν(x)− f (x)∣ ∀ ν ∈ N ist. Damit wird Anν(ε) zu einer
monoton nicht zunehmenden Mengenfolge mit ⋂ν Anν (ε) = ∅, so daß

lim
ν→∞

μ(Anν (ε)) = μ( limν→∞
Anν(ε)) = 

folgt (vergl. Ausdruck (1.1), Abschn. 1.2). Die ausgewählte Teilfolge konvergiert also μ-
stochastisch gegen f , undwie imTeil 1 des Beweises ist zu schließen, daß sie auch imMittel
gegen f konvergiert. Die μ-stochastische Konvergenz impliziert, daß f fast überall reell-
wertig ist. Wir setzen N = M ∪M mitM = {x ∶ ∣ f (x)∣ = ∞},M = {x ∶ limn→∞ fn(x) ≠
f (x)}. Für alle x ∈ X ∖ N und jedes fnk (x) gilt dann

lim
ν ,m→∞

∣ fnν(x) − fm(x)∣ ≤ lim
ν→∞
∣ fnν(x) − fnk (x)∣ + ∣ fnk(x) − f (x)∣ + lim

m→∞
∣ f (x) − fm(x)∣,

so daß die Relationen limν ,m→∞ ∣ fnν(x) − fm(x)∣ ≤ limk ,ν→∞ ∣ fnν(x) − fnk(x)∣ und
limν ,m→∞ ∫ ∣ fnν − fm ∣ dμ ≤ limk ,ν→∞ ∫ ∣ fnν − fnk ∣ dμ =  folgen. Letzteres impliziert

lim
n,m→∞∫

∣ fn − fm ∣ dμ ≤ lim
n,ν→∞∫

∣ fn − fnν ∣ dμ + lim
ν ,m→∞∫

∣ fnν − fm ∣ dμ = ,

d. h. auch { fn}n∈N selbst ist Cauchy-Folge im Mittel. Gemäß Teil 1 des Beweises gilt daher
die Behauptung. ◻

Wegen ∫ ( f − fn) dμ ≤ ∫ ∣ f − fn ∣ dμ besteht unter den Voraussetzungen des Satzes 1.9.6
(jedoch nicht generell) die Beziehung limn→∞ ∫ fn dμ = ∫ f dμ. Die folgende diesbezüg-
liche Aussage geht auf B. Levi und H.L. Lebesgue zurück, zitiert zuweilen als „Lebesgues’
Satz von der monotonen Konvergenz“ (vergl. [10, 63, 68, 124]).
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Satz 1.9.7 (Satz von der monotonen Konvergenz) Es sei { fn}n∈N eine monoton nicht ab-
nehmende Folge nicht negativer integrabler erweitert-reellwertiger Funktionen, und es sei
f (x) = limn→∞ fn(x). Dann gilt36

lim
n→∞∫

fn dμ = ∫ f dμ.

Beweis Ist limn→∞ fn integrabel, so folgt ∫ fk dμ ≤ ∫ limn→∞ fn dμ für jedes k ∈ N, d. h.

lim
n→∞∫

fn dμ ≤ ∫ lim
n→∞

fn dμ.

Falls limn→∞ fn = f nicht integrabel (wegen f (x) ≥  ∀ x ∈ R also quasiintegrabel) ist,
wird der Integralwert auf der rechten Seite zu∞ festgelegt (vergl. Text imAnschluß an De-
finition 1.8.2). Im Falle limn→∞ ∫ fn dμ = ∞ ist die Satzaussage also trivialerweise richtig.
Nachfolgend wird der Fall limn→∞ ∫ fn dμ < ∞ betrachtet. Die Monotonie von { fn}n∈N
impliziert

lim
n→∞∫

∣ fn+k − fn ∣ dμ = lim
n→∞∫

fn+k dμ − lim
n→∞∫

fn dμ =  ∀ k ∈ N ,

d. h. die fn bilden eine Cauchy-Folge im Mittel (CFM), die nach Satz 1.9.5 im Mittel und
im Maße gegen eine bis auf eine Nullmenge eindeutig bestimmte integrable Funktion φ
konvergiert. Da die CFM-Eigenschaft bedeutet, daß { fn}n∈N auch μ-stochastischeCauchy-
Folge ist (vergl. etwa Beweis zu Lemma 1.9.4), kann Satz 1.7.4 herangezogen werden, der
die fast gleichmäßige Konvergenz gegen φ konstatiert; aus dieser wiederum folgt die Kon-
vergenz fast überall. Somit ist f = φ f. ü., und wegen fn ≤ φ liefert Satz 1.9.6 ∫ f dμ −
limn→∞ ∫ fn dμ = limn→∞ ∫ ∣ f − fn ∣ dμ = . ◻

Korollar 1.9.8 Es sei { fn}n∈N eine Folge integrabler Funktionen mit der Eigenschaft
∑
∞

n= ∫ ∣ fn ∣ dμ < ∞; dann gilt: Die Funktionenreihe ∑∞n= fn konvergiert gegen eine inte-
grable Funktion f , und es ist ∫ f dμ = ∑∞n= ∫ fn dμ.

Beweis Für jedes n ∈ N sei f +n (x) = max{, fn(x)}, f −n = max{,− fn(x)}. Mit
g+j = ∑

j
n= f

+

n erhält man eine monoton nicht abnehmende Folge nicht negativer in-
tegrabler Funktionen, für die Satz 1.9.7 ∫ lim j→∞ g+j dμ = lim j→∞ ∫ g+j dμ liefert, also
∫ ∑

∞

n= f +n dμ = ∑∞n= ∫ f +n dμ. Die Ungleichung ∑∞n= ∫ ∣ fn ∣ dμ < ∞ bedeutet daher
lim j→∞ ∫ g+j dμ < ∞, und die g+j bilden eine Cauchy-Folge im Mittel, die gegen eine
bis auf eine Nullmenge eindeutig bestimmte integrable Funktion g+ im Mittel und im
Maße konvergiert (vergl. Beweis des vorigen Satzes). Demnach hat man lim j→∞ ∣ ∫ (g+j −
g+) dμ∣ = lim j→∞ ∫ ∣g+j − g+∣ dμ = , also ∑∞n= ∫ f +n dμ = lim j→∞ ∫ g+j dμ = ∫ g+ dμ.

36 Wegen {x ∶ supn∈N fn(x) ≤ η} = ⋂∞n={x ∶ fn(x) ≤ η} und limn∈N fn = supn∈N fn für die aufstei-
gende Folge { fn}n∈N ist limn∈N fn meßbar (vergl. Satz 1.5.3).
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Es sei ∑∞n= f +n = f ; dann folgt ∫A f +n dμ = ∫A g+ dμ für jedes A ∈ A, so daß f. ü.
f + = g+ gilt (Satz 1.8.11). Entsprechendes ist für die Funktionen f −n zu konstatieren,
mit denen ∑∞n= f −n = f − definiert sei. Die integrable Funktion f = f + − f − erfüllt
∑
∞

n= ∫ ( f +n − f −n ) dμ = ∑
∞

n= ∫ fn dμ = ∫ f dμ. ◻

Lemma1.9.9 (Fatous Lemma) Für jede Folge { fn}n∈N nicht-negativer integrabler erweitert-
reellwertiger Funktionen gilt

∫ lim
n→∞

fn dμ ≤ lim
n→∞

∫ fn dμ.

Beweis Im Falle limn→∞ ∫ fn dμ = ∞ ist die Aussage trivial, daher kann o. E.d. A.
limn→∞ ∫ fn dμ < ∞ vorausgesetzt werden. Es sei f̃n(x) = inf k≥n fk(x); dann ist { f̃n}n∈N
eine monoton nicht abnehmende Folge nicht negativer – und gemäß Lemma 1.9.2 integ-
rabler – Funktionen, die gegen limn→∞ fn =∶ φ konvergiert und wegen f̃n ≤ fn ∀ n ∈ N
die Ungleichung limn→∞ ∫ f̃n dμ ≤ limn→∞ ∫ fn dμ erfüllt. Aufgrund des Satzes 1.9.7 von
der monotonen Konvergenz folgt

lim
n→∞∫

f̃n dμ = ∫ lim
n→∞

f̃n dμ,

wegen limn→∞ f̃n = limn→∞ fn also die Behauptung. ◻

Konkretisierungen Anwendungen der Sätze 1.9.6 und 1.9.7 bzw. des Lemmas 1.9.9 von
Fatou und des Korollars 1.9.8 finden sich insbesondere in der Wahrscheinlichkeitstheorie.
Wir geben nachfolgend einige dort benötigte Resultate an. Zuvor jedoch – im Vorgriff auf
die Ausführungen in Kap. 2 – verweisen wir auf die unterschiedlichen Arten der Konver-
genz von Folgen meßbarer Abbildungen über einem Maßraum [Ω,Aσ ,P], dessen Maß
vollständig und total endlich mit P(Ω) =  ist (Wahrscheinlichkeitsraum).

Typen der Konvergenz inWahrscheinlichkeitsräumen

• Es seien ξn ∶ Ω → R meßbare Funktionen über [Ω,Aσ ,P], bezeichnet als reellwertige
Zufallsvariable. L sei die Menge aller Punkte ω ∈ Ω, in denen die Folge {ξn}n∈N einen
endlichen Grenzwert erreicht:

L = {ω ∶ lim
n→∞

ξn(ω) = ξ(ω), ∣ξ(ω)∣ < ∞}.

IstP(L) = , d. h. konvergiert {ξn}n∈N f. ü. gegen einen endlichenWert, so heißt {ξn}n∈N
P-fast sicher konvergent oder konvergent mit Wahrscheinlichkeit 1, geschrieben
ξn →P-f. s. ξ, d. h.

ξn →P-f. s. ξ ⇐⇒ P( lim
n→∞

ξn = ξ < ∞) = . (1.28)
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• Existiert zu der Folge {ξn}n∈N eine Zufallsvariable ξ derart, daß für jedes ε >  gilt
limn→∞ P(∣ξn − ξ∣ ≥ ε) = , so heißt {ξn}n∈N P-stochastisch konvergent oder kon-
vergent inWahrscheinlichkeit, geschrieben ξn →i. W. ξ, d. h.

ξn →i. W. ξ ⇐⇒ lim
n→∞

P(∣ξn − ξ∣ ≥ ε) =  ∀ ε > . (1.29)

• Eine Folge {ξn}n∈N mit endlichen Erwartungswerten E[ξpn] (endlichen p-ten Momen-
ten, s. Abschn. 2.13) für  ≤ p < ∞ heißt im p-ten Mittel konvergent oder auch Lp-
konvergent, wenn es eine Zufallsvariable ξ derart gibt, daß

lim
n→∞

E[∣ξn − ξ∣p] =  ∀ p ∈ [,∞) (1.30)

gilt.
• Es seien Fξn die Verteilungsfunktionen der Zufallsvariablen ξn (s. Kap. 2). Gibt es ei-
neWahrscheinlichkeitsverteilung Fξ derart, daß für jedes x ∈ R, in dem Fξ stetig ist, der
Grenzwert limn→∞ Fξn(x) = Fξ(x) existiert, so heißt {ξn}n∈N konvergent in derVertei-
lung oder auch schwach konvergent gegen eine Zufallsvariable ξ, in Zeichen ξn →i. V. ξ
oder ξn →w ξ:

ξn →i. V. ξ ⇐⇒ lim
n→∞

Fξn(x) = Fξ(x). (1.31)

Der Leser möge zum Vergleich die Definitionen in Abschn. 2.8 des Kap. 2 sowie die
Zusammenfassung in Abschn. 2.8 heranziehen.

Anwendungsbeispiele

1. Die Aussage des Satzes 1.9.6 für unendliche Summen: Es sei { fk(x)}k∈N eine Folge ste-
tiger Funktionen in x, so daß für xn → x stets auch gilt fk(xn) → fk(x). Man definiere
fk;n(x) ∶= fk(x + 

n ); ist dann ∣ fk;n(x)∣ ≤ φk mit ∑k∈N
φk < ∞, so besagt der Satz von

der majorisierten Konvergenz

lim
n→∞

∑

k∈N

∣ fk(x) − fk;n(x)∣ =  und lim
n→∞

∑

k∈N

fk;n(x) = ∑
k∈N

fk(x).

Entsprechendes gilt für gk;n(x) = fk(x − 
n ) →n→∞ fk(x). Grenzübergang und Sum-

menoperation sind also vertauschbar, und die Summe∑k∈N
fk(x) ist eine stetige Funk-

tion in x.
2. {ξk}k∈N sei eine Folge von Zufallsvariablen über dem Maßraum [Ω,Aσ ,P] mit

E[∑
∞

k= ∣ξk ∣] < ∞. Unter Verwendung der Abkürzungen

fn =
n
∑

k=
ξk , f =

∞

∑

k=
ξk , φ =

∞

∑

k=
∣ξk ∣
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besagt der Satz von der majorisierten Konvergenz

lim
n→∞∫

∣ f − fn ∣ dP =  und lim
n→∞∫

fn dP = ∫ lim
n→∞

fn dP

(da alle fn von φmajorisiert werden und ∫ φ dP = E[∑∞k= ∣ξk ∣] < ∞ ist). Mit

lim
n→∞∫

fn dP = lim
n→∞

E [

n
∑

k=
ξk] = lim

n→∞

n
∑

k=
E[ξk] =

∞

∑

k=
E[ξk]

hat man also

∞

∑

k=
E[ξk] = E [

∞

∑

k=
ξk]

(s. Korollar 1.9.8). Insbesondere ist Folgendes zu konstatieren: Sind ξk, k ∈ N, nicht ne-
gative Zufallsvariablen, und existiert der Erwartungswert der Summe∑∞k= ξk, so gleicht
dieser Erwartungswert der Summe der Einzel-Erwartungswerte.

3. Es sei {ξn ∶ n ∈ N} eine Familie von – durch eine nicht negative Zufallsvariable φ mit
E[φ] < ∞ absolut beschränkten – Zufallsvariablen mit der Eigenschaft P-fast sicherer
Konvergenz:

lim
n→∞

ξn(ω) = ξ(ω) für fast alle ω ∈ Ω.

Dann garantiert der Satz von dermajorisierten Konvergenz dieGültigkeit der Gleichung

lim
n→∞

E[ξn] = E[ξ].

4. Die Folge {ξn ∶ n ∈ N} von Zufallsvariablen mit den Verteilungsfunktionen Fξn kon-
vergiere stochastisch zunehmend schwach gegen eine Verteilung Fξ. Stochastisch zu-
nehmend für die Folge der Zufallsvariablen bedeutet, daß die Folge {Fξn}n∈N der Ver-
teilungen nicht zunehmend in n ist, so daß andererseits die Folge { − Fξn}n∈N nicht
abnehmend ist. Dann besagt der Satz von der monotonen Konvergenz

lim
n→∞∫

( − Fξn(t))dt = ∫ lim
n→∞
( − Fξn(t))dt = ∫ ( − Fξ(t))dt ,

und die Integration von  bis∞ bedeutet limn→∞ E[ξn] = E[ξ].

1.10 Der Satz von Radon-Nikodym

Wir haben gesehen, daß jeder erweitert-reellwertigen Funktion f mit der Eigenschaft, daß
nicht gleichzeitig ∫ f + dμ und ∫ f − dμ den Wert unendlich annehmen, nach Definiti-
on 1.8.4 ein Integralwert ∫ f dμ zukommt. Die Mengen {x ∶ f (x) ≥ } = P und {x ∶
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f (x) ≤ } = N formen offenbar eine Jordan-Zerlegung des Raumes X bzgl. des signierten
Maßes ν f ∶ [X ,Aσ , μ] → R̄, das durch ν f (A) = ∫A f dμ definiert wird, denn

ν f (A) = ∫
A
f + dμ − ∫

A
f − dμ = ν f +(A) − ν f −(A) (1.32)

impliziert ν f (A ∩ P) ≥  und ν f (A ∩ N) ≤  ∀A ∈ Aσ . Gleichung (1.32) definiert daher
die Jordan-Hahn-Zerlegung des signierten Maßes ν f (vergl. Satz 1.2.5). Die Frage nach der
Integrierbarkeit kann man also auch so beantworten: Eine meßbare erweitert-reellwertige
Funktion f besitzt d. u. n. d. einen Integralwert, wenn die Maß-Summe ν f +(X)+ν f −(X) <
∞ ist. In diesem Falle repräsentiert ν f +(X) + ν f −(X) die absolute Variation ∣ν f ∣ eines
signierten Maßes ν f mit ν f (A) = ν f +(A) − ν f −(A). Man bezeichnet f als Dichte des
signierten Maßes ν bezüglich des Maßes μ oder auch als Ableitung von ν nach μ. Die
umgekehrte Frage, nämlich wann ein signiertes Maß eine derartige Dichte bzw. Ableitung
besitzt, wird mit dem Satz von J. Radon undO.M. Nikodym beantwortet. Zur Vorbereitung
des Beweises betrachten wir zunächst den speziellen Fall total endlicher Maße.

Hilfssatz 1.10.1 (Radon-Nikodym) Es seien μ und ν total endliche Maße über der σ-
AlgebraAσ , und ν sei absolut stetig bzgl. μ (ν ≪ μ); dann gibt es eine μ-fast überall eindeutig
bestimmte μ-meßbare Funktion f derart, daß

ν(A) = ∫
A
f dμ ∀A ∈ Aσ . (1.33)

Beweis Es seiH die Menge alle μ-integrablen nicht negativen Funktionen, für die in obiger
Beziehung nur das „≥“-Zeichen gilt:

H = {h ∶ X → R̄ ∶ h ≥ , h integrabel, ν(A) ≥ ∫
A
h dμ ∀A ∈ Aσ} .

{hn}n∈N ⊂ H sei eine Folge von Funktionen, deren Integrale gegen das Supremum
suph∈H ∫ h dμ konvergieren:

lim
n→∞∫

hn dμ = sup
h∈H
∫ h dμ.

Die gesuchte μ-meßbare Funktion f konstruieren wir mittels der Folge {hn}n∈N als

f (x) = sup
n∈N

hn(x).

Zu zeigen ist die Integrabilität von f sowie das Bestehen der Gleichung (1.33). Sei

gn(x) =max{h(x), . . . , hn(x)} für n ∈ N.
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{gn}n∈N ist in H enthalten, denn zu jedem A ∈ Aσ und jedem n ∈ N kann eine Partition
{E(n) , . . . , E(n)n } vonA gefunden werden, so daß gn(x) = h j(x) für x ∈ E

(n)
j ist. Man setze

nämlich

E(n) = {x ∈ A ∶ h(x) ≥ hi(x), i = , . . . , n},

E(n) = {x ∈ A ∶ h(x) ≥ hi(x), i = , . . . , n} ∖ E ,

⋮

E(n)n− = {x ∈ A ∶ hn−(x) ≥ hn(x)} ∖
n−
⋃

i=
Ei ,

E(n)n = A∖
n−
⋃

i=
Ei = {x ∶ hn(x) > h j(x) ∀ j ≤ n − },

so daß ein Punkt x ∈ A d. u. n. d. zu einer Menge E(n)j gehört, wenn h j(x) ≥ hi(x) ∀ i ∈

{, . . . , n} ist. Wegen A = ⋃n
i= E

(n)
i mit E(n)i ∩ E(n)j = ∅ für i ≠ j folgt gn(x) = h j(x) für

x ∈ E(n)j . Insbesondere ist gn ∈ H, da

∫
A
gn dμ =

n
∑

j=
∫
E(n)j

gn dμ =
n
∑

j=
∫
E(n)j

h j dμ ≤
n
∑

j=
∫
E(n)j

ν(E(n)j ) = ν(A) < ∞.

Wegen limn→∞ gn(x) = limn→∞ (max{h(x), . . . , hn(x)}) = supn hn(x) = f (x) liefert
der Satz 1.9.7 von der monotonen Konvergenz

lim
n→∞∫

gn dμ = ∫ lim
n→∞

gn dμ = ∫ f dμ

und

lim
n→∞∫A

gn dμ = ∫
A
f dμ ≤ ν(A) < ∞ ∀A ∈ Aσ ,

d. h. f ∈ Hmit ∫ f dμ = supn ∫ hn dμ. Um ∫A f dμ = ν(A) für alle A ∈ Aσ nachzuweisen,
betrachte man das Maß θ ∶ Aσ → R̄, definiert durch θ(A) = ν(A) − ∫A f dμ. Zu zeigen
ist θ(A) =  für jedes A ∈ Aσ . Zu jedem k ∈ N betrachte man das signierte Maß νk =
θ − 

k μ, bezüglich dessen die meßbaren Mengen Pk und Nk eine Hahn-Zerlegung bilden:
Pk∪Nk = X, Pk∩Nk = ∅, νk(A∩Pk) ≥ , νk(A∩Nk) ≤  fürA ∈ Aσ . Die beiden meßbaren
Mengen P = ⋃∞k= Pk und N = ⋂∞k= Nk bilden dann – wie leicht nachzuprüfen – ebenfalls
eine Partition von X: X = P ∪ N , P ∩ N = ∅. Für jeden Index ℓ erhält man  ≤ θ (N) =
νℓ (N) + 

ℓ μ (N) ≤

ℓ μ (N), woraus vermöge ℓ → ∞ auf θ (N) =  zu schließen ist. Laut

Vor. ist ν ≪ μ und daher auch θ ≪ μ (Lemma 1.8.7), so daß die Annahme, θ(P) sei
größer Null, zu μ(P) >  führen würde. μ(P) >  impliziert μ(Pk) >  für mindestens ein
k. Wir zeigen, daß dies im Widerspruch zur Supremumseigenschaft des Integrals ∫ f dμ
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stände. Man betrachte die Funktion ψ = f + (/k) Pk , deren Integral im Falle μ(Pk) > 
offensichtlich größer als ∫ f dμ ist (d. h. ψ kann nicht inH enthalten sein). ψ erfüllt

∫
A
ψ dμ = ∫

A
f dμ +


k
μ(A∩ Pk) = ∫

A∖Pk
f dμ + ∫

A∩Pk
f dμ +


k
μ(A∩ Pk).

Aus νk(A) + 
k μ(A) = θ(A) = ν(A) − ∫A f dμ für jedes A ∈ Aσ und νk(A ∩ Pk) ≥  folgt

die Ungleichung 
k μ(A∩ Pk) ≤ ν(A∩ Pk) − ∫A∩Pk f dμ, mit der

∫
A
ψ dμ = ∫

A∖Pk
f dμ + ∫

A∩Pk
f dμ +


k
μ(A∩ Pk)

≤ ∫
A∖Pk

f dμ + ν(A∩ Pk) ≤ ν(A∖ Pk) + ν(A∩ Pk) = ν(A),

wird, was ψ ∈ H impliziert. Dieser Widerspruch zeigt, daß μ(P) >  und daher auch
θ(P) >  nicht möglich ist, so daß θ(A) = ν(A) − ∫A f dμ =  ∀A ∈ Aσ folgt. ◻

Satz 1.10.1 (Radon-Nikodym) Es sei [X ,Aσ , μ] ein σ-endlicherMaßraum, und ν bezeichne
ein σ-endliches signiertes Maß über Aσ . Ist ν absolut stetig bzgl. μ, so gibt es eine meßbare
erweitert-reellwertige Funktion f ∶ [X ,Aσ] → [R̄,B(R̄)], die für jede meßbare Menge A ∈
Aσ mit ∣ν∣(A) < ∞ den Integralwert ν(A) besitzt:

ν(A) = ∫
A
f dμ.

Beweis Aufgrund der σ-Endlichkeit von μ und ∣ν∣ gibt es eine abzählbare Überdeckung
{Ui}i∈N von X mit wechselseitig disjunkten Mengen endlichen Maßes μ(Ui) ∀ i ∈ N der-
art, daß jede dieser Mengen Ui selbst als abzählbare Vereinigung disjunkter Mengen Vi j

mit ∣ν∣(Vi j) < ∞ ∀ j ∈ N darstellbar ist:

X =
∞

⋃

i=
Ui , μ(Ui) < ∞ ∀ i ∈ N, Ui ∩Ui = ∅ für i ≠ i,

Ui =
∞

⋃

j=
Vi j , ∣ν∣(Vi j) < ∞ ∀ j ∈ N, Vi j ∩Vi j = ∅ für j ≠ j .

Durch geeignete Numerierung kann die Familie der Vi j als einfach indiziert dargestellt
werden37, d. h. {Vi j}(i , j)∈N×N = {Wℓ}ℓ∈N, X = ⋃∞ℓ= Wℓ. Es sei nun X = P ∪ N eine Jordan-
Hahn-Zerlegung des Raumes X bezüglich des signierten Maßes ν, d. h. P ∩ N = ∅ mit
ν(A ∩ P) ≥  und ν(A ∩ N) ≤  für jedes A ∈ Aσ (Hahn-Zerlegung des Raumes), sowie
ν = ν+ − ν− mit

ν+(A) = ν(A∩ P), ν−(A) = −ν(A∩ N)

37 Man setze etwa ℓ = K(i , j) − i, falls i + j = gerade, und ℓ = K(i , j) − j, falls i + j = ungerade,
K(i , j) =  + (i+ j)


−(i+ j)
 .
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(Jordan-Zerlegung von ν). Wir betrachten zunächst nur P und setzen Eℓ =Wℓ ∩ P, so daß
∑
∞

ℓ= Eℓ = P wird. Wegen μ(Eℓ) < ∞ und ν+(Eℓ) < ∞ garantiert Hilfssatz 1.10.1 zu jedem
ℓ die Existenz einer μ-fast überall eindeutig bestimmten μ-integrablen Funktion fℓ , mit
der ∫A∩Eℓ

fℓ dμ = ν+(A∩ Eℓ) = ν(A∩ Eℓ) für jedes A ∈ Aσ wird. Es sei A eine μ-meßbare
Menge mit ∣ν∣(A) < ∞; dann gilt

∞

∑

ℓ=
∫
A∩Eℓ

fℓ dμ =
∞

∑

ℓ=
ν+(A∩ Eℓ) =

∞

∑

ℓ=
ν(A∩ Eℓ) ≤ ∣ν∣(A) < ∞.

Sei f (P)(x) = fℓ(x) für x ∈ A ∩ Eℓ , ℓ ∈ N; dann ist zum einen ∫A∩Eℓ
f (P) dμ =

∫A∩Eℓ
fℓ dμ, und zum anderen – wegen ∫A∩Eℓ

fℓ dμ = ∫A∩Eℓ
f +ℓ dμ−∫A∩Eℓ

f −ℓ dμ ≥  – auch
∑
∞

ℓ= ∫A∩Eℓ
∣ fℓ∣ dμ < ∞. Setzt man hℓ(x) = A∩Eℓ (x) ⋅ fℓ(x), so ist ∫A∩Eℓ

fℓ dμ = ∫A hℓ dμ,
und das Korollar 1.9.8 besagt, daß es eine μ-integrable Funktion h gibt mit ∑∞ℓ= hℓ = h,
∫A∩P h dμ = ∑

∞

ℓ= ∫A∩P hℓ dμ = ∫A∩P f (P) dμ. Da die letzte Gleichheit für jede meßba-
re Teilmenge in A ∩ P gilt, folgt h = f (P) fast überall in A ∩ P (Satz 1.8.11). Demnach
ist f (P) integrabel über jeder meßbaren Menge A ∩ P mit ∣ν∣(A) < ∞, und dabei gilt
∫A∩P f (P) dμ = ν+(A ∩ P) = ν(A ∩ P). Ist g(P) eine weitere Funktion über P mit der
Eigenschaft ∫A∩P g

(P) dμ = ν+(A ∩ P) für alle A ∈ Aσ mit ∣ν∣(A) < ∞, so gilt dies auch
für jede meßbare Teilmenge einer solchen Menge A∩ P, so daß g(P)(x) = f (P)(x) μ-fast
überall in A∩ P folgt. Dies impliziert g(P)(x) = f (P)(x) μ-fast überall in P aufgrund der
σ-Endlichkeit von ν .

Eine völlig analoge Überlegung führt zum Auffinden einer μ-eindeutig bestimmten
Funktion f (N), für die ∫A∩N f (N) dμ = ν−(A ∩ N) = −ν(A ∩ N) für alle A ∈ Aσ mit
∣ν∣(A) < ∞ gilt. Setzt man daher

f (x) =
⎧
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

f (P)(x) für x ∈ P ,
− f (N)(x) für x ∈ N ,

so ist f eine μ-eindeutig bestimmte Funktion über X, die über jeder meßbaren Menge A
mit ∣ν∣(A) < ∞ μ-integrabel ist und dort

∫
A
f dμ = ∫

A∩P
f (P) dμ − ∫

A∩N
f (N) dμ = ν+(A∩ P) − ν−(A∩ N) = ν(A)

erfüllt. Damit ist alles bewiesen. ◻

Definition 1.10.1 [X ,Aσ , μ] sei σ-endlicher Maßraum, ν ≪ μ ein σ-endliches signiertes
Maß über Aσ . Die μ-eindeutig bestimmte meßbare Funktion f , für die ν(A) = ∫A f dμ für
jede meßbareMenge Amit ∣ν∣(A) < ∞ gilt, heißt Radon-Nikodym-Ableitung von ν bzgl. μ,
und man schreibt

f =
dν
dμ

, dν = f dμ.
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f ist die Dichte von ν bezüglich des Maßes μ. f ist d. u. n. d. integrabel, wenn ∣ν∣(X) < ∞
ist; in diesem Falle repräsentiert ν das unbestimmte Integral von f bzgl. μ.

Es läßt sich zeigen, daß der Satz 1.10.1 von Radon-Nikodym auch für signierte Maße
μ gilt, sofern man das Integral einer Funktion f bzgl. eines solchen signierten Maßes mit
Hilfe seiner Jordan-Zerlegung μ = μ+ − μ− vermöge

∫ f dμ = ∫ f dμ+ − ∫ f dμ−

definiert [10, 63].

1.11 Produktmaße und der Satz von Fubini

X , X, . . . , Xm seien nicht leere Mengen38. Die Gesamtheit aller Elemente der Form x =
(x , . . . , xm) mit xi ∈ Xi heißt cartesisches Produkt der Xi , geschrieben ∏m

i= Xi = X ×

. . . × Xm .
Für Teilmengen Mi ⊆ Xi heißt Q = ∏m

i= Mi (verallgemeinerter) Quader39 mit den
Seiten Mi (i = , . . . ,m). (vergl. Abschn. A.2). Sind einige der Mi identisch mit der je-
weiligen Gesamtmenge, also Mi = Xi , so spricht man auch von Zylindermengen (s. auch
Abschn. 1.12). Ein Element von∏m

i=,i≠k Xi kennzeichnen wir durch x
−k , d. h.

x
−k = (x , . . . , xk− , xk+,... xm).

Definition 1.11.1 Ist M ⊆ ∏m
i= Xi eine beliebige nicht leere Teilmenge der Produktmenge,

so bezeichnet man die Menge

p
{k}[M] =

⎧
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

xk ∈ Xk ∶ ∃x−k ∈
m
∏

i=,i≠k
Xi mit (x , . . . , xk , . . . , xm) ∈ M

⎫
⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎭

⊂ Xk

als Projektion von M auf Xk . Mit der Notation x
(k ,... ,kℓ) für Vektoren aus∏i≠k j , j∈{,... ℓ} Xi

(für ℓ < m) ist die Projektion von M auf ein ℓ-dimensionales cartesisches Teilprodukt Xk ×

. . . × Xkℓ in der Form

p
{k ...kℓ}[M] = {(xk , . . . xkℓ) ∈ Xk × . . . × Xkℓ ∶

∃x
−(k ,... ,kℓ)mit (x , . . . , xk . . . , xkℓ . . . , xm) ∈ M} (1.34)

definiert.

38 Im allgemeinen wird man von strukturiertenMengen ausgehen, etwa von topologischen Räumen.
39 Im Englischen „generalized rectangle“.
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Abb. 1.1 Projektionen

�

�
X2

X1

M

Mit K = {, . . . ,m} und L = {k , . . . , kℓ} ⊂ K wird im Falle M = ∏i∈K Xi anstelle von
p
{k ...kℓ} [∏i∈K Xi] dieNotation pKL benutzt. pKL ist also die Projektion des cartesischen Pro-

duktes der Mengen X , . . . , Xm in das cartesische Produkt der Mengen Xk , . . . , Xkℓ . Die
Projektionsmenge (1.34) fällt i. a. nichtmit dem cartesischen Produkt der Einzelprojektio-
nen zusammen, vielmehr ist die Inklusion

p
{k ...kℓ}[M] ⊂

ℓ
∏

j=
p
{k j}[M]

i. a. echt, es sei denn,M wäre ein Quader mit den Seiten Mk = p{k}[M], k ∈ K (Abb. 1.1).

Definition 1.11.2 Für meßbare Räume [Xt ,At] heißt die von allen Quadern QA =∏
m
t= At

mit At ∈ At erzeugte σ-Algebra σ(∏m
t=At) = ⊗

m
t=At die σ-Algebra des Produktraumes

der meßbaren Räume [Xt ,At] oder kurz die Produkt-σ-Algebra von∏m
t= Xt.

Man beachte, daß das cartesische Produkt ∏m
t=At der σ-Algebren At selbst i. a. kei-

ne σ-Algebra ist, vielmehr bildet es ein sog. zerlegbares Mengensystem, d. h. ein durch-
schnittsstabiles System von Teilmengen, in dem die Differenz zweier Elemente als endliche
Vereinigung disjunkter Elemente darstellbar ist (vergl. Abschn. 1.1). Ein über einem zer-
legbaren Mengensystem definierter Inhalt40 ist ein elementares Maß.

Das Urbild (pK
{ j})

−
(Aj) = Aj × ∏t∈K

t≠ j
Xt einer jeden meßbaren Menge Aj ∈ A j ist

als Zylindermenge (mit den meßbaren Seiten Xt für t ≠ j und Aj) in ⊗m
t=At enthalten,

d. h. jede der Projektionen pK
{ j} ist meßbar; Analoges gilt offenbar für Projektionen pKL mit

L ⊂ K.⊗m
t=At ist daher die kleinste σ-Algebra, bzgl. der alle Projektionen meßbar sind.

Die σ-Algebren

M j =

⎧
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

Aj ⊂ Xj ∶
⎛

⎝

Aj × ∏

t∈K , t≠ j
Xt
⎞

⎠

∈⊗

t∈K
At

⎫
⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎭

, j ∈ K ,

werden alsMarginal-σ-Algebren von⊗t∈K At bezeichnet.
Im Folgenden beschränken wir uns der Einfachheit halber (und bzgl. endlich-dimensio-

naler cartesischer Produkte ohne Einschränkung der Allgemeinheit) auf den Fall m = .
Es sei M ⊂ X × X. Für fest gewählte Elemente x̂i ∈ Xi setzen wir M∣x̂ = {(x̂ , x) ∈ M ∶

40 Also eine erweitert-reellwertige und endlich additive Mengenfunktion η ≥  mit η(∅) = .
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Abb. 1.2 Schnitte

x ∈ X} und M∣x̂ = {(x , x̂) ∈ M ∶ x ∈ X}. Die Projektionen dieser Teilmengen von
M bezeichnet man als Schnitte. Genauer heißt die Teilmenge Sx̂[M] = p

{}[M∣x̂] ⊂ X

ein X-Schnitt vonM in X, und die Teilmenge Sx̂[M] = p
{}[M∣x̂] ⊂ X ein X-Schnitt

vonM in X (vergl. Abb. 1.2). Ist insbesondereQ = Q ×Q ein verallgemeinerter Quader,
so hat man

Sx̂[Q] =
⎧
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

Q, falls x̂ ∈ Q ,
∅, falls x̂ ∉ Q ,

Sx̂[Q] =
⎧
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

Q , falls x̂ ∈ Q,
∅, falls x̂ ∉ Q.

Man erkennt leicht, daß die Familie F ⊂ P(X × X) aller derjenigen Elemente der σ-
Algebra σ(A ×A), die die Eigenschaft besitzen, daß jeder X-Schnitt einer Menge aus F
inA enthalten ist, eine σ-Algebra in X × X bildet. Da diese Familie in der minimal um-
fassenden σ-Algebra σ(A ×A) enthalten ist, folgt F = σ(A ×A). Entsprechendes gilt
mutatis mutandis für X-Schnitte; daher können wir feststellen, daß alle Schnitte von Ele-
menten A aus σ(A ×A)meßbare Mengen sind, d. h. jeder X-Schnitt Sx̂(A) ist Element
vonA, jeder X-Schnitt Sx̂(A) ist Element vonA.

Es seien nun [Xi ,Ai , μi] (i = , ) σ-endliche Maßräume; der Produktraum X × X

(und damit auch jede Teilmenge dieses Raumes) kann dann durch eine abzählbare Vereini-
gung disjunkterQuaderA(k) ×A

(k)
 ∈ σ(A×A)mit μi(A

(k)
i ) < ∞∀ k ∈ Nüberdecktwer-

den; dazu sind nämlich lediglich entsprechende disjunkte Überdeckungen Xi = ⋃
∞

ki= A
(ki)
i

mit A(ki)i ∈ Ai (i = , ) der einzelnen Maßräume heranzuziehen, aus denen eine Überde-
ckung ⋃∞k=⋃

∞

k= (A
(k)
 × A(k) ) = ⋃

∞

ℓ= (B
(ℓ)
 × B(ℓ) ) mit disjunkten Quadern Bℓ

i ∈ Ai

bildbar ist41.

Lemma 1.11.1 Es sei Q = Q × Q ∈ σ(A × A) ein verallgemeinerter Quader mit
μi(Qi) < ∞ (i = , ). Die Familie VQ aller endlichen disjunkten Vereinigungen von meßba-
ren Quadern, die in Q enthalten sind, bildet einen Ring.

41 Man setze etwa ℓ = ℓ(k , k) = K(k , k) − k für k + k = gerade, ℓ(k , k) = K(k , k) − k für
k + k = ungerade und B(ℓ(k ,k))i = A(k i)i , worin K(k , k) =  + k+k

 (k + k − ) ist.
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Beweis VQ enthält die leere Menge. Die Differenz zweier Quader A = A × A und B =
B × B ist offenbar stets als Vereinigung zweier disjunkter Quader darstellbar:

(A × A) ∖ (B × B) = ((A ∖ B) × A) ∪ ((B ∩ A) × (A ∖ B)).

Daraus ist zu schließen, daß die Differenz zweier endlichen disjunkten Vereinigungen von
Quadern wieder eine disjunkte Vereinigung von Quadern ergibt (ein detaillierter Beweis
dieses Faktums ist etwa in [63] nachzulesen). Folglich enthält VQ mit je zwei Elementen
auch deren Differenz und – eine gemäß Definition von VQ unmittelbar ersichtliche Eigen-
schaft – auch deren Vereinigung. Also ist VQ ein Ring. ◻

Zu einer beliebigen imProduktraum X×X meßbarenMengeA ∈ σ(A×A) definiere
man die Funktionen f (i)A ∶ Xi → R̄ (i = , ) durch

f ()A (x) = μ(Sx[A]), f ()A (x) = μ(S
x
[A]). (1.35)

Lemma 1.11.2 Ist A = A × A ∈ σ(A ×A), Ai ∈ Ai (i = , ), ein meßbarer Quader mit
Seiten endlichen Maßes, so sind die Funktionen (1.35) integrabel und erfüllen die Beziehung

∫
X

f ()A×A
dμ = ∫

X

f ()A×A
dμ = μ(A) ⋅ μ(A). (1.36)

Beweis Wegen Sx(A × A) = A für x ∈ A und Sx(A × A) = A für x ∈ A (an-
derenfalls sind die Schnitte leer) hat man f ()A×A

(x) = A(x) ⋅ μ(A) und f ()A×A
(x) =

A(x) ⋅ μ(A)mit μ(A) < ∞, μ(A) < ∞. Daraus folgt die Behauptung. ◻

Die folgende Verallgemeinerung repräsentiert eine Kernaussage dieses Abschnittes.

Satz 1.11.3 [Xi ,Ai , μi] (i = , ) seien Maßräume mit σ-endlichen Maßen μ , μ. Die zu
einer meßbaren Menge A ∈ σ(A × A) definierten Funktionen (1.35) sind meßbar, und es
gilt

∫
X

f ()A dμ = ∫
X

f ()A dμ .

Beweis Es seiW die Familie aller meßbaren Mengen M ∈ σ(A ×A), für die die Satzaus-
sage zutrifft. Zu zeigen ist σ(A ×A) ⊆ W .

1. Gemäß Lemma 1.11.2 sind alle verallgemeinerten Quader A × A aus σ(A × A)

mit μi(Ai) < ∞ inW (i = , ).
2. Gehört eine Folge {Ek}k∈N wechselseitig disjunkter Mengen aus X × X zuW , so

gilt dies auch für die Vereinigung V = ⋃∞k= Ek , also V ∈ W . Das ist wie folgt einzuse-
hen: Wegen f ()V (x) = μ(Sx[V]) = μ(⋃∞k= Sx[Ek]) = ∑

∞

k= μ(Sx[Ek]) ∀ x ∈ X

und f ()V (x) = μ(Sx[V]) = μ(⋃∞k= S
xv) = ∑∞k= μ(Sx[Ek]) ∀ x ∈ X hat man
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f (i)V (xi) = ∑
∞

k= f
(i)
Ek
(xi) (i = , ) mit nicht negativen meßbaren Funktionen. Setzt

man g(i)n = ∑
n
k= f

(i)
Ek

, so bilden die g(i)n monoton nicht abnehmende Folgen, so daß der
Satz 1.9.7 über diemonotoneKonvergenz dieRelationen∑∞k= ∫ f (i)Ek

dμi = ∫ ∑
∞

k= f
(i)
Ek

dμi
liefert (i = , )42. Laut Vor. ist hierin ∫ f ()Ek

dμ = ∫ f ()Ek
dμ ∀ k ∈ N, womit ∫ f ()V dμ =

∫ f ()V dμ folgt.
3. Da jede Teilmenge von X × X – einschließlich des Produktraumes selbst – durch

wechselseitig disjunkte Quader A(k) × A(k) ∈ σ(A × A) mit μi(A
(k)
i ) < ∞ ∀ k ∈ N

überdeckt werden kann, folgt X × X ∈ W .
4. Zum Beweis des Satzes haben wir σ(A ×A) ⊆ W zu zeigen. Hierzu betrachten wir

einen meßbaren Quader Q = Q × Q mit Seiten endlicher Maße μi(Qi) < ∞ (i = , ),
sowie die folgenden Mengenfamilien:

WQ = {M ∈ W ∶ M ⊂ Q},

VQ = {
m
⋃

n=
Q(n) ∶ m ∈ N, Q(n) = (Q(n) × Q(n) ) ⊂ Q ∀ n ∈ {, . . . ,m},

Q(n) ∈ A , Q
(n)
 ∈ A, Q(n)

∩ Q(n)
= ∅ für n ≠ n}.

WQ ist eine monotone Familie43 , denn für jede monotone Mengenfolge {En}n∈N aus
W mit limn→∞ En = L gilt einerseits L ∈ σ(A × A) (Eigenschaft der σ-Algebra) und
limn→∞ Sx[En] = Sx[L], limn→∞ Sx[En] = Sx[L] (da Monotonie „vererbbar“), zum
anderen hat man für die Funktionen φ()n (x) = μ(Sx[En]), φ

()
n (x) = μ(Sx[En]) die

Abschätzungen  ≤ φ()n (x) ≤ μ(Q) < ∞,  ≤ φ()n (x) ≤ μ(Q) < ∞, so daß aufgrund
des Satzes 1.9.6 von der majorisierten Konvergenz die Funktionen φ() = limn→∞ φ()n und
φ() = limn→∞ φ()n integrabel sind und die Relation

∫ φ() dμ = lim
n→∞∫

φ()n dμ
!
= ∫ φ() dμ = lim

n→∞∫
φ()n dμ

erfüllen, was L = limn→∞ En ∈ WQ impliziert.
Nach Lemma 1.11.1 ist VQ ein Ring, und dieser ist nach dem unter 1. und 2. Gesagten

inWQ enthalten. Daher besagt das Korollar 1.1.7 aus Abschn. 1.2, daß die von VQ erzeugte
monotone FamilieM(VQ)mit dem von VQ erzeugten σ-Ring zusammenfällt und inWQ

enthalten ist:

M(VQ) = Rσ(VQ) ⊆ WQ . (1.37)

Weiterhin hat man offenbar die Relation

(A ×A) ∩ Q ⊆ VQ ⊆ WQ ⊆ W ,

42 Die Kennzeichnung der Integrationsbereiche X , X ist der Einfachheit halber weggelassen.
43 Vergl. Abschn. 1.1.
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aus der unter Beachtung von Lemma 1.1.1

Rσ((A ×A) ∩ Q) = Rσ((A ×A)) ∩ Q
!
= σ(A ×A) ∩ Q ⊆ Rσ(VQ)

folgt. Beachtet man (1.37), so besagt diese Beziehung

σ(A ×A) ∩ Q ⊆ WQ ⊆ W , (1.38)

mit deren Hilfe schließlich σ(A × A) ⊆ W wie folgt nachzuweisen ist: Es sei M ein
beliebiges Element aus σ(A ×A). Da jede solche Teilmenge des Raumes X × X durch
eine abzählbare Vereinigung disjunkter Quader Q(k) = A(k) × A(k) ∈ σ(A × A) mit
μi(A

(k)
i ) < ∞ ∀ k ∈ N überdeckt werden kann, ist gemäß (1.38) M ∩ Q(k) ∈ W für jedes

k ∈ N (man interpretiere in (1.38) Q(k) als Q). Unter 2. hatten wir jedoch gezeigt, daß
damit auch die (disjunkte) Vereinigung aller dieser Elemente ausW inW liegt, d. h. wir
haben

∞

⋃

k=
(M ∩ Q(k)) = M ∩

∞

⋃

k=
Q(k) = M ∈ W ,

und damit σ(A ×A) ⊆ W . ◻

Satz 1.11.4 [Xi ,Ai , μi] (i = , ) seien Maßräume mit σ-endlichenMaßen μ , μ; dann ist
die Mengenfunktion ν ∶ σ(A ×A) → R̄, definiert durch

ν(A) = ∫
X

f ()A dμ = ∫
X

f ()A dμ ∀A ∈ σ(A ×A), (1.39)

ein σ-endliches Maß, das für Quader A = A × A ∈ σ(A ×A) in der Form

ν(A × A) = μ(A) ⋅ μ(A) (1.40)

darstellbar ist. ν ist durch (1.40) eindeutig bestimmt.

Beweis Die Funktionen f (i)A sind nicht negativ und meßbar; daher ist ν eine nicht negative
Mengenfunktion über σ(A × A) mit ν(∅) = , wobei ν(A) im Falle der Integrabilität
der f (i)A endlich ist und im Falle der Nicht-Integrabilität den Wert∞ annimmt. Es sei A =
⋃
∞

n= An mit An ∈ σ(A × A) ∀ n ∈ N. Da ein Schnitt von A gleich der Vereinigung der
entsprechenden Schnitte der An ist, folgt aufgrund der σ-Additivität der Maße μi

f ()A (x) =
∞

∑

n=
f ()An
(x), f ()A (x) =

∞

∑

n=
f ()An
(x).
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Setzt man g(i)k = ∑
k
n= f

(i)
An

, so besagt der Satz 1.9.7 von der monotonen Konvergenz, daß

limk→∞ ∫ g(i)k dμi = limk→∞∑
k
n= ∫ f (i)An

dμi = ∑∞n= ∫ f (i)An
dμi

!
= ∫ f (i)A dμi ist, d. h. ν ist

σ-additiv, also ein Maß über σ(A ×A).
Da dieMaße μi σ-endlich sind, gibt es eineÜberdeckung⋃∞ℓ= (B

(ℓ)
 ×B

(ℓ)
 ) des Raumes

X×X mit B(ℓ)i ∈ Ai und μi(B
(ℓ)
i ) < ∞∀ ℓ ∈ N (i = , ). Für diese gilt nach Lemma 1.11.2

ν(B(ℓ) × B
(ℓ)
 ) = μ(B

(ℓ)
 ) ⋅ μ(B

(ℓ)
 ) < ∞ ∀ ℓ ∈ N, d. h. ν ist σ-endlich.

Zu zeigen bleibt die eindeutige Bestimmtheit von ν durch Gleichung (1.40). Angenom-
men, ein Maß θ wäre ebenfalls vermöge (1.40) festgelegt. Unter Rückgriff auf die eben
genannte Überdeckung ⋃∞ℓ= (B

(ℓ)
 × B

(ℓ)
 ) =∶ ⋃

∞

ℓ= B(ℓ) des Raumes X × X definiere man
für jedes ℓ ∈ N die MengenfamilienHℓ und Vℓ durch44

Hℓ = {M ∶ M ∈ σ(A ×A) ∩ B(ℓ) , ν(M) = θ(M)},

Vℓ = {
m
⋃

n=
Q(n) ∶ m ∈ N, Q(n) = (Q(n) × Q(n) ) ⊂ B

(ℓ)
∀ n ∈ {, . . . ,m},

Q(n) ∈ A , Q
(n)
 ∈ A , Q(n)

∩ Q(n)
= ∅ für n ≠ n}.

Jedes Hℓ ist eine monotone Familie, da bekanntlich für monotone Folgen {Mn}n∈N gilt
limn→∞ ν(Mn) = ν(limn→∞Mn) (und ebenso mit θ). Jedes Vℓ andererseits ist ein Ring (s.
Lemma 1.11.1), und man hat offenbar Vℓ ⊂ Hℓ . Nach Korollar 1.1.7 in Abschn. 1.2 enthält
Hℓ daher den von Vℓ erzeugten σ-RingRσ(Vℓ). Da jedes Element U = (A × A) ∩ B(ℓ)

aus (A×A)∩B(ℓ) in der FormU = (A∩B
(ℓ)
 )×(A∩B

(ℓ)
 ) als zu Vℓ gehörig erkennbar

ist, folgen die Beziehungen

(A ×A) ∩ B(ℓ) ⊆ Vℓ ⊂M(Vℓ) = Rσ(Vℓ) ⊆ Hℓ ,

Rσ((A ×A) ∩ B(ℓ)) = Rσ(A ×A) ∩ B(ℓ)

= σ(A ×A) ∩ B(ℓ) ⊆ Rσ(Vℓ) ⊆ Hℓ ,

deren letzteHℓ = σ(A ×A)∩B(ℓ) impliziert. Demnach besteht für jede meßbare Menge
A ∈ σ(A × A) und jedes ℓ ∈ N die Gleichheit ν(A ∩ B(ℓ)) = θ(A ∩ B(ℓ)). Da weiterhin
aufgrund der Überdeckungseigenschaft der Familie aller B(ℓ) jedes solche A auch in der
FormA = ⋃∞ℓ=(A∩B(ℓ)) schreibbar ist, folgt ν(A) = ∑

∞

ℓ= ν(A∩B(ℓ)) = ∑
∞

ℓ= θ(A∩B(ℓ)) =
θ(A) für jedes A ∈ σ(A ×A), d. h. ν = θ . ◻

Definition 1.11.3 Das vermöge (1.39) definierte Maß ν ∶ σ(A × A) → R̄ wird als das
Produkt der σ-endlichen Maße μ , μ oder als Produktmaß der Räume [Xi ,Ai , μi] (i =
, ) bezeichnet. Man schreibt ν = μ ⊗ μ oder auch ν = μ × μ.

44 Diese Beweisführung ähnelt der zu Satz 1.11.3, s. dort Beweispunkt 4.
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Bemerkung 1.11.1 Die Wichtigkeit dieser Aussagen möge an folgendem Beispiel verdeut-
licht werden: Es sei [Ω,Aσ ,P] ein Wahrscheinlichkeitsraum über R̄, also ein Maßraum mit
vollständigem und total endlichemMaß (und P(R̄) = ). Wir betrachten zwei Zufallsvariable
ξ , ξ über Ω, d. h. zwei f. ü. endliche meßbare Abbildungen ξi ∶ Ω → R̄, i = , , (s. Ab-
schn. 2). Ein meßbarer verallgemeinerter Quader Q = B ×B führt damit zur Definition der
Funktionen f (i)Q ∶ R̄→ R̄,

f ()Q (x) = Pξ(Sx[Q]) = Pξ(B), f ()Q (x) = Pξ(Sx[Q]) = Pξ(B)

für xi ∈ Bi , worin die Pξ i die vermöge Pξ i (B) = P(ξ
−
i [B]) für B ∈ B(R̄) induzierten Wahr-

scheinlichkeitsmaße sind (i = , ). Diese Maße sind über der σ-AlgebraB(R̄) des R̄ definiert
und führen nach Satz 1.11.4 zur Definition eines σ-endlichen – hier sogar total endlichen –
Maßes ν ∶ σ(B(R̄) × B(R̄)) → [, ],

ν(M) = ∫ f ()M dPξ = ∫ f ()Q dPξ ∀M ∈ σ(B(R̄) × B(R̄)),

welches das Produktmaß Pξ ×Pξ der Maße Pξ i repräsentiert und für verallgemeinerte Qua-
der Q = B × B aus σ(B(R̄) × B(R̄)) die Form

(Pξ × Pξ)(B × B) = Pξ(B) ⋅ Pξ(B)

annimmt. Sei ξ der aus den Komponenten-Variablen ξ , ξ gebildete Zufallsvektor überΩmit
Werten in R̄ × R̄:

ξ(ω) = (ξ(ω), ξ(ω)) ∀ω ∈ Ω.

Das Urbild ξ−[Q] eines verallgemeinerten Quaders Q = B ×B ∈ σ(B(R̄)×B(R̄)) hat die
Form ξ−[Q]) = ξ− [B] ∩ ξ− [B], so daß für das durch Pξ(B) = P(ξ

−
[B]) ∀B ∈ B(R̄)

definierte induzierte Wahrscheinlichkeitsmaß Pξ folgt

Pξ(B × B) = P(ξ
−
[B × B]) = P(ξ− [B] ∩ ξ− [B]).

Zwei Zufallsvariablen ξ, ξ werden als stochastisch unabhängig bezeichnet, wenn

P(ξ− [B] ∩ ξ− [B]) = P(ξ− [B]) ⋅ P(ξ− [B])

für B , B aus B(R̄) gilt. Somit ist das Produktmaß der beiden Bildmaße Pξ ,Pξ im Falle
der stochastischen Unabhängigkeit der beiden Zufallsvariablen ξ , ξ nichts anderes als das
Bildmaß Pξ des aus ξ , ξ gebildeten Zufallsvektors:

Pξ = Pξ × Pξ . ◻



82 1 Einführung in die Maßtheorie

Es sei ϕ ∶ X × X → R̄ eine über dem Produktraum [X × X, σ(A × A), μ × μ]
integrable oder zumindest nicht negative (erweitert-integrable)45 Funktion. Das Integral
∫ ϕ d(μ × μ) heißt Doppelintegral von ϕ.

Es ist naheliegend, die Eigenschaften der über einem Produkt von Maßräumen defi-
nierten Funktionen hinsichtlich ihrer Einschränkungen auf jeweils einen der beteiligten
Maßräume zu untersuchen. Hierzu betrachtet man sog. Funktionsschnitte.

Definition 1.11.4 Es sei ϕ ∶ X × X → R̄. Für fest gewählte Punkte x̂i ∈ Xi heißt ϕx̂ ∶

X → R̄, definiert durch ϕx̂(x) = ϕ(x̂ , x) (bzw. ϕx̂
∶ X → R̄, definiert durch ϕx̂

(x) =
ϕ(x , x̂)) ein X-Funktionsschnitt von ϕ (bzw. ein X-Funktionsschnitt von ϕ).

Ist ϕ ∶ X × X → R̄meßbar, so gilt für das Urbild einer offenen Menge O aus R̄

(ϕx̂)
−
[O] = {x ∶ ϕ(x̂ , x) ∈ O} = Sx̂ [ϕ

−
[O]] ,

(ϕx̂
)
−
[O] = {x ∶ ϕ(x , x̂) ∈ O} = Sx̂ [ϕ−[O]] .

Da Schnitte meßbarer Mengen meßbar sind (s. o.), folgt damit auch die Meßbarkeit der
Funktionen ϕx̂ und ϕx̂ . Ist zudem ϕ integrabel oder erweitert-integrabel, so sind auch
die Funktionsschnitte ϕx̂ und ϕx̂ integrabel bzw. erweitert-integrabel (das folgt leicht aus
den Eigenschaften der entsprechenden Funktionsschnitte einer Folge integrabler einfacher
Funktionen über X × X, die f. ü. oder im Maße gegen ϕ konvergiert). In diesem Falle
können wir die Funktionen f (i)ϕ ∶ Xi → R̄ (i = , ) vermöge

f ()ϕ (x̂) = ∫ ϕx̂ dμ , f ()ϕ (x̂) = ∫ ϕx̂ dμ (1.41)

definieren. Falls die f (i)ϕ integrabel oder nicht negativ sind, existieren auch die Integrale

∫ f ()ϕ (x) dμ(x) = ∫ (∫ ϕx(x) dμ(x)) dμ(x),

∫ f ()ϕ (x) dμ(x) = ∫ (∫ ϕx
(x) dμ(x)) dμ(x),

die als iterierte Integrale der Funktion ϕ bezeichnet werden; man schreibt kurz

∫ f ()ϕ dμ =∬ ϕ dμ dμ , ∫ f ()ϕ dμ =∬ ϕ dμ dμ .

Den Zusammenhang zwischen iterierten Integralen und Doppelintegral klärt ein Satz von
Fubini.

45 Zur Erinnerung: Einer nicht integrablen nicht negativen Funktion wird der Integralwert∞ zuge-
ordnet.
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Satz 1.11.5 (Fubini) Es sei ϕ eine meßbare erweitert-reellwertige Funktion über X × X.
Ist ϕ nicht negativ oder ist ∫ ∣ϕ∣ d(μ × μ) < ∞, so gilt: Die vermöge (1.41) definierten
Funktionen f (i)ϕ ∶ Xi → R̄ (i = , ) sind meßbar, und es ist

∫ ϕ d(μ ⊗ μ) = ∬ ϕ dμ dμ =∬ ϕ dμ dμ . (1.42)

Beweis 1. Sei ϕ nicht negativ. Im einfachsten Fall ist ϕ ∶ X × X → R̄ Indikatorfunktion
einer meßbaren Menge M ⊂ X × X, d. h. ϕ(x) = M(x) für x = (x , x). Damit folgt
für festgehaltene x̂i (i = , ) ϕx̂(x) = Sx̂ [M](x) und ϕx̂

(x) = S x̂ [M](x), so daß
die Funktionen f (i) von der Form f ()(x̂) = μ (Sx̂[M]) bzw. f ()(x̂) = μ (Sx̂[M])
sind. Nach Satz 1.11.3 und Gleichung (1.39) hat man für diesen Fall sofort die Beziehung
(1.42). Demnach gilt die Behauptung auch für jede einfache Funktion (als Linearkombina-
tion charakteristischer Funktionen). Nach Satz 1.7.1 (Abschn. 1.7) gibt es eine monoton
nicht abnehmende Folge {sn}n∈N einfacher nicht negativer Funktionen, die überall ge-
gen ϕ konvergiert. Für diese besagt der Satz 1.9.7 von der monotonen Konvergenz, daß
limn→∞ ∫ sn d(μ × μ) = ∫ ϕ d(μ × μ) ist. Die analog zu (1.41) definierten Funktio-
nen f ()sn (x̂) = ∫ sn(x̂ , x) dμ(x) und f ()sn (x̂) = ∫ sn(x , x̂) dμ(x)mit festen x̂ , x̂
führen zu

∫ f ()sn (x̂) dμ(x̂) = ∬ sn(x̂ , x) dμ(x) dμ(x̂)

∫ f ()sn (x̂) dμ(x) = ∬ sn(x , x̂) dμ(x̂) dμ(x),

wobei nach dem vorher Gesagten für die einfachen Funktionen sn(x , x) gilt

∬ sn(x , x) dμ(x) dμ(x) = ∬ sn(x , x) dμ(x) dμ(x). (1.43)

Da die { f (i)sn }n∈N ihrerseits nicht abnehmende Folgen nicht negativer integrabler Funktio-
nen sind (i = , ), bestehen – wieder gemäß Satz 1.9.7 – die Gleichungen

lim
n→∞∫

f ()sn (x) dμ(x) = lim
n→∞∫

(∫ sn(x , x) dμ(x)) dμ(x)

= ∫ lim
n→∞
(∫ sn(x , x) dμ(x)) dμ(x) = ∬ ϕ(x , x) dμ(x) dμ(x),

lim
n→∞∫

f ()sn (x) dμ(x) = lim
n→∞∫

(∫ sn(x , x) dμ(x)) dμ(x)

= ∫ lim
n→∞
(∫ sn(x , x) dμ(x)) dμ(x) = ∬ ϕ(x , x) dμ(x) dμ(x).

Mit (1.43) folgt daher (1.42).
2. Ist ∣ϕ∣ integrabel, so auch ϕ, und es gibt eine L-Cauchy-Folge {sn}n∈N einfacher in-

tegrabler Funktionen, die fast überall gegen ϕ konvergiert und deren Absolutwerte durch
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eine integrable Funktion majorisiert werden. In diesem Falle kann also der Satz 1.9.6 von
der majorisierten Konvergenz herangezogen werden (Abschn. 1.9), um analoge Schlüsse
zu ziehen. Das beweist die Behauptung. ◻

Bemerkung 1.11.2 Wir wollen diese Aussagen wieder am Beispiel geeigneter Zufallsabbil-
dungen illustrieren: Es seien [Ω,Aσ ,P] ein Wahrscheinlichkeitsraum, Φ ∶ R̄ × R̄ → R̄ eine
meßbare Funktion und ξ ∶ Ω → R̄ × R̄ ein Zufallsvektor, der die Zufallsvariablen ξ , ξ ver-
möge ξ(ω) = (ξ(ω), ξ(ω)) bestimmt. Die Komposition ϕ ○ ξ sei P-quasi-integrabel (also
P-integrabel oder P-erweitert-integrabel).Wie im Abschn. 2 gezeigt wird, gilt dann

∫
Ω
Φ ○ ξ dP = ∫

R̄×R̄

Φ dPξ

(vergl. Ausdruck (2.31), Abschn. 2.8). Sind ξ und ξ stochastisch unabhängig, so folgt Pξ =

Pξ × Pξ (s. Bemerkung 1.11.1). Aufgrund des Satzes von Fubini hat man daher im Falle
stochastisch unabhängiger Zufallsvariablen folgende Darstellung:

∫
Ω
Φ ○ ξdP = ∫ (∫ Φ(x , x)dPξ) dPξ = ∫ (∫ Φ(x , x)dPξ) dPξ . (1.44)

Entsprechendes gilt offensichtlich auch für d >  Dimensionen. ◻

Wohl am häufigstenwird der Satz von Fubini dann herangezogen, wenn es um die Frage
geht, ob eine Summation mit einer Integration vertauschbar ist. So ist der Erwartungswert
einer Summe von Zufallsvariablen zuweilen leichter bestimmbar, wenn man statt der Be-
rechnung des Integrals über diese Summe die Erwartungswerte der Summanden addieren
kann. Hierzu nennen wir das

Korollar 1.11.6 Es sei X = N. DieMengenfunktion μ ∶ P(N) → N , die jeder Teilmenge
B ∈ N die Anzahl ∣B∣ der in B enthaltenen nicht negativen ganzen Zahlen zuordnet, ist
offensichtlich ein Maß überP(N) =∶ A, und [N ,P(N), μ] =∶ [X ,A , μ] formt einen
Maßraum. [X,A, μ] sei ein weitererMaßraum, und es bezeichne [X ,Aσ , μ] den Produkt-
raum der [Xi ,Ai , μi] (i = , ). Über X werde die reellwertige Funktion g(x) = g(x , x)
(mit xi ∈ Xi) definiert. Falls für jede meßbare Menge M ⊂ X mindestens eine der Relationen

∑

n∈N

(∫
Sn[M]

∣g(n, x)∣ dμ) < ∞, ∫
X

⎛

⎝
∑

n∈Sx̂ [M]
∣g(n, x̂)∣

⎞

⎠

dμ < ∞

gilt, so ist g bzgl. μ quasiintegrabel, und der Satz von Fubini liefert

∫
M
g(x) d(μ × μ) = ∑

n∈N

(∫
Sn[M]

g(n, x) dμ) = ∫
X

⎛

⎝
∑

n∈Sx̂ [M]
g(n, x̂)

⎞

⎠

dμ .



1.12 Formale Verallgemeinerungen 85

Zu diesen Aussagen vergleiche man auch [10] und [84]. Eine im obigen Sinne oft an-
wendbare Konkretisierung lautet46

Korollar 1.11.7 Sind ξn (n ∈ N) nicht negative Zufallsvariablen, und besteht mindestens
eine der Beziehungen E [∑

∞

n= ξn] < ∞ oder∑∞n= E[ξn] < ∞, so gilt

E [

∞

∑

n=
ξn] =

∞

∑

n=
E[ξn]. (1.45)

1.12 Formale Verallgemeinerungen

Die Resultate des Abschn. 1.11 sind leicht auf den Fall endlich vieler Mengen X , . . . , Xm

übertragbar. Für m =  etwa ist ein X-Schnitt Sx̂[M] einer Menge M ⊂ X × X × X

als Projektion p
{,} [M∣x̂] ⊂ X × X definiert, wobei M∣x̂ für festes x̂ in der Form

M∣x̂ = {(x̂ , x, x) ∈ M ∶ (x, x) ∈ X × X} gegeben ist. Sind [Xt ,At , μt] Maßräume
(t ∈ {, , }), so ist über der Produktalgebra A ⊗ A entsprechend den früheren Re-
sultaten in eindeutiger Weise ein Maß μ ⊗ μ definiert, das für Quader Q = A × A mit
A ∈ A, A ∈ A die Relation μ ⊗ μ(Q) = μ(A)⋅ μ(A) erfüllt. Gemäß Satz 1.11.4
gibt es dann ein Maß ν über der Produkt-σ-Algebra A ⊗ A ⊗ A, das mit f ()A (x) ∶=
μ ⊗ μ (p{,} [A∣x]) vermöge

ν(A) = ∫
X

f ()A (x) dμ

definiert ist (A ∈ A⊗A⊗A). DiesesMaß ist eindeutig bestimmt47 und erfüllt fürQuader
QA = A × A × A mit Ai ∈ Ai ∀ i ∈ {, , } die Relation

ν(QA) =

⊗

t=
μt(At).

Analog dazu kann man die Existenz eines Maßes ν über der Produkt-σ-Algebra ⊗m
t=At

des cartesischen Produktes endlich vieler Maßräume [Xt ,At , μt], t = , . . . , m, konstatie-
ren, das eindeutig bestimmt ist und für Quader aus∏m

t=At dem Produkt des Einzelmaße
gleicht.

Die Definition endlicher cartesischer Produkte läßt sich nun – ebenso wie der Begriff
der Zylindermengen – leicht auf nicht endliche Indexmengen verallgemeinern. Dazu be-
achte man, daß ein Produkt der Form∏m

t= Xt isomorph ist zur Menge aller Abbildungen
f der Indexmenge T = {, . . . ,m} in die Vereinigung⋃m

t= Xt mit f (t) ∈ Xt ∀ t ∈ T , so daß

46 Siehe dazu die Bemerkung vor Beginn des Abschn. 1.10.
47 Beweise sind ähnlich wie im vorigen Abschnitt zu führen.
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man als alternative Schreibweise

m
∏

t=
Xt = { f ∶ {, . . . ,m} →

m
⋃

t=
Xt mit f (t) ∈ Xt ∀ t ∈ {, . . . ,m}}

verwenden kann. Diese Schreibweise ist auch für nicht endliche Indexmengen geeignet:
Zu einer beliebigen (ggf. überabzählbaren) nicht leeren Indexmenge T bezeichne Xt für
jedes t ∈ T eine beliebige Menge. Das cartesisches Produkt der Mengen Xt ist dann die
Abbildungsmenge

∏

t∈T
Xt = { f ∶ T → ⋃

t∈T
Xt mit f (t) ∈ Xt ∀ t ∈ T} . (1.46)

Im allgemeinen geht man von topologischen Räumen aus, daher sprechen wir im Folgen-
den auch meist von Räumen Xt.

Definition 1.12.1 Es bezeichne T eine Indexmenge und ∏t∈T Xt = F die vermöge (1.46)
definierte Menge aller Abbildungen von T → ⋃t∈T Xt mit f (t) ∈ Xt ∀ t ∈ T. Sind dann zu
endlich vielen Indices t , . . . , tℓ aus T die Mengen Mt j ⊂ Xt j , j = , . . . , ℓ, Teilmengen der
zugehörigen Räume und bezeichnet QM ⊂ ∏

ℓ
j= Xt j den verallgemeinerten Quader mit den

Seiten Mt , . . . ,Mtℓ , so wird

Zt ,... ,tℓ (QM) = { f ∈∏
t∈T

Xt ∶ f (t j) ∈ Mtj ∀ j ∈ {t , . . . , tℓ}}

als Zylindermenge in∏t∈T Xt mit der Basis QM über den Koordinaten t, . . . , tℓ bezeich-
net. Für eine beliebige Menge B(ℓ) ⊂ ∏ℓ

j= Xt j (die also nicht notwendig einen verallgemei-
nerten Quader darstellt) heißt entsprechend

Zt ,... ,tℓ (B
(ℓ)
) = { f ∈∏

t∈T
Xt ∶ ( f (t), . . . , f (tℓ)) ∈ B(ℓ)}

Zylindermenge in∏t∈T Xt mit der Basis B(ℓ) über den Koordinaten t, . . . , tℓ.

Im Falle einer abzählbaren Indexmenge T ⊂ N und der Festlegung Xt = X ∀ t ∈ T
stellt ∏t∈T Xt = F den Raum aller Folgen {xt}t∈N von Elementen aus X dar. Ein Beispiel
hierfür liefert der Elementarereignisraum Ω = ∏t∈T Ω̃t mit Ω̃t = {, . . . , } ∀ t ∈ T eines
Experimentes, in dem ein Würfel abzählbar oft geworfen wird – etwa mit dem Ziel, eine
„6“ zu würfeln (wozu ja ggf. ein beliebig häufiges Würfeln erforderlich wird).

Es seien nun [Xt ,At , μt]Maßräume (t ∈ T). In direkter Verallgemeinerung des Falles
T = {, } können wir für jedes endliche T = {, . . . ,m} Folgendes sagen:
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1. Die von allen Quadern∏t∈T At mit At ∈ At erzeugte σ-Algebra σ (∏m
t=At) = ⊗

m
t=At

ist die Produkt-σ-Algebra des cartesischen Produktes ∏t∈T Xt der Räume X , . . . , Xm,
so daß [∏t∈T Xt , σ (∏t∈T At)] ein meßbarer Raum ist.

2. Das vermöge ν (A × . . . × Am) = μ(A) ⋅ . . . ⋅ μm(Am) für At ∈ At , t ∈ T nach
Satz 1.11.4 eindeutig bestimmte σ-endliche Maß ν = ⊗t∈T μt über σ (∏t∈T At) macht
diesen meßbaren Raum zu einem Produkt-Maßraum

[∏

t∈T
Xt , ⊗

t∈T
At , ⊗

t∈T
μt] =∶ ⊗

t∈T
[Xt ,At , μt] ,

den man als den Produktraum der Maßräume [Xt ,At , μt] (t = , . . . ,m) bezeichnet.
3. Die σ-Algebra⊗t∈T At ist die kleinste σ-Algebra, bzgl. der alle Projektionen pTK für K ⊂

T meßbar sind.

Auch für eine beliebige, nicht notwendig endliche, Indexmenge T bezeichne pTK für K =
{k , . . . , km} die Projektion des cartesischen Produktes∏t∈T Xt in das cartesische Produkt
der Mengen Xk , . . . , Xkm . Man realisiert leicht, daß mit einer weiteren Teilsequenz L ⊂ K
mit ∣L∣ = ℓ < ∣K∣ = m die Verknüpfung (Hintereinanderausführung)

pTL = p
K
L ○ p

T
K

gilt. Des weiteren können wir Folgendes feststellen.

Lemma 1.12.1 Für K = {, . . . ,m} gilt

m
⊗

t=
At = σ (

m
⋃

t=
(pK
{t})

−
[At]) = σ (⋃

L⊂K
(pKL )

−
[∏

t∈L
At]) . (1.47)

Beweis Jede Menge der Form (pK
{t})

−
[At] ist offenbar eine Zylindermenge, und der

Durchschnitt solcher Mengen bestimmt Quader in Teilräumen von∏m
t= Xt. Daraus folgt,

daß ⊗m
t=At in der von der Vereinigung ⋃m

t= (pK{t})
−
[At] erzeugten σ-Algebra ent-

halten ist (K = {, . . . ,m}). Andererseits kann jede Zylindermenge (pK
{t})

−
[At] als

(verallgemeinerter) Quader mit Seiten (pK
{t})

−
[At] sowie (pK{t})

−
[Xt] für t ≠ t an-

gesehen werden, d. h. jedes Element aus ⋃m
t= (pK{t})

−
[At] ist im Falle At ∈ At ∀ t auch

in ⊗m
t=At enthalten. Es gilt also ⊗m

t=At = σ(⋃m
t= (pK{t})

−
[At]). Für L ⊂ K sind die

Zylindermengen (pKL )
−
[∏t∈L At] = (pKL )

−
[QA] auch darstellbar als (pKL )

−
[∏t∈L At] =

{(x , . . . , xm) ∈ ∏m
t= Xt ∶ xt j ∈ At j ∀ t j ∈ L), und jede solche Zylindermenge ist Durch-

schnitt von Mengen der Form (pK
{t})

−
[At]. ◻

Diese Zusammenhänge werden für nicht endliche Indexmengen T zur Definition der
Produkt-σ-Algebra eines nicht endlichen cartesischen Produktes herangezogen. Dabei be-
achte man, daß aus (1.12.1) die Meßbarkeit aller Projektionen pKL für ∣K∣ > ∣L∣ >  folgt.
Wir beweisen zunächst folgende Aussage.
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Satz 1.12.2 Es bezeichne T eine beliebige Indexmenge. Für alle t ∈ T seien [Xt ,At] meß-
bare Räume. F = { f ∶ T → ⋃t∈T Xt mit f (t) ∈ Xt ∀ t ∈ T} sei die zum cartesischen Produkt
∏t∈T Xt der Xt isomorphe Abbildungsmenge, und Z bezeichne das System aller Zylinder-
mengen der Form

Z
{t ,... ,tm} (QA) = { f ∈ F ∶ f (t j) ∈ At j ∀ j ∈ {, . . . ,m}} (1.48)

mit  < m < ∞, At j ∈ At j für j ∈ {, . . . ,m} und QA = ∏
m
j= At j ; dann gilt: Die von

dem System⋃t∈T (pT{t})
−
[At] erzeugte σ-Algebra ist mit der von allen Zylindermengen der

Form (1.48) erzeugten σ-Algebra σ(Z) identisch.

Beweis σ(Z) fällt mit der von dem Mengensystem ⋃ K⊂T
<∣K∣<∞

(pTK)
−
[⊗t∈K At] erzeug-

ten σ-Algebra zusammen; dies ist unmittelbar aus der Bedeutung der jeweiligen Element-
mengen ersichtlich. Zu beweisen bleibt daher die Gleichung

σ (⋃
t∈T
(pT
{t})

−
[At]) = σ

⎛

⎝
⋃

K⊂T
<∣K∣<∞

(pTK)
−
[⊗

t∈K
At]
⎞

⎠

.

Da auf der rechten Seite alle endlichen Teil-Indexmengen berücksichtigt sind, ist die links
stehende σ-Algebra in der rechts stehenden enthalten. Um die umgekehrte Relation zu zei-
gen, betrachte man eine Zylindermenge

U ∈ ⋃

K⊂T
<∣K∣<∞

(pTK)
−
[⊗

t∈K
At] ,

also eineMengeU der FormU = (pTK)
−
[V]mitV ∈ ⊗t∈K At (für eine nichtleere endliche

Teil-Indexmenge K ⊂ T). Da ⋃m
t= (pK{t})

−
[At] Erzeugendensystem von⊗t∈K At ist, hat

man V ∈ ⋃m
t= (pK{t})

−
[At]. Demnach gibt es ein t ∈ K und ein At ∈ At mit V =

(pKt)
−
[At]. Das bedeutet

U = (pTK)
−
[V] = (pKt ○ p

T
K)
−
[At] = (p

T
t)
−
[At] ,

aufgrund der Meßbarkeit aller Projektionen also

U = (pTt)
−
[V] ∈ σ (⋃

t∈T
(pT
{t})

−
[At]) . ◻

Damit kann für eine nicht endliche Indexmenge T die zum Produkt der Mengen Xt,
t ∈ T , gehörende Produkt-σ-Algebra ähnlich wie im endlich-dimensionalen Falle wie folgt
definiert werden.
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Definition 1.12.2 Es bezeichne T eine beliebige Indexmenge. Für alle t ∈ T seien [Xt ,At]

meßbare Räume. F = { f ∶ T → ⋃t∈T Xt mit f (t) ∈ Xt ∀ t ∈ T} sei die zum cartesischen Pro-
dukt∏t∈T Xt der Xt isomorphe Abbildungsmenge, und Z bezeichne das System aller Zylin-
dermengen

Z
{t ,... ,tℓ} (QA) = { f ∈ F ∶ f (t j) ∈ At j ∀ j ∈ {, . . . , ℓ}} (1.49)

mit ℓ ∈ N, At j ∈ At j für j ∈ {, . . . , ℓ} und QA = ∏
ℓ
j= At j . Dann heißt die von Z erzeugte σ-

Algebra die Produkt-σ-Algebra⊗t∈TAt des cartesischen Produktes der meßbaren Räume
[Xt ,At], und es gilt aufgrund der Aussagen des Lemmas 1.12.1 und des Satzes 1.12.2

⊗

t∈T
At = σ (

m
∏

t=
At) = σ (⋃

t∈T
(pT
{t})

−
[At]) . (1.50)

Der meßbare Raum

[∏

t∈T
Xt , ⊗

t∈T
At] =∶ ⊗

t∈T
[Xt ,At]

heißt Produktraum der [Xt ,At].

Bemerkung 1.12.1 Z bezeichnet die Gesamtheit aller derjenigen verallgemeinerten Quader
∏t∈T At aus ∏t∈T Xt, deren Seiten At ∈ At bis auf endlich viele gleich Xt sind, die also
At = Xt für t ∈ T ∖ {t , . . . , tℓ} mit ℓ ∈ N erfüllen und daher Zylindermengen sind. Die σ-
Algebra⊗t∈T At wird vonZ erzeugt. Diese Eigenschaften sind von besondererWichtigkeit für
die wahrscheinlichkeitstheoretische Einordnung von solchen Zufallsexperimenten, bei denen
ein Ereignis aus unendlich vielen unabhängigen Einzelereignissen besteht, wie etwa im Falle
des bereits erwähnten Beispiels abzählbar oft geworfener Würfel (. . .mit dem Ziel, eine „6“
zu würfeln, s. Abschn. 1.12): Führen z. B. die meßbaren Elementarereignismengen48 At ∈ At

für t = , . . . , ℓ −  zu Einzelergebnissen ≠ , während beim ℓ-ten Wurf eine 6 erzielt wurde
(Einzelereignis Aℓ), so ist ∏ℓ−

j= Ai × Aℓ × ∏t>ℓ Ω̃t ein Ereignis aus ⊗t∈T At ⊂ P(Ω) für
Ω = ∏t∈T Ω̃t , Ω̃t = Xt. ◻

Das in dieser Bemerkung angesprochene Beispiel legt den Wunsch nahe, im Falle von
Wahrscheinlichkeitsräumen [Ω̃t ,At ,Pt] und abzählbarer Indexmenge T einem Ereignis
der Form

E = Ω̃ × . . . × Ω̃t− × At × Ω̃t+ × . . . × Ω̃tℓ− × Atℓ × Ω̃tℓ+ × Ω̃tℓ+ × . . .

die Wahrscheinlichkeit P (E) = ∏ℓ
j= Pt j (At j) zuzuordnen. Daß dies möglich ist, daß also

einWahrscheinlichkeitsmaßPüber der σ-Algebra⊗ t∈T At vonΩ = ∏t∈T Ω̃t existiert, wel-
ches als Fortsetzung eines vermöge Pt ,... ,tℓ (A) = ⊗

ℓ
j= Pt j(At j) für alle A ∈ ⊗

ℓ
j=At j de-

finierten Maßes interpretierbar und eindeutig bestimmt wäre, ist keineswegs trivial. Zwar

48 Die Konkretisierung der Begriffe erfolgt in Kap. 2.
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sind die Werte Pt ,... ,tℓ (A) im Sinne induktiv erweiterter Aussage des Satzes 1.11.4 wohl-
definiert, undman kann (im Falle vonWahrscheinlichkeitsmaßen Pt) anstelle von P (E) =
∏

ℓ
j= Pt j (At j)wegenPt (Ω̃t) =  auchP (E) = ∏t∈T ,t≠t j ,

j=,... ,ℓ
Pt (Ω̃t)⋅∏

ℓ
j= Pt j (At j) schreiben,

doch bedarf es eines Beweises für die Existenz und Eindeutigkeit von P bei nicht endli-
cher Indexmenge T . Die Unmöglichkeit der Konstruktion eines entsprechenden Maßes μ
im Falle nicht total-endlicher Maße μt ist offensichtlich, denn μ(E) als Maß einer Zylin-
dermenge der Form (1.48) wäre stets unendlich. Wir gehen auf diese Fragen im nächsten
Kapitel ein (s. Abschn. 2.4).
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