Einfliilhrung in die Maf3theorie

Das Lebesgue-Maf3 A einer im R? definierten reellen Funktion wird in der Analysis als
Einschriankung einer Mengenfunktion y; (des sog. dufleren Lebesgue-Mafles) auf eine
Mengenfamilie erklidrt, iiber der y; (und damit A) additiv ist. Dieses Vorgehen 1463t sich
auf allgemeinere Raume tibertragen und spiegelt den historischen Zugang zur Mafitheo-
rie wider, in der die moderne Wahrscheinlichkeitstheorie verankert ist. Die nachfolgend
genannten Konzepte dienen somit auch der formalen Begriindung der Wahrscheinlich-
keitstheorie.

1.1 Ringe und Algebren

Definition 1.1.1 (Mengenringe und Algebren) Es sei X # & eine Menge. Eine nicht leere
Familie R von Teilmengen von X heifSt Mengenring, falls mit je zwei Teilmengen A und B
auch deren Differenz A \ B und Vereinigung A U B zu R gehoren. Ein Mengenring enthilt
stets die leere Menge als Differenz A\ A (fiir A € R). Im Falle X € R wird R als Mengenal-
gebra bezeichnet. Ist nicht nur jede endliche, sondern auch jede abzihlbare Vereinigung von
Elementen von R in R enthalten, so spricht man von einem o-Ring bzw. — im Falle X ¢ R -
von einer o-Algebra’.

Ein System von Teilmengen einer Menge X, das mit je zwei Elementen auch deren
Durchschnitt enthilt, nennt man naheliegenderweise durchschnittsstabil.

Definition 1.1.2 (Zerlegbare Systeme) Ein durchschnittsstabiles Mengensystem Q mit & €
Q, in dem die Differenz zweier Elemente stets als endliche disjunkte Vereinigung von Elemen-
ten aus Q darstellbar ist, heift zerlegbares System oder Halbring.

! Wenn im Folgenden die Rede von einem Ring oder einer Algebra ist, so soll darunter stets ein
Mengenring bzw. eine Mengenalgebra zu verstehen sein
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Offenbar ist jeder Mengenring R zerlegbar, denn zum einen kann mit zwei Elementen
A, B der Durchschnitt in der Form AnB = (AUB) ((A \B)u(B~ A)) geschrieben werden
(da die Differenz zweier Elemente per definitionem zum Ring gehort), zum anderen ist fiir
eine beliebige Menge M € R (also z.B. An B fiir A, B € R) die Differenz A \ B schreibbar
alsANB=(ANM)u (M~ B).

Definition 1.1.3 (Erzeugendensysteme) Ein System N von Teilmengen von X heifit ein den
Ring R erzeugendes Mengensystem, falls R die kleinste N enthaltende Mengenfamilie mit
den Eigenschaften eines Ringes ist. Man schreibt in diesem Falle R = R(N'). R(N') heifit
der von N erzeugte Ring. Gleiches gilt fiir den Fall, daf N alle abzéhlbaren Vereinigungen
seiner Elemente enthdlt, also fiir a-Ringe bzw. o-Algebren, wobei wir die Notationen o(N)
oder A, (N) fiir die von N erzeugte o-Algebra benutzen.

Definition 1.1.4 (0-Operator) Es bezeichne 2(X) die Gesamtheit aller o-Algebren und
N(X) die Gesamtheit aller Systeme von Teilmengen von X. Der Operator o : 9(X) — A(X),
der jedem Teilmengensystem N € W(X) (N < P(X)?) die von N erzeugte o-Algebra o (N')
zuordnet, wird als o-Operator iiber Yt(X) bezeichnet.

Der Durchschnitt beliebig vieler Ringe ist offenbar wieder ein Ring. Demgemafd 1af3t
sich ein von einem Teilmengensystem N ¢ 3(X) erzeugter o-Ring (eine o-Algebra) auch
als Durchschnitt aller A/ enthaltenden o-Ringe (o-Algebren) definieren. Der o-Operator
besitzt folgende leicht nachweisbare Eigenschaften:

o 0(N) =Na ey Ao fiir Ap = {A; e A(X) N € A, }
e Nco(WN)

e d(N)co(M)furN c M

e o(c(N)) =a(N).

Beispiele 1. Die nur aus der leeren und der ganzen Menge X bestehende Familie ist die
triviale Mengenalgebra.

2. Die Potenzmenge P (X) einer Menge X formt die umfassendste o-Algebra in X.

3. Die Menge aller linksseitig halboffenen Intervalle der reellen Achse® formt wegen

(a1, b1] N (as, by = (max{al, a,}, min{by, bz}],
(al, 612], falls a<ap < b] < bz,
(al’ bl] N (az, bz] = (bz, b]], falls a,<a < bz < bl)

%] sonst

ein zerlegbares System.

? Fiir einen Raum X bezeichnet 3(X) die Potenzmenge, d. h. die Menge aller Teilmengen von X.
*(a,b] = {x : a < x < b}; entsprechende Notation (a, b), [a,b), [a, b] fiir offene, rechtsseitig
halboffene oder geschlossene Intervalle.
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4. {@, M, M, X} ist die kleinste Mengenalgebra, die M c X enthilt.

5. Die Familie A = {U;’il(aj, bj]:meNy, aj,b; €R, a; < b;} aller endlichen Vereini-
gungen linksseitig offener Intervalle auf der reellen Achse bildet zusammen mit der
leeren Menge eine Mengenalgebra. Es ist die kleinste Algebra, die alle halboffenen In-
tervalle dieser Form enthilt.

Seien N ¢ PB(X), R, (N) der von N erzeugte o-Ring, A ¢ X und ® eine beliebige
Mengenoperation; wir benutzen folgende Notation: {N© A: N e N'} =N 0 A.

Lemma 1.1.1 Fiir eine Familie N c (X)) sowie eine beliebige Teilmenge A c X gilt
Ro(N)NA=Rs(NnA).

Beweis Es ist leicht zu sehen, dal R,(N) n A einen o-Ring bildet, und da offenbar
(MnA)c(Ro(N)nA)ist, folgt (Re(N) nA) 2 (Ro(N nA)). u

Lemma 1.1.2 ’R((,i) (i =1,2) seien o-Ringe mit ’R,((,l) c R((,Z), A c X beliebig; dann ist
F={(ROURD)\A:RW e RW, R ¢ RP)
ein 0-Ring.

Beweis Offenbar ist & € F. Fir Elemente E; = (Rfl) U REZ)) NAaus F (i=1,2) gilt

LEUE = (RYPURD) U (RPN A)u (RPN 4)) = (RD URD) \ Amit RO =
R URY (i=1,2),als0 By UE, € F.

2. Rfl) U sz) € R((TZ) wegen R((,l) c Rgz); daher folgt (Rfl) u sz)) NA= ngz) \ A, also
EiNEy=(gu IAZEZ)) \ A e F = F istein Ring.

3. Fiir Elemente E, = (R,(f) u R,(f)) N Afirn € Naus F folgt UpenEy € F, da
Unent (RS UREY) = (Uen R) U (Upey REY) = R U R mit RD € RY (j = 1,2)
= F istein o-Ring. O

Die Aussagen dieser beiden Lemmata werden spiter benotigt. Wir wenden uns speziell
den o-Algebren zu: Da mit je zwei Teilmengen immer auch Differenz und Vereinigung
Elemente einer o-Algebra A, sind, liegt mit jeder Teilmenge M stets auch das Komplement
M‘ = X~Min A,. Umgekehrt kann jede Differenz A\ B als Komplement einer Vereinigung
geschrieben werden: A\ B = (A° U B)¢; daher wird eine g-Algebra A, auch durch folgende
Eigenschaften beschrieben:

. XGAG,@EAJ
e MeA,=— M =(X"M)e A,
° {Mn}neN CAO' :UneNMn EAO"



4 1 Einfihrung in die MaB3theorie

Man ersieht zudem aus M,y My, = (Upey M5)°, dafl A, gegeniiber abzihlbaren Durch-
schnitten abgeschlossen ist.

Die von der Familie Oy aller offenen Teilmengen eines topologischen Raumes [ X, Ox|
erzeugte o-Algebra 0(Ox) bezeichnet man als Borel-g-Algebra B(X) von X. Aufgrund
der Charakteristika der o-Algebren und der Definition abgeschlossener Mengen als Kom-
plemente offener Mengen ist B(X) = 0(Ox) auch als die vom System Cx aller abgeschlos-
senen Mengen erzeugte o-Algebra aufzufassen: B(X) = 0(Cx) = 0(Ox). Die Elemente
der Familie B(X) werden als Borel-Mengen bezeichnet.

Bei der Betrachtung abzihlbar vieler (meflbarer) Teilmengen {E,} ey eines Raumes
X liegt es nahe, nach der Existenz von Grenz- oder Limesmengen zu fragen. Eine solche
ist anschaulich fiir monotone Folgen gegeben, wenn namlich aus der Zugehorigkeit eines
Punktes x zu unendlich vielen der Mengen E,, folgt, daf8 x hchstens in endlich vielen nicht
enthalten sein kann.

Definition 1.1.5 (Mengenlimites) Es sei {E, } .y eine Mengenfolge. Als Limes superior der
Folge, geschriebenlimsup, . E, oderlim,,_,o. E,, wird die Gesamtheit aller Punkte bezeich-
net, die zu unendlich vielen der Mengen E,, gehiren. Die Gesamtheit aller Punkte, die in allen
Mengen E, mit Ausnahme von jeweils endlich vielen enthalten sind, heifst Limes inferior der
Folge {E, } sen und wird mit liminf, .. E, = lim _ __ E, bezeichnet. Im Falle, daf$ Limes
superior und Limes inferior iibereinstimmen, spricht man vom Limes der Folge {E, } ,en und
schreibt dafiir lim,,_, o E,,.

Lemma 1.1.3 Oberer und unterer Limes sind darstellbar als

DL
s

lim E, =

n—oo .

E,, lim E,={J()E..

n—00 ]':1 n=j

-
I
—

n

Il
~.

Beweis 1. Aus x € )2, E,, folgt offenbar x € N7, U2, E,.. Sei umgekehrt x € 72, V; mit
Vi = UZ’;J- E,; dann existiert zu V; ein erster Index ny mit x € E,, ¢ V3, und zu V,,,; ein
erster Index n, mit x € E,, ¢ V,, 1, und so fort. Daher gibt es unendlich viele Mengen aus
{E, } sen, in denen x enthalten ist.

2. Ein Punkt x gehore zu allen Mengen E,, bis auf die Mengen E,, ,...,E,, = x €
Mizn,+1 En © U M52, Ey. Umgekehrt folgt aus x € U7 N2, Ey, dafl es (mindestens)
ein k gibt mit x € N2, E,, d. h. x liegt in allen E, fiir n > k, also in allen Mengen mit
Ausnahme von hochstens k. O

Korollar 1.1.4 Ist{E,} ,en eine Mengenfolge in einer o-Algebra A,, so sind auch oberer und
unterer Limes von {E, } yen in A, enthalten.

Beweis Dies folgt mit Lemma 1.1.3 unmittelbar aus der Tatsache, daf} eine o-Algebra bzgl.
abzdhlbaren Vereinigungen und Durchschnitten abgeschlossen ist. O
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Der Limes einer Mengenfolge {E, } ey existiert offensichtlich dann, wenn die Folge
monoton ist, d. h. wenn entweder E, € E,.,; oder E, 2 E,,, fur alle n e N gilt.

Definition 1.1.6 (Monotonie) M c B(X) heifit monotone Mengenfamilie, wenn der Li-
mes jeder monotonen Folge {E, } ,en von Mengen aus M selbst in M enthalten ist.

Triviales Beispiel einer monotonen Familie ist die Potenzmenge 3(X) des Raumes X.
Aus Korollar 1.1.4 folgt auflerdem, dafl jeder o-Ring (jede o-Algebra) eine monotone Fa-
milie bildet. Der Durchschnitt monotoner Familien ist selbst monoton; daher gibt es in
Gestalt des Durchschnittes aller eine Mengenfamilie F enthaltenden monotonen Fami-
lien stets eine kleinste F enthaltende monotone Familie, die als die minimale monotone
oder die von F erzeugte monotone Mengenfamilie M (F) bezeichnet wird. Das nichste
Lemma zeigt, dafy o-Ringe (bzw. o-Algebren) durch die Monotonie-Eigenschaft gekenn-
zeichnet sind.

Lemma 1.1.5 Ein Ring R (bzw. eine Algebra A) ist d. u.n.d. ein o-Ring (bzw. eine o-
Algebra), wenn R (bzw. A) eine monotone Mengenfamilie bildet.

Beweis 1. Die Monotonie von o-Ringen (o-Algebren) folgt aus Korollar 1.1.4.

2. Fur jede beliebige in einem monotonen Ring R (einer monotonen Algebra A) ent-
haltene Mengenfolge {A,},cy bilden die Mengen E; = U¥_| A, eine monoton nicht ab-
nehmende Folge, deren Limes limy_, o, Ex = U;~; A, aufgrund der Monotonie in R (bzw.
in A) enthalten ist. O

Lemma 1.1.6 Die von einem beliebigen Mengenring R erzeugte monotone Familie M(R)
ist ein o-Ring mit M(R) = R, (R). Analoges gilt fiir Algebren.

Beweis Zu A c X bezeichne £, die Familie aller Mengen E, mit denen Differenz und Ver-
einigung beziiglich A in M(R) liegen:

Ex={E: (ENA)e M(R),(ANE)e M(R),(AUE) e M(R)}.

Offensichtlich besteht die Relation B€ £4 < A€ E V A, B ¢ X. Istzudem {E, } ey eine
in £4 enthaltene monotone Mengenfolge, so hat man

lim E, ~ A= lim (E, \ A) e M(R),

n—oo

AN lim E, = lim (AN E,) e M(R),

n—oo

Au(lim E,) = lim (AUE,) e M(R),

n—oo

d.h. die Familie £, ist monoton. Es sei nun A = R ein Ringelement; dann gehéren alle
iibrigen Ringelemente offenbar auch zu &, und aufgrund der Monotonie von £ und der
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Minimaleigenschaft von M(R) gilt M(R) ¢ Eg. Ist demnach M € M(R), soist M € &g
und somit R € £y Das gilt fiir alle R € R, d.h. R € & fiir jedes M € M(R). Wieder
wegen der Monotonie von &£, und der Minimaleigenschaft von M(R) hat man daher
RcM(R)cEyY M e M(R).Dasbedeutet fiir My, M, € M(R),dafl stets M;\ M, und
M, u M, wieder in M(R) liegen, M(R) also einen Ring - und nach Lemma 1.1.5 einen
o-Ring - bildet. Demnach gilt R,(R) ¢ M(R); da umgekehrt R,(R) eine monotone
Familie ist, folgt M(R) € R,(R), d.h. es besteht Gleichheit. Analoges gilt fiir Algebren.

O

Korollar 1.1.7 Enthilt eine monotone Mengenfamilie M einen Ring R, so enthiilt sie auch
den von diesem Ring erzeugten o-Ring R ,(R).

Beweis Aufgrund der Minimaleigenschaften der von R erzeugten monotonen Familie und
des von R erzeugten o-Ringes liefert das obige Lemma

RS Ry(R) = M(R) S M. O

1.2 Mengenfunktionen und Maf3e

Definition 1.2.1 (Mengenfunktionen) Es sei X eine Menge. Eine erweitert-reellwertige
Mengenfunktion iiber £ c B(X) ist eine Abbildung y : £ — R U {~o00, 00 }*. Eine solche
Mengenfunktion heifSt

o vollstindig additiv oder o-additiv, falls fiir jede abzihlbare Familie { E,, } .« wechselseitig
disjunkter Teilmengen aus € mit U,y E,, € € gilt y(Upey En) = Yooq u(En),

« endlich additiv, falls fiir wechselseitig disjunkte Mengen E, . . ., E aus £ mit U¥_| E, € £
gilt w(US_, En) = Xy t(En),

o abzihlbar subadditiv, falls fiir jede beliebige abzihlbare Familie {A,} ey aus € mit
Uz An € € gilt p(Up2y An) < X302 u(An),

« endlich subadditiv, falls fiir endlich viele beliebige Mengen A, . . ., Ay aus E mit Uv_ A, €
€ gilt V(Uﬁ=1 Ay) < Zﬁ=1 u(An).

Man beachte, dafl in der Definition der Subadditivitat nicht die wechselseitige Disjunkt-
heit der Mengen gefordert wird. Dies deshalb, weil nahezu ausschliefllich Mengenfunktio-
nen y mit der Isotonie-Eigenschaft y(A) < p(B) fiir A € B betrachtet werden.

Ist 4 : R — R eine erweitert reellwertige Mengenfunktion iiber einem Mengenring R,
so nennt man y von unten stetig, falls fiir jede monoton zunehmende® Folge {B,, } sery, mit

* Wir schreiben auch R fiir die kompaktifizierte reelle Achse R U {+00, —co }. Erweitert-reellwertige
Funktionen werden als numerische Funktionen bezeichnet.

> Monoton zunehmend bzw. monoton abnehmend bedeutet B, € Bns1 ¥V 1 bzw. By o Bps1 V 5 soll
Gleichheit in den Implikationen nicht ausgeschlossen werden, so sind die Begriffe monoton nicht
abnehmend bzw. monoton nicht zunehmend angebrachter.
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der Limesmenge lim,,, oo B, = U,eny By = B € R gilt u(B) =lim,, o0 ¢(B,, ), und von oben
stetig, falls u(B,) < oo V 1 € N ist und die Gleichheit y(B) = lim,,_, o 4(B,,) fiir jede mo-
noton abnehmende Folge { B, } ,cn, mit der Limesmenge lim,, oo B, = N,en By, = B€R
zutrifft. SchlieSlich bezeichnet man eine solche Mengenfunktion iiber R als leer-stetig
oder @-stetig, falls y(A) > 0 VA € R und u(2) = 0 ist und fiir jede monoton abneh-
mende Folge {B,} ey, mit ¢(B,) < oo Vn sowie lim,,o B, = @ gilt: lim,, oo ¢(B,) =
p(lim, o B,) = 0.

Eine iiber einem Mengenring R definierte nicht negative, erweitert-reellwertige und
endlich additive Mengenfunktion mit ¢(@) = 0 nennt man einen Inhalt® bzw., wenn zu-
dem ¢(A) < oo fiir jedes A € R ist, einen endlichen Inhalt. Das entspricht der elementar-
geometrischen Interpretation des Begriffes, denn der Inhalt der Vereinigung endlich vieler
disjunkter geometrischer Gebilde sollte die Summe, der Inhalt einer Differenz die Diffe-
renz der Einzelinhalte sein, und einem leeren Gebilde sollte der Inhalt Null entsprechen.
Die bei elementargeometrischen Konstruktionen einleuchtende Forderung nach endlicher
Additivitit reicht jedoch bereits bei einfachen Konstruktionen zur Festlegung eines Inhal-
tes nicht immer aus (etwa, wenn der Inhalt einer offenen Kreisscheibe durch die Summe der
Inhalte abzihlbar vieler disjunkter offener einbeschriebener Dreiecke approximiert werden
soll). Die Mengen, denen ein Inhaltsmaf§ zuzusprechen ist, sollten daher aus einem o-Ring
stammen, und die Mengenfunktion sollte o-additiv sein. Erwartet man schliefSlich, dafl
ein entsprechender Funktionswert auch dem ganzen Raum zuzuordnen ist, so ist eine o-
Algebra zugrundezulegen.

Definition 1.2.2 (Maf) u : A, > RuU {—00, 00} sei eine erweitert-reellwertige Mengen-
funktion iiber einer o-Algebra A, c PB(X). p heifit ein Maf iiber A,, falls

oy o-additiv ist,
« u(A)20VAcA,
« u(2)=0.

Das Paar [X, A,] bezeichnet man als einen mefSbaren Raum, die Elemente von A, als
mefSbare Mengen. Unter Einschluf$ eines MafSes u iiber A, heifst das Tripel [ X, Ay, p] ein
Mafraum.

Eine durch Zugrundelegen eines zerlegbaren Systems (Abschn. 1.1) anstelle eines Rin-
ges erklirte Variante des Inhaltsbegriffes spielt bei sog. Maflerweiterungen (s. Abschn. 1.3)
eine Rolle. Diese Variante bezeichnet man als elementares Maf8 [68]; das ist also eine {iber
einem zerlegbaren System (einem Halbring) erklarte nicht negative, erweitert-reellwertige
und endlich additive Mengenfunktion ¢ mit ¢(&) = 0. Schliefllich bezeichnet man eine

® In vielen Fillen wird X € R vorausgesetzt, d. h. der Inhaltsbegriff ist mit der Forderung verkniipft,
daf} der Definitionsbereich eine Algebra bildet (vergl. z. B. [165]).
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iiber einem zerlegbaren System’ definierte nicht negative, erweitert-reellwertige und o-
additive Mengenfunktion als ein Primaf}. Um den Uberblick zu erleichtern, verwenden
wir einheitlich die Notationen R fiir einen Mengenring, R, fiir einen o-Ring, Z fiir ein
zerlegbares Mengensystem, A fiir eine Algebra und A, fiir eine o-Algebra (vergl. Defini-
tionen 1.1.1 und 1.1.2 in Abschn. 1.1).

Zusammenfassung Es seien R ein Mengenring, Z ein zerlegbares Mengensystem, A,
eine o-Algebra.

« Eine nicht negative, endlich additive Mengenfunktion ¢ : R — R mit ¢(@) = 0 heif3t
Inhalt (s. Fuinote 7).

« Eine nicht negative, endlich additive Mengenfunktion ¢ : Z — R mit ¢(@) = 0 heifit
elementares Maf.

« Eine nicht negative, o-additive Mengenfunktion ¢ : Z — R mit ¢ (@) = 0 heiflt Pramaf}
(s. Fufinote 7).

« Eine nicht negative, o-additive Mengenfunktion y : A, — R mit 4(@) = 0 heilt Mafi.

Priamafle kdnnen auch als @-stetige endliche Inhalte ausgezeichnet werden, wie folgen-
des Lemma zeigt.

Lemma1.2.1 Jeder &-stetige endliche Inhalt tiber einem Mengenring R ist ein Priamafs. Jedes
Primafs ist &-stetig.

Beweis Wir schreiben B,, | Bbzw. B,, 1 B fiir eine monoton abnehmende bzw. eine mono-
ton zunehmende Mengenfolge mit lim, .o, B, = B (vergl. Fufinote 7).

1. Es sei ¢ leer-stetiger endlicher Inhalt. Jede beliebige monoton zunehmende Folge
B, 1 B definiert vermédge B, = B \ B,, eine monoton abnehmende Folge B, | @. Aus der
Leer-Stetigkeit von ¢ sowie aus ¢(B) < co und ¢(B,) < oo ¥V n € N (Endlichkeit) ist daher
auf

0= lim ¢ (B,) = lim ¢(B~ B,) = lim (¢(B) - ¢(B,)) = ¢(B) - lim ¢(B,)
n—oo n—oo n—oo n—oo

zu schlieffen. Es sei nun {E,, } ;e eine beliebige abzihlbare Familie wechselseitig disjunkter
Teilmengen aus R mit B = U,y E, € R. Definiert man die Folgenelemente B,, durch
B, =U_, E,,sogilt B, 1 B, und daher nach dem eben Bewiesenen ¢ (B) = lim,, ¢(B,),
wobei aufgrund der endlichen Additivitit von ¢ (Inhaltseigenschaft) ¢(B,) = 3\_; ¢(E,)
fiir alle n € N ist. Folglich ist ¢(B) = ¢ (Uneny En) = lim, 00 Yoo, @(E,) = Y02, ¢(E,),
d.h. ¢ ist o-additiv.

2. ¢ seiein Pramaf. Fiir jede monoton zunehmende Folge {A, } ey mitlim, . A, = A
gilt dann lim,, oo (A, ) = ¢(A); das ist so einzusehen: Man setze Ag = @und E,, := A,

7 Zuweilen wird auch hier eine Algebra zugrundegelegt [165].
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A,y ¥YneN;dann folgt U5 E, =lim, o0 A, =AmitA, = EfUE,U...U En, und die o-
Additivitit von ¢ bedeutet ¢(A) = ¢ (Ups1 En) = Yooy ¢ (Ep) = lim, o (X0_; ¢(E,)) =
limy, o (9(An)).

Nun bezeichne {B,, } e, eine monoton abnehmende Folge mit ¢(B,) < oo V n sowie
lim, . B, = B. Wir setzen A,, := By N\ B, Vn € Ny, sodal Ay = @istund A, 1 A
fiir A = By \ B folgt. Nach dem eben Bewiesenen ist dann lim,_,., p(A,) = ¢(A), also
lim, 0o (Bo \ B,) = ¢(By \ B). Das bedeutet ¢(By) — lim, .o, (B,,) = ¢(Bo) — ¢(B),
lim,, 0o (B,,) = ¢(B). Ist insbesondere B = @, so kennzeichnet dies die @-Stetigkeit. O

Definition 1.2.3 Ein Maf$ u heifst (total) endlich oder beschrinkt, falls y(X) < oo ist, und
o-endlich, falls es eine abzihlbare Uberdeckung {E, } nen von X gibt, so daf$ u(E,) < oo fiir
jedes E,, gilt. Ein MafSraum mit o-endlichem MafS wird als o-endlicher Maflraum bezeichnet.

Bemerkung 1.2.1 Ist y ein o-endliches Mafs, so kann man stets davon ausgehen, dafS es
eine solche iiberdeckende Mengenfamilie {E,} ey mit X = U2, E, und u(E,) < ooV n €
N gibt, welche eine monoton nicht abnehmende Folge bildet. Es ist namlich u(U%_, E,) <
Y u(E,) (vergl. unten Lemma 1.2.3), so daf es geniigt, Ej, = \U’_, E, V € € N zu setzen;
die Folge { E, } yeny hat die genannte Eigenschaft. ]

Lemma 1.2.2 (MafleigenschaftenI) Es sei y ein Maf iiber der o-Algebra A,. Fiir A, B € A,,
{An}nen, € Ag und {B, }uen, € A, gelten die Aussagen

(M1) Ac B== u(A) < u(B) (Isotonie-Eigenschaft)
(M2) Ac B, u(B) < oo == pu(B\ A) = pu(B) - u(A)
(M3) {A,} nen, monoton zunehmend = lim,, 00 p(A,) = p(limy,—oo Ay)

(M4) {B,,} nen, monoton abnehmend, u(B,,) < oo fiir mindestens ein ny € N
= lim,_co 4(B,) = p(lim,_co By).

Beweis 1. Im Falle A c Bist Au (B A) = B, daher folgt aus der Additivitdt die Isotonie
von y.

2. u(B) < oo impliziert y(A) < oo, falls A c B ist, daher gilt u(B) — u(A) € R und
u(B~ A) = u(B) - u(A).

3. Zunichst ist festzustellen, dafl lim,,, o, A, und lim,,_,o, B, zu A, gehoren (s. Korol-
lar 1.1.4). Es seien die wechselseitig disjunkten Mengen D,, definiert durch

Di=A;, Duyn=ApNAn, n2l

Aufgrund von A, € A, folgt damit lim, oo A, = Uso; Ay = Use; Dy, also

u( lim A,) = (

n—oo

) i —hmZ#

1 k—>oo
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was wegen YF_ u(D,) = u(Uk_, D,) = u(Ay) die behauptete Gleichheit impliziert:
p(lim, oo Ay) =limy, o0 p(Ay).

4. Es sei y(B,,) < oo. Wegen lim, o B, ¢ By, und lim, e (B, \ B,) = By,
lim,,_,o, B, folgt aus der bereits bewiesenen zweiten Eigenschaft u(B,, \ lim,_ . B,) =
t(By,) — p(lim,_. oo B,,). Andererseits hat man, da die Folge {A, },>,, mit A, = B,, \ B,
offenbar monoton nicht abnehmend ist, nach dem vorher Bewiesenen

y( lim An) = lim u(A,),

sodafd y(B,\lim, 0o B,) = lim, 00 p(By, N B,) =lim, o (y(BnO)—y(Bn)) = u(Bp, )-
lim,_, oo ¢(B,) wird. Diese beiden Darstellungen von y(B,,, \ lim,_., B,,) zeigen

u( lim B,) = lim p(B,). o

Lemma 1.2.3 (Maf3eigenschaften II) Es sei y ein Mafs iiber der o-Algebra A,, und es sei
{A,} nen eine Mengenfolge in A,; dann bestehen folgende Ungleichungen:

(M5) u (UZZIAH) < ZZ‘; ﬂ(An)
M7) (im0 A,) 2 limy,o0 u(A,), falls 4 (U2, A,) < oo.

Beweis Die Mengen Dy = A}, D, = A, \ (U;L‘ll A j) fiir n > 2 sind offenbar wechselseitig
disjunkt und erfiillen D,, c A, sowie U;2; D, = U2, A, Folglich hat man u (U;2, A,) =
U (UZO:I Dn) = Z;il /"(Dn) < Z;il #(An)

L Mit Mj = (52 Ay st p(lim, | A,) = 4 (U052 An) = 4 (U2, M;), worin die
M; eine monoton nicht abnehmende Folge in A, bilden, so dafl U7, M; = M,, folgt:
p(lim, A,) = u(lim,_, . M,,). Nach Lemma 1.2.2 erhilt man also p(lim,  _A,) =
limy oo (M) =limy oo u (Nye,, Ay). Hierinist N2, A, € A, fir die nicht notwen-
dig monotone Folge {A, } en, also gilt (M6):

u( lim A,) = lim y(ﬁ An)s lim u(An). (L.1)

n—oo m—oco m— oo

2. Aus U2 M52 A = (N2 (M52 40)) und (M52 A4)° = U2 A folgt
n—o0 j=1n=j

n_mAn=(ﬁDA;) = (fim )",

Das gilt fiir jede Einbettung in eine Menge X, so dal mit X = U;2; A, auf y(lim, | __ A¢) =
y((lim,Hoo A, )") = u(X N limy,_0 A,) zu schlieflen ist. Eigenschaft (M6) garantiert
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u(lim, | AS) < lim, | p(AS) < lim, . u(AS), daher liefert u(X) < oo nach Lem-
mal.2.2

p(X) - Tm A,) < u(X) - Tim w(A,),

also u (Enﬂ, An) > limyo e u(A,), d. h. (M7). O

Folgerung Existiert lim, ,., A, und ist ;2 A, < oo, so implizieren die Eigenschaften
(M6) und (M7) die Ungleichungen

lim u(A,) < p( lim A,) < lim p(A,),

so daf3 in diesem Falle p(lim, 0o A,) = lim,_,o, (A, ) stets garantiert ist.

Definition 1.2.4 Eine erweitert-reellwertige Funktion f iiber einem MafSraum [X, A, u]
wird als fast iiberall endlich (f. ii. endlich) oder auch p-endlich bezeichnet, wenn die Menge
{x: f(x) = +o0} vom MafSe Null ist. Mengen N vom MafSe u(N) = 0 heiffen Nullmengen
bzgl. p oder kurz p-Nullmengen. Generell spricht man von einer p-fast iiberall bestehenden
Eigenschaft (bzgl. des Raumes X), falls diese Eigenschaft iiberall in X - ausgenommen in
Mengen vom Mafe Null - besteht®.

Definition 1.2.5 y heifst vollstindiges Maf, falls jede Teilmenge einer Nullmenge bzgl.
mefbar (also selbst Nullmenge) ist.

Jedes Mafi erlaubt die Bildung eines zugehorigen vollstandigen Mafles, wie der folgende
Satz zeigt.

Satz1.2.4 Essei y ein Mafiiber der o-Algebra A, c B(X). Mit V werde die A, umfassende
Familie aller Teilmengen aus X von der Form A U U bezeichnet, worin A € A, und U Teil-
menge einer yu-Nullmenge ist. Dann ist V) eine o-Algebra, und die Mengenfunktion v, definiert
durch v(Au U) E u(A), ist ein vollstindiges Mafs iiber V, das man als Vervollstindigung
von y bezeichnet.

Beweis Es ist zunédchst zu priifen, ob v wohldefiniert ist, d. h., ob im Falle A;uU; = A, u U,
auch zwangslaufig u(A;) = u(A,) folgt. Dazu beachte man, dafl die U; in Nullmengen
liegen,d. h. U; ¢ N; mit u(N;) = 0fiir i =1, 2, woraus sich A; ¢ A;uU; = A,uU, c A,UN,
und analog A, ¢ A UN; ergibt, d. h. p(A;) < p(A,) und umgekehrt, also u(A;) = p(Az).

1. V ist o-Algebra: Die Zugehorigkeit von X und @ zu V ist offensichtlich. Sei V' =
A U U ein beliebiges Element von V mit U ¢ N und p(N) = 0; dann folgt A° \ N =
AN N c A°nU° = (AuU)° c A°. Aufgrund dieser Schachtelung ist die Menge B =

® Der Hinweis auf das Maf3 u entfillt, wenn der Bezug klar ist.



12 1 Einfihrung in die Ma3theorie

(AuU)° N (A° N N) in A€ enthalten und erfiillt (A~ N)uB = (AuU)°und A°\ B>
A° N\ N, woraus auf B c N zu schlieflen ist. A, N € A, impliziert A° ~ N € A,, so dafl das
Komplement (A U U)° eine Darstellung der Form A’ U B mit B ¢ N hat, somit also zu V
gehort. Zu zeigen bleibt die Abgeschlossenheit bzgl. abzihlbarer Vereinigungen U52, (A, U
U,) = (U2 Ay) u (U2, Uy). In einer solchen ist U2, U, ¢ Uy2; N, mit U, ¢ N, und
p (U2, N,) = Y02, u(N,) =0, also hat auch U2, (A, u U,) eine Darstellung der Form
AuUmitA=U2, A, € Ay, und U = U2, U, als Teilmenge einer Nullmenge.

2. Die Mafleigenschaften von v ergeben sich aus denen der Mengenfunktion y, daher
ist lediglich die Vollstindigkeit von v nachzuweisen. Jede v-Nullmenge ist von der Form
AUU mit y(A) =0,U c Nund p(N) = 0; wegen y(AuU) < y(AUN) < u(A)+u(N) =0
ist eine solche Menge stets auch y-Nullmenge. Eine Teilmenge M c Au U kann dargestellt
werden als M = @ U M, was im Falle y(M) = 0 auch M €V impliziert. ]

Vollstandige Mafle spielen in der Wahrscheinlichkeitstheorie eine wichtige Rolle. Ver-
allgemeinerungen des Maf3begriffes finden in anderen Gebieten, etwa der Physik, Anwen-
dung. Dazu gehoren Mengenfunktionen, die alle Eigenschaften eines Mafles mit Ausnahme
der dort geforderten Beschrankung auf nicht negative Werte besitzen.

Definition 1.2.6 (Signierte Mafl¢) Eine iiber einer o-Algebra A, definierte erweitert-
reellwertige und o-additive Mengenfunktion v : A, — R mit v(@) = 0 heifst signiertes Maf
iiber A, falls v hichstens einen der Werte +oo oder —oo annimmit.

Jede reelle Linearkombination v = ¥*_, a,, 4, von Maflen p,, iiber derselben o-Algebra
A, unter denen hochstens eines nicht total endlich ist, bildet offenbar ein signiertes Maf3,
definiert durch v(A) = £, a,u, (A) fir jedes A.

Definition 1.2.7 Es sei v ein signiertes Mafs iiber der o-Algebra A,. Eine Teilmenge M € A,
wird als positiv bzgl. v bezeichnet, wenn v(M N A) > 0V A € A, ist, und als negativ bzgl.
v, wenn v(MNA)<0VAeA,ist.

Die Bedeutung dieser Klassifikation liegt darin, dafl zu jedem signierten Mafl v Zerle-
gungen der Form v = y* — ™ existieren, worin y* und y~ Mafle iiber derselben o-Algebra
sind. Sind ndmlich M* und M~ mef8bare Mengen mit X = M* U M~, v(An M*) > 0,
v(An M™) < 0 fiir jedes A € A, soist N = An M* n M~ eine v-Nullmenge, und
die drei disjunkten Mengen (AN M*) ~ N, N, (An M~) \ N fithren zu der Darstellung
v(A) = v(AnM")+v(ANM") =4.¢. " (A)—u~ (A). Die Mengen, die eine solche Darstel-
lung erlauben, sind allerdings i. a. nicht eindeutig bestimmt, wie das Beispiel U* = M*~ M~
und U™ = M~ zeigt, fiir das ebenfalls v(A) = v(An U™") + v(A n U™) gilt. Dabei hat man
UtNnU™ =gund UtuU™ = X, d. h. selbst im Falle einer Partition des Raumes ist die Ein-
deutigkeit der definierenden Mengen i. a. nicht gesichert. Der folgende Satz zeigt jedoch,
daf3 dann jedenfalls die Zerlegungsmafle u*, y~ eindeutig festgelegt sind.
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Satz 1.2.5 (Jordan-Hahn-Zerlegung) Zu jedem signierten MafS v tiber der o-Algebra A,
gibt es eine Partition des Raumes X in mefSbare Mengen P und N derart, daf P positiv bzgl.
v und N negativ bzgl. v ist’. Die Mengenfunktionen u* und u~, definiert durch

U (A) =v(AnP), u (A)=-v(AnN) VAcA, (1.2)

sind MafSe iiber A, mit der Eigenschaft v = y* — y~. Diese MafSe sind — unabhdngig von
der Wahl einer solchen Partition - eindeutig bestimmt. Mindestens eines der MafSe ist total
endlich'®.

Beweis 1. Da v als signiertes Maf$ hochstens einen der Werte +o0 oder —oo annimmt, kann
0.E.d.A. sup, 4, v(A) = ¢ < +oo vorausgesetzt werden (anderenfalls ergibt sich eine
analoge Beweisfithrung). Sei nun € = {E,},cy eine Folge von Teilmengen aus A, mit
v(E,) >c— ZL (€ enthilt offenbar zumindest ein Element). Wir setzen

s

n—oo

P=lim E, = U E.,
jeln=j

n
und zeigen, dafl v(A) > O fiir jedes A ¢ P ist (P € A, folgt aus Korollar 1.1.4). Eine
Teilmenge A c P ist offenbar in jeder Vereinigung U;?; E, und somit fiir jedes j € N
in mindestens einem E,, mit m > j enthalten, woraus v(A) = v(E,;,) = v(E, ~ A) >
c- sz —sup, 4 v(A) = —sz tiir jedes m € N folgt. Demnach liefert m — oo die Aussage
v(A) > 0.

Nun sei N = X \ P (also N € A, als Komplement eines Elementes der o-Algebra). Es
ist dann

8

N =

s

I
—
=

Il

-

(XNE,) = lim (X \ E,),

n—oo

J

und aus B c N folgt B ¢ (X \ E,) fiir alle n > j, und mindestens ein j,. Die Ungleichung
sup .4 V(A) < oo impliziert v(X) < oo und v(E,) < oo, so daf aus E, c X folgt v(X \
E,) = v(X) - v(E,) < c— (c— 1) = 2. Demnach hat man v(B) < + V1 > jo, so daf mit
beliebig groffem # auch v(B) < 0 folgt. Die im Satz definierten Mengenfunktionen y¢* und
y~ sind also Maf3e, und die Mengen P und N bilden eine Partition von X,d.h. X =PUN
mit PN N = @. Das Maf$ u* ist dabei wegen sup . 4, v(A) < oo total endlich. Eine analoge
Schlufiweise auf der Basis von inf 4¢ 4 v(A) > —oco wiirde y~ (X)) < oo garantieren.

2. Es seien P;, N; (i = 1,2) zwei Hahn-Zerlegungen mit X = P; U N;, PN N; = &,
v(AnP;) > 0,v(An N;) < 0. Fiir jede mefSbare Menge A € A, sei AT = An P; und
A7 =AnN; (i =1,2). Wegen AT \ A}’ c Pin Njistv(A] N A;“) =0, was

V(A7) = v(AT N A7) +v(A] nAT) = v(AT N AT) = v(A])

® Eine solche Partition ist i. a. nicht eindeutig; sie wird als Hahn-Zerlegung bezeichnet.
'% Die Zerlegung des signierten Mafies v nennt man eine Jordan-Zerlegung.
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impliziert. Analog erhilt man v(A7) = v(A7), d.h. die Definition der Mafle 4™ und y~
gemif (1.2) ist von der gewihlten Partition von X (der speziellen Hahn-Zerlegung) unab-
héngig. Damit ist alles bewiesen. O

Obwohl es also i.a. mehrere Moglichkeiten fiir eine Darstellung v = v* — v~ gibt, ist
die auf einer beliebigen Hahn-Zerlegung des Raumes X basierende Jordan-Zerlegung (1.2)
eindeutig.

Definition 1.2.8 Die durch die Jordan-Hahn-Zerlegung bestimmten MafSe u* und u~ be-
zeichnet man als obere bzw. untere Variation von v. Das MafS |v| = u* + u~ heifst abso-
lute Variation des signierten MafSes v = u* — u~. Ein signiertes MafS heifst total endliches
signiertes Maf$ bzw. o-endliches signiertes MafS, wenn die jeweilige Eigenschaft seiner ab-
soluten Variation |v| zukommit.

Jedes Maf3 ist offenbar auch signiertes Maf3. Bei gegebener o-Algebra A, c P(X) ist die
Menge aller total endlichen Mafle tiber A, in der Menge V aller total endlichen signierten
Mafe iiber A, enthalten, und V bildet einen Banach-Raum mit der Norm ||v| = |v|(X) fiir
v € V. Diese Norm ||v| bezeichnet man auch als Totalvariation von v. Man beachte, daf§
ioa. (A) = 5 (A) + i (A) # [v(A) = [ (4) - - (A)] ist

In der Theorie der Funktionen einer reellen Veranderlichen hidngt der Variationsbe-
griff eng mit dem weiter einschrankenden Begriff der absoluten Stetigkeit zusammen. Zur
Erinnerung: Es bezeichne U[, ;) die Menge aller Partitionen IT des Intervalls [a, b] in Teil-
intervalle [xj_;,x;) fir j =1,..., my —1bzw. [Xp, -1, X, ], wobei jeweils

X0=a<X<X<...<Xp, =b

sei; dann heifit eine iiber [ a, b] definierte Funktion f heiflt von endlicher oder beschrink-
ter Variation, wenn die obere Grenze Vary, ,1(f) aller Summen

Su(f) = 2. f(x) - )], T etlo,
j=0

einen endlichen Wert annimmt: Var(,41(f) = suppq,, Su(f) < K < oo. Var(,p1(f)
wird als totale Variation der Funktion f bezeichnet. Eine iiber [a, b] definierte endliche
Funktion f : R — R heifit absolut stetig, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so daf
fiir je endlich viele paarweise disjunkte Intervalle [a;, b;] ¢ [a,b] (i € {1,...,m}) mit
Y (b —a;) < & stets gilt

M=

(f(bi) - f(ai))|<e

1

Il
—_

(diese Bedingung kann - wie leicht zu zeigen - auch durch die schirfere Bedingung
YTf(b:) = f(ai))| < e ersetzt werden). Jede absolut stetige Funktion ist von be-
schriankter Variation.
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Im Falle des R” konnen leicht ahnliche Begriffe fiir Mengenfunktionen iiber der Borel-
Algebra B(R") eingefiihrt werden. Dazu sei U wieder die Menge aller Partitionen IT von
Q = [a, b] durch Intervalle {xj_;,x;] mitxo = a <x; <% <...<Xp, =b(j=1,...,mp).

Definition 1.2.9 Eine reellwertige Mengenfunktion ¢ iiber B(R") heifst von endlicher oder
beschriinkter Variation'' iiber Q, falls die obere Grenze Varq(¢) aller Summen Sp(¢) =
Z;"zré |¢({xj, xj+1])| einen endlichen Wert annimmit:

Varq(¢) = ;ug Sn(¢) <K < oco.

Varq(¢) wird als totale Schwankung der Mengenfunktion ¢ bezeichnet (s. FufSnote).

Definition 1.2.10 Essei [ X, A,, u] ein Mafsraum. Eine reellwertige Mengenfunktion ¢ heifst
absolut stetig bzgl. u, wenn zu jedem ¢ > 0 ein §(¢&) > 0 existiert, so daf fiir alle y-mefSbaren
Mengen A € A, mit u(A) < () der Absolutbetrag |¢p(A)| < ¢ bleibt.

Es seien nun vy, v, signierte Mafle {iber der o-Algebra A, in einem meflbaren Raum
[X, A,]. Existiert im Sinne obiger Definition zu jedem ¢ > 0 ein §(¢) > 0 derart, daf aus
[v2|(A) < 8(¢) stets |v1(A)] < e folgt, so impliziert offenbar |v,|(A) = 0 auch stets v; (A) = 0.
Gilt umgekehrt fir alle A € A, die Aussage

(In2l(4) =0) = (w(4) =0),

so geniigt zu gegebenem & > 0 zumindest die Forderung |v;|(A) = 0, um |v(A)| < ¢
zu garantieren (man vergl. dazu den folgenden Satz 1.2.7 unter Beachtung von |v;(A)]| <
[v1|(A) Y A € A,). Die Definition der absoluten Stetigkeit fiir signierte Mafle wird daher
folgendermaflen gefafit.

Definition 1.2.11 Sind vy, v, signierte MafSe iiber der o-Algebra A, in einem mefSbaren
Raum [X, A, ], so heifst v; bzgl. v, absolut stetig, in Zeichen v; < v,, falls aus |v,|(A) = 0
stets vi(A) = 0 folgt. Entsprechend heifst ein Maf8 u; absolut stetig bzgl. des Mafes pu, oder
kurz u,-stetig, falls u; (N) = 0 fiir jede y,-Nullmenge N ist, d. h.

(<) = ((1(N)=0) = (m(N)=0)).

Lemma 1.2.6 Es seien v, und v, signierte MafSe, v; = yi — uy eine Jordan-Hahn-Zerlegung
von vy, die die absolute Variation |v,| definiert. vy ist d. u. n. d. bzgl. v, absolut stetig, wenn
Ui << vy und py << vy ist, oder wenn |vi| < v, ist.

' Nicht zu verwechseln mit dem Begriff der (absoluten) Variation signierter Mafe.



16 1 Einfihrung in die Ma3theorie

Beweis 1. Es sei v; << v,. Gilt dann |v;|(A) = 0 fiir eine mefbare Menge A, so folgt offenbar
[v2][(ANn P) = |v|(An N) = 0, also nach Voraussetzung y; (A) = vj(An P) = 0 und
py (A) =v(AnN)=0,d h. y* <v,und g~ < v,.

2. Aus put < vy und p~ < v, folgt trivialerweise |v;| < v,.

3.1st v = pf + py << vy, so bedeutet [v,|(A) = 0 auch y; (A) + y; (A) = 0, wegen
0 < |vi(A)] = |uf (A) — uy (A)] < yyf (A) + py (A) also v (A) = 0, womit v; < v, bewiesen
ist.

Die Aussagen v; < v, (U < v, A 4~ < v,) und || < v, sind also dquivalent. m]

Mit dem ndchsten Satz stellen wir die Analogie zur absoluten Stetigkeit endlicher reeller
Funktionen her.

Satz 1.2.7 Ein signiertes Mafs v, sei absolut stetig bzgl. des signierten MafSes v, und fiir jede
mefSbare Menge A folge aus |v,|(A) < oo stets |vi|(A) < oo; dann gibt es zu jedem ¢ > 0
ein 8(e) > 0, so daf fiir alle mefSbaren Mengen M mit |v,|(M) < &(e) die Abschitzung
[vi|(M) < e gilt.

Beweis Angenommen, die Aussage sei falsch; dann gibt es ein ¢ > 0, so daf zu jedem & > 0
stets eine mefbare Menge M; mit |v,|(Ms) < 8 und |»|(Ms) > ¢ existiert. Man wihle
0 = 21—,, und setze M5 =: M,; dann gibt es eine Folge {M,, },cy mefbarer Mengen mit
[v2|(My) < 3, jedoch |vi|(M,) > &. Der Limes superior L = lim, ., M,, dieser Folge
erfiillt (s. Lemma 1.1.3)

[va| (L |V2|(mUM )S|V2|(©_Mn) i|"2| M, )<—VJ>1

j=1n=j

mit der Konsequenz |v,|(L) = 0. Laut Voraussetzung folgt aus |v,| (U2 j M,) < oo auch
v (U;":j M,,) < oo, so daft gemif Lemma 1.2.3 gilt

|v1|(r}i_r130Mn) > ,}L_r?o [m|(M,) =¢e>0.

Damit entsteht ein Widerspruch zu v; < v,, der absoluten Stetigkeit von v; bzgl. v,, nach
der |v,|(L) = 0 stets ||(L) = 0 implizieren mufl. Die Annahme ist also nicht haltbar. O

Zum Verhiltnis von Maflen untereinander nennen wir abschlieflend einen auf Lebesgue
zurtickgehenden Zerlegungssatz, welcher in der Wahrscheinlichkeitstheorie ein wichtige
Rolle spielt. Zunichst wird der Begriff der Singularitit eines Mafles y beziiglich eines tiber
derselben o-Algebra definierten MafSes y, erklart.

Definition 1.2.12 (Singularitit) Es seien [X,.A,] ein mefbarer Raum und yy, u, MafSe
iiber Ag. wy heifst singuldr bzgl. p, oder kurz p,-singuldr, falls es eine y,-Nullmenge N in
A, gibt, deren Komplement N° eine y,-Nullmenge ist. Fiir diesen Sachverhalt benutzt man
die Schreibweise iy L s.
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Es ist klar, daf3 die Relation ,,1“ symmetrisch ist, so dafl y; L p, auch mit den Worten
»41 und g, sind zueinander singular beschrieben werden kann. Zwei signierte Mafle vy, v,
heiflen zueinander singulir, wenn dies fiir ihre absoluten Variationen |v;| = yf + p; gilt.

Lemma 1.2.8 Die iiber der o-Algebra A, definierten MafSe yy und y, sind genau dann
zueinander singuldr, wenn es y;-Nullmengen N; € A, gibt, so dafl fiiri + j, i, j € {1,2} gilt

ﬂJ(A) = ‘bl](Aﬂ N,) VAce Ag.
Ist zudem y; absolut stetig bzgl. u;, in Zeichen y; << u;, so folgt u; = 0.

Beweis 1. Sind py und p, zueinander singulér, so gibt es Nullmengen N; unter u;, deren
jeweiliges Komplement Nullmenge unter y; ist (i # j, i,j € {1,2}). Die Additivitit von
u;j bedeutet y;(A) = uj(An N;) + u;(An N;°), worin wegen An N;° c N;° € A, und
1#j(N;) = 0 der Wert u;(An N;°) gleich Null ist.

2. Essei i (N;) = 0, und fiir j # i gelte u;(A) = uj(AnN;) V A € A,; dann ist Letzteres
auch fiir A = NY = X \ N; richtig, d. h. uj(Nf) = 0 fiir j # i und i, j € {1, 2}.

3. Nach Definition der absoluten Stetigkeit (s. 1.2.10) folgt aus y; << y; fiir jede y;-
Nullmenge N, dafd auch p;(N;) = 0ist, wéhrend y; L ; zu der dadurch ausgezeichneten
Nullmenge N; die Beziehung 4;(N;“) = 0 und damit

#i(X) = uj(Ni) +uj(Ni) =0, p;=0
impliziert. O

Der folgende Satz wurde von H. Lebesgue fiir o-endliche Mafle y; bewiesen (vergl.
[10]). Wir nennen ihn hier jedoch der einfacheren Beweisbarkeit halber nur fiir total end-
liche Mafie.

Satz 1.2.9 (Lebesgue’scher Zerlegungssatz) Zwischen je zwei total endlichen MafSen py und
W tiber derselben o-Algebra A, c PB(X) besteht folgende wechselseitige Beziehung: Jedes der
MafSe y; ldfst sich in eindeutiger Weise in die Summe zweier MafSe vfl) und vfz) iiber A, mit
den Eigenschaften

YO 2)

< pa, v L o, vgl) (2)

K p, vy L

)

i

(2

i

wird vl(l) als reguldrer Teil von p; beziiglich u; und v?z) als
m, @
i TV

zerlegen. In y; = v;’ + v

singulirer Teil von u; beziiglich u; bezeichnet (i,j=1,2,i # j). v nennt man die

Lebesgue’sche Zerlegung von u;.

Beweis 1. Es bezeichne N; = {N; € A, : u;(N;) = 0} die Menge aller Nullmengen von
uj (j = 1,2), und fiir i # jseis; = sup{u;(N;) : Nj € N;}. Aufgrund der Endlichkeit
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beider Maf3e sind die Suprema s; und s, endliche positive reelle Zahlen. In jeder der Fami-
lien V] gibt es offensichtlich eine nicht abnehmende Folge { N ]Z‘}keN mit limy_, o 4 (N]k) =
pi (limy oo N]k) = ui (U, N]k) =s;. Mit M; = U, N]’.‘ definieren wir die Mafle vfl) und
vgz) vermoge

v (A) = w(An M), vP(A)=uw(AnM;) VAeA-o,

die offenbar bereits eine Zerlegung der Form

Ui = vfl) + vl@ furi=1,2
bilden. Da M; Nullmenge unter y; ist und vfz)(Mjc) = ui(M;‘nM;) = 0ist, folgt vl@ Ly
(i # j). Weiterhin hat man fiir eine beliebige Nullmenge N; unter u; wegen u;(M;) = s;

S;i :Mi([NjﬂMjc]UMj) = ﬂ,(N]ﬂMJC)+M,(MJ) Zyi(NjﬂMjc)+Si,

also y;(N; n M5) = vfl)(Nj) = 0, was zusitzlich vfl) <« pj (i # j) impliziert.

2. Angenommen, es gibt neben der oben erwihnten Darstellung y; = vl(l) + vgz) die
Zerlegung u; = 131(1)“31(2) mit 1‘/51) <« pjund {/1(2) L y;. Fir jede y;-Nullmenge N; und jedes
A e A, ist dann ﬁgl)(A nNj) < ﬁgl)(Nj) = 0 (ebenso wie vfl)(A NN;) < vfl)(Nj) =0),
wihrend nach Aussage des Lemmas 1.2.8 fiir eine durch die Singularitit von 052) bzgl.
uj bestimmte y;-Nullmenge L; gilt {)1(2) (AnLj) = {)1(2) (A) (ebenso wie vfz)(A nM;) =
vgz) (A)). Setzt man daher Z; = L;u M}, so hat man einerseits vl@ (AnZ;j) = vl@ (AnZjn
M;) und ﬁfz)(Aij) = 1552)(Aijij),andererseitswegen vl(l)(Aij) = Afl)(Aij) =0
sowie Z] n M] = M] und Z] ﬂLJ = L]

ui(Anz) =vP(An M) =93P (An L)) = v (4) = 9 (A)

W4y @ = 50 53
1 1 1 1

fiir beliebiges A € Ay, also vfz) = Afz). Die Annahme y; = v

entsprechend vl(l) = 1551)

impliziert

, so daf3 die Eindeutigkeit der Zerlegung bewiesen ist. O

1.3 Konstruktion von Maf3en

Die Herleitung des Lebesgue'schen Integralbegriffes fiir reelle Funktionen iiber dem R?
stiitzt sich bei gegebener Teilmenge A auf die Bestimmung eines Zahlenwertes y; (A) in der
Form p} (A) = inf {352, vol(Qy) : A c U2, Qx } mit Hilfe der fiir Quader'? Qy leicht zu
berechnenden Volumina vol(Qy ). Die Mengenfunktion y} wird als duferes Lebesgue-Mafs

12 Intervalle im Falle von d = 1.



1.3 Konstruktion von MaRlen 19

von A bezeichnet (s. u. Abschn. 1.4. Sie ist abzéhlbar subadditiv, isoton, fiir alle Teilmengen
des R? definiert und liefert fiir die leere Menge offenbar (&) = 0. Da nun jede Menge A als
A = (ANM)U(AnM) (mit beliebiger sonstiger Menge M) darstellbar ist, erscheint es nahe-
liegend, solche Mengen M auszuzeichnen, die die Gleichheit pf (A) = pf (ANM)+u; (AN
M) fir jedes A garantierten. Dabei stellt sich fiir das oben definierte y] heraus, dafl die Fa-
milie C* = C*(p; ) aller derart ausgezeichneten Mengen M eine o-Algebra bildet, und daf}
die Einschriankung von y; auf C* ein vollstindiges Maf3 ist, ndmlich das Lebesgue-Maf3 im
R“. Die Schritte, die zu diesen Resultaten fithren, sind verallgemeinerungsfihig: Man hat
sich lediglich von der Festlegung auf den R? sowie von speziellen Begriffen wie Quader-
iberdeckung und Quadervolumina zu 16sen, um in dhnlicher Weise zur Konstruktion von
Maflen - als Einschriankungen dufSerer MafSe auf geeignete o-Algebren - zu gelangen. Wir
definieren zunéchst den Terminus des dufleren Mafes.

Definition 1.3.1 (Aufleres Maf3) Eine auf der Potenzmenge B(X) einer Menge X erkldrte
erweitert-reellwertige Mengenfunktion u* heifSt dufleres Mafs iiber 3(X), falls sie folgende
Eigenschaften besitzt:

e 1(2) =0,y (M)>0YMcX,
o« ASB=— u*(A) < u*(B) (Isotonie),
o w(Up2y M,) <302 u*(M,) (abzihlbare Subadditivitit).

Jedes auf der Potenzmenge B(X) definierte Maf} ist offenbar auch ein dufleres Maf3.
Die Namensgebung erklért sich historisch aus der Tatsache, daf3 bei gegebenem Maf iber
der Borel-g-Algebra B(R) der reellen Zahlenachse das duflere Mafd einer beliebigen be-
schriankten Teilmenge M als das Infimum der Maf3e aller M umfassenden offenen Men-
gen definiert werden kann [124] (vergl. auch Lemma 1.3.8, Abschn. 1.3). Wir werden im
nichsten Satz zeigen, daf es zur Konstruktion eines dufleren Mafles lediglich einer Men-
genfamilie Q c P(X) mit @ € O und einer erweitert-reellwertigen und nicht negativen
Mengenfunktion ¢ bedarf, die iiber Q definiert ist und ¢ (&) = 0 erfiillt. Das Paar (Q, ¢)
aus einer Familie Q mit @ € Q und solcherart definierter Mengenfunktion ¢ nennen wir
ein Basispaar. Eine Teilmenge A c X, fiir die es eine abzihlbare Uberdeckung mit Mengen
aus Q gibt, werde als abzédhlbar Q-iiberdeckbar bezeichnet.

Satz 1.3.1 Essei (Q, ¢) ein Basispaar. Xg bezeichne die Familie aller abzihlbaren Q-iiber-

deckbaren Teilmengen aus X, d.h. A € Xg <= A ¢ U,y Q, fiir Elemente Q,, € Q. Die
vermaoge p (A) = oo fiir A ¢ Xo und

neN

“;(A):inf{i(P(Qn):Ac UQn) QnEQVI’l’EN} _ﬁirAeXQ (1.3)
n=1

definierte Mengenfunktion ist ein dufSeres Mafs.
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Beweis Offenbar ist y;, eine erweitert-reellwertige nicht negative Mengenfunktion iiber der
Potenzmenge P(X), die () = 0 erfiillt. Die Isotonie-Eigenschaft folgt aus der Tatsache,
daf im Falle A c Bjede Uberdeckung von B auch eine Uberdeckung von A bildet. Zu zeigen
bleibt daher lediglich die abzihlbare Subadditivitit. Sei { A } ey eine abzihlbare Familie
aus Xo. Ist pg(Ax) = oo fiir mindestens eine der Mengen Ay, so ist die Aussage trivial;
daher nehmen wir y (Ax) < 0o V k € N an und kdnnen voraussetzen, dafl es zu jedem Ay
eine Quader-Uberdeckung {Q, (Ax) } ey mit Yoo, vol(Q,(A)) < oo gibt. Das bedeutet,
dafl man zu jedem A auch eine solche Uberdeckung {fo) (Ak) }nenw von Ay finden kann,
fiir die 3, vol (Q) (Af)) < py(Ax) + 5z ist. Die Vereinigung U, Q4 (Ay) aller dieser
Quader bildet eine abzihlbare!? abgeschlossene Quaderiiberdeckung der Menge U;?2, Ay.
Dabher gilt

V; (IQAk) < ggvol(Qﬁs)(Ak)) < i‘u;(Ak) +¢,

= k=1

mit & - 0 also die behauptete Ungleichung. O

Das durch (1.3) bzw. ‘u;‘,(A) = oo fiir A ¢ X definierte duflere Mafl wird zuweilen
als verallgemeinertes dufleres Lebesgue-Maf3 bezeichnet (vergl. dazu Definition 1.4.1 in
Abschn. 1.4.1).

Satz 1.3.2 (Carathéodory) Die FamilieC* aller Teilmengen M ¢ X, die fiir ein dufSeres Mafs
y* die Gleichheit

p(A)=p" (ANM)+p"(AnM) VYAcX (1.4)

zulassen, formt eine o-Algebra. Ihre Elemente werden als Carathéodory-mefbare Mengen
oder u*-mefSbare Mengen bezeichnet. Die Einschrinkung des dufSeren MafSes u* auf die o-
Algebra C* ist ein vollstindiges Maf tiber C*.

Beweis 1. Die pu*-Mefibarkeit von X und & ist direkte Folge von p* (@) =0und An X = A,
ANX=0,Ang =3, A\ @ = A. Die Isotonie ist offenkundig. Zu beweisen bleibt daher
die p*-Meflbarkeit jeder abzihlbaren Vereinigung u*-mef8barer Mengen My, k € N. Hier-
zu betrachten wir zunichst eine Familie { Dy}t wechselseitig disjunkter yp*-mefibarer
Mengen und zeigen induktiv das Bestehen der Gleichung

u (AﬂLnJDk)=iu*(AﬂDk) (1.5)
k=1

k=1

Blst F = {M} ken eine abzdhlbare Familie abzihlbarer Mengen M, = {M ,.(k)},,eN, so ist deren
Vereinigung U; x M i(k) abzdhlbar.
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fiir beliebiges A € X. Fiir n = 1ist dies trivial. Angenommen, die Gleichung sei richtig fiir
n = m; dann folgt aufgrund der u*-Mef3barkeit der endlichen Vereinigung UL, Dy und
der angenommenen wechselseitigen Disjunktheit der Dy

m+1 m+1 m m+1 m
u (Aﬂ U Dk) =y (Aﬂ U DkﬂUDk)‘*!l* (Am U Di~ UDk)
k=1

k=1 k=1 k=1 k=1

u (Am U Dk) +u* (AN Dpy)

k=1
m m+1

=> W (AnDy)+p* (AN Dyyr) = > u*(AnDy),
k=1 k=1

d. h. (1.5) ist auch fiir n = m + 1 — und daher fir alle #n - richtig. Gleichung (1.5) impliziert

S 4t (AnDy) = 4 (gj(Aka)) <u (Q(Aka)) _ (Am []Dk),
k=1 =1 =1

k=1

!
mit n — oo also p* (AN U, Di) < Sp2y w*(An D) < p*(An U, D), d. h. man hat
fiir wechselseitig disjunkte y*-meflbare Mengen Dy sogar

(4* (AﬂGDk)Iiﬂ*(AﬂDk). (1.6)

k=1 k=1

Fiir endliche Vereinigungen gilt u*(A) = u*(An Uj_ Di) + p* (A ~ U}, D). Unter
Beachtung von A\ Uj}_, Dy 2 A\ Uj2, Dy folgt daher p*(A) > S} p* (AnDy) +p* (AN
U2, D), und der Grenzitbergang n — oo liefert zusammen mit (1.6) die Aussage, dafl
die abzahlbare Vereinigung U;2, Dy disjunkter y*-mefibarer Mengen u*-mefSbar ist. Fiir
eine beliebige Familie { My }reny von p*-meflibaren Mengen definiere man nun D; = M;
und Dy = Mgy N (U;‘=1 Mi) fir k > 1. Dann sind die Dy offensichtlich disjunkt, und
es ist Uy, Dy = Uy, Mk. Die abzihlbare Vereinigung y*-mefSbarer Mengen ist daher y; -
mef3bar.

2. Vollstandigkeit: Fiir jede Teilmenge U einer Nullmenge N € C* liefert die Isotonie
des dufleren Mafles die Relationen p*(U) = 0, p*(AnU) =0und p* (AN U) < p*(A)
VA € PB(X). Die Subadditivitit impliziert y*(A) < (AN U) + p*(An U), so dafl
p(ANU) < p*(A) < p*(ANU) bzw. p*(A) = u* (AN U) gilt; das bedeutet U € C* wegen
p(AnU)=0. ]

Die beiden Sdtze 1.3.1 und 1.3.2 benennen die notwendigen Hilfsmittel zur Konstruk-
tion von (moglicherweise trivialen) o-Algebren und vollstindigen Maflen, letztere als
Einschriankung auf die o-Algebra C* der Carathéodory-mefSbaren Mengen. Es bleibt die
umgekehrte Frage offen, ob und wie man eine geeignete Mengenfunktion zu einem Maf3
fortsetzen kann. Hierzu erkldren wir zundchst, was man unter der Erweiterung eines
Basispaares zu verstehen hat.
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Definition 1.3.2 (Fortsetzung) Es seien (Q, ¢) und (S, y) Basispaare. Ist Q c S und gilt

0(Q) = v(Q) fiir alle Q € Q, so heifit (S,v) Erweiterung von (Q, ¢), und die Mengen-
funktion y heifst Fortsetzung der Mengenfunktion ¢.

Ist p;, das verallgemeinerte dufiere Lebesgue-Mafs bzgl. des Basispaares (Q, ¢), so sind
(B(X), y(’;) und (C*, pgc+) Basispaare (C* die o-Algebra der y;, -mefbaren Mengen). Fiir
den Fall eines zerlegbaren Systems Q (Definition 1.1.2, Abschn. 1.1) ldf8t sich Q c C* zeigen,
so dafl folgende Frage sinnvoll wird: Wann ist (C*, uy|c+) eine Erweiterung von (Q, ¢)?
Wann also lafit sich die Mengenfunktion ¢ zu einem vollstindigen Maf yy|c+ iiber der
(das zerlegbare System Q umfassenden) o-Algebra C* fortsetzen? Der folgende Satz gibt

im Falle elementarer Maf3e ein notwendiges und hinreichendes Kriterium hierfiir an'*.

Satz 1.3.3 (Maflerweiterungssatz) Es sei ¢ ein elementares Mafs iiber Q. g, sei das du-
Bere Lebesgue-Maf$ bzgl. des Basispaares (Q, ¢), C* bezeichne die Familie aller bzgl. u
Carathéodory-mefSbaren Mengen. Das Basispaar (C*, py|c+) ist d. u. n. d. eine Erweiterung
von (Q, ¢), wenn fiir die Mengenfunktion ¢ und jede in Q abzihlbar iiberdeckbare Menge
Qe Qgilt

(Q) <Y 9(Qn) fir QEGQn, Q,cQVneN. (1.7)
n=1 n=1

Beweis 1. Es sei (C*, pg|c+) Erweiterung von (Q, ¢); dann ist pg|o = ¢. Als dufleres Mafs
ist pg, abzdhlbar subadditiv, also trifft das auch auf ¢ zu; daher ist (1.7) richtig.

2. Zu zeigen ist, dal aus (1.7) die Relationen Q c C* und ¢(Q) = u, (Q) V Q € Qfolgen.
Zunéchst hat man g (Q) < ¢(Q) VQ € Q geméf Definition des dufleren Maf3es; nach
(1.7) gilt p(Q) <inf {372, ¢(Qn) : U321 Qn 2 Q, Qu € QVn e N} also ¢(Q) < uy(Q),
so daf8 sich sofort ¢(Q) = p;(Q) V Q € Q ergibt.

Es bleibt Q c C*, also die Carathéodory-Mefibarkeit aller Elementmengen Q € Q nach-
zuweisen:

W(A) = (AN Q) + Wi (ANQ) VACKX.

Diese Beziehung gilt fiir alle M aus Q, wie folgendermafien einzusehen ist: M € Q bedeutet
M~ Q = U}, Q, mit wechselseitig disjunkten Elementen aus Q. Die endliche Additivitit
von ¢ fihrt daher zu ¢ (UL, Qp) = Y7ty 9(Qr). M N Q ist Element von Q, und somit ist
p(M) = o((Mn Q) U[UL Q) = (M1 Q)+ X7 ¢(Qe) = u(M). Aufgrund der
Subadditivitit des dufleren Mafles u,, istaber .31, 9(Qr) = X5ty py, (Qe) 2 g (UpL, Qe) =
py (M~ Q), und das heifdt uy, (M N Q) + py (M~ Q) > py (M), wihrend doch die Subad-
ditivitdt von p; die umgekehrte Relation garantiert. Somit ist die zu beweisende Gleichung
sicher fiir alle M € Q richtig.

! Zur Erinnerung: Ein elementares Maf ist eine nicht negative, endlich additive, iiber einem zerleg-
baren System Q definierte erweitert-reellwertige Mengenfunktion ¢ mit ¢ (&) = 0; vergl. Definition
1.1.2, Abschn. 1.1, sowie Abschn. 1.2.
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Sei nun M abzdhlbar Q-iiberdeckbar (also M € Xg). Gemifd Definition des dufSeren
Lebesgue-Mafies gibt es dann zu jedem ¢ > 0 eine Q-Uberdeckung U5, Qy(f) von M, so
daB die Beziehung py (M) > 3.2 1 o( (s)) —e=y 1‘uq,( (e )) — ¢ besteht. Wie gezeigt,

gilt fiir die Elemente Q') aus Q die Gleichung wi (s)) = uy(Qa (©) Q)+uy(Qn () Q),
daher folgt fir M € Xg

Ho (M) +£>Zu¢( Q)+ Zm( 7 nQ).

Demnach besteht wegen M\ Q c U, 2, (Q,f) ~Q)und MnQc Uy, ( ) Q) fiir jedes
& > 0 die Ungleichung p;, (M) + > s (M Q) +pp (M Q), d. h.esist uy (M) 2 py (M~
Q) + uy (M n Q). Diese Ungleichung gilt jedoch trivialerweise auch fiir den Fall M ¢ Xg,
da dann pg(M) = oo ist. Da aus der Subadditivitdt von y; wiederum die umgekehrte
Relation folgt, hat man fiir jedes Q € Q und beliebiges M € (X)) die Gleichung u; (M) =
Uy(MN Q) +pg(MnQ),dh.QcC™ ]

Ist also (1.7) erfiillt, so kann jedes elementare Maf§ ¢ — und damit auch jeder Inhalt
- zu einem vollstindigen Maf yy|c+ tiber C* fortgesetzt werden, und umgekehrt. Das ist
der Grund, weshalb man bzgl. des Satzes 1.3.3 von einem Maferweiterungssatz spricht.
Unter gewissen Umstinden - falls es nimlich eine abzihlbare Q-Uberdeckung U2, Q,
des Raumes X mit ¢(Q,) < oo ¥V 1 € N gibt!® — ist diese Erweiterung iiber der minimalen
Q enthaltenden o-Algebra 0(Q) c C* eindeutig.

Satz 1.3.4 (Eindeutigkeitssatz) Es sei Q ein zerlegbares Mengensystem, ¢ ein elementares
Maps iiber Q. Es gebe eine abzihlbare Q-Uberdeckung U2, Q,, des Raumes X mit ¢(Q,,) <
oo V 1 € N. Die Erweiterung des Basispaares (Q, ¢) zu einem Paar (0(Q), u, ) mit vollstin-
digem Mafle uy = py|o( o) ist dann eindeutig.

Beweis Zu einem Element Q € Q mit ¢(Q) < oo sei Aq die Familie aller Mengen M, die
sich als Durchschnitt von Q mit einer endlichen disjunkten Vereinigung von Elementen
aus Q darstellen lassen:

AQ:{M:M:QmLmJQk, QreQ,QinQ;= qurl;t]}

k=1
Man erkennt leicht, dafl A eine Algebra ist. Es seien nun ‘ué,l), ‘ué, ) zwei iiber 0(Q)
durch Fortsetzung von ¢ bestimmte vollstindige Mafle. Als solche erfiillen sie die Rela-
tion yg,j)(M) =Y 9(QrnQ) fir M e Ag, j =1,2,d. h. tiber Aq stimmen die beiden
Mafle ubereln Zu zeigen bleibt, daf das fiir alle Elemente aus 6(Q) gilt. Sei G = {Ac X :
(1)(A) (A)} so daf$ also Aq c G fiir jedes feste Q € Q ist. Da offenbar der Limes

15 1n diesem Falle nennt man das elementare Maf8 -endlich.
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jeder monotonen Folge aus G wieder zu G gehort, G somit eine monotone Familie formt,
liefert das Korollar 1.1.7 die Aussage, daf3 auch jede der von den A erzeugten o-Algebren
G(AQ) in G enthalten ist: O’(AQ) cGVQe Q. Seinun A € 0(Q). Laut Vor. gibt es eine
abzahlbare Menge von Elementen U, aus Q mit A ¢ U2, U, und ¢(U,) < oo Vn € N,
wobei man aufgrund der Zerlegbarkeit des Systems Q annehmen kann, daf} die U,, wech-
selseitig disjunkt sind. Damit ist AnU,, € A und folglich yg(al) (AnU,) = ‘ufpz) (AnU,) fur
jedes n e N— yg(al)(A nUZ,U,) = y((pl)(A) = yg(oz)(A), alsoAeGundo(Q)cG. O

Betrachtet man insbesondere den Fall, dafl ¢ ein Pramaf3 (also eine nicht negative und
o-additive Mengenfunktion iiber einer Algebra A mit ¢(@) = 0) ist, so kann man aus
Satz 1.3.4 Folgendes schlieflen.

Korollar 1.3.5 ¢ sei Pramaf iiber A. Die Familie C* der Carathéodory-mefSbaren Mengen
bzgl. des Gufieren MafSes p,, umfafit A, und es gibt mindestens ein Maf y iiber o(A) mit
u(A) = ¢(A) fir A € A (ndmlich u = pgly(a)). Ist ¢ dariberhinaus o-endlich, so ist u
eindeutig bestimmt und ebenfalls o-endlich.

Im Falle des allgemeinen dufieren Lebesgue-Mafles y;, bzgl. eines Basispaares (Q, ¢)
bezeichnet man dessen Einschrinkung auf die o-Algebra der Carathéodory-mefibaren
Mengen als allgemeines Lebesgue-Maf$ bzgl. ¢. Das Lebesgue-Maf} A der Integrations-
theorie - und ebenso das Lebesgue-Stieltjes'sche Maf — sind spezielle Mafe dieses Typs.

Es sei nun (X;d) ein metrischer Raum mit der Metrik d. Eine Teilmenge O ist darin
d.u.n.d. offen, wenn mit jedem x € O noch eine ganze Kugelumgebung U,(x) = {z :
d(x,z) < €} zu O gehort. Die Komplemente offener Mengen sind die abgeschlossenen
Mengen. Mit Hilfe der Metrik d ist zudem ein Abstandsbegriff fir Teilmengen A, B c X
vermoge

p(A,B) =infd(x, y)
i
erklart (vergl. Abschn. A.1, insbesondere Abschn. A.1.3). Der Begriff der metrischen

Trennbarkeit erméglicht die Auszeichnung von dufleren Maflen mit ,, Additivitdtseigen-
schaft®.

Definition 1.3.3 (Metrisches dufleres Maf3) Ein iiber dem metrischen Raum (X;d) de-
finiertes dufSeres MafS u* heifst metrisches dufSeres Mafs, falls fiir Teilmengen A, B mit
d(A,B) > O stets gilt y* (AU B) = u*(A) + u*(B).

Lemma 1.3.6 Es sei y* ein metrisches dufSeres Mafs iiber (X;d), A € X mit y*(A) < oo
und A € M fiir eine offene Menge M° in (X;d). Bezeichnet Ay zu jedem k € N die Menge
aller Punkte x € Amit p({x}, X \ M°) > 1/k, so gilt

lim w*(Ax) = p* (A).
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Beweis Die Isotonie von p* besagt zusammen mit Ay ¢ A1, daff die Folge {p* (Ax) Fren
monoton nicht abnehmend istund p* (A ) < u*(A) V k € N gilt. Das impliziert U2, Ay ©
A.Da es wegen A ¢ M° zu jedem x € A eine ¢,-Umgebung U, (x) mit U, (x) c M° gibt,
also p({x}, X\ M°) > % fur k., < i gilt, hat man auch A c U2, A, d.h. A = U2, Ax.
Sei By = Ap \ Ay fir k > 2 und B; = Ay, so dafy A in der Form A = U2, By schreibbar
ist. Da offensichtlich Uj_; Bx = A, fiir jedes n > 1 gilt, folgt

u*(A)sw(An)w*( O Bk)sﬂAm S w'(B) VneN.

k=n+1 k=n+1

Laut Voraussetzung ist p({x}, X \ M°) > & fiir x € By, also p(By,Byy1) > =+ - —= >
0, daher folgt p* (B, U By11) = p*(By) + u*(Bps1), da p* metrisches duleres Maf} ist.
Betrachtet man also endlich viele, etwa n, der B, so folgt einerseits nach Konstruktion

A, =U7L, Bx c A, andererseits

u (U Bk) => w(By) <u*(A) < oo fiirjedes neN.
k=1 k=1

Die Reihe Y32, p* (Bg) ist also konvergent, etwa gegen S, und zu jedem ¢ > 0 gibt es ein
ng(€), sodal |[Yf_, ¥ (Br) = S| = | X721 47 (By)| < e ist fiir alle n > ny(€). Demnach ist
limy oo X popss 4 (Bx) = 0,und man erhilt y* (A) < lim,_co 4*(A,). Andererseits liefert
A, c Afiirjedes n € N die umgekehrte Ungleichung lim,,_,o, < #*(A), so dafl Gleichheit
besteht. ]

Lemma 1.3.7 Jede abgeschlossene Menge — und daher auch jede Borel-Menge - eines metri-
schen Raumes [ X; d] ist unter einem metrischen dufSeren Mafl yu* Carathéodory-mefSbar.

Beweis Sei B abgeschlossen in (X;d). Zu zeigen ist y*(A) > u*(An B) + u* (A~ B) fir
jedes A mit u*(A) < oo (fiir u*(A) = oo ist die Aussage trivial). Es sei A := A\ B c B¢,
worin B¢ = R? \ B = M® offen im (X; d) ist. Lemma 1.3.6 besagt, daf3 es eine Mengenfolge
{A,} nen gibt mit p(A,, B) > L undlim, 0 p* (Ay) = p*(ANB). p(A,, B) > + impliziert
p(An, AnB) > %, und damit wegen A, ¢ AN Bund A = (A~ B) U (An B) die Beziehung
u*(A) > u (A, u[AnB]) = u*(A,) + u*(An B). Der Ubergang n — oo liefert daher
p*(A) > u*(A~ B) + p*(An B), also die u*-Mef8barkeit von B. Da die p*-mefbaren
Mengen eine o-Algebra bilden, sind auch die Komplemente, also alle offenen Mengen, y* -
mefibar. ]

Lemma 1.3.8 Es sei y ein Maf iiber der Borel-o-Algebra B(X) eines metrischen Raumes
(X;d). Die Mengenfunktion u* : B(X) — R, definiert durch das Infimum

wr(M) = inf{y(O) :0o M, O oﬁen} VM eP(X),

ist ein dufleres Mafs.
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Beweis u* besitzt offensichtlich die Eigenschaften 2 und 3 in Definition 1.3.1, d. h. es ist
lediglich die abzahlbare Subadditivitit nachzuweisen. Es sei also {E, } v eine beliebige
Mengenfolge in X, wobei wir O. E. d. A. voraussetzen konnen, daB8 fiir alle E,, y*(E,,) < oo
ist (anderenfalls bestinde die zu beweisende Ungleichung 4 priori). Aufgrund der Voraus-
setzung, daf$ X ein metrischer Raum ist, gibt es gemif} Definition von y* zu beliebigem
€ > 0 fur jedes E, eine offene Menge O, > E, mit der Eigenschaft y*(E,) < p(0O,) <
#*(En) + 57 Damit folgt unter Nutzung der Mafeigenschaft von y

e (QE”) < y(@lOn) < iy(On) < i‘u(En) +¢,

also die Subadditivitat von y*. O

Ein Resultat, das spiter eine Rolle spielen wird (vergl. Abschn. 1.4) betriftt die Frage,
wann die Einschrankung eines dufSeren Mafles auf die Borel-o-Algebra eines topologischen
T,-Raumes ein Maf3 definiert.

Satz 1.3.9 Essei y* ein dufleres Maf iiber der Potenzmenge eines Hausdorff-Raumes [ X, O]
mit folgenden Eigenschaften:

L y*(M) = inf{y*(O) :0> M, O oﬁen} VM eB(X),
2.y (0O) =sup {y*(K) :KcO, K kompakt}fiir alle offenen Mengen O € O,
3. W (Ky UKy) = p*(Ky) + pu* (Ky) fiir disjunkte kompakte Mengen Ki, K.
Die Restriktion von p* auf die Borel-o-Algebra B(X) ist dann ein Mafs.
Beweis 1. Es sei C* die o-Algebra aller y*-meflbaren Mengen aus (X ). Wir setzen

A ={M:py*(0)>p*(0OnM)+u*(O\ M), Ooffen}
und zeigen zunichst, dal A7 = C* ist. Offenbar ist Af, 2 C*. Es sei M, € Ag), d.h. wir
haben p*(0) > u* (O N My) + u*(O ~ M) fiir alle offenen Mengen O ¢ O. Fiir eine
beliebige Teilmenge E c X betrachte man nun alle E umfassenden offenen Mengen O > E;
dann gilt

[/l*(OE) > ‘H*(OEﬂMQ) +‘H*(OE \MQ) > [/l*(EﬂMo) +‘u*(E\M0) VOgoE.

Eigenschaft 1 besagt, daf§ die zweite Ungleichung auch fiir das Infimum aller 4*(Og) gilt,
d.h.esist y*(E) > y*(En M) + p*(E N My), also M, € Af.
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2. Da jede einpunktige Menge kompakt ist, gibt es zu jeder Teilmenge M von X min-
destens eine in M enthaltene kompakte Menge. Zu zwei beliebigen offenen Mengen O, M°
kénnen daher stets kompakte Mengen Kj, K, gefunden werden, die die Relationen K; c
O n M°, K, c O\ K; erfiillen. Wir betrachten alle solche Mengen Kj, K;. Geméf Eigen-
schaft 3 und O 2 K; U K, hat man

#(0) 2 p* (KiuKy) = ™ (Kp) + p* (Ky).

Jede kompakte Menge in einem Hausdorft-Raum ist abgeschlossen, daher ist X \ K; offen,
und somit auch O n (X \ Kj) = O \ K] offen. Eigenschaft 2 besagt, dal 4*(O \ K;) das
Supremum iiber alle y* (K3 ) fiir derartige kompakte Mengen K, c O\ K; ist, und fiir dieses
Supremum gilt obige Ungleichung ebenfalls; daher folgt

#(0) 2 u (K uKy) = " (Ky) + 6" (0N Ky).

¢ (ONKy) umfafit p* (O~ M°) nach Konstruktion, also hat man p*(0) > p* (K;)+p* (O~
M?®). Nun ist Eigenschaft 2 nochmals heranzuziehen, um p* (O n M°) als das Supremum
tiber alle dufleren Mafle py* (K;) so gearteter kompakter Mengen Kj zu erkennen, so daf}
die Ungleichung auch fiir 4* (O n M°) anstelle von y*(K;) gelten muf3:

g (0)2pu (ONM®)+u* (0N M°).

Damit ist bewiesen, daf} jede offene Menge in Ay, liegt, nach dem unter 1 Bewiesenen also
in C*, d. h. alle offenen Mengen sind y*-mefbar. Die von den offenen Mengen erzeugte
Borel-g-Algebra B(X) ist somit in C* enthalten, und da y* iiber C* ein Mafd ist, gilt dies
auch fiir B(X). ]

1.4 Spezielle MaBBe

Die bekanntesten speziellen Mafle sind die in der Analysis gebrauchlichen Integrationsma-
¢, d. h. das Lebesgue-Mafl und das Lebesgue-Stieltjes'sche Mafi. Deren Kennzeichnung -
wie auch der spiter genannte ,,spezielle Maflerweiterungssatz“ — verweisen auf die Bedeu-
tung der Sitze 1.3.3 und 1.3.4. Wir werden in diesem Abschnitt aulerdem auf die fiir die
stochastische Modellierung wichtigen Radon-Maf3e, insbesondere die Radon’schen Zahl-
mafle, eingehen.

1.4.1 Lebesgue-MaB und Lebesgue-Stieltjes’scher Inhalt

Definition 1.4.1 (Lebesgue-Mafl) Q bezeichne die Familie aller Quader (verallgemeiner-
ten Rechtecken) des d-dimensionalen reellen Raumes R? einschlieflich der leeren Menge von
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der Form Qup = {x ta<x< b}, so daf$ auch die Mengen Q,, in dem Ausdruck (1.3)
(s. Abschn. 1.3) Quader der Form

Qum pm = {x ca < x < b(n)}

sind mit x = (x1,...,%q), a™ = (al(”),...,a;”)), b\ = (bl(”),...,b;"))lﬁ. Q formt ein
zerlegbares System. Wird die Mengenfunktion ¢ durch

d
SD(Qu(n),b(n)) = VOI(Qaw),b(n)) = H(bgn) - 01(/”))
v=1

dargestellt'” (d > 1), und ist damit das iuflere Maf8 py, wie in (1.3) in der Form

y;(A):inf{igo(Qn):Ac UJ Qus Q€ QVneN} fiir A e Xg

n=1 neN

gegeben, so bezeichnet man das zum Basispaar (Q, ¢) gemdfS Satz 1.3.1 bestimmte vollstin-
dige Maf$ A = pj|c+ als Lebesgue-Map iiber dem R4, ) ist durch seine Werte A(Q) = uy(Q)
auf Q eindeutig bestimmt, da (Q, ¢) die Voraussetzungen der Siitze 1.3.3 und 1.3.4 erfiillt.
ug heifst Lebesgue’sches dufleres Mafs.

¢ = vol ist diejenige Mengenfunktion iiber der Borel-g-Algebra des reellen R?, die den
aus dem kartesischen Produkt von Intervallen (Borel-Mengen) gebildeten Quadern deren
Volumen zuordnet. ¢ ist iiber kompakten Mengen des R endlich. Das Lebesgue-Maf} A
der Integrationstheorie geht aus der Vervollstindigung des mittels des duf8eren Maf3es y;,
gebildeten Mafes A hervor und reprisentiert ein vollstindiges o-endliches Maf} tiber dem
R?, das insbesondere jedem Quader seinen Inhaltswert zuordnet: 1(Qq5) = [1°, (by—a,).
Es ist ein Borel-Maf3'®. Sind Q;, Q, mit Q, c Q, Borelmengen gleichen Inhalts, so wird
das Lebesgue-Mafl einer jeden Menge M mit Q; ¢ M c Q, gerade durch A(M) = ¢(Q;)
dargestellt (i € {1,2}).

Im eindimensionalen reellen Raum formt — wie bereits erwdhnt (siehe Beispiel 5 in Ab-
schn. 1.1) - die Mengenfamilie

AQ = {U(aj,bj] :meN, aj,bj GR, a;< b]} U {@}
j=1

16 GroRenrelationen fiir Vektoren sind komponentenweise zu verstehen.

7 Tatsichlich ist es hierfiir belanglos, ob es sich um offene, halboffene oder abgeschlossene Intervalle
handelt.

'8 Vergl. Definition 1.4.6 in Abschn. 1.4.4. Man beachte, daf§ es sich nicht um den kompaktifizierten
reellen Raum handelt. Jede kompakte Menge K c R ist Teilmenge eines abgeschlossenen Intervalls
[a,b] mit —co < a < b < +oo.
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eine Algebra. Definiert man mit Hilfe einer monoton nicht abnehmenden Funktion F :
R — R mit |[F(r)| < oo fiir |r| # co die Mengenfunktion ¢f : Ag — R durch

¢r(2) =0,
¢r((a,b]) = F(b) - F(a) fira<b, (1.8)
PF (U(aj,b]]):Z(pF((aj,bj]) fﬁrbjgajHVjSm,
j=1 j=1
so ist ¢p ein elementares Maf3 (speziell ein Inhalt) iiber Ay, das man als Lebesgue-
Stieltjes’schen Inhalt bzgl. F bezeichnet. Da man R durch abzahlbar viele Intervalle der
Form (a;,b;] mit a; < b; und ¢5((a;,b;]) < oo iiberdecken kann, handelt es sich um
einen o-endlichen Inhalt. Das zugehérige dufSere Lebesgue-Maf3 y* iiber B(IR) ist gemif
(1.3) in Abschn. 1.3 definiert. Es 1463t sich zeigen, dafl ¢ genau dann o-additiv (somit
ein Pramaf) ist, wenn die Funktion F rechtsstetig ist mit lim,_,_o, F(r) = F(-oc0) und

lim,_, oo F(r) = F(+00). In diesem Falle existiert nach Satz 1.3.4 genau eine Fortsetzung
von ¢ zu einem vollstandigen Maf3 — dem Lebesgue-Stieltjesschen Maf Ar. Dazu die

Definition 1.4.2 (Lebesgue-Stieltjessches Mafl) Es sei F : R — R eine monoton nicht
abnehmende und von rechts stetige reellwertige Funktion mit |F(r)| < oo fiir |r| # co. Q
bezeichne die Familie aller halboffenen Intervalle der Form (a, b] fiir a < b unter Einschluf8
der leeren Menge. Wird die Mengenfunktion ¢ durch ¢p(2) = 0 und

QDF(Qa,b) = F(b) _F(a) fﬂi’ Qup = ((1, b]

definiert, und ist damit das Lebesgue-Stieltjessche dufSere Maf$ u;, gemdf Gleichung (1.3)
bestimmt, so heift das iiber der o-Algebra C* aller Carathéodory-mefibaren Mengen zum
Basispaar (Q, ¢r) definierte vollstindige Maf§ Ar = p;, |c+ das Lebesgue-Stieltjes’sche Maf3
bzgl. F.

Wihrend somit ein Lebesgue-Stieltjes’scher Inhalt ¢ r und damit das Lebesgue-Stieltjes’-
sche Mafd mit Hilfe einer monoton nicht abnehmenden Funktion F definiert sind, kann
auch der umgekehrte Weg beschritten werden, der von einer erweitert-reellwertigen und
endlich additiven Mengenfunktion 0 ausgeht. Dieser Weg ist in der Integrationstheorie iib-
lich, d. h. insbesondere im Falle des mef3baren Raumes [R”, 5] (wir beschrinken uns auf
den eindimensionalen Fall). Da hierbei nicht ausgeschlossen ist, daf} die Mengenfunktion
0 auch negative Werte annimmt, spricht man von einem Stieltjesschen Quasi-Inhalt [169].
Sei Q = [a,b] ein ggf. nicht endliches abgeschlossenes Intervall der reellen Achse. Als
Subintervall bezeichnen wir jedes halboffene Intervall (x, ] ¢ Q mit x > a und jedes ab-
geschlossene Intervall [a, y] mit y < b. Um beide Subintervalltypen mit gleicher Symbolik
zu versehen, schreibt man dafiir {x, y].
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Definition 1.4.3 Es sei S eine Menge von Subintervallen des Intervalls Q = [a, b]. Eine re-
ellwertige und endlich additive Mengenfunktion 6 : S — R mit 6(2) = 0 heifst Stieltjes’scher
Quasi-Inhalt.

Die durch die Inhaltswerte (Volumina) vol({x, y]) = y — x definierte Mengenfunktion
0 = ¢ ist natiirlich auch ein solcher Stieltjes’scher Quasi-Inhalt, und generell ist jeder Inhalt
(und, allgemeiner, jedes Pramaf3 oder Maf}) auch ein Stieltjes’scher Quasi-Inhalt.

In praktischen Fillen und in der Integrationstheorie reicht es i. a. aus, die Stieltjes'schen
Quasi-Inhalte tiber einer dichten Menge von Subintervallen zu definieren. Dazu die folgende

Definition 1.4.4 Es sei D eine in Q = [a, b] dichte Menge, die beide Endpunkte a und
b enthdlt. Die Gesamtheit S aller derjenigen Subintervalle {x, y|, deren Endpunkte zu D
gehoren, wird als in Q dichte Menge von Subintervallen bezeichnet.

Jedem Stieltjes’schen Quasi-Inhalt 6 ist eine Funktion F : [a, b] - R vermoge

0([a, fii D, ,
F(x) = ([a.x]) l...erE x+a
0 firx=a

zuzuordnen, die man als die zu 0 gehorige erzeugende Funktion bezeichnet [169]; sie
erfillt die Relation

0((x,y]) = F(y) - F(x).

F ist offenbar dann und nur dann monoton nicht abnehmend iiber [ a, b], wenn 6 ein nicht-
negativer Stieltjes’scher Quasi-Inhalt ist. In diesem Falle ist F - sofern b = oo und F(o0) =1
gilt - eine Verteilung im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie. Umgekehrt definiert jede
tiber einer in Q = [a, b] dichten Menge D endliche Funktion F(x), die in x = a verschwin-
det, einen Stieltjes'schen Quasi-Inhalt. Im Falle monoton nicht abnehmender Funktionen
F wird damit der Zusammenhang sowohl zum Lebesgue-Stieltjes'schen Inhalt als auch zum
Riemann-Stieltjes’schen Inhalt (sowie dem Riemann-Stieltjes-Integral) hergestellt; letzteres
dann, wenn anstelle der Konstruktion iiber das Lebesgue’sche duflere Maf3 direkt Quasi-
Inhalte endlicher Variation herangezogen werden.

1.4.2 Das Helly’sche Auswahlprinzip

Ein Satz von Eduard Helly besagt, dafl aus einer Menge punktweise gleichmiflig beschrank-
ter Funktionen endlicher Variation, definiert tiber einem kompakten Intervall, stets eine
Teilfolge ausgewdhlt werden kann, die punktweise gegen eine Grenzfunktion endlicher Va-
riation konvergiert [78]. Dieser Satz kann auf Folgen von Quasi-Inhalten iiber B(R") ver-
allgemeinert werden, sofern entsprechende Beschrinktheitseigenschaften vorliegen. Wir
konzentrieren uns im Folgenden wieder auf den eindimensionalen Fall.
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Satz 1.4.1 (Helly’sches Auswahlprinzip) D sei eine in dem Intervall Q = [a, b] der reellen
Achse dichte Menge, die beide Endpunkte a und b enthilt. S bezeichne eine im Sinne der
Definition 1.4.4 dazu gehdrige dichte Menge von Subintervallen von Q. Eine iiber S definierte
unendliche Menge F = {0, };e; von Stieltjesschen Quasi-Inhalten gleichmdfSig beschrinkter
Variation'® enthdlt stets eine (Teil-)Folge {0, } e, die gegen einen Quasi-Inhalt 0 iiber S von
endlicher Variation konvergiert.

Beweis Da R, versehen mit der natiirlichen Topologie, separabel ist, kann man davon aus-
gehen, daf8 S eine in Q dichte Folge {{x}, y;]}jen von Subintervallen enthilt. Die Men-
ge der Werte 6;({x1, y1]) (i € I) ist beschrankt und enthilt daher eine konvergente Folge
{6,({x1, 7] )}neN. Die entsprechende Folge {6, }neN der Quasi-Inhalte sei in {0511)}%N
umbenannt; aus ihr kann aus gleichem Grunde eine Teilfolge {9,(113 e derart ausgewahlt

werden, dafl die Werte 9,(113 ({x2, ¥2]) iiber dem zweiten Subintervall eine konvergente Zah-
lenfolge bilden, so dafl - mit der Umbenennung {9,(113 N = {95,2)}%N - sowohl die
Zahlenfolge {6,(12) ({x1, 7] )}HEN als auch die Zahlenfolge {9512) ({x2 2]} N
d.h. {9512)}%1\; ist tiber beiden ersten Subintervallen konvergent. Entsprechend gibt es in

{9512)};@1 eine Teilfolge {9,(13)}’16N, die tiber den ersten drei Subintervallen konvergente
Folgen bildet, usw. Die Fortfithrung dieser Konstruktion garantiert zu jedem j € N die

konvergiert,

Existenz einer Teilfolge {Gﬁj )}”?N der urspriinglichen Folge {6, }HEN von Quasi-Inhalten,
mit der alle j Zahlenfolgen {95/)({xk,yk])}neN, k=

Man wihle nun die Diagonalfolge {051")}%1\], die auf allen Subintervallen der in Q dichten
Folge konvergiert und daher eine tiber Q gegen eine Mengenfunktion 0 konvergente Folge
von Quasi-Inhalten darstellt. 6 besitzt alle Eigenschaften eines Stieltjes’schen Quasi-Inhalts
und ist wegen

L,...,j, mit n - oo konvergieren.

2 0({xj> xjm])| = lim 37
i i

051”)({xj, xjﬂ])‘ fiir jede Partition I1

von beschrankter Variation. m]

Fiir eine Folge { 4, } neny von Maflen iiber B(R) konnen nun stets Funktionen f,, : R — R
vermége f,(x) = p,((—x,+x)) gebildet werden; diese Funktionen sind bzgl. x offenbar
monoton nicht abnehmend, und monotone Funktionen sind stets von endlicher Variation
[124]. Daraus ist folgender Schluf zu ziehen [59]:

Korollar 1.4.2 Ist {y, } nen eine Folge von solchen MafSen iiber B(R), die fiir jedes x € R
eine gleichmaflig beschrinkte Zahlenfolge { y, ((~x, +x) }neN bilden, so enthlt { 4, } ne eine

Y Definition 1.2.9, Abschn. 1.2. Ein Menge von Quasi-Inhalten ist von gleichmqifig endlicher Varia-
tion, wenn es eine fiir jeden Quasi-Inhalt 6; geltende gemeinsame Konstante K mit Varqg(6;) < K
(gemaf} Definition 1.2.9) gibt.
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Teilfolge { pin, } ven, die gegen ein MafS y iiber B(R) im Sinne von

({tn, }ven = u) <= (lim p,, (B) = u(B) VB € B(R), B beschrinkt)

konvergiert, wobei y((—oo, +00 )) nicht notwendig endlich sein mufs.

1.4.3 Wahrscheinlichkeitsmafle

Eine Besonderheit der Lebesgue-Stieltjes’schen Mafle stellen die Wahrscheinlichkeitsmafe
dar, die wir im Kap. 2 behandeln. Dazu bemerken wir Folgendes: Der Spezialfall einer in
das Intervall [0, 1] abbildenden rechtsstetigen und monoton nicht abnehmenden Funktion

F:R—>[0,l]

fithrt zu einem vollstindigen und total endlichen Maf} P tiber der o-Algebra A, =
0(Aq) mit P(Q) = 1 fiir Q = R. Ein solches Maf} wird als Wahrscheinlichkeitsmafl
bezeichnet, und [Q, A, P] heifst Wahrscheinlichkeitsraum. Bei gegebenem Wahrschein-
lichkeitsraum [Q, A, P] nennt man eine mef8bare und P-fast iiberall endliche Funktion
& (QA,) = (R,B(R)) eine reellwertige Zufallsvariable bzgl. [Q, A,, P]*. Je-
de monoton nicht abnehmende und rechtsseitig stetige Funktion F : R — [0,1], die
F(-o00) = 0 und F(+00) = 1 erfiillt, ist Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen &, fiir
die P({we Q: &(w) < r}) = F(r) gilt (zu weiteren Einzelheiten vergl. Kap. 2).

Im mehrdimensionalen Fall, d. h. bei gegebener Funktion F : RY - [0,1] mitd > 1,
reichen allerdings die genannten Eigenschaften nicht aus, um F als Verteilungsfunktion
eines Zufallsvektors & = (&y,..., &) festzulegen. Dies beweist u. a. ein in [165] genanntes
Beispiel fiir d = 2: Die Funktion F : R? — [0, 1], definiert durch

1, fallsx; +x, >0,

F(x1,x;) = {

0, fallsx; +x,<0,

ist offenbar in jeder Komponente von rechts stetig und monoton nicht fallend und garan-
tiert fiir alle x;, x, € R das Bestehen der Gleichungen

F(x1,x2) = F(x2, 1),
F(Xl,—oo) = F(_oo)xz) = Oa

F(+00,+00) = 1.

*% Die Schreibweise £ : (Q, A;) — (R, B(R)) fiir die Abbildung £ : Q — R soll den Bezug zur
Mef3barkeitseigenschaft herstellen.
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Man kann jedoch kein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P iiber einer o-Algebra A, c PB(Q) zu
einer Menge Q) angeben, so daf3 F gemeinsame Verteilungsfunktion zweier Zufallsvariablen
&+ Q — Rist (i = 1, 2), denn dies wiirde die Giiltigkeit von

Pr({we Q:-00< &(w) <xp,-00 < &(w) < Xz}) = F(x1,x2)
erfordern, so daf§ insbesondere das Mafl Pr(Q_; ;) des Quaders
Q*l,l = {(erZZ) -1< z1 < 1,-1< z; < 1}

als Pr(Q_11) = F(1,1) - F(1,-1) - (F(-1,1) - F(-1, —1)) darstellbar sein miifite; dieser
letztere Ausdruck hat jedoch den Wert —1.

Nachfolgend werden Vektoren wieder durch Fettbuchstaben gekennzeichnet. Entspre-
chende Relationen sind komponentenweise zu verstehen, d.h. a < x < b steht fir a; <
x; <b; (i =1,...,d), usw. Eine Funktion F iiber dem R? ist in jeder Komponente mo-
noton nicht abnehmend, wenn aus xi(l) < xi(z) Vield{l,...,d} folgt F(xl(l), ... ,x;l)) <
F(xl(z), .. ,xéz)).

Die nach obiger Erkenntnis notwendige zusitzliche Eigenschaft zur Kennzeichnung
von Verteilungsfunktionen im mehrdimensionalen Fall nennen wir ,,Quader-Monotonie“?’.

Definition 1.4.5 (Quadermonotonie) Es sei F: R? — [0,1] eine in jeder Komponente von
rechts stetige und monoton nicht abnehmende Funktion. F heifSt quadermonoton, falls fiir
jeden halboffenen Quader Q,p = {x : a < x < b} der Ausdruck

. L 1 Lo .
IF(Qa,b) = Z Z e Z (_1)11+12+...+1d
f20,=0 720
F(bi = ir(by - a1), by — ix(by - a2), ..., by — ig(by - aq)) 19)
stets grofSer oder gleich Null ist.

Wie leicht nachpriifbar, ist (1.9) im Falle des Quaders Q_;,; aus obigem Beispiel gerade
der Ausdruck Ir(Q_y;1) = F(1,1) - F(1,-1) - (F(-1,1) - F(-1,-1)).

Satz 1.4.3 (Spezieller Maflerweiterungssatz) Essei F : R? — [0,1] eine in jeder Komponen-
te von rechts stetige und monoton nicht abnehmende quadermonotone Funktion iiber dem R?
mit folgenden Eigenschaften (i1, ..., iy sei eine beliebige Permutation der Zahlen 1, ...,d):

F(x1,...,%4) = F(Xi,,...,%i,),
F(xi,.. s X1, =00, X415+ -->%4) =0 Vke{l,...,d},
F(+00,...,400) = 1.

21 In [165] ,,Rechtecks-Monotonie® genannt.
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Es gibt dann genau einen Wahrscheinlichkeitsraum [Q, Ay, Pr], in dem F die gemeinsame
Verteilungsfunktion von d Zufallsvariablen &, ..., &, in [Q, Ay, Pp] reprisentiert, d. h.

Pr({w:&(w) <xp,...,8(w) <xq}) = F(x1, ..., x4).
Py ist das Lebesgue-Stieltjessche Maf$ bzgl. F.

Beweis Die Familie Q aller halboffenen Quader Q, = {x : @ < x < b} formt ein zerlegba-
res System im R4 (vergl. etwa [68]). Uber Q definieren wir die Mengenfunktion ¢r : Q —
[0,1] unter Verwendung von (1.9) durch

¢F(Qu,b) = IF(Qa,b)‘

Aufgrund der Quader-Monotonie von F gilt ¢£(Qgp) > 0; mit ¢ (@) = 0 stellt daher ¢p
ein elementares Maf} dar. Bei gegebenem Quader Q,p sei by = max{b,..., by}, und
man setze byax = (Dmaxs - - > Dmax)s dann ist Qup € Q-cop,,.., und es gilt

IF(Qa,h) < IF(Q—oo,bm“) = F(bmax’ e bmax) <L

Dies beweist, daf3 stets ¢ (Qq,5) < 1und ¢5(Qes 00 ) = 1ist. Man sieht weiterhin leicht ein,
daB ¢ endlich additiv ist, d. h. fiir eine Vereinigung UX_, U,,, 5, wechselseitig disjunkter
halboffener Quader U,, 5, = {x:a, <x < b,} gilt

k k
PF (U Uambn) = Z ¢r (Ua,b,) -
n=1 n=1

Im Folgenden wird nun gezeigt, dafl ¢ die Relation 1.7 erfiillt. Es bezeichne U, 2, Qq, 5,
eine Uberdeckung von Q, ;. Aufgrund der Rechtsstetigkeit von F gibt es zu jedem n € N
und jedem & > 0 ein ¢, = &,(8) > 0 derart, da mit &, = (&,,...,&,) € R?

¢F(Qa,,,b,,+£,,) _(PF(Qa,,,b,,) < 2_n (110)
wird. Die Vereinigung der abzéhlbar vielen offenen Quader Q; , .. ={x:a, <x<b,+
€, } uberdeckt den halboffenen Quader Q, j; und damit auch den abgeschlossenen Quader
Q,H,,,b ={x:a+n<x<b}firjedesy=(n,...,n)¢€ R4 mit 0 < N < mingeq, gy {bk —
ax . Dieser ist kompakt (Satz von Heine-Borel, s. Satz A.1.17 in Abschn. A.1), so dafd es

unter den an,bn ‘e, (n € N) bereits eine endliche Familie

F={Q; ) }
ay by +ey, Ayyysbyy, +E,,

gibt, die Q,H,,,b tiberdeckt. Es sei ¢ = max{e,,,...,&,, |, und man wihle # zu = ¢ (e als
geniigend klein vorausgesetzt); die zugehorigen Vektoren des R seinen e = 11 = (¢, ..., €).
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Die endliche Familie F iiberdeckt dann auch den halboffenen Quader Q¢ = {x : a, +
€< x < b,}. Man setze

£-1
MZ_Qa-FSbm(QaVEb +g\UQZVj)ij+g); €=1,...,m.
j=1

Jede dieser Punktmengen M, € R? besteht aus einer Vereinigung U!*, Q! wechselseitig dis-
junkter halboffener Quader, die innerhalb von Q, p liegt, und fiir die Q¢ 5 = Uj, USY, QF
gilt. Aufgrund der endlichen Additivitit von ¢ folgt fiir geeignete Qavj)bvjﬂ ={x:a, <
x<b, +¢}

m Ty

(3] (Qa+e,b) = Z Z(PF(Q;) < Z §0F(Qavj,bvj+s) < Z:l ¢F(Qan,bn+e),
j=1 n=

¢=1i=1

worin wegen (1.10)

oo oo 6
zgoF(Qa,,,b,,Jrs Z (PF(Qa,, b, 2”] Z?F Qa,. b, ) +6
n=1

n=1

ist. ¢ > 0 liefert 95 (Qap) < Yoy 9r(Qa, b, ) + 0 fiir beliebig kleines &, was

F(Qap) < Z ¢r(Qa,.b,)

n=1

und somit die Giiltigkeit von (1.7) impliziert. Nach Satz 1.3.3 ist ¢ zu einem vollstan-
digen Maf} fortsetzbar, und zwar in Gestalt des vermdge der Beziehung (1.3) (Satz 1.3.1)
definierten dufleren Lebesgue-Mafles yy |c+ (eingeschrankt auf die o-Algebra C* 5 Q der
y;F-meﬁbaren Mengen). Da der RY offenbar durch abzihlbar viele Quader Qa,,p, mit
¢©r(Qq,p,) < oo liberdeckbar ist, liegt mit ¢ zudem ein o-endliches elementares Maf3
vor, so daf3 Satz 1.3.4 die Eindeutigkeit von Pr impliziert. Q = Ry, A = C* und Pr = pj |c=
liefern die behauptete Aussage. O

1.4.4 Radon-Mafle

Es moge nun Oy das System aller offenen, Cx das System aller abgeschlossenen und Kx
das System aller kompakten Teilmengen eines topologischen Raumes (X, Oy ) bezeichnen.
Wihrend die von Cx erzeugte o-Algebra mit der Borel-o-Algebra B(X) = 0(Ox) zusam-
menfillt, ist die von den kompakten Mengen erzeugte g-Algebra ¢ (Kx) im allgemeinen
echt in der o-Algebra 0(Cyx) enthalten. Ist allerdings (X, Ox) ein kompakter Hausdorff-
Raum (T>-Raum), so fallen die kompakten Mengen mit den abgeschlossenen zusammen,
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und (X, Ox) verhilt sich bzgl. der Borel-o-Algebra wie der durch Hinzunahme des Punk-
tes co kompaktifizierte R?, d. h. es gilt

0(0Ox) =0(Cx) =0(Kx), falls X kompakter Hausdorff-Raum.

Die Kompaktheit des Raumes ist hierin eine wichtige Voraussetzung, denn in einem belie-
bigen Hausdorft-Raum sind zwar alle kompakten Mengen abgeschlossen und daher auch
Borel-Mengen, jedoch sind i. a. nicht alle abgeschlossenen Mengen kompakt.

Definition 1.4.6 (Borel-Mafl) Essei (X, Ox) ein Ty-Raum mit der Borel-o-Algebra B(X).
Ein Maf$ p iiber B(X) heifst

o Borel-Maf$ auf X, falls fiir jede kompakte Menge K € B(X) gilt u(K) < oo,

« von innen regulir, falls fiir jede Borel-Menge A € B(X) das Maf$ u(A) schreibbar ist als
u(A) =sup {y(K) :KcA, K kompakt},

o von aufSen regulir, falls fiir jede Borel-Menge A € B(X) das Maf§ u(A) schreibbar ist als
u(A) = inf{y(O) :AcO, 0 oﬁen}.

Alle endlichen Mafie iiber B(X) sind somit Borel-Mafle. Ein Maf, das sowohl von innen
als auch von auflen regulir ist, wird kurz als reguldres Maf3 bezeichnet. Ist ein Mafi von
innen (bzw. auflen) regulir, so wird es bereits durch seine Werte auf den kompakten (bzw.
offenen) mefibaren Mengen vollstindig bestimmt.

In einem Hausdorft-Raum X ist jede kompakte Menge abgeschlossen; die Umkehrung
gilt, falls X selbst kompakt ist, d. h. in einem kompakten Raum sind Abgeschlossenheit
und Kompaktheit dquivalent. Demnach kann man die Regularitit eines MafSes in einem
kompakten Raum mit dem Bestehen folgender Relationen erkldren:

u(M) =sup{u(C): Cc M, CeCx} VMeB(X), (1.11)
u(M) =inf {4(0): Mc O, 0 Ox} VM eB(X). (1.12)

Lemma 1.4.4 Es sei y ein endliches Maf$ iiber der Borel-o-Algebra B(X) eines (nicht not-
wendig kompakten) Hausdorff-Raumes X. Fiir jede mefSbare Menge M gilt dann: Erfiillt M
eine der Bedingungen (1.11), (1.12), so erfiillt das Komplement von M die jeweils andere
Bedingung.

Beweis Zu M € B(X) sei O eine M umfassende offene Menge. O¢ =: C ist dann abgeschlos-
sen, und es gilt C ¢ M‘. Aufgrund der Endlichkeit des Mafles ¢ hat man

u(M) = u(C) = (u(X) — u(M)) - (u(X) - u(0)) = u(0) - u(M).

Erfillt nun M die Relation (RK2), so gibt es zu jedem beliebig kleinen ¢ > 0 eine offene
Menge O, mit y(O,) — u(M) < ¢, also eine abgeschlossene Menge C, = X \ O, ¢ M*¢
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mit (M) — u(C;) < ¢, so dafy das Supremum sup{y(C) :CcM,Ce CX} nicht echt
kleiner als y(M°€) sein kann. Entsprechendes ist bzgl. (RK2) fiir M* zu schliefen, falls M
die Relation (RK1) erfiillt. m]

Definition 1.4.7 (Radon-Maf}) Ein auf der Borel-o-Algebra B(X) eines T,-Raumes
(X, Ox) definiertes MafS y heifst lokal-endlich, wenn es zu jedem Punkt x € X eine of-
fene Umgebung U € U(x) von x gibt, fiir die y(U) < oo gilt. Ein lokalendliches und von
innen reguldres Maf auf X nennt man ein Radon-Mafs.

Jede offene Uberdeckung einer kompakten Menge K € K enthilt per definitionem eine
endliche Uberdeckung. Ist u lokal-endliches Maf3, existiert also zu jedem x € K eine of-
fene Umgebung O, € Ox mit u(O,) < oo, so kann stets eine endliche Uberdeckung von
K aus offenen Umgebungen endlichen Maf3es konstruiert werden, d. h. unter einem lokal-
endlichen Maf8 p ist u(K) < oo fiir jede kompakte Menge K. Folglich ist jedes lokal-endliche
Maf3 ein Borel-Maf3. Weiterhin 14f3t sich zeigen, dafl in polnischen Raumen die Radon-
Mafe auch von auflen regulir sind (zur Erinnerung: Ein metrischer Raum (X;d) wird als
polnischer Raum bezeichnet, wenn er vollstindig ist und eine abzihlbare Basis besitzt; vergl.
Definition A.1.25 in Abschn. A.1). Die Existenz einer abzihlbaren Basis ist fiir metrische
Riume mit der Eigenschaft der Separabilitit gleichwertig, d.h. mit der Eigenschaft, eine
iberall dichte und abzihlbare Teilmenge zu enthalten. Zu weiteren Eigenschaften polni-
scher Raume s. Satz A.1.39, Abschn. A.1.6. Wir beweisen zunéchst einige Hilfsaussagen.

Lemma 1.4.5 Es sei y ein iiber der Borel-o-Algebra B(X) eines polnischen Raumes (X;d)
definiertes endliches Maf$; dann gibt es zu jedem n > 0 eine kompakte Teilmenge K,, ¢ X mit
u(X) — u(Ky,) < n, und es gilt

p(X) =sup{u(K) : K c X, K kompakt}.

Beweis Als polnischer Raum besitzt X eine abzahlbare Basis, daher enthilt nach Aussage
des Satzes A.1.8 von Lindeldf (s. Abschn. A.1) jede offene Uberdeckung eine abzihlbare
Uberdeckung, d. h. es gibt eine in X dichte Punktfolge D = {x} } xey mit D = X. Fiir belie-
biges ¢ > 1 bilden daher die Kreisumgebungen

Re() = {y:d(xi) < 5

eine abgeschlossene Uberdeckung von X. Setzt man A, := U}_, K¢(x), so folgt fiir die
monoton nicht abnehmende Folge {A,, } .oy abgeschlossener Mengen

-

A,=1lim A, =X, u(lim A,) = lim u(A,) = u(X) < co.

1 n—oo n—oo

=
Il
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Zu jedem 7 > 0 laBt sich daher ein n,(77) derart finden, daB u(X) - u(A,, ;) < 7 wird.
Es sei 52 A, () =t Kys wegen X N K = U2 (X N A,,(;)) hat man

u(X) - u(K,) < zu(X NAyp) = :il (1(X) = u(Auy)) <.

Dabei gilt K, ¢ A,,(,) = UZ’;(IW) Ky (xy) fiir alle € € N. Zu beliebigem ¢ > 0 setze man
€. = [%]. K, ist dann enthalten in der Vereinigung K, (x1) U ... U Ky, (x,, () endlich
vieler Kreisumgebungen, deren Durchmesser

d(Ke, (xk)) = sup {d(x,y) IX, Y€ ng(xk)} < 83 <-<e¢

N m

ist, d. h. jedes K, ist total-beschrinkt und demnach kompakt (vergl. Satz A.1.39 in Ab-
schn. A.1). Folglich kann p(X) nicht echt grofler als das Supremum sup{u(K) : K c
X, K kompakt} sein, womit alles bewiesen ist. O

Als abkiirzende Schreibweise benutzen wir im Folgenden die Symbole Reg(u) fiir die
Familie aller Borel-Mengen M, bzgl. derer ein iiber B(X) definiertes Maf3 y regular ist,
und Reg;(p) bzw. Reg,(u) fiir die Familie aller solchen Borel-Mengen M, bzgl. derer y
von innen reguldr bzw. von auflen reguldr ist:

Reg(u) = Regi(u) N Rega(u) € B(X),
Regi(u) = {M: u(M) = sup{u(K) : K ¢ M, K kompakt} },
Rega(u) = {M: u(M) =inf{(0): M c O, O offen}}.

Lemma 1.4.6 Ist y ein iiber der Borel-o-Algebra B(X) eines polnischen Raumes (X;d) de-
finiertes endliches Maf3, so gilt Cx c Reg(u), d. h. p ist regulir bzgl. aller abgeschlossenen
Mengen C c X.

Beweis 1. Fur die (sowohl offene als auch abgeschlossene) leere Menge & ist die Behaup-
tung offensichtlich richtig, so dafy wir von vornherein C # & voraussetzen kénnen (auch
fiir X selbst ist nach Lemma 1.4.5 nichts mehr zu zeigen). Zu einer abgeschlossenen Men-
ge C # o gibt es eine abnehmende Folge {O, } ey offener Mengen mit lim, ., O, =
N2, O, = C (s. Lemma A.1.25in Abschn. A.1). Da y endlich ist, hat man lim,,, .. u(0,) =
p(lim, o O,) = u(C), woraus sofort u(C) = inf{u(0O) : C € O,0offen} < C ¢
Reg,(u) folgt.

2. Es sei K kompakt. Wegen p(C U K) < oo ist u(C ~ K) = u(CUK) - u(K), so daf§
sich aus y(C) = u(C ~ K) + u(C n K) die Beziehung

#(C) - u(CnK)=u(CuK)+u(K)
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ergibt, in der C n K kompakt ist. Dies gilt insbesondere fiir die gemdfl Lemma 1.4.5 zu
beliebigem # > 0 existierenden kompakten Mengen K,, fiir die man

n>u(X) - pu(Ky) 2 p(C) - u(CnkKy)

hat. Demnach kann nicht g(C) > sup{u(K) : K ¢ C, K kompakt} sein, d.h. es ist C €
Regi(u). o

Lemma 1.4.7 Unter den Voraussetzungen des Lemmas 1.4.6 (u endlich, X polnisch) gilt
MeReg(p) = X~ MeReg(p).

Beweis Es sei M € Reg(u).

1. Aufgrund der Endlichkeit von g hat man fiir jede kompakte Teilmenge K € x mit
K c M die Beziehung p(K°) — u(M°) = u(M) — u(K). M € Reg;(u) bedeutet, dafl es
zu jedem ¢ > 0 eine derartige kompakte Menge K gibt, die |u(M) — u(K)| < ¢ erfiillt, d. h.
eine offene Menge Ok = K¢ mit |u(Ox) — u(M°)| < e. Daraus folgt M € Reg,(u).

2. M € Reg,(u) bedeutet nach Lemma 1.4.4, dafy u(M°) = sup{y(C) :Cc M, Ce
CX} ist (man beachte auch (M) —u(0°) = u(O)—u(M) fiir jede offene Menge O > M!),
und Lemma 1.4.6 besagt 4(C) = sup {u(K) : K c C, K kompakt}, so da u(M°) =
sup {p(K) : K ¢ M, K kompakt} <= M° € Reg;(u) folgt. ]

Satz 1.4.8 Jedes Radon-MafS y auf einem polnischen Raum ist o-endlich und reguldr.

Beweis 1. Da p lokal-endlich ist, gibt es zu jedem x € X eine offene Umgebung O, mit
#(Oy) < oo. Als polnischer Raum besitzt X eine abzihlbare Basis. Nach Aussage des Sat-
zes A.1.8 von Lindelof (s. Abschn. A.1) enthilt daher die offene Uberdeckung U,.cx Oy eine
abzihlbare Uberdeckung U;?, O,,, fiir die 4(O,,) < oo V k € N gilt. Das bedeutet, dafl u
o-endlich ist.

2. Nach Lemma 1.3.8 ist die Mengenfunktion y* : B(X) — R, definiert durch

u*(M) =inf {4(0): M c O, O offen} V M e P(X),

ein dufleres Mafl. Wir zeigen, dafl dieses duflere Maf3 von auflen reguldr ist und mit y
tibereinstimmt. Setzt man unter Verwendung der unter 1 genannten offenen Umgebungen
V== Uj_; Oy,, so bilden die V,; eine monoton nicht abnehmende Folge offener Mengen
von endlichem Maf3, die X iiberdecken:

VveeVe,, w(Vi)<eoVneN, |JV,=X.

n=1

Mit Hilfe der V;} 1483t sich eine Folge von endlichen Maflen y,, vermége der Definition

pn(M) = pu(Mn V)V MeB(X)
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angeben (die Maf3eigenschaften lassen leicht nachweisen). Die Maf3e ¢, sind von auf3en re-
guldr. Man kann nidmlich mit Riickgriff auf die Metrik d des polnischen Raumes O.E. d. A.
voraussetzen, daf3 die offenen Umgebungen O,, von der Form O,, = {y : d(y,x;) <
rr € R} sind. Zu jeder Teilmenge M € B(X) gibt es daher hochstens abzihlbar viele Punk-
te xj und offene Kreisumgebungen Oy, so daf F := {x1,x,,...} € M c U2, Oy, ist. Setzt
man fir £>1

Ug = U {y:d(y,xk) < Tk/f},
k=1
so folgt wegen U,y c U, V€ e Nund p, (Up) = u(Up, " M) < 00

lim U, = ﬁ Uec M, oy Jim Ue) = lim p1, (Ue) < (M),

¢—o0 =1

wihrend andererseits fiir alle £ € N, fir die U, 2 M ist, y,,(Up) > p,(M) und somit
pn (M) > limy_, o u,(U,) ist. Da die U, offen sind, kann inf{y,(O) : M c O, O offen}
nicht grofler als p, (M) sein, d. h. y,, ist von auflen regulir.

Man betrachte nun eine beliebige kompakte Teilmenge K von X. Wegen U;2, V;? = X
gibt es aufgrund der Kompaktheit von K bereits endlich viele V7, die K {iberdecken, und
somit wegen V) c V., ein ng € Nmit K c V; , so daf8 u(K) = u,, (K) < oo ist. Die
Offenheit der V,] impliziert

#(K) = pin, (K) = inf{p, (ONV; ):KcO, Ooffen}
=inf{u(0): K c O, O offen},

woraus y*(K) = u(K) fir die (also jede) kompakte Menge K folgt. Fiir offene Mengen
einschliefllich X selbst ist diese Ubereinstimmung per definitionem gegeben. Insbesonde-
re besagt die Mafleigenschaft von y, dal u* (K, U Ky) = p*(K;) + u*(Ky) fur disjunkte
kompakte Mengen Kj, K, gilt. Damit sind fiir das duflere Mafl y* die im Satz 1.3.9 als
Voraussetzung genannten Eigenschaften 1-3 gegeben, d. h. die Einschrinkung des dufle-
ren Mafles p* auf die Borel-o-Algebra B(X) ist ein Maf3. Dieses Maf3 ist lokal-endlich und
ein Borel-Maf3, da auf kompakten Mengen mit y identisch. In Analogie zur Konstruktion
der V; beziiglich des Mafles y kann somit eine Folge offener Mengen V,° = Uj_, Oy, mit
Oy, ={y+d(y,x{) < ri}und p* (V) < oo gefunden werden, so daf fiir eine beliebige
Menge M € B(X) eine Punktfolge F* := {x, x5,...} € M c U2, O, angebbar ist und -
wieder in Analogie zum Vorigen - die offenen Mengen U, = U2, {y cd(y,xf) < rk/f}
zu

lim U; = U; cMcUjVjeN
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fithren. Setzt man S, := sup{p*(K) : K c U;, K kompakt}, so folgt offenbar

p(M) < elim Se =sup{y*(K): K c M, K kompakt}
=sup{u(K) : K ¢ M, K kompakt} = u(M),

withrend man stets u* (M) > sup{u*(K) : K ¢ M, K kompakt} hat; das impliziert u* =
auf B(X). ]

Mafle mit Werten in Ny nennt man Zdhlmafle. In vielen Anwendungen werden vor-
nehmlich Radon’sche Zahlmafle betrachtet, und zwar solche auf polnischen Rdumen, also
vollstindigen und separablen metrischen Rdumen. Nach obigem Satz 1.4.8 ist jedes derar-
tige Maf3 o-endlich. Hiufig verwendet man - im Gegensatz zur o. gen. Definition - den
Begriff Radon-Maf§ von vornherein nur fiir Radonsche Zahlmafle auf polnischen Rau-
men (vergl. etwa [7, 101]). Bzgl. der folgenden Definition sei daran erinnert, daf$ in einem
T>-Raum jede einelementige Menge abgeschlossen ist und damit zur Borel-o-Algebra des
Raumes gehort.

Definition 1.4.8 Es sei y ein Maf§ mit Werten in N, (ein Zdhlmayf$) iiber der Borel-o-Algebra
B(X) eines Ty-Raumes (X, Ox). Diejenigen Punkte x € X, fiir die uy({x}) > 0 ist, heiffen
Atome von p. Die Menge aller Atome in X heifst der Tréger von p. Ist u({x}) =1 fiir jedes
Atom x € X, so heifst das ein Zdhlmaf$ y einfach.

Satz 1.4.9 Ist (X;d) ein polnischer Raum, so gelten fiir den Triger T, eines Radon’schen
ZihlmafSes y iiber der Borel-o-Algebra B(X) die Aussagen

1. T, ist hochstens abzihlbar unendlich,
2. y(M) = Yer, p({x}) - 1u(x) fiir jede Borel-Menge M € B(X).

Beweis 1. Die Existenz einer abzahlbaren in X dichten Teilmenge {xy } ey bedeutet zu-
sammen mit der lokalen Endlichkeit von y, daf es abzihlbar viele offene Mengen Oy mit
Xk € Ok, Ugen Ok = X und p(Oy) < oo gibt, d. h. T}, ist hochstens abzahlbar.

2. Zu jedem O sei T, (Oy) die (endliche) Anzahl aller Punkte y € Oy mit u(y) > 0,
wobei Oy eine der eben erwihnten Uberdeckungsmengen sei (k € N); dann gilt

uM) =3 u(MnOg) =3 3 p({x}) lu(x) = 3 u({x}) 1u(x)

keN keN xeT, (Ox) xeTy
fir M € B(X). ]

Ein spezielles einfaches Radon’sches Zahlmaf ist das sog. Dirac-Maf.
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Definition 1.4.9 (Dirac-Maf}) Es sei (X, O,;) polnischer Raum mit der Borel-o-Algebra
B(X), x € X ein fest gewdhlter Punkt. Das Maf$ 8., definiert durch

0.(M) =1y(x) fiir M e B(X),

heifSt Dirac-Map iiber B(X).

1.5 MeBbare Abbildungen

Der Begriff der Mef3barkeit von Abbildungen zwischen meffbaren Raumen weist eine ge-
wisse Analogie zum Stetigkeitsbegrift fiir Abbildungen zwischen topologischen Raumen
auf, und zwar insofern, als die jeweiligen Urbildmengen von mefibaren Bildmengen (im
Falle der Stetigkeit von offenen Bildmengen) mef3bar (im Falle der Stetigkeit offen) sein
miissen.

Definition 1.5.1 (Mef3bare Abbildungen) Eine Abbildung f : X — Y von einem mefSbaren
Raum [X, A, ] in einen anderen mefSbaren Raum Y, B, ] heifit mefSbare Abbildung, wenn
das Urbild f'[B] = {x € X : f(x) € B} jeder mefSbaren Menge B € B, eine mefSbare Menge
in [X, Aq] ist,d. h. f7'[B] € A,.

Wie man leicht nachpriifen kann??, formen die Mengenfamilien
Af(Bs) ={f"'[B]: BeB,} bzw. M(Y)={McY:f'[M]ecA,)}

der Urbildmengen aller meflbaren Mengen aus [ Y, B, | bzw. aller Teilmengen aus Y, deren
Urbilder in [X, A, ] mefbar sind, 0-Algebren in X bzw. in Y. Mit Hilfe dieser o-Algebren
kénnen wir die Mef3barkeit einer Abbildung f : X — Y offenbar auch folgendermaflen
charakterisieren (nachfolgend bezeichne £ c (Y ein beliebiges Erzeugendensystem der
o-Algebra B, ggf. also auch B, = L selbst):

fi[X,As] = [Y,B;] mefbar < As(B,) S A, oder LcM(Y).

Es ist moglich, dafl A¢(B,) nur aus X selbst und der leeren Menge besteht, oder dafl

Mg(Y) = {Q,f[X], (f[X])C, Y} gilt. Derartige Fille sind bei surjektiven Abbildun-
gen und nicht trivialen o-Algebren i.a. ausgeschlossen. Fiir eine surjektive Abbildung
f X - Y wird M(Y) auch als Bild f(.A;) der o-Algebra A, bezeichnet [68].

Es sei nun [X, A,, 4] ein Maflraum. Die auf der o-Algebra B, vermoge

vi(B)=u(f'(B)) VBeB, (1.13)

*2 Hierzu sind u. a. die fiir jede beliebige Indexmenge I und jede Abbildung f giiltigen Relationen der
Form User ' [Mi] = £ [Uier Mi] baw. Nier £ [Mi] = £~ [Nier Mi] zu beachten.
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definierte Mengenfunktion v, : B, — R ist dann ein Maf}, denn fiir wechselseitig disjunkte
B, aus B, (n € N) sind auch die Mengen f~'(B,) wechselseitig disjunkt, so daf die o-
Additivitit von v aus derjenigen von u folgt (die Relationen v(B) > 0 und v¢(@) = 0
bestehen trivialerweise).

Definition 1.5.2 (Induzierte Mafle) [X,A,] und [Y,B,] seien mefibare Riume, f :
[X,A,] = [Y,B,] eine mefSbare Abbildung, u ein Maf iiber A,. Das vermdge (1.13)
definierte Maf vy heifSt das durch die Abbildung f induzierte Maf iiber 13,,.

Fir Abbildungen mefSbarer Rdume in mefibare Rdume ist eine erweiterte Version des
Begriffes ,,0-Operator” gebrauchlich, die insbesondere in der Theorie stochastischer Pro-
zesse Anwendung findet.

Definition 1.5.3 Es seien I eine Indexmenge, [X, A,] und {[Y;, Bi]}iez mefSbare Riume.
Uber der Menge der mefSbaren Abbildungen von [X, A, ] in die Ridume [Y;, B;] (i € I) wird
der Operator o definiert durch

o(piziel)=0({9;"(Bi):BieB; iel}). (1.14)

Die Mefibarkeit von (erweitert-reellwertigen) Funktionen??, d. h. von Abbildungen von
einem meflbaren Raum in den durch Hinzunahme von +o0 und —oo kompaktifizierten R,
wird hiufig nur unter Bezugnahme auf die offenen Mengen aus R definiert. Genauer nennt
man eine erweitert-reellwertige Funktion f : X — R {iber dem mef8baren Raum [X, .A,]
eine mefibare Funktion, falls das Urbild [ O] jeder offenen Menge aus R und zusitzlich
die Mengen f™!(-o0) = {x : f(x) = —oo} und f!(+00) = {x : f(x) = +oo} mefbar
sind. Daf} diese Form der Definition keine Einschrinkung bedeutet, zeigt die Tatsache,
dafd die Borel-o-Algebra B(R) von der Familie aller offenen Mengen erzeugt wird. Enthalt
nimlich die o-Algebra M ¢(IR) aller Teilmengen M aus R, deren Urbilder mefibar sind,
alle offenen Mengen aus R, so folgt B(R) ¢ M ¢(R), so daf f auch mefibar im Sinne der
Definition 1.5.1 ist.

Die Borel-o-Algebra B(IR) enthilt alle offenen, halboffenen sowie abgeschlossenen In-
tervalle und wird von der Mengenfamilie £ = {[r, +oo] : r € R} erzeugt, denn wegen

{roo} = (\[jr+o0],  {-o0} = m —jp+oo]
j=1

enthilt o(£) die ,Kompaktifizierungsmengen® {+o0} und {~oco} sowie — wie leicht nach-
zupriifen - auch alle Intervalle der Form [r,s), (r,s], (r,s), [r,s], (oo, ], [r, +o0). Eine
erweitert-reellwertige Funktion f : X — R ist also d. u.n.d. meflbar, wenn £ ¢ M(R)
ist. Mit £ = {(r, +o0] : r € R} gilt insgesamt

f mefbar < B(R) c M;(R) < £c M;(R) < & c My(R).

** Erweitert-reellwertige Funktionen werden haufig auch als numerische Funktionen bezeichnet.



44 1 Einfihrung in die MaB3theorie

Damit ergibt sich folgende wichtige Aussage, die wir als Lemma formulieren:**

Lemma 1.5.1 Eine erweitert-reellwertige Funktion f : X — R iiber einem mefSbaren Raum
[X, A, ] istd. u. n. d. mefbar, wenn die Mengen f ' (—=o0), f(+00) sowie f [r, +00) (oder
£ (r,+00), oder f~'(—o0, 1], oder f~!(—oo,r)) fiir jedes r € R mefSbar sind.

Sind f}, f, erweitert-reellwertige Funktionen iiber [X, A, ], so 13t sich die Menge {x :
fi(x) < f(x)} als Durchschnitt zweier Mengen obigen Typs darstellen:*®

{x: filx) < fa(x)} = Lé({x h(x) <qpn{x:q< fo(x)}).
q€

Weiterhin bestehen offenbar die Beziehungen

{x: filx) < fa(x)} = {x: fi(x) > fa(x)}"
{x: filx) = (x)} = {x: fi(x) < fa(x)} n{x: filx) 2 fa(%) )
{x: filx) # fu(x)} = {x: fi(x) = fa(x)}5

daher liefern die bisherigen Ergebnisse auch noch zu das nachstehende Resultat.

Korollar 1.5.2 Sind die erweitert-reellwertigen Funktionen fi, f, iiber [X, A, | mefbar, so

sind die Mengen {x : fi(x) < f2(x)}, {x: fi(x) < (%)}, {x: fi(x) = (%)}, {x: fi(x) #
f2(x)} Elemente der o-Algebra A,.

Funktionen der Form f; + f> : X - Rbzw. fif, : X - R werden im Folgenden definiert

durch (fi £ f2)(x) = fi(x) £ fo(x) bzw. (fif2)(x) = fi(x) - f2(x), sofern die jeweiligen
rechten Seiten stets eindeutig bestimmt sind?®. Fiir eine Folge { f,}»ey von Abbildungen
X — R sind Supremum, Infimum sowie oberer und unterer Limes erklart als

(supfn)(x):supfn(x), (in§fn)(x):in£fn(x)’
neN neN ne ne
(T £2) () =T £, (lim £,) (o) = lim £, (x).

neN neN

Eine Funktionenfolge {f,},ey iber einem Mafiraum heif3t fast iiberall (bzw. iiberall)
punktweise konvergent, falls es eine Funktion ¢ gibt mit

lim f,(x) = ¢(x) fastiberall (bzw. iiberall).

** Mef3bare Funktionen f : X — IR werden hiufig als Borel-Funktionen bezeichnet.

%5 Q bezeichne die (abzihlbare) Menge der rationalen Zahlen.

%6 Demnach wird verlangt, daf} im Falle der Summe nicht gleichzeitig fi(x) = +oo und f2(x) = —oo
oder umgekehrt - bzw. im Falle des Produktes nicht gleichzeitig fi(x) = 0 und f2(x) = oo oder
umgekehrt - maoglich sind.
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Ohne Angabe von Beweisen nennen wir noch drei leicht nachpriifbare Resultate zu Eigen-
schaften mef3barer Funktionen (vergl. [10, 63]).

Satz 1.5.3 Es seien f, : X — R fiir alle n € N mefSbare Funktionen iiber dem mefSbaren
Raum [X, A,]. Dann sind auch die Funktionen f; £ f;, fifj, sup,oy fu> infuer fu, limuen £y
und lim,  f, mefSbar.

Satz 1.5.4 Bildet ein vollstindiger metrischer Raum X einen Mafraum [X, A,, u], und
gleicht ¢(x) f. ii. einer meflbaren Funktion f : X — R, so ist auch ¢ selbst mefSbar.

Satz1.5.5 Konvergiert eine Folge { f, } neny mefSbarer erweitert-reellwertiger Funktionen iiber
einem MafSraum [X, A, u] iiberall gegen eine gegebene Funktion ¢, so ist ¢ mefSbar. Ist
dartiberhinaus X ein vollstindiger metrischer Raum, so geniigt fiir die MefSbarkeit von ¢ die
Forderung, daf8 die Folge { f,, } sen f- ii. gegen ¢ konvergiert.

Ist [X, A,] ein meflbarer Raum, so reprisentiert offenbar fiir jedes U € A, die Familie
U={AnU: A e A,} eine o-Algebra in B(U), mit der [U,U] ebenfalls ein mef3ba-
rer Raum ist. i/ wird als die Spur-o-Algebra zu U bezeichnet. Wegen {0} ¢ B(R) gilt
nun fiir jede iiber einem meflbaren Raum [X, A, ] definierte mef8bare Funktion f, daf}
T(f) = {x: f(x) = 0} € A, ist, also auch T(f) = {x : f(x) # 0} € A,. Daher de-
finiert bei gegebenem Mafiraum [X, A, y] der Triger T(f) einer mefbaren Funktion f
tiber X einen Mafiraum [T(f), 7, u] mit der o-Algebra Ty = {AnT(f): A € A, }. Diese
Feststellung erweist sich fiir viele Uberlegungen als hilfreich.

Die Ideen Henri Léon Lebesgues haben iiber die Untersuchung sog. einfacher Funk-
tionen zur Definition von Integralen in allgemeinen Mafirdumen gefiithrt. Die Elemente
dieser Integrationstheorie werden im folgenden Abschnitt kurz skizziert. Um den Hinweis
auf beliebige Maflrdume zu betonen, sprechen wir von der ,,Integrabilitat“ einer Funktion
anstelle von ,, Integrierbarkeit®.

1.6 Integrale in MaBBrdumen I: Einfache Funktionen
Wir gehen im Folgenden stets von einem Mafiraum [ X, A,, u] aus.
Definition 1.6.1 Eine meffbare Abbildung s : X — R heifit einfache Funktion, falls es

endlich viele wechselseitig disjunkte und mefsbare Mengen E,, ..., E,, sowie reelle Zahlen
&5 . .., &y derart gibt, dafs

s(x) = i ay - 1g, (x). (1.15)
k=1
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Sind alle oy, in dieser Summe verschieden, so sagt man, daf s(x) in kanonischer Form vor-
liegt. Sind alle . verschieden und ungleich Null, so bezeichnet man die Darstellung (1.15) als
reduzierte kanonische Form von s. Eine einfache Funktion s heifit integrabel®’, falls die in
der reduzierten kanonischen Form auftretenden Mengen Ej von endlichem MafSe sind, d. h.
p(Ex) < oo fiir jedes k € {1,..., m} mit ay # 0. Das Integral ist definiert als

/Xs(x) du(x) :kiock-y(Ek). (1.16)

Liegt eine einfache Funktion s in nicht kanonischer Form vor, so pflegt man im Falle
ar = 0und p(Ex) = oo ay p(Ex) =4c5. 0 zu setzen; die Bedingung fiir die Integrabilitat
lautet dann p(Ey) < oo fiir ay # 0. Der Integrationsbereich X in (1.16) ist offenbar mit dem
Definitionsbereich des Mafles identisch; der Hinweis darauf kann daher entfallen. Auch
benutzt man haufig die durch Weglassung der Argumente verkiirzte Schreibweise, so daf3
(1.16) auch in der Form

ISdM:Ii“k'#(Ek)

schreibbar ist. Die Wohldefiniertheit der linken Seiten von (1.16) ergibt sich daraus, daf3
auss(x) = Yo, a-lg, (x) = Xy Be-1g, (x) mit anderen wechselseitig disjunkten Mengen
Gy, - .., G, endlichen Mafles stets Y1, ax-u(Ex) = 351 Be- (Gp) folgt. Man beachte, dafs
das Integral einer einfachen Funktion stets endlich ist.

Definition 1.6.2 Eine einfache Funktion s(x) heifSt integrabel iiber einer mefbaren Teil-

menge A, falls die ebenfalls einfache Funktion 1, (x)s(x) integrabel iiber X ist. Ihr Integral
iiber A wird durch

[As(x)dy(x):[IA(x)-s(x)dy(x) bzw. /Asdy:[1A~sdy
erkldrt.

Fiir jede mefibare Teilmenge A endlichen Maf3es ist die Indikatorfunktion 14 einfach
und integrabel mit [ 14(x) du(x) = u(A); daher folgt speziell

[Ady:y(A) fiir u(A) < oo, AcA,. (1.17)

Dariiberhinaus besitzen integrable einfache Funktionen folgende Eigenschaften, die wir
ohne Beweis in einer Satzaussage zusammenfassen.

%7 Genauer sollte man sagen ,integrabel bzgl. 4 oder kurz ,, u-integrabel . Solange jedoch keine Zwei-
deutigkeiten auftreten konnen, behalten wir die Bezeichnung ,,integrabel bei.
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Satz 1.6.1 Esseiency,...,cy, reelle Zahlen und s, sy, . .., s, einfache integrable Funktionen
iiber einem Mafraum [X, Ay, p].

o Jede Linearkombination Y| cy sy ist selbst integrable einfache Funktion mit

fzckskdﬂzzckfskdﬂ;
P k=1

o mit s(x) ist stets auch die Funktion |s|(x) = |s(x)| integrable einfache Funktion, und es ist

‘fsd‘u sf|s|dy;

« [lsi+saldu< [lsildu+ [ |s]dp,

o s(x)20fi. = [sdu>0;

o s(x)=0fii. <= [,sdyu=0fiir jedes A € Ag;
o s1(x) 2s(x) fril. = [sidu> [ s;du;

o ist y(A) < oo und a <s(x) <bf iiin A, so gilt

a-u(A) stdysb-y(A);
A
o sind A und B mefSbar mit A c B und ist s(x) > 0 f. ii. in B, so gilt

dsfd;
Jysdus Jsdu

o das Integral einer integrablen einfachen Funktion s(x) iiber einer abzihlbaren Vereinigung
Uiy A, disjunkter mefSbarer Mengen A, ist die Summe der Integrale iiber den A,:

LzIAnsdy:;Ansdy, fallsAinAj=@ firi+j

o mit s1(x) und s, (x) ist auch s15,(x) = s1(x) - s,(x) integrable einfache Funktion.

1.7 Konvergenzin Ma3raumen

Wir beginnen mit einer viel zitierten und fiir die Frage der Integrierbarkeit allgemeiner
Funktionen wichtigen Aussage.

Satz 1.7.1 Zu jeder nicht negativen mefSbaren Funktion f iiber einem Mafsraum [X, Ay, ]
gibt es eine monoton nicht abnehmende Folge {s, } ,en einfacher nicht negativer Funktionen,
die iiberall gegen f konvergiert.
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Beweis Man betrachte die sog. dyadischen Elementarzellen

By = {xex: fy e [ 1,0

Ewa(n) = {x € X: f(x) > n},

)} keNy,neN

und definiere die Elementarfunktionen s, fiir alle positiven natiirlichen Zahlen »n vermoge

£ fallsx e Ex(n) fir0<k<n-2"-1
su(x) =12
n, fallsx e Eq(n)

n2" -1 k
= Y or e (¥) + 1T gy (). (1.18)
i

Da die halboffenen Intervalle in R zur Borel-o-Algebra B(R) gehoren und f eine mef3bare
Funktion ist, sind die Urbildmengen Ej(n) und E(n) mef8bar. Dies impliziert die Mef3-
barkeit der Funktionen s,,. Wie leicht nachzupriifen, ist s, (x) < s,.1(x) Vx € X, d. h. die
Elementarfunktionen s, bilden eine monoton nicht abnehmende Folge mit der Eigenschaft

0<|f(x)=s,(x)| < Zi” fiir f(x) < n.

Da zudem s, (x) = n fir alle x mit f(x) = oo gilt, folgt lim, o s,(x) = f(x) fiir jeden
Punkt x € X. O

Definition 1.7.1 Es sei {f,}nen eine Folge u-endlicher mefSbarer Funktionen. Die Folge
{fu}nen heifst fast gleichmiif$ig konvergent gegen die mefSbare Funktion ¢, falls zu jedem
& > 0 eine mefbare Menge N, mit u(N,) < ¢ existiert, so daf$ { f,, } nen in X \ N, gleichmiifSig
gegen ¢ konvergiert*®.

Es 1af3t sich leicht zeigen, dafl aus der fast gleichmifigen Konvergenz einer Folge
{fu}nen p-endlicher meflbarer Funktionen gegen eine meflbare Funktion ¢ deren ge-
wohnliche Konvergenz gegen ¢ fast iiberall folgt. Auflerdem ist die Grenzfunktion ¢ dann
ebenfalls p-endlich. Da es namlich zu jedem k € N eine mefSbare Menge A; gibt mit
p(Ag) < 1/k, in deren Komplement AS = X \ A die Folge { f,, } .en gleichmiig gegen ¢
konvergiert, ist { f, } nen @uch in allen Punkten der Vereinigung

28 Wir erinnern daran, dafl eine Funktionenfolge { f, } e gleichmiRig gegen eine Funktion ¢ kon-
vergiert, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine nicht von x abhéingige natiirliche Zahl no derart gibt, daf3
[fu(x) — @(x)| < e fiir alle n > ng (und alle x € X) ist.
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konvergent, wobei aus u (N2, Ax) < u(Ag) < 1/€ fir jedes € € N folgt, dal das Komple-
ment dieser Vereinigung vom Mafle Null ist. Die nicht triviale Umkehrung dieser Aussage
— fiir den Fall eines total endlichen Mafles — wurde von D.E. Egoroft bewiesen.

Satz 1.7.2 (Egoroff) Es sei [X, Ay, ¢] ein MafSraum mit total endlichem MafSe y. Konver-
giert eine Folge { f, } nen p-endlicher mefSbarer Funktionen f. ii. gegen eine p-endliche mefs-
bare Funktion @, so konvergiert { f,, } ey auch fast gleichmifSig gegen ¢.

Beweis Wir konstruieren zu beliebigem ¢ > 0 eine Menge N, mit y(N;) < ¢, in deren Kom-
plement {f,} serv gleichmifig gegen ¢ konvergiert. Dazu setze man D;, = {x : |fj(x) -
¢(x)| < +} fiir j € N. Offenbar ist jedes D; , € A,, und somitauch Ay, = N2k Djn € Ag,
wobei die A, bzgl. k eine monoton abfallende (zumindest nicht zunehmende) Mengen-
folge bilden: Ay , € Ak, Da fast Giberall lim .o fj(x) = ¢(x) gilt, ist das Komplement
von limy_, o, Ay, eine Nullmenge: p(X \ limy_, o0 Ag,) = 0. AuBBerdem folgt nach Lem-
ma 1.2.2 aus p(X) < oo und der Monotonie-Eigenschaft der Mengenfolge {Ax , } kerv» dafl

p(X N klim Apn) = p( klim (XN Agn)) : klim w(X N Agy)

ist. Daher kann man zu beliebigem ¢ > 0 und zu jedem # ein k,, finden mit y(X\ Ay ,) <
fiir alle k > k,,. Der Durchschnitt N2, Ag, » = X \ N, geniigt also den Beziehungen

£
2

oo oo ool &

u(Ne)=u(X\ﬂAkn,n)=u(U(X\Aknn ) 22—=
n=1 n=1 =1

wahrend in X \ N, = ;2 Ak,,n = M2 N2, D),y offenbar [£,(x) — ¢(x)] < L fiir jedes

x gilt, also | f,(x) — ¢(x)| < & fiir alle n > ny(8) = 5 unabhangig von x, so daf8 dort die

Folge { f, } nen gleichmiflig gegen ¢ konvergiert. ]

Definition 1.7.2 Eine Folge { f,, } hen p-endlicher mefSbarer Funktionen iiber dem MafSraum
[X, Ay, p] heifit konvergent im Maf oder u-stochastisch konvergent, falls es eine mefSbare
Funktion ¢ derart gibt, dafs fiir jedes € > 0

Hm p({x:|fu(x) —p(x)|>€})=0 (1.19)

n—oo

wird.
Die Grenzfunktion ¢ ist bis auf eine Menge vom Mafle Null eindeutig bestimmt und

p-endlich. Ist ndmlich ¥ eine weitere meflbare Funktion, gegen die {f,,(x)} ey im Mafle
konvergiert, so folgt aus

0 <2e=p(x0) = y(x0)| < lo(x0) = fu(x0)| + | fu(x0) = w(x0)];
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daB xg ¢ {x :|op(x) = fu(x)| <e}n{x:|fu(x)—y(x)| < e} ist, vielmehr xq € {x : |p(x) -
fa(X)] 2 e}u{x s |fu(x)—y(x)| > e} gilt; das bedeutet aber fiir N = {x : |¢(x) -y (x)| > 0}

u(N) < u({x s [fu(x) = ()2 €}) + u({x: |fu(x) =y (x)] > £}) >poeo 0.

Daf3 die Grenzfunktion ¢ in (1.19) p-endlich ist, ergibt sich unmittelbar aus der entspre-
chenden Eigenschaft der f,,.

Zuweilen wird die Kennzeichnung der y-stochastischen Konvergenz mit Hilfe der
schwicheren Bedingung

lim p({x:|fu(x) - p(x)[ 2 e} n4) =0 (1.20)

fiir jedes € > 0 und jedes A € A, mit y(A) < co angegeben [10]. Im Falle eines totalend-
lichen Mafes fillt diese Bedingung allerdings mit der hier genannten zusammen. (1.20)
erlaubt die Betrachtung derart y-stochastisch konvergenter Folgen, fiir die die Maf3zahlen
p({x :|fu(x) — @(x)| > €}) selbst unendlich werden. In [10] findet man ein Beispiel einer
solchen gegen die Nullfunktion im Sinne von (1.20) u-stochastisch konvergierenden Folge
{fn}nen in einem Mafiraum [X, A,, 4] mit o-endlichem, aber nicht total endlichen Maf}
p, die die schirfere Bedingung (1.19) nicht erfillt: Mit X = N, A, = B(N), pu({n}) =1/n
und f, (k) =14, (k) fir A, = {n,n+1,...} konvergiert die monoton abnehmende Men-
genfolge {A, } .en gegen die leere Menge, so dafl mit {x : |f,(x)| > e} = A, fir0<e <1
einerseits lim,_, o #(A, N A) = 0 wird, andererseits aber u(A, ) = oo ist fiir jedes n.

Satz 1.7.3 Konvergiert die Folge { f,, } nen -endlicher mefSbarer Funktionen fast gleichmiifSig
gegen eine mefSbare Funktion @, so konvergiert sie auch im MafS gegen ¢. Ist u total endlich,
so geniigt statt fast gleichmdfSiger Konvergenz die einfache Konvergenz fast tiberall.

Beweis 1. Laut Voraussetzung gibt es zu jedem ¢ > 0 eine mefibare Menge N, mit y(N;) < ¢
und [f,(x) — ¢(x)| < efiiralle x € X\ N, und n > ng(e). Es sei G, (¢) = {x : |fu(x) -
¢(x)| > e}, womit man G, (¢) € N, fiir n > ny(¢) und G,(&1) € G, (¢;) fiir & > &, erhilt.
Gibe es ein ¢, sowie eine Menge A endlichen Mafles, so daf3 lim,,—, oo #(G,(g9)NA) =8 >0
bleibt, so hitte man wegen (G, (&) N A) € (N, N A) die Relation § = lim, o (G, (&) N
A) < u(Ny,) < &y, wihrend mit der Wahl € = § < ¢y auch G, (&) € G, () wird und daher

0= lim u(G,(e)NA) < lim p(G,(8)NA)<u(NgnA) <6,

ein offensichtlicher Widerspruch.
2. Ist das Maf3 u total endlich, so konvergiert nach Satz 1.7.2 eine gegen ¢ fast tiberall
konvergente Folge auch fast gleichmiflig gegen ¢, so dafl der Aussagenteil 1 greift. ]

Definition 1.7.3 Die Folge { f,},en heifit Cauchy-Folge im Maf$ oder u-stochastische
Cauchy-Folge, falls fiir jedes € > 0 gilt

u({x: fo(x) = fn()] 2 €}) >0 fiirm,n > oo,
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Satz 1.7.4 Ist { f, } wey Cauchy-Folge im Maf$ mit u-endlichen mefSbaren Funktionen f,, so
enthilt { f,, } wen eine gegen eine mefSbare Funktion ¢ fast gleichmiifSig konvergierende Teilfolge

{fm}V€N-

Beweis Zu jedem k € Nund ¢, = zlk gibt es ein n(eg) =: ny derart, dafl

1 1
Y ({x fu(x) = fm(x)] 2 2_"}) < fir n, m > ny
ist, wobei man o.E.d. A. n, < ny, fir alle kK € N annehmen kann. Setzt man G, =

{x 1 fue (%) = fap ()] 2 2%}, so folgt fir jedes € > 1 und jedes x € X \ (Up2, Gk)

I ..
|fﬂi(x)_fnj(x)|<? furzgjge,

d.-h.|fy, (x)=fu,(x)| = Omit i, j - co. Die Teilfolge { f,,, } ey bildet also eine gleichmaRige
Cauchy-Folge? iiber X \ (U52, Gy) fiir jedes € > 1. Daher existiert eine iiber

O () =

definierte Funktion ¢, gegen die {f,, }ien in jeder der Mengen X ~ (Uze, Gk), € > 1,
gleichmiflig konvergiert. Nach Satz 1.5.5 ist ¢, mefSbar iiber M. Sei nun ¢(x) = ¢o(x)
fir x € M und ¢(x) = 0 fir x € M° = X \ M; dann ist diese {iber ganz X definierte
Funktion wegen ¢ '[U] = ¢,'[U] u {0} offensichtlich ebenfalls mef3bar. Zu & > 0 wihle
man den Index £(¢) € N mit # <e< W und bilde die Menge N, = U;? () Gi; dann
konvergiert {f,, }ven in X \ N, gleichmiRig gegen ¢, und es ist 4(N,) < 3755 < & d.h.
die Teilfolge konvergiert in X fast gleichmaf3ig gegen ¢. O

Satz 1.7.4 liefert zusammen mit Satz 1.7.3 das
Korollar 1.7.5 Zu einer u-stochastischen Cauchy-Folge { f,,} sen f- ii. reellwertiger mefSba-

rer Funktionen gibt es stets eine Teilfolge { f,,, } en sowie eine mefSbare Funktion ¢, so daf8
{fu, tven p-stochastisch gegen ¢ konvergiert.

1.8 Integrale in MaB3rdaumen II: Allgemeine Funktionen

Definition 1.8.1 Eine Folge {s, } ,cn integrabler einfacher Funktionen iiber dem MafSraum
[X, Ay, ] heifst Cauchy-Folge im Mittel oder L'-Cauchy-Folge, falls mit n,m — oo das
Integral [ |s, — s,,| du gegen Null strebt™.

2 Fiir ki, ka > ko(8) wird | fns, (X) = fur, ()] < 8 unabhingig von x.
*% Eine mef3bare Funktion heif$t p-fach u-integrierbar, wenn [ |f|? dy erklirtist (p € R,1< p < oo).
Die Menge der reellwertigen p-fach p-integrierbaren Funktionen bezeichnet man mit dem Symbol
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Definition 1.8.2 Eine erweitert reellwertige mefSbare Funktion f tiber dem Mafraum
[X, Ay, u] heifit integrabel, wenn es eine L'-Cauchy-Folge {s,} ey integrabler einfacher
Funktionen gibt, die f. ii. gegen f konvergiert, fiir die also lim,_ . s,(x) = f(x) fiir alle
x € X \ N ist mit einer Nullmenge N. Das Integral von f ist definiert als

[ @ due) = [ fauttim [ s,dp. (121

Die Existenz des Grenzwertes folgt aus der £'-Cauchy-Folgen-Eigenschaft der s, und
der Tatsache, daf} jede Cauchy-Folge im vollstindigen reellen Raum R konvergiert (mit
n,m — oogeht| [ s, du— [ s,dy| < [ |s,—su|du gegen 0). Die eindeutige Bestimmtheit
und damit die Wohldefiniertheit des Integrals wird unten (Satz 1.8.5) gezeigt. Es laf3t sich
leicht nachweisen, daf eine mef3bare Funktion f d.u. n.d. integrabel ist, wenn dies fiir die
Funktionen f* und f~ zutrifft, oder wenn |f| integrabel ist’!. Das Integral von f ist daher

stets schreibbar als
[ rau= [ rrau- [ 1 au (122)

Die Integrabilitit von f impliziert offenbar diejenige von 14 f. Uber einer mef8baren Teil-
menge A ist das Integral der integrablen Funktion f definiert als

j/;fdy:flAfdy. (1.23)

Da fiir diese Festlegung die Integrabilitit von 14 f ausreicht, ist (1.23) auch dann erklirt,
wenn zwar 1, f integrabel, f jedoch lediglich mefibar ist.

Das Integral (1.21) einer iiber einem beliebigen Mafiraum [X, A, ] definierten inte-
grablen Funktion ist im Sinne obiger Definition 1.8.2 zwangsldufig endlich, da die Folge
{[ spdu},wegen|[ (s, —sm)dp| < [ |su—sm|du — 0fiir n,m - oo eine Cauchy-Folge
in R darstellt, die einem endlichen Grenzwert zustrebt. Umgekehrt ist eine beschrankte
nicht negative Funktion bzgl. eines total endlichen Mafles integrabel, wie folgendes Lem-
ma zeigt.

Lemma 1.8.1 In einem Mafsraum [X, Ay, y]| mit total endlichem MafSe y ist jede nicht ne-
gative mefSbare und nach oben durch eine Konstante K > 0 beschrinkte Funktion f : X - R
endlich y-integrabel.

Beweis Nach Satz 1.7.1 gibt es stets eine monoton nicht abnehmende Folge einfacher, tiber-
all gegen f konvergierender Funktionen s, der Form (1.18) mit den Trigermengen Ej(n),

L () oder kurz £ (in Anlehnung an die Notation fiir p-fach Lebesgue-integrierbare Funktionen
in der Analysis).
3! Positiv- bzw. Negativanteil einer Funktion f sind definiert als f*(x) = max{f(x),0} bzw.

[ (x) = max{-£(x),0}.
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1<k <n2"—1und Ee(n), und diese s, erfiillen 0 < f(x) —s,(x) < 55, falls f(x) < nist,
und s, (x) = n, falls f(x) = co wird. Sie sind bzgl. des total endlichen Mafles zwangsldufig
integrabel. Ist f(x) fiir jedes x € X durch eine Konstante K nach oben beschrinkt, so ist

fiir alle n > K jede der Funktionen |f - s,| integrabel, und es gilt

‘fsmdy—fsndy

< [lsm=sildus [ (sm=fl+1f = 5il) dp
< [lsw=tfldu+ [ lsn=fFldp = 0
d. h. die Zahlen [ s, dy bilden eine Cauchy-Folge und konvergieren gegen [ fdu<oco. O

Unbefriedigend bleibt, dafi in allgemeinen Mafiraumen gemif3 Definition 1.8.2 (die nur
zu endlichen Integralwerten fiihrt) sogar beschrinkte stetige Funktionen - definiert etwa
tiber der reellen Achse - nicht integrabel sein miissen. Dem begegnet man durch eine Er-
weiterung des Integralbegriffes: Ist f : X — R eine mefibare und nicht negative, jedoch
nicht im Sinne der Definition 1.8.2 integrable Funktion, so wird

[fdy - o0 (1.24)

gesetzt. Einer beliebigen, nicht notwendig integrablen, einfachen und nicht negativen
Funktion s(x) = Y71, ay - 1g, (x) ist demnach stets ein Integral zugeordnet:

[ srdut0) = o ueo

(E1, ..., En wechselseitig disjunkt und mefibar mit der Moglichkeit, daf$ y(Ejy) = oo wird).
Folglich ist die Definition der Integrabilitét nicht negativer mef3barer Funktionen aufgrund
des Satzes 1.7.1 (Abschn. 1.7) folgendermaflen formulierbar.

Definition 1.8.3 Essei f : X — R eine mefSbare nicht negative Funktion, {s,},en die
nach Satz 1.7.1 existierende monoton nicht abnehmende Folge einfacher Funktionen, die f. ii.
punktweise gegen f konvergiert. Dann besitzt f das Integral

[ F@duo = lim [ su(x) dute).

Fiir Funktionen, die sowohl positive als auch negative Werte annehmen kénnen, wird
Folgendes festgelegt.

Definition 1.8.4 Es sei f mefSbar. Ist mindestens eine der Funktionen f* und f~ integrabel
im Sinne der Definition 1.8.2, besitzt also insbesondere einen endlichen Integralwert, so wird
das y-Integral [ f dy von f vermdge (1.22) erklirt:

[ fau= [ srau- [ 5 an (1.25)
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Ist genau eines der Integrale [ f* duund [ f~ du (jedoch nicht das jeweils andere) im Sinne
der Definition 1.8.3 unendlich, so heifdt f quasi-integrabel mit |[ f du| = oo. Sind beide
Anteile, also sowohl f* als auch f~, (endlich) integrabel gemdf$ Definition 1.8.2, so heifst f
(endlich) p-integrabel.

Zu einer quasi-integrablen Funktion existiert also das Integral als endlicher oder un-
endlicher Wert. Man sagt dann, das Integral von f sei wohldefiniert. Sind dagegen die
Integrale beider Anteilsfunktionen f*, f~ einer Funktion f unendlich, so besitzt f kein
Integral, d. h. die Symbolfolge [ f du bleibt undefiniert.

Fir X = RY, A, = B(RY), u = A (das Lebesgue-Maf) bezeichnet (1.25) das Lebesgue-
Integral von f. Falls y = Ap ein Lebesgue-Stieltjes'sches Maf3 bzgl. F ist, reprasentiert
[ fdAr das Lebesgue-Stieltjes’'sche Integral von f bzgl. F. Die iiblichen Schreibweisen
fiir das Lebesgue-Integral und das Lebesgue-Stieltjes-Integral sind*

ffd)tsz(x)d(x), ffd)LF:[de:ff(x)dF(x). (1.26)

Da im eindimensionalen reellen Raum R das Lebesgue-Maf} jedem Intervall I = (a,b]
dessen Inhalt b — a zuordnet, wird aus obigen Festlegungen ersichtlich, daf jede mefibare
beschrinkte Funktion iiber R im Sinne von Lebesgue integrabel ist (vergl. hierzu [124]
sowie auch Abschn. A.2).

Bemerkung 1.8.1 Fiir eine £'-Cauchy-Folge {s, } e einfacher integrabler Funktionen, die
f-ii. (bzw. im MafSe) gegen f konvergiert, gilt fiir jedes festes k

/||5ko_5n|_|5ko_SM||dﬂS[|5n_5m|dﬂ_’n>m%w 0.

{Isky = S|} newy bildet daher eine Cauchy-Folge im Mittel mit

lim {|sk, = Sul}new = ISk, — f|  f il (bzw. im Mafe),

r}irglo[|5ko—5n|dﬂz/|5ko_f|d['l'

Da {sy, } nen selbst Cauchy-Folge im Mittel ist, folgt

klim f|sk—f|dy:klim [|sk—sn|dy:0. o

Bemerkung 1.8.2 Gleicht eine mefSbare Funktion ¢ fast iiberall einer integrablen Funktion
f, so ist sie offenbar selbst integrabel mit [ f du = [ ¢ dy; denn jede gegen f f. ii. konvergie-
rende L'-Cauchy-Folge einfacher integrabler Funktionen konvergiert auch fast iiberall gegen
¢. Daraus konnen wir schlieflen, dafs iiber einer Nullmenge N € A, jede mefSbare Funktion
f integrabel ist mit [y, f dy =0 (denn 1y(x)f(x) =4 0). O

32 Siehe Definitionen 1.4.1 und 1.4.2, Abschn. 1.4.1.
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An die Stelle der fast iiberall giiltigen Konvergenz kann in Definition 1.8.2 auch die
Konvergenz im Mafd treten:

Lemma 1.8.2 f ist d. u. n. d. endlich integrabel, wenn eine L'-Cauchy-Folge {s, } ey integ-
rabler einfacher Funktionen u-stochastisch gegen f konvergiert.

Beweis 1. Ist f integrabel und {s, } ey eine £'-Cauchy-Folge, die f. ii. gegen f(x) konver-
giert, so gibt es zu {s, } ,ev eine f. ii. reellwertige mef8bare Funktion ¢, gegen die {s, } sen
p-stochastisch konvergiert. Nach Satz 1.7.4 enthilt {s, } ,en eine Teilfolge {s,, } e, die ge-
gen ¢ fast gleichmiflig konvergiert. Das bedeutet, daf3 es zu jedem ¢, = 1/n eine Menge
N,, mit u(N,,) < &, derart gibt, da8 {s,, },ey in X \ N, gleichmiBig gegen ¢ konver-
giert. Die Teilfolge ist also in U2, (X \ N, ) = (N2, N, ) gleichmifig konvergent, wobei
(N2 Ne,) < 1/n fir jedes n € N, also u (M52, Ne,) = 0 gilt, d. h. {s,,, } yev konvergiert
fast iiberall gegen ¢, woraus f = ¢ f. 1. folgt. Die gegen ¢ u-stochastisch konvergente Teil-
folge konvergiert also y-stochastisch auch gegen f.

2. Es sei umgekehrt {s, } .y eine gegen f u-stochastisch konvergente £'-Cauchy-Folge
integrabler einfacher Funktionen. Eine Teilfolge {s,, }ven dieser Folge konvergiert dann
gemif Satz 1.7.4 fast gleichmiflig gegen eine meflbare Funktion ¢, und eine zum vorange-
gangenen Schlufd analoge Uberlegung impliziert {s,, }ven —f.a. ¢- O

Ist eine erweitert-reellwertige Funktion ¢ nur auf einer Teilmenge M € A, definiert,
so ist der Begriff der Integrierbarkeit von ¢y auf den Mafiraum [M, Ay, iy ] zu beziehen,
worin Ay = {MnA:AeA,} die Spur-g-Algebra in M ist und y ) die Restriktion von
p auf M darstellt. ¢ ist d. u. n. d. integrabel (iiber M), wenn die auf dem ganzen Raum X
definierte Funktion

Fx) = {(pM(x) fiirx € M,

0 sonst

(iiber X) integrabel ist. Man schreibt in diesem Falle [,, ¢ a dun = 5, omdp.

Satz 1.8.3 Es sei {s,} e eine L'-Cauchy-Folge integrabler einfacher Funktionen, die f. ii.
gegen die erweitert-reellwertige mef$bare Funktion f konvergiert. Die Abbildungv : A, — R,
definiert durch

v(A) = lim //;sndy:fAfdy:flAfdy, Ae A,,

n—o00
ist eine vollstandig additive Mengenfunktion.

Beweis Zunichst ist festzustellen, dafl der Grenzwert lim,, oo [, s, d existiert und sogar
gleichmaflig erreicht wird, da wegen der Cauchy-Folgen-Eigenschaft im Mittel

‘j[;sndy—//;smdy

§f|sn—sm|dygf|sn—sm|dy—>0 fiir n, m — oo
A




56 1 Einfihrung in die Ma3theorie

gilt. Sei nun M = U7Z, A; eine Vereinigung disjunkter mefSbarer Mengen. Da die Integrale

(einfacher Funktionen) additiv sind, hat man fir jedes k und M (k) = U;‘zl A;j die Bezie-
hungen

k k
_ M®
mes”d‘u ;[Ajsndy, ( )= ];v

Damit folgt

k
V(M) - Y v(4))

Jj=1

k
< - [ s, wdu=Y [ sid
v(M) = | s Msu;Ajs M‘
- (k)
+‘/M<k)5”d‘“ v(M )‘
Gemif Definition von v ist fiir beliebiges ¢ > 0 und geeignetes n > ny(¢)

&
2)

€
v(M)—stnd,u‘<5 und ‘_[M(k>5”dﬂ_"(M(k))‘<

wobei 14 (&) als abhingig vom Gesamtintegral, jedoch unabhingig von M und M) (ins-
besondere von k) wahlbar ist. Das Integral [, s, dy ist vollstindig additiv fiir jede der
integrablen einfachen Funktionen s, (Satz 1.6.1). Somit hat man fiir beliebiges ¢

o k o k
lim |[v(M) - ) v(A;)| <&+ lim fsndy—z/ spndul = ¢,
k—o0 =i k—oo | M =1 Aj
alsov(M) = Z;-‘:l v(Aj). ]

Satz 1.8.4 Esseien {s,(f) bens €= 1,..., w, L'-Cauchy-Folgen integrabler einfacher Funktio-
nen iiber dem Mafraum [ X, A,, u], die f. ii. gegen dieselbe mefSbare Funktion f konvergieren.
Ist das Maf8 y o-additiv, so stimmen die vermoge

v(O(A) —hmf ()dy fiir Ae Ay

n—oo

definierten vollstindig additiven Mengenfunktionen tiber den mefSbaren Mengen A € A,
iiberein.

Beweis Die vollstindige Additivitit der v() wurde in Satz 1.8.3 festgestellt. Es sei X =
Ui Aj mit Aj € A, und p(A;) < oo fiir jedes j € N (0-Additivitit von y). Man setze
Ey = Ay, By = Ag NUNT A fiir k > 1, s0 daB U, Ex = U2, A; = X wird und somit X als
abzihlbare Vereinigung disjunkter mefibarer Mengen Ej endlichen Mafles darstellbar ist.
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Wir zeigen nachfolgend, daf} fiir jede der Mengen Ej und jedes Indexpaar €, # ¢, eine
Abschitzung der Form

v (B) - v (Bl < Tim [ I8 = s du< e
n—oo Ek
mit beliebigem & > 0 gilt. Dazu setze man 4 = ¢/[4 + u(Ex)] und

Un (501, 2) = {2 |58 (x) = 1 ()] = .

womit offenbar
U (161, 5) {x s () = f(x)] 2 g} u {x s (x) - F ()| 2 g}

gilt. Da nach Lemma 1.8.2 jede der £'-Cauchy-Folgen {s,(f)}ngN p-stochastisch gegen f
konvergiert, hat man y( U, (n; 1, 82)) — 0 fir n - oo. Des weiteren gilt offenbar

(&) (&) f (&) (&)
sp =y du < sp =5, d
./b:k| | “ Ek\Un(q;€1,82)| | #
(&) (€2)
+ sy ’|d +[ sy du,
v/E‘kﬂUn(n;€1,€2)| | “ EkﬁUn(ﬂ;€1,€2)| | #
(&)

worin jEk\Un(q;fl,fz) lsp ") — s,(fZ)| du < n- u(Ey) ist. Die Cauchy-Folgen-Eigenschaft impli-
ziert, dafd fiir geniigend grofle Zahlen #n und m die Abschitzung

[EnU (nse €)|S,(fs)_s£,fs)|dy£11 firse {1,2}
kNUn1581,62

erfullt wird, so dafd

f |S(€S) (ES)
EnUn (n36,82)

+ |spm

d Sf (&) _ (&) d
u Emum;el,ez)('S” S )du

(&)
<n+ | d
: ‘[Eann(’Y;el)ez) |S #

fir s € {1,2} folgt. Wird nun m festgehalten, so daf§ |s£,f‘)(x)| < ¢;(m) f. 1. mit einer
(€) du < c;(m) - u(U,(y3€1,€2)) ist, so bedeu-

Konstanten c,(m) und [Eann(n;el,ez) IS
tet lim,,_, oo y(Un(q; 4, Ez)) = 0, daf} auch fEmUn(n;ll,ez) |5,(,f5)| dy < 1 wird, sofern nur n

dp <213 (s =1,2), also

geniigend grofd ist. Dies impliziert |, EenUn (1561.62) |s£le‘)

W () = v (Be)| < Tim [ (st = s{|dp < nu(Ex) + 47 = ¢
fiir beliebig kleines & > 0, und daher v(%) (E;) = v(2) (E,) fiir jede der disjunkten Mengen
Ej endlichen Maf3es. Aus der vollstindigen Additivitit der Mengenfunktionen v, folgt nun
die Satzbehauptung: v(4) (E) = v(&) (U2, Ex) = Y52, v (Ey) = v(@)(E) fir alle £, ¢,
aus {1,...,w}. ]
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Mit Hilfe der letzten beiden Sitze 14f3t sich nun zeigen, dafl die Integral-Definition
gemifd (1.21) nicht von der Wahl einer speziellen Folge {s, } ,cn einfacher, gegen f kon-
vergierender Funktionen abhingt.

Satz 1.8.5 Es sei f eine erweitert reellwertige mefSbare Funktion iiber dem Mafraum
(X, Ag, 4], und {s,ﬁ’>}n€N (i = 1,...,m) seien L'-Cauchy-Folgen integrabler einfacher
Funktionen mit der Eigenschaft

lim s$7 (x) = f(x) fast iiberall.
Dann ist das (endliche) Integral [ fdy =lim, e [ s du fiir alle i gleich, also unabhingig
von der Wahl einer speziellen Folge {sff)}neN.

Beweis Aufgrund der Eigenschaften einfacher Funktionen sind die mefibaren Mengen
M = {x: )(x) # 0} fiir jedes i in einer Vereinigungsmenge Uk(l) E(l) mef3barer

Mengen E](.i) enthalten, die zusammen mit {x : nl)(x) = 0} eine Partition von X bilden
und von endlichem Maf3e sind: y(E](i)) < oo. Daher bildet die Menge M = U, U;2, M

mit der o-Algebra Ay = A, N {M(i)}ie{l)_._)m},nEN und dem auch auf A); definierten
Mafl y einen Maﬁraum [M, Ay, p] mit o- endhchem Maf. Nach Satz 1.8.4 sind alle In-
tegrale lim,,_, oo jM Sy dy gleich, und wegen s, )(x) = 1p(x) s{ )(x) auch die Integrale

lim, oo [ n)dy—jfdy. o

Es macht nun auch Sinn, im Falle einer integrablen Funktion f von dem durch f ver-
moge

vf(A):/Afdy fir Ae A,

definierten endlichen signierten Maf3 v, : A, — R zu sprechen, das man als das unbe-
stimmte Integral von f bezeichnet.

In Anbetracht der Bemerkungen zu lediglich mefSbaren Funktionen kann man nun all-
gemeiner die folgende Feststellung treffen.

Korollar 1.8.6 Fiir jede nicht negative mefibare Funktion f ist die Mengenfunktion vy :
Ay — R ein (ggf. nicht total endliches) Mafs. Fiir eine beliebige mefSbare Funktion f mit der
Eigenschaft, dafs nicht gleichzeitig v s+ (X) und vy (X) den Wert oo annehmen, représentiert
vy ein signiertes Maps.

Lemma 1.8.7 Kann einer mefSbaren Funktion f ein Integralwert zugeordnet werden, so ist
das vermige v;(A) = [, f du definierte signierte Maf vy : A, — R absolut stetig bzgl. u
Ist f tiber jeder mefSbaren Teilmenge endlichen MafSes integrabel (besitzt also ein endliches
Integral), so ist v auch absolut stetig im Sinne der Definition 1.2.10.
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Beweis 1. Uber einer Nullmenge N ist jede mef8bare Funktion f integrabel (vergl. Bemer-
kung 1.8.2), und es ist v¢(N) = [, fdu = 0, d. h. v ist absolut stetig.

2. Ist f integrabel iiber jeder mefibaren Menge A mit u(A) < oo, so gilt [vs(A)| < oo,
also ist v¢ nach Satz 1.2.7 auch absolut stetig im Sinne der Definition 1.2.10. O

Lemma 1.8.8 Ist f nicht negativ und integrabel, so sind alle Mengen der Form A, =
{x: L<f(x)< n} bzw. B, = {x: 1< f(x)} fiir n € N von endlichem Mafe.

Beweis Nach Lemma 1.5.1 sind alle B,, = ! [%, oo) und damit auch alle Mengen A,, fiir
n > 1 mef3bar. Es sei {5 } rey eine gegen f f. ii. konvergierende £'-Cauchy-Folge einfacher
integrabler Funktionen. Zu jedem s gehoren endlich, etwa m(k), viele Mengen X; (k) mit

sk(x) = a;(k) fir x € X;(k), und sx(x) = 0 sonst, wobei y(X,-(k)) < oo firl <i< m(k)
ist. Die Mengen R, k, Sk, definiert durch

1 1 1
Rnk:{XZ—SSk(X)SI’l-F—}, SnkZ{XZ—SSk(X)}, n,keN,
’ 2n 2n ’ 2n

sind in der Vereinigung U”"‘*) X;(k) enthalten. Wahlt man k > ko(5) derart, dafl f. ii.
|sk(x) = [ £](x)| < 5 wird, so hat man (ggf. bis auf eine Menge vom Mafie Null) A, € R,
sowie B, € S, , woraus p(A,) < oo und p(B,) < oo folgt. O

Die Eigenschaften von Integralen mefibarer Funktionen gleichen im wesentlichen de-
nen, die in Satz 1.6.1 fir einfache Funktionen genannt wurden. Sie werden nachfolgend

lediglich aufgezihlt; zu Einzelnachweisen vergl. man [63] oder [68].

Satz 1.8.9 (Eigenschaften integrabler Funktionen) Es seien f,, f, g integrable Funktionen
iiber dem Mafraum [X, A,, u]-

o Jede Linearkombination Y.\ ¢, f, ist integrabel mit

[ Y efi@dut) =Y e [ fulx) dul)
n=1 n=1
o mit f(x) ist stets auch die Funktion |f|(x) = |f(x)| integrabel, und es ist

|/ 7 dutx)

< [ 1f1(x) du()

e J1f + 2160 du(e) < [ 1716 du(x) + [ Igl(x) dux),
e ()3 0f i —> [ f(x)du(x) > 0

o f(x)=0fi.—= [, f(x)du(x) =0 fiir jedes A € Ag;
C ()2 g0 i — | F(x)du(x) > [ g(x) dp(x)



60 1 Einfihrung in die Ma3theorie

o ist y(A) < oo unda< f(x)<bfiiin A, sogilt

a-u(A) < [ F(x)du(x) < b-u(a)

o sind A und B mefSbar mit A c B und ist f(x) > 0 f. ii. in B, so gilt

[ @ dut) < [ e dutos

o das Integral einer integrablen Funktion f(x) iiber einer abzihlbaren Vereinigung U=, A,
disjunkter mef$barer Mengen A,, ist die Summe der Integrale iiber den A,:

LzlAnf(x) du(x) = E[Anf(x) du(x), falllAinAj=@ firi#+j

o ist 0 < ¢ < f(x) in einer mefSbaren Menge A, so ist u(A) < oo.

Bemerkung 1.8.3 Die Indikatorfunktion 1p(x) einer beliebigen mefSbaren Menge M ist
stets eine einfache Funktion. Wahlt man M = {x : f(x) = oo}, so wird offenbar 1,1(x) fiir
jedes € > 0 durch ¢ |f|(x) majorisiert. Daraus folgt: Ist f integrabel, so gilt y(M) < ¢ [ |f|du
Ve >0, und esist (M) = 0, d. h. jede integrable Funktion f ist y-endlich. ]

Auch die Charakterisierung von Eigenschaften ,,im Mittel® fiir allgemeine integrable
Funktionen entspricht derjenigen fiir einfache Funktionen:

Definition 1.8.5 Eine Folge { f,, } nen integrabler Funktionen heifSt Cauchy-Folge im Mittel,
falls [ |fu = fuldu — 0 fiir n,m — 00, Sie heifSt konvergent im Mittel gegen ¢, sofern
limyeo [ |fu — @|du = O fiir die integrable Funktion ¢ gilt.

Lemma 1.8.10 Ist f : [X, A,, ] > R integrabel, so ist das durch Einschrinkung von y auf
die Menge U = {x : f(x) # 0} definierte Maf uy o-endlich®*.

Beweis Mit f ist auch |f| integrabel. Die Mengen B,, = {x : 1< f|(x)} sind gemaR Lem-
ma 1.8.8 von endlichem Mafle und erfillen U,y B, = U. O

Satz 1.8.11 Essei f integrabel iiber [X, Ao, u]. Verschwindet das Integral [, f du iiber einer
mefSbaren Menge P, in der f(x) > 0 ist, so ist P Nullmenge. Ist andererseits [, f du = 0 iiber
jeder mefSbaren Menge A, so ist f(x) = 0 fast iiberall in X.

Beweis 1. Sei f(x) > 0fiirx € P, [, fdu = 0. Fiir U = {x : |f|(x) > 0} folgt aus Lem-
ma 1.8.10,daB U = Uj2 A, mit A, = {x : + < [f](x) < n} ist, wobei u(A,) < oo

** Von einer £'-Cauchy-Folge spricht man dann, wenn f(x) # +oo0 V x ist.
3 Man sagt in diesem Falle, U ist o-endlich.
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V n € N ist (vergl. Beweis zu Lemma 1.8.8). Die Mengen E,, = {x € P: + < f(x) < n} sind
dann ebenfalls von endlichem Mafe und bilden eine monoton ansteigende Mengenfolge
mit lim,,_,o, E, = Use; E, = P. Die Endlichkeit der Maflwerte u(E, ) impliziert

1 1
0= dz—fdz— E,),
fEnf# w Ju nM( )

so dal u(E,) = 0 Vn € N und daher lim,_,, y(E,) = 0 folgt. Lemma 1.2.2 garantiert
lim, 00 p(E,) = p(lim,_ o E, ), also u(P) = 0.

2.Essei [, fdu = 0 iiber jeder mebaren Menge A. Aufgrund des unter 1 Gesagten
gilt offenbar sowohl p({x : f(x) > 0}) = 0alsauch p({x: f(x) < 0}) =0, so daf$ f. i
f(x) =0ist. ]

1.9 Konvergenz von Folgen integrabler Funktionen

Satz 1.9.1 Jede gegen eine mefSbare Funktion f u-stochastisch konvergente Folge { f,,} nen
von integrablen Funktionen iiber [X, Ay, u), fiir die es eine integrable Funktion ¢ gibt mit
|fu(x)| < @(x) f ii., ist Cauchy-Folge im Mittel.

Beweis Gemifl Lemma 1.8.10 gibt es zu jedem n € N eine abzihlbare Uberdeckung
Uken Ak, der mef3baren Menge {x : f,(x) # 0} mit u(Ay,,) < co. Da die abzihlbare Ver-
einigung abzihlbarer Mengen abzihlbar ist, existiert auch eine abzihlbare Uberdeckung
der Menge U = U, en{x : fu(x) # 0} dieser Art:

U= U{x:fu(x)#0}=JA, mitu(A,)<ocoVeeN.
neN ¢eN

O.E. d. A. kann man voraussetzen, dafl die A, als monoton ansteigende Mengenfolge an-
geordnet sind: Ap € Ay,y. Daoffenbar {x : |f,(x) = fiu(x)| 2 y} c {x: [fu(x) - f(x)] +
If (%) = fm(x)| > y} fiir jedes y > 0 ist, folgt aus der p-stochastischen Konvergenz von
{fu}nen die Eigenschaft

#(Snm(y)) =0 fir n,m — oo, (1.27)
worin Sy, (y) = {x 1 |fu(x) = fm (x)| > y} ist (die MeBbarkeit der entsprechenden Mengen

wird durch Korollar 1.5.2 und Satz 1.5.3 garantiert). Setzt man daher K, ,, (£y) = A,
Sum(p)und G, (&) = A 0 Sy, m(y), so erhilt man unter Beachtung von (1.27)

S e dlde= [ A faldie [V Sl
SW(Ae)+f [fo = fmldp <y u(Ae) + B

Sum(y)
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fiir geniigend grof3e n, m und beliebiges > 0, da nach Lemma 1.8.7 die Mengenfunktion
Vifomful * Ao = Rmit v, (A) = [, |fu = fiu| du absolut stetig ist. Hierbei sind sowohl
B als auch y unabhingig von p(A,). Es sei E, = U \ Ay; dann gilt E, 2 E,y; fiir jedes ¢,
und es ist lim,_, o, E, = @. Die Abbildung v, : A, — R, definiert durch v,(A) = [, ¢ dy,
ist wegen ¢(x) > 0 ein Maf iiber [X, A], fiir das v,(U) < oo gilt. Lemma 1.2.3 garantiert
daher lim,_ oo vy (Ee) = vy (lime_wo Ee) = 0 (Eigenschaft M4). Dies impliziert, dafi es zu
beliebigem a > 0 stets ein £y = £y(a) derart gibt, dafl

V= suldus [ ful+1ubdu<2 [ gdu<a

fiir alle € > €o(a). Fiir das Integral iiber fiir U = (U n Ag) U (U N Ag) gilt daher

o= Fuldusas ryuCao),

sofern nur n, m, £ geniigend grof3 sind. § und y hingen nicht von € ab. « ist beliebig klein
wihlbar, da stets ein geeignetes €, auffindbar ist. Wihlt man zu vorgegebenem ¢ > 0 den
Index £, so grof, daB a < &/3 wird, und n, m so grof, dafl y < &/(3 u(Ay, ) sowie p < /3
wird, so erhilt man lim,, ,_, e Julfa = fmldu < & woraus schliellich die Cauchy-Folgen-
Eigenschaft im Mittel

lim Ifu = fuldu=0

n,Mm—>00

folgt, da das Integral iiber {x : |f,(x) = f,u(x)| = 0} fiir n, m — oo verschwindet. ]

Lemma 1.9.2 Jede nicht negative mef$bare Funktion f, die fast tiberall von einer integrablen
Funktion ¢ majorisiert wird, ist selbst integrabel.

Beweis Laut Voraussetzung hat man 0 < f(x) < ¢(x). Nach Satz 1.7.1 gibt es eine gegen
die mefibare Funktion f konvergierende und monoton nicht abnehmende Folge einfacher
Funktionen {s, } sy mit s, (x) = 2% fir f(x) € Ex(n) (0<k<n-2" 1), sowies,(x) =n
fir f(x) € Eco(n), wobei

Ek(")={x€X:f(x)e|:£ k+1

on’ n

) Ealn) = (xe X () > m)

ist. Aus f(x) < @(x) folgt Ex(x) € {x : ¢(x) > ZL} und Eo.(x) € {x : ¢(x) > n},
und die Integrabilitit von ¢ impliziert gemafl Lemma 1.8.8 y(Ex(n)) < oo (0 < k <
n-2" —1) und y(Eoo(n)) < oo; daher sind die einfachen Funktionen s, integrabel. Es
sei Ay(e) = {x ¢ |sp(x) = f(x)] = €}. Aus s, (x) > s,(x) fir m > n folgt A,1(e) €
A, (€), so dal lim,,, o A, () existiert. Wegen N, A, (e) = @ ist y( Ny An(s)) = 0 und
daher ‘u(lim,Hoo An(s)) = lim,_ o0 y(An(s)) = 0 (vergl. Ausdruck (1.1) im Beweis des
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Lemmas 1.2.3), d. h. die Folge {s, — f},ev konvergiert y-stochastisch gegen Null. Nach
Satz 1.9.1 bilden daher die s, eine Cauchy-Folge im Mittel, und somit ist f integrabel mit
limy oo [ Spdp = [ fdpundlim, o [ |s, - f|du=0. o

Da fiir jede fast iiberall gegen f konvergierende Folge {f,}qen aus |f(x)| < ¢(x)
Vn € Nauch |f]|(x) < ¢(x) f.i. folgt, liefert Lemma 1.9.2, bezogen auf |f|, die folgen-
de weitertragende Aussage.

Korollar 1.9.3 Essei { f,, } .en eine Folge integrabler Funktionen, die f. ii. gegen eine mefSbare
Funktion f konvergiert und die von der integrablen Funktion ¢ f. ti. absolut majorisiert wird,
d.h.|fu(x)| < @(x) f. ii.; dann ist f integrabel.

Lemma 1.9.4 Ist { f, } ey Cauchy-Folge im Mittel, so gibt es stets eine f. ii. reellwertige mefs-
bare Funktion ¢, gegen die eine Teilfolge { f,, }ven y-stochastisch konvergiert. Konvergiert
andererseits { f, } wen im Mittel gegen @, so konvergiert { f,, } nen auch im MafSe gegen ¢.

Beweis Mit

Epm(e) ={x:|fu(x) = fu(x)[ 2 e}, Fau(e) ={x:[fu(x) - o(x)| > e}

hat man gemifl Lemma 1.8.8 u(E, .(¢)) < oo und u(F,(¢)) < oo, so dafl sowohl
Jen oy [fs = fuldp > e (Enm(e)) als auch Jencoy | = oldp > e u(Fu(¢)) fir jedes
vorgegebene ¢ > 0 folgt. Ist nun {f, } ,en Cauchy-Folge im Mittel, so strebt das Integral
iiber E,, ,,(¢) - und damit auch ‘u(En,m(s)) - fiir n,m — oo gegen Null, und die Folge
erweist sich als y-stochastische Cauchy-Folge, so dafl Korollar 1.7.5 zu Satz 1.7.4 greift.
Konvergiert andererseits { f,, } ,en im Mittel gegen ¢, so strebt entsprechend das Integral
tiber F, (&) fiir n — oo gegen Null, was offensichtlich die Konvergenz im Mafle von { f, } sen
bedeutet. O

Satz 1.9.5 Eine Folge { f, } nen integrabler Funktionen konvergiert d. u. n. d. im Mittel gegen
eine integrable Funktion f, wenn sie Cauchy-Folge im Mittel ist. Eine solche Folge konvergiert
auch im MafSe gegen f.

Beweis 1. Konvergiert { f, } ey im Mittel gegen die integrable Funktion f, so gilt

Jim (15 faldus tm ([ 1= fldus [ 1F - faldu) =0,
d.h. {f,} uen ist Cauchy-Folge im Mittel.

2. Ist { f, } new Cauchy-Folge im Mittel, so enthilt { f, } ey nach Lemma 1.9.4 eine ge-
gen eine mef8bare Funktion f u-stochastisch konvergente Teilfolge {f,,}sen. Zu jedem

n, gibt es eine Folge {s,(cn")}keN einfacher integrabler Funktionen, die Cauchy-Folge im
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(ne)
k

Mittel ist und gegen f,,, im Mittel konvergiert: limy_, o [ |s;"*’ = fu,| dp = 0 (vergl. Bemer-

kung 1.8.1). Nach Lemma 1.9.4 konvergiert die Folge s,((”") dann auch im Mafle gegen f,,,

d.h. limj_, o p({x : |s,E"e)(x) = fu,(x)| > £}) = 0. Insbesondere kann stets zu 7, ein Index

(ne)

ko(n,, €) derart gefunden werden, daf3 die einfache Funktion e, = s Fo(nee)

die Abschitzung

&
f lee = fo ldu < "

erlaubt. Wir setzen C,,(€) = {x : |es(x) — fn,(x)| > /2 > 0}; wegen y(CW(e)) < o0
(Lemma 1.8.8) hat man dann

Su(Cu ()< [

€
—Jn d < f ~—Jn d U
Cn€(£)|e€ fe| U |€e fe| p< 21,
also limy_,co ¢4(Cy,(€)) = 0. Damit A,(e) = {x : |es(x) - f(x)| > €} und B,,,(e) = {x :
|/, (x) = f(x)| > ¢/2} offensichtlich die Inklusion

A(e) € By, (e) uCy,(e)
besteht, bedeutet die y-stochastische Konvergenz von { f,, } ey gegen f
lim (Ae(€)) = lim u({x: fee(x) - £(0)] 2 ¢)) =0.

Aus |e, — ex| < e = fu,| + |fu, = furl + |fn, — e/ liest man aulerdem ab, dafl {e,}pen
Cauchy-Folge im Mittel ist; also ist f integrabel mit limy,o [ e,dy = [ fdy und
limeoo [ |eo— fldpu=0.Mit [ |fu, — fldu < [ |fu, —€c|ldu+ [ lee— f| du folgt daher die
Konvergenz im Mittel der Teilfolge { f,, }een gegen f, die (aufgrund der Cauchy-Folgen-
Eigenschaft im Mittel) diejenige von {f,}nen gegen f nach sich zieht: [ |f, — f|du <
[ 1fo = fuldp+ [ |fu, = fldp =ne—00 0. Nach Lemma 1.9.4 konvergiert { f,, } yen auch im
Mafle gegen f. ]

Der nachfolgend genannte Satz iiber die Konvergenz majorisierter Folgen ist im Eng-
lischen als ,,Lebesgue’s bounded convergence theorem® bekannt und stellt das zentrale Er-
gebnis dieses Abschnittes dar (vergl. auch [63, 68] und die klassischen Darlegungen in
Natansons ,,Theorie der Funktionen einer reellen Veranderlichen [124]). Der Satz ist mit
Hilfe der vorbereitenden Sétze 1.9.1 (s. Korollar 1.9.3) und 1.9.5 relativ einfach beweisbar.

Satz 1.9.6 (Satz von der majorisierten Konvergenz®®) Ist {f,} ey eine Folge integrabler
Funktionen iiber dem MafSraum [ X, A,, u], die fast iiberall oder im MafS gegen die mefSbare

35 Man spricht auch vom ,,Satz von der beschrinkten Konvergenz®, engl. ,,the bounded convergence
theorem®.
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Funktion f konvergiert, und werden alle f,, in der Form

()< 9(x)

von einer integrablen Funktion ¢ majorisiert, so ist f integrabel und erfiillt die Beziehung
lim [ 1f - fildu=0.

Beweis 1. Es konvergiere {f,},en p-stochastisch gegen f. Nach Satz 1.9.1 ist {f,}nen
Cauchy-Folge im Mittel, und nach Satz 1.9.5 gibt es eine integrable Funktion g mit
lim,oo [ |fu—gldu = 0, gegen die { f, } ne ebenfalls u-stochastisch konvergiert. Demnach
gilt g(x) = f(x) fast iiberall (vergl. Text im Anschluf§ an Definition 1.7.2, Abschn. 1.7),
und f ist integrabel (Bemerkung 1.8.2, Abschn. 1.8). Daraus resultiert [ |f — g|du = 0
sowie |f,(x) = f(x)] < [fu(x) = g(x)| + |g(x) = f(x)| fiir fast alle x € X, so daf auch
lim, e [ |fu — f|ldu =0 folgt.

2. Die Folge { f, } new konvergiere fast iiberall gegen f. Nach Korollar 1.9.3 ist dann f
integrabel. Es sei A, (¢) = {x : |f,,(x) — f(x)| > &} fiir eine Teilfolge {fy, }ven, die so
gewdhlt sei, da3 | f,,,,(x) = f(x)| < |fu,(x) = f(x)| V v € Nist. Damit wird A,,, (&) zu einer
monoton nicht zunehmenden Mengenfolge mit N, A, (¢) = &, so daf§

lim p(A,,(¢)) = p( lim A, (¢)) =0

V—>00 V—>00

folgt (vergl. Ausdruck (1.1), Abschn. 1.2). Die ausgewdhlte Teilfolge konvergiert also y-
stochastisch gegen f, und wie im Teil 1 des Beweises ist zu schliefSen, daf3 sie auch im Mittel
gegen f konvergiert. Die y-stochastische Konvergenz impliziert, dafl f fast tiberall reell-
wertig ist. Wir setzen N = Mj UM, mit M; = {x : |f(x)]| = oo}, My = {x : lim, o fu(x) #
f(x)}. Firalle x € X \ N und jedes f,, (x) gilt dann

£, () = fn (] < Tim 1fy, () = fo, G+ Lfu () = £+ Tim [£(x) = (),

so dafl die Relationen lim, ;o0 [fn, (x) = fr(x)| < limg oo |fu, (%) — fu,(x)| und
limy, oo [ |fn, = finl it <limg yooo [ |fu, = fui| dut = 0 folgen. Letzteres impliziert

tim [ Afa= fuldu< tim [ 1fo- s

n,m—oo

du+ 1im [ 1fu, = fuldu=0,

d.h. auch {f,} nen selbst ist Cauchy-Folge im Mittel. Gemaf; Teil 1 des Beweises gilt daher
die Behauptung. O

Wegen [ (f - fu) du < [ |f — fu| du besteht unter den Voraussetzungen des Satzes 1.9.6
(jedoch nicht generell) die Beziehung lim, .o [ fndy = [ f dy. Die folgende diesbeziig-
liche Aussage geht auf B. Levi und H.L. Lebesgue zurtick, zitiert zuweilen als ,,Lebesgues’
Satz von der monotonen Konvergenz® (vergl. [10, 63, 68, 124]).
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Satz 1.9.7 (Satz von der monotonen Konvergenz) Es sei {f, }nen eine monoton nicht ab-
nehmende Folge nicht negativer integrabler erweitert-reellwertiger Funktionen, und es sei
f(x) =lim,_ o fy(x). Dann gilt*®

tim [ fudu= [ fau

Beweis Istlim,_, f, integrabel, so folgt [ fy dy < [ lim,co f, dy fiir jedes k € N, d. h.
lim [ fydu< f lim f, du.

Falls lim,_,« f, = f nicht integrabel (wegen f(x) > 0 V x € R also quasiintegrabel) ist,
wird der Integralwert auf der rechten Seite zu oo festgelegt (vergl. Text im Anschlufd an De-
finition 1.8.2). Im Falle lim,, o [ f, du = oo ist die Satzaussage also trivialerweise richtig.
Nachfolgend wird der Fall lim,, oo [ f, du < oo betrachtet. Die Monotonie von { f;, } nery
impliziert

1im[|fn+k—fn|dy:lim/fn+kdy—lim[fndy:0 vk eNo,

d.h. die f, bilden eine Cauchy-Folge im Mittel (CFM), die nach Satz 1.9.5 im Mittel und
im Mafle gegen eine bis auf eine Nullmenge eindeutig bestimmte integrable Funktion ¢
konvergiert. Da die CFM-Eigenschaft bedeutet, daf3 { f,, } neny auch p-stochastische Cauchy-
Folge ist (vergl. etwa Beweis zu Lemma 1.9.4), kann Satz 1.7.4 herangezogen werden, der
die fast gleichmif3ige Konvergenz gegen ¢ konstatiert; aus dieser wiederum folgt die Kon-
vergenz fast iiberall. Somit ist f = ¢ f. ., und wegen f,, < ¢ liefert Satz 1.9.6 [ fdu —

[imyy oo [ fadpt =limy oo [ |f = ful dp = 0. o

Korollar 1.9.8 Es sei {f,}qn eine Folge integrabler Funktionen mit der Eigenschaft
Yooi [ |faldu < oo; dann gilt: Die Funktionenreihe Y o, f, konvergiert gegen eine inte-
grable Funktion f,und esist [ fdu =32, [ f.du.

Beweis Fiir jedes n € N sei ff(x) = max{0, f,(x)}, f, = max{0,-f,(x)}. Mit
g = Z{lzl fx erhilt man eine monoton nicht abnehmende Folge nicht negativer in-
tegrabler Funktionen, fiir die Satz 1.9.7 [ limj_ g du = limj o / g; du liefert, also
[ Ye fidu = X320 [ fidy. Die Ungleichung Y72, [ |faldy < oo bedeutet daher
limj.e [ g; du < oo, und die g; bilden eine Cauchy-Folge im Mittel, die gegen eine
bis auf eine Nullmenge eindeutig bestimmte integrable Funktion ¢* im Mittel und im
Maf3e konvergiert (vergl. Beweis des vorigen Satzes). Demnach hat man lim;_, ., | J( g -

ghdy| = limje [ |gf — g*|du = 0,als0 32, [ fif du = limjo [ g7 dp = [ g" d.

% Wegen {x : sup,. fu(x) < 7} = N2y {x : fu(x) < i} und limyen fu = sup, o fx fiir die aufstei-
gende Folge { f, } yen ist lim ey f meBbar (vergl. Satz 1.5.3).
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Es sei Y02, f,;f = f; dann folgt [, f,fdu = [, g"dy fiir jedes A € A, so dafl f.ii.
f* = g* gilt (Satz 1.8.11). Entsprechendes ist fiir die Funktionen f, zu konstatieren,
mit denen Yo7, f, = f~ definiert sei. Die integrable Funktion f = f* — f~ erfiillt

S S = f)du=220 [ fudu= [ fdu. O

Lemma 1.9.9 (Fatous Lemma) Fiir jede Folge { f,, } nen nicht-negativer integrabler erweitert-
reellwertiger Funktionen gilt

[ tm frdp<tim [ fdp

n—oo n—oo

Beweis Im Falle lim, [ fydu = oo ist die Aussage trivial, daher kann o.E.d. A.
lim, [ f,du < oo vorausgesetzt werden. Es sei f,(x) = infs, fi(x); dann ist { f, } ner
eine monoton nicht abnehmende Folge nicht negativer - und gemif Lemma 1.9.2 integ-
rabler — Funktionen, die gegen lim  _ f, =t ¢ konvergiert und wegen f, < f, Vn € N
die Ungleichung lim,, o, [ f, du <lim, [ f, dy erfiillt. Aufgrund des Satzes 1.9.7 von
der monotonen Konvergenz folgt

lim [ f,du-= f lim f, du,
n—oo n—oo
wegen lim,_,o, f, =lim__ f, also die Behauptung. ]

Konkretisierungen Anwendungen der Sitze 1.9.6 und 1.9.7 bzw. des Lemmas 1.9.9 von
Fatou und des Korollars 1.9.8 finden sich insbesondere in der Wahrscheinlichkeitstheorie.
Wir geben nachfolgend einige dort benétigte Resultate an. Zuvor jedoch — im Vorgriff auf
die Ausfithrungen in Kap. 2 - verweisen wir auf die unterschiedlichen Arten der Konver-
genz von Folgen meflbarer Abbildungen iiber einem Mafliraum [Q, A,,P], dessen Maf}
vollstdndig und total endlich mit P(Q) = 1ist (Wahrscheinlichkeitsraum).

Typen der Konvergenz in Wahrscheinlichkeitsriumen

o Esseien &, : O — R meflbare Funktionen iiber [Q, A,, P], bezeichnet als reellwertige
Zufallsvariable. L sei die Menge aller Punkte w € (), in denen die Folge {¢,},cy einen
endlichen Grenzwert erreicht:

L={w: lim £ (0) = §(0), [§(w)| < co}.

IstP(L) =1, d. h.konvergiert { £, } ,en £. i. gegen einen endlichen Wert, so heifSt { &, } en
P-fast sicher konvergent oder konvergent mit Wahrscheinlichkeit 1, geschrieben
En —P-f.s. f: d.h.

§n=pps § == P(lim §,={<o0)=1. (1.28)
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o Existiert zu der Folge {&,},ev eine Zufallsvariable & derart, daf} fir jedes ¢ > 0 gilt
limyeo P(|€, — & > €) = 0, so heifit {&, } ey P-stochastisch konvergent oder kon-
vergent in Wahrscheinlichkeit, geschrieben &, —; w. &, d. h.

I — JLII;P(|EW -&>e)=0Ve>0. (1.29)

« Eine Folge {£,},cn mit endlichen Erwartungswerten E[£2] (endlichen p-ten Momen-
ten, s. Abschn. 2.13) fiir 1 < p < oo heif3t im p-ten Mittel konvergent oder auch £?-
konvergent, wenn es eine Zufallsvariable & derart gibt, dafl

,}LTO]EUE”_E'P] =0 Vpe[lo0) (1.30)

gilt.

+ Es seien F;, die Verteilungsfunktionen der Zufallsvariablen &, (s. Kap. 2). Gibt es ei-
ne Wahrscheinlichkeitsverteilung F; derart, dafl fiir jedes x € IR, in dem F; stetig ist, der
Grenzwertlim, o, F¢, (x) = Fz(x) existiert, so heifit { £, } .oy konvergent in der Vertei-
lung oder auch schwach konvergent gegen eine Zufallsvariable &, in Zeichen &, —; v £
oder ¢, —, &

& 2iv & = nle Fi, (x) = Fe(x). (1.31)

Der Leser moge zum Vergleich die Definitionen in Abschn. 2.8 des Kap. 2 sowie die
Zusammenfassung in Abschn. 2.8 heranziehen.

Anwendungsbeispiele

1. Die Aussage des Satzes 1.9.6 fiir unendliche Summen: Es sei { f (x) } ken, eine Folge ste-
tiger Funktionen in x, so daf} fir x, — x stets auch gilt fy(x,) - fx(x). Man definiere
fisn () = fi(x + 2); ist dann |fi, (x)| < @x mit ¥y, @ < 00, s0 besagt der Satz von
der majorisierten Konvergenz

lim 3 |fe(x) = fin()| =0 und = lim 37 fiu(x) = 3 fiu(x).
keNy keNo

n—oo kGNg

Entsprechendes gilt fiir gi;,(x) = fi(x — 1) 4o fi(x). Grenziibergang und Sum-
menoperation sind also vertauschbar, und die Summe .y, fi(x) ist eine stetige Funk-
tion in x.

2. {&;}ken sei eine Folge von Zufallsvariablen iiber dem Mafiraum [Q, A,,P] mit
E[ 272 |&|] < co. Unter Verwendung der Abkiirzungen

fa=2 8 f=2 & @=) &
k=1 k=1 k=1
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besagt der Satz von der majorisierten Konvergenz
lim f|f—fn|dIP>:0 und  lim ffndIP’: f lim f, dP

(daalle f,, von ¢ majorisiert werden und [ ¢ dPP = ]E[ P |£k|] < oo ist). Mit

tim [ £, dP = lim E[ifk] - lim Y E[£] = Y E[&]
k=1 k=1

n—oo k=1

hat man also
SB[E] - E[i ek]
k=1 k=1

(s. Korollar 1.9.8). Insbesondere ist Folgendes zu konstatieren: Sind &, k € Ny, nicht ne-
gative Zufallsvariablen, und existiert der Erwartungswert der Summe Y 77, &, so gleicht
dieser Erwartungswert der Summe der Einzel-Erwartungswerte.

3. Es sei {&, : n € Ny} eine Familie von - durch eine nicht negative Zufallsvariable ¢ mit
E[¢] < oo absolut beschrinkten — Zufallsvariablen mit der Eigenschaft P-fast sicherer
Konvergenz:

lim &,(w) = é(w) fir fastalle w € Q.

Dann garantiert der Satz von der majorisierten Konvergenz die Giiltigkeit der Gleichung

lim E[£,] = E[£].

4. Die Folge {&, : n € Ny} von Zufallsvariablen mit den Verteilungsfunktionen F, kon-
vergiere stochastisch zunehmend schwach gegen eine Verteilung F;. Stochastisch zu-
nehmend fiir die Folge der Zufallsvariablen bedeutet, dafl die Folge {F;, } ey der Ver-
teilungen nicht zunehmend in 7 ist, so daf3 andererseits die Folge {1 — F, } e nicht
abnehmend ist. Dann besagt der Satz von der monotonen Konvergenz

lim (l—an(t))dt:[r}ingo(l—FEn(t))dt:/(1—F5(t))dt,

n—oo

und die Integration von 0 bis oo bedeutet lim,,_,o, E[£,] = E[&].

1.10 Der Satz von Radon-Nikodym

Wir haben gesehen, dafi jeder erweitert-reellwertigen Funktion f mit der Eigenschaft, dafl
nicht gleichzeitig [ f*du und [ f~ dy den Wert unendlich annehmen, nach Definiti-
on 1.8.4 ein Integralwert [ f dy zukommt. Die Mengen {x : f(x) > 0} = P und {x :
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f(x) <0} = N formen offenbar eine Jordan-Zerlegung des Raumes X bzgl. des signierten
Mafes vy : [X, Ag, 4] > R, das durch v¢(A) = [, f dy definiert wird, denn

vf(A):Lf*dy-ﬁf*dy:vf+(A)-vf_(A) (1.32)

impliziert vi(An P) > 0und v;(An N) <0 V A € A,. Gleichung (1.32) definiert daher
die Jordan-Hahn-Zerlegung des signierten Maf3es v (vergl. Satz 1.2.5). Die Frage nach der
Integrierbarkeit kann man also auch so beantworten: Eine mefibare erweitert-reellwertige
Funktion f besitzt d. u. n. d. einen Integralwert, wenn die Maf3-Summe v+ (X) +v-(X) <
oo ist. In diesem Falle reprasentiert v¢+(X) + v¢-(X) die absolute Variation |v¢| eines
signierten Mafles v¢ mit v¢(A) = vp+(A) — v4-(A). Man bezeichnet f als Dichte des
signierten Mafles v beziiglich des Mafles y oder auch als Ableitung von v nach u. Die
umgekehrte Frage, namlich wann ein signiertes Mafl eine derartige Dichte bzw. Ableitung
besitzt, wird mit dem Satz von J. Radon und O.M. Nikodym beantwortet. Zur Vorbereitung
des Beweises betrachten wir zunéchst den speziellen Fall total endlicher Mafie.

Hilfssatz 1.10.1 (Radon-Nikodym) Es seien y und v total endliche MafSe iiber der o-

Algebra A,, und v sei absolut stetig bzgl. y (v << u); dann gibt es eine y-fast iiberall eindeutig
bestimmte y-mef$bare Funktion f derart, daf$

v(A):fAfdy VAcA,. (1.33)

Beweis Es sei H die Menge alle y-integrablen nicht negativen Funktionen, fiir die in obiger
Beziehung nur das ,,>“-Zeichen gilt:

H:{h:X»R:hzo, h integrabel, v(A)thdyVAer}.
A

{hu}tnen c H sei eine Folge von Funktionen, deren Integrale gegen das Supremum
sup),.5, [ h du konvergieren:

lim [ h,dy=sup | hdp.

n—oo heH

Die gesuchte y-mefibare Funktion f konstruieren wir mittels der Folge {h, } e als
f(x) = sup hy(x).
neN
Zu zeigen ist die Integrabilitdt von f sowie das Bestehen der Gleichung (1.33). Sei

gn(x) = max{hy(x),..., h,(x)} fiurneN.
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{gn}nen ist in H enthalten, denn zu jedem A € A, und jedem n € N kann eine Partition
{El(”), ce Ey(ln)} von A gefunden werden, so dafd g, (x) = hj(x) firx € E](") ist. Man setze
namlich

EM = {xeA:h(x) 2 hi(x), i=2,...,n},
Eé”):{xeA:hz(x)zh,-(x), i:3,...,n}\E1,

n-2
E,(l’j = {x eA:h,(x)> hn(x)} ~UE;

i=1

n-1
EM = AN JEi = {x:hy(x) > hj(x) Vj<n-1},
i=1

so daf} ein Punkt x € A d.u.n.d. zu einer Menge E;") gehort, wenn hj(x) > hi(x) Vi e
{1,...,n} ist. Wegen A = U?zlEf") mit Ei(") n E;") = @ fiir i # j folgt g,(x) = h;(x)
xe€ E}"). Insbesondere ist g, € H, da

fir

N RN ; (m)y _
/Ag”d#_;[ﬂ”)g"dﬂ_;/ﬂ")hjd#g;[EWV(Ej ) =v(A) < oo.

Wegen lim,,_,o0 g4 (x) = lim, oo (max{h;(x),...,h,(x)}) = sup, hu(x) = f(x) liefert
der Satz 1.9.7 von der monotonen Konvergenz

lim gndy:[hmgndy:[fdy
und

lim gndy:[fdygv(A)<oo VAeA,,
n—oco JA A

dh. feHmit [ fdu=sup, [ h,du.Um [, fdu = v(A) fiir alle A € A, nachzuweisen,
betrachte man das Maf 6 : A, — R, definiert durch 0(A) = v(A) - [, f dy. Zu zeigen
ist 6(A) = 0 fiir jedes A € A,. Zu jedem k € N betrachte man das signierte Maf3 vy =
6 — 1, beziiglich dessen die mefibaren Mengen Py und Ny eine Hahn-Zerlegung bilden:
PLUN; = X, Pk NNy = @, v (AN Py) > 0, v (AnNy) < 0fiir A € A,. Die beiden mef3baren
Mengen P = U2, P, und N = N2, Ny bilden dann - wie leicht nachzupriifen - ebenfalls
eine Partition von X: X = PUN, Pn N = @. Fiir jeden Index € erhdlt man 0 < 0 (N) =
ve (N)+ 3 u(N) < 4 u(N), woraus vermége £ — oo auf 6 (N) = 0 zu schliefen ist. Laut
Vor. ist v < p und daher auch 6 <« y (Lemma 1.8.7), so dafy die Annahme, §(P) sei
groBer Null, zu y(P) > 0 fithren wiirde. u(P) > 0 impliziert y(Px) > 0 fiir mindestens ein
k. Wir zeigen, daf8 dies im Widerspruch zur Supremumseigenschaft des Integrals [ f du
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stainde. Man betrachte die Funktion v = f + (1/k)1p,, deren Integral im Falle u(Px) > 0
offensichtlich grofer als [ f dy ist (d. h. v kann nicht in # enthalten sein). y erfiillt

1 1
Jovau= [ fauepucaney= [ faus [ fapsppcank).

Aus vi(A) + tu(A) = 0(A) = v(A) - [, fdu fiir jedes A € A, und vx (AN Py) > 0 folgt
die Ungleichung 1 u(An P) < v(AnPy) - Janp, f du, mit der

1
Joweu= [ fdus [ fdurpanp)
g[ Fdu+v(AnPY) <v(A~Py) + (AN Py) = v(A),
ANPy

wird, was ¥ € H impliziert. Dieser Widerspruch zeigt, daff u(P) > 0 und daher auch
6(P) > 0 nicht méglich ist, so dal (A) = v(A) - [, fdu =0V A e A, folgt. ]

Satz 1.10.1 (Radon-Nikodym) Essei[X, Ay, u] ein o-endlicher MafSraum, und v bezeichne
ein o-endliches signiertes Maf iiber A,. Ist v absolut stetig bzgl. u, so gibt es eine mefSbare
erweitert-reellwertige Funktion f : [X, A,] — [R, B(R)), die fiir jede mefibare Menge A €
A, mit |v|(A) < oo den Integralwert v(A) besitzt:

v(A):jl;fd‘u.

Beweis Aufgrund der o-Endlichkeit von y und |v| gibt es eine abzéhlbare Uberdeckung
{U,}ien von X mit wechselseitig disjunkten Mengen endlichen Mafles u(U;) V i € N der-
art, daf3 jede dieser Mengen U; selbst als abzahlbare Vereinigung disjunkter Mengen V;;
mit [v|(V;;) < oo V j € N darstellbar ist:

X =

at

I
—

Ui, ‘bl(Ui)<OOVi€N, U,‘IOU,‘ZZQ fur i, # iy,

s

U, = ‘/ij: |V|(V,])<OOV]€N, ‘/ijlm‘/ijz:® fﬁrjlijz.

-
I
—

Durch geeignete Numerierung kann die Familie der V;; als einfach indiziert dargestellt
werden®’, d. h. {Vij}ijyensy = { Webeen, X = U2 We. Es seinun X = PU N eine Jordan-
Hahn-Zerlegung des Raumes X beziiglich des signierten Mafles v, d.h. PN N = & mit
v(AnP) > 0und v(An N) <0 fiir jedes A € A, (Hahn-Zerlegung des Raumes), sowie
v=v"— v mit

v'(A)=v(AnP), v (A)=-v(AnN)

7 Man setze etwa £ = K(i, j) — i, falls i + j = gerade, und € = K(i, j) — j, falls i + j = ungerade,
K(l,]) =1+ (i+j) 2_(""']').
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(Jordan-Zerlegung von v). Wir betrachten zunichst nur P und setzen E, = W, n P, so daf§
Yooy E¢ = P wird. Wegen p(E;) < oo und v*(E,) < oo garantiert Hilfssatz 1.10.1 zu jedem
¢ die Existenz einer y-fast iiberall eindeutig bestimmten p-integrablen Funktion f,, mit
der [, g, fedu =v* (AN E,) = v(An E,) fiir jedes A € A, wird. Es sei A eine y-mefbare
Menge mit |v|(A) < oo; dann gilt

fedu = iv*(Am E) = iV(AﬂEe) < Y|[(A) < oo.
=1 =1

ANE,

Sei f(P)(x) = fo(x) fir x € An E, € € N; dann ist zum einen /Anng(P) du =
Jing, fedu, und zum anderen - wegen [, fedu = [, p fdu~ [, p, fo du>0-auch
S0 1o, |fe dis < oo. Setzt man ho(x) = Lang, (x) - fo(), so ist [yp. fedus = [, hedu,
und das Korollar 1.9.8 besagt, dafl es eine u-integrable Funktion h gibt mit Y 5o, h, = h,
Lanphdy = X2 [inphedu = [,p fO) du. Da die letzte Gleichheit fiir jede mefSba-
re Teilmenge in A N P gilt, folgt h = f(P) fast iiberall in A N P (Satz 1.8.11). Demnach
ist f() integrabel iiber jeder meflbaren Menge A N P mit |[v|(A) < oo, und dabei gilt
Laop fP du = v (An P) = v(An P). Ist gP) eine weitere Funktion iiber P mit der
Eigenschaft [, , ¢ du = v*(An P) fir alle A € A, mit |[v|(A) < oo, so gilt dies auch
fiir jede meBbare Teilmenge einer solchen Menge A N P, so daB8 g (x) = f()(x) u-fast
{iberall in A n P folgt. Dies impliziert g™ (x) = f(")(x) u-fast iberall in P aufgrund der
o-Endlichkeit von v .

Eine véllig analoge Uberlegung fithrt zum Auffinden einer y-eindeutig bestimmten
Funktion fO), fir die [, v f™du = v (AnN) = —v(An N) fiir alle A € A, mit
[v[(A) < oo gilt. Setzt man daher

flx) =

fP)(x) firxeP,
-fM(x) firxeN,

so ist f eine u-eindeutig bestimmte Funktion iber X, die iiber jeder mefibaren Menge A
mit |[v|(A) < oo u-integrabel ist und dort

j/;fdy = Ampf(P) du - j/;an(N)dy =v"(AnP)-v (AnN)=v(A)
erfiillt. Damit ist alles bewiesen. O

Definition 1.10.1 [X, A,, u] sei o-endlicher Mafiraum, v << u ein o-endliches signiertes
Map iiber A,. Die y-eindeutig bestimmte mefSbare Funktion f, fiir die v(A) = [, f du fiir
jede mefSbare Menge A mit |v|(A) < oo gilt, heifst Radon-Nikodym-Ableitung von v bzgl. u,
und man schreibt

dv
f—d—#, dv=fdu.
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f ist die Dichte von v beziiglich des Mafes p. f ist d. u. n. d. integrabel, wenn |v|(X) < oo
ist; in diesem Falle reprisentiert v das unbestimmte Integral von f bzgl. u.

Es 1af3t sich zeigen, dafd der Satz 1.10.1 von Radon-Nikodym auch fiir signierte Mafle
p gilt, sofern man das Integral einer Funktion f bzgl. eines solchen signierten Mafles mit
Hilfe seiner Jordan-Zerlegung u = p* — yu~ vermoge

[ rau= [ faw - [ raw

definiert [10, 63].

1.11 Produktmafle und der Satz von Fubini

Xy, X3, ..., X,y seien nicht leere Mengen®®. Die Gesamtheit aller Elemente der Form x =
(x15 -+ > X ) mit x; € X; heiflt cartesisches Produkt der X;, geschrieben [, X; = X; x
oox X

Fiir Teilmengen M; € X; heifit Q = T[]/, M; (verallgemeinerter) Quader® mit den
Seiten M; (i = 1,...,m). (vergl. Abschn. A.2). Sind einige der M; identisch mit der je-
weiligen Gesamtmenge, also M; = X;, so spricht man auch von Zylindermengen (s. auch
Abschn. 1.12). Ein Element von []2, ;. X; kennzeichnen wir durch x_, d. h.

X g = (X1 e e Xkots X1, X ) -

Definition 1.11.1 Ist M ¢ []}%, X; eine beliebige nicht leere Teilmenge der Produktmenge,
so bezeichnet man die Menge

i=1,izk

m
p{k}[M]Z{XkEXkZkaG H X; mit(xl,...,xk,...,xm)eM}ch

als Projektion von M auf Xy. Mit der Notation x (. x,) fiir Vektoren aus sk, jeg,...ey Xi
(fiir € < m) ist die Projektion von M auf ein €-dimensionales cartesisches Teilprodukt Xy, x
... x Xy, in der Form

P{kl...kg}[M] = {(xkl,.. .xké,) € Xkl X ... X Xké, :
X _(hy, k) ML (X1 oo X oo Xy e X)) € M} (1.34)

.....

definiert.

?% Im allgemeinen wird man von strukturierten Mengen ausgehen, etwa von topologischen Raumen.
%% Im Englischen ,,generalized rectangle*.
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Abb. 1.1 Projektionen

MitK ={1,...,m}und L = {ky,...,ke} ¢ K wird im Falle M = [];.x X; anstelle von
Pikke} [T1;cx X;] die Notation pf benutzt. pf istalso die Projektion des cartesischen Pro-
duktes der Mengen Xj, ..., X,, in das cartesische Produkt der Mengen Xy, ..., Xj,. Die
Projektionsmenge (1.34) fallt i. a. nicht mit dem cartesischen Produkt der Einzelprojektio-
nen zusammen, vielmehr ist die Inklusion

4
Pikiky [M] € [T perp[M]
j=1

i.a. echt, es sei denn, M wire ein Quader mit den Seiten My = pyx, [M], k € K (Abb. 1.1).

Definition 1.11.2 Fiir mefSbare Riume [ X;, A;] heifst die von allen Quadern Qu =11, A;
mit A, € A, erzeugte o-Algebra o( [T}, .At) = @}, A, die o-Algebra des Produktraumes
der meflbaren Riume [X,, A;] oder kurz die Produkt-o-Algebra von [}, X;.

Man beachte, daf3 das cartesische Produkt [T}, A; der o-Algebren A, selbst i.a. kei-
ne o-Algebra ist, vielmehr bildet es ein sog. zerlegbares Mengensystem, d. h. ein durch-
schnittsstabiles System von Teilmengen, in dem die Differenz zweier Elemente als endliche
Vereinigung disjunkter Elemente darstellbar ist (vergl. Abschn. 1.1). Ein tiber einem zer-
legbaren Mengensystem definierter Inhalt*’

-1

Das Urbild (pl{i.}) (Aj) = A x Htf;}( X, einer jeden meflbaren Menge A; € A; ist

ist ein elementares Maf3.

als Zylindermenge (mit den mef8baren Seiten X, fiir ¢ # jund A;) in ®’, A, enthalten,
d. h. jede der Projektionen p1{<j} ist mef3bar; Analoges gilt offenbar fiir Projektionen pX mit
L c K. ®}L, A, ist daher die kleinste o-Algebra, bzgl. der alle Projektionen mef3bar sind.
Die o-Algebren

Mj:{AJCXJ':(AJ'X [1 Xf)€®“4f}’ jek

teK, t#j teK

werden als Marginal-o-Algebren von ®,.x A, bezeichnet.

Im Folgenden beschranken wir uns der Einfachheit halber (und bzgl. endlich-dimensio-
naler cartesischer Produkte ohne Einschrinkung der Allgemeinheit) auf den Fall m = 2.
Es sei M c X; x X,. Fiir fest gewdhlte Elemente %; € X; setzen wir M|z, = {(%;,x;) € M :

%0 Also eine erweitert-reellwertige und endlich additive Mengenfunktion 7 > 0 mit 7(&) = 0.
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Abb.1.2 Schnitte

x3 € Xo} und M|z, = {(x1,%;) € M : x; € Xj}. Die Projektionen dieser Teilmengen von
M bezeichnet man als Schnitte. Genauer heifit die Teilmenge S;,[M] = p5y[M];,] © X,
ein X;-Schnitt von M in X, und die Teilmenge $*[M] = p(,[M]s,] € X; ein X,-Schnitt
von M in X; (vergl. Abb. 1.2). Ist insbesondere Q = Q; x Q; ein verallgemeinerter Quader,
so hat man

, falls % , . , falls % ,
$:[Q] = Q,, fa 53f1€Q1 $2[Q] - Q, fa SﬁfzeQz
@, falls % ¢ Q, @, falls %, ¢ Q,.

Man erkennt leicht, daf} die Familie § c P(X; x X;) aller derjenigen Elemente der o-
Algebra O'(Al x Az), die die Eigenschaft besitzen, daf jeder X;-Schnitt einer Menge aus §
in A, enthalten ist, eine 0-Algebra in X; x X, bildet. Da diese Familie in der minimal um-
fassenden o-Algebra 0(A1 X Az) enthalten ist, folgt § = 0(A1 X Az). Entsprechendes gilt
mutatis mutandis fir X,-Schnitte; daher konnen wir feststellen, dafS alle Schnitte von Ele-
menten A aus oA, x Az) mef3bare Mengen sind, d. h. jeder X;-Schnitt Sg, (A) ist Element
von A,, jeder X,-Schnitt $*2(A) ist Element von A;.

Es seien nun [X;, A;, 4;] (i = 1,2) o-endliche Mafiriume; der Produktraum X; x X,
(und damit auch jede Teilmenge dieses Raumes) kann dann durch eine abzahlbare Vereini-
gung disjunkter Quader Agk) xAgk) € o(AixA;) mit g (Agk)) < 00 V k € Niiberdeckt wer-
den; dazu sind n@mlich lediglich entsprechende disjunkte Uberdeckungen X; = U>_, Agk")
mit Agk’) € A; (i =1,2) der einzelnen Mafraume heranzuziehen, aus denen eine Uberde-
ckung Up_ U, (Aikl) x Ang)) = U, (Bfl) x Bgl)) mit disjunkten Quadern B € A;
bildbar ist*!.

Lemma 1.11.1 Essei Q = Q; x Q, € 0(A1 X Az) ein verallgemeinerter Quader mit
#i(Q;) < oo (i =1,2). Die Familie V¢ aller endlichen disjunkten Vereinigungen von mefSba-
ren Quadern, die in Q enthalten sind, bildet einen Ring.

41 Man setze etwa £ = 2(ki, k2) = K(ki, k2) — ki fir ki + k, = gerade, £(ki, k2) = K(ki, k2) — ks fur
ki + k = ungerade und Bfe(k"kZ)) = Agk’), worin K(ki, k2) =1+ k%kl(kl +ky—1)ist.
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Beweis V), enthilt die leere Menge. Die Differenz zweier Quader A = A; x A, und B =
By x B, ist offenbar stets als Vereinigung zweier disjunkter Quader darstellbar:

(A1 x Ay) N (Byx By) = ((A1 N By) x Ay) U ((BinAy) x (A; N By)).

Daraus ist zu schliefSen, daf} die Differenz zweier endlichen disjunkten Vereinigungen von
Quadern wieder eine disjunkte Vereinigung von Quadern ergibt (ein detaillierter Beweis
dieses Faktums ist etwa in [63] nachzulesen). Folglich enthilt V; mit je zwei Elementen
auch deren Differenz und - eine geméaf3 Definition von V, unmittelbar ersichtliche Eigen-
schaft — auch deren Vereinigung. Also ist V, ein Ring. O

Zu einer beliebigen im Produktraum X; x X, mefibaren Menge A € ¢ (A1 X Az) definiere
man die Funktionen flgi) : X; - R (i =1,2) durch

W) = wa(SulAl). £ () = m(s2[A)). (1.35)

Lemmal.11.2 Ist A=A x A, € o(Al x Az), A; e A; (i =1,2), ein mef$barer Quader mit
Seiten endlichen MafSes, so sind die Funktionen (1.35) integrabel und erfiillen die Beziehung

[ = [ S di = () ia(A), (1.36)

Beweis Wegen S, (A x Ay) = A, fiir x; € A; und S*(A; x A;) = A fiir x; € A, (an-
derenfalls sind die Schnitte leer) hat man fﬁlAz (x1) =14,(x1) - p2(A;) und félzlAz (x2) =
1a,(x2) - g (Ay) mit py (A;) < 00, pp(Az) < oo, Daraus folgt die Behauptung,. O

Die folgende Verallgemeinerung reprisentiert eine Kernaussage dieses Abschnittes.

Satz 1.11.3 [X;, A;, yi] (i = 1,2) seien MafSrdume mit o-endlichen MafSen py, y,. Die zu
einer mefSbaren Menge A € 0(A1 x Az) definierten Funktionen (1.35) sind mefSbat, und es

gilt
1 2
/);lfé)dmzfxzf/i )dptz.

Beweis Es sei VW die Familie aller mefibaren Mengen M ¢ 0(A1 X Az), fiir die die Satzaus-
sage zutrifft. Zu zeigen ist o (A; x A, ) € W.

1. Gemifl Lemma 1.11.2 sind alle verallgemeinerten Quader A; x A, aus O'(Al X Az)
mit y;(A;) <coin W (i =1,2).

2. Gehort eine Folge {Ey } ken wechselseitig disjunkter Mengen aus X; x X, zu W, so
gilt dies auch fiir die Vereinigung V = U2, Ex, also V' € W. Das ist wie folgt einzuse-

hen: Wegen fél)(xl) = .“Z(le[v]) = A“Z(U;; le[Ek]) = Yia VZ(le[Ek]) Vo € X
und f§2>(x2) = yl(sz[V]) = yl(UZ’;l szv) = > yl(sz[Ek]) V x, € X, hat man
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D)

man g,(f) =Y, fé;), so bilden die gfli) monoton nicht abnehmende Folgen, so dafl der

Satz 1.9.7 iiber die monotone Konvergenz die Relationen Y72, [ fé;) dui = [ Yr fka') du;
liefert (i = 1,2)**. Laut Vor. ist hierin ffbfi) du = ffékz) du, V k € N, womit ffél) du =
[ & au, folgt.

3. Da jede Teilmenge von X; x X, — einschliefllich des Produktraumes selbst — durch
wechselseitig disjunkte Quader Aik) x Agk) € 0(A1 x Az) mit yi(AEk)) <ooVkeN
iberdeckt werden kann, folgt X; x X, e W.

4. Zum Beweis des Satzes haben wir G(A1 x Az) C W zu zeigen. Hierzu betrachten wir
einen meflbaren Quader Q = Q; x Q, mit Seiten endlicher Mafle ;(Q;) < oo (i = 1,2),
sowie die folgenden Mengenfamilien:

pas) fé;)(xi) (i = 1,2) mit nicht negativen meflbaren Funktionen. Setzt

WQ:{MEWZMCQ},

VQ:{LMJQ(”):meN, Q" = (@M x Q") cQVnel...,m),

n=1

1(") e A, an) e Ay, QU Q™) = & fiir ny # nz}.

W, ist eine monotone Familie*’, denn fiir jede monotone Mengenfolge {E,} ey aus
W mit lim,,, E, = L gilt einerseits L € g(A; x A,) (Eigenschaft der o-Algebra) und
limy—eo Sy, [En] = Sy [L], limyoeo S®[E,] = S™[L] (da Monotonie ,vererbbar®), zum
anderen hat man fiir die Funktionen (p,(f)(xl) = (S, [En]), goflz)(xz) = w (8™ [E,]) die
Abschitzungen 0 < ¢£,1)(x1) < yz(Qz) <00,0< go,(f)(xz) < yl(Ql) < 00, 50 dafd aufgrund
des Satzes 1.9.6 von der majorisierten Konvergenz die Funktionen ¢ = lim,, ., (pg) und
o =1im,_, o (pflz) integrabel sind und die Relation

f"’(l)dm:,}Ln;f‘/’fll)dmif¢(2)duz:31ngof¢§2)duz

erfiillen, was L = lim,_, o, E, € Wq impliziert.

Nach Lemma 1.11.1 ist Vg ein Ring, und dieser ist nach dem unter 1. und 2. Gesagten
in Wy, enthalten. Daher besagt das Korollar 1.1.7 aus Abschn. 1.2, daf3 die von V, erzeugte
monotone Familie M (V) mit dem von V) erzeugten o-Ring zusammenfillt und in Wq
enthalten ist:

M(VQ) :RJ(VQ) EWQ. (1.37)
Weiterhin hat man offenbar die Relation

(A]XAz)ﬂQEVQEWQEW,

*? Die Kennzeichnung der Integrationsbereiche X1, X; ist der Einfachheit halber weggelassen.
* Vergl. Abschn. 1.1.
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aus der unter Beachtung von Lemma 1.1.1

RJ((AI X -AZ) N Q) = Ra((Al x Az)) nQ L 0(A1 X ./42) NnQc RU(VQ)
folgt. Beachtet man (1.37), so besagt diese Beziehung
o(ArxA)NQ Wy e W, (1.38)

mit deren Hilfe schliefilich 0(A1 x Az) C W wie folgt nachzuweisen ist: Es sei M ein
beliebiges Element aus O'(Al x Az). Da jede solche Teilmenge des Raumes X; x X, durch

eine abzdhlbare Vereinigung disjunkter Quader QM = Agk) X Agk) € 0(A1 X Az) mit
yi(AEk)) < 00 ¥ k € N iiberdeckt werden kann, ist gemif (1.38) M n Q) € W fiir jedes
k € N (man interpretiere in (1.38) Q™ als Q). Unter 2. hatten wir jedoch gezeigt, daf3

damit auch die (disjunkte) Vereinigung aller dieser Elemente aus W in W liegt, d. h. wir
haben

UMnQ®)=MmnJQ® =mew,
k=1 k=1

und damit 0(A1 x Az) cW. |

Satz 1.11.4 [X;, A;, ui] (i =1,2) seien Mafiriume mit o-endlichen Mafen yy, ya; dann ist
die Mengenfunktion v : o( A, x A,) — R, definiert durch

[ FD dyy = [Xsz) duy Y Aeo(AxA), (1.39)
ein o-endliches Maf3, das fiir Quader A = Ay x A, € 0(A1 X Az) in der Form
v(Arx Az) = (A1) - 2(A2) (1.40)
darstellbar ist. v ist durch (1.40) eindeutig bestimmt.
Beweis Die Funktionen f A(Ai) sind nicht negativ und mef8bar; daher ist v eine nicht negative

Mengenfunktion iiber o(A; x A;) mit v(@) = 0, wobei v(A) im Falle der Integrabilitit

der flgi) endlich ist und im Falle der Nicht-Integrabilitit den Wert co annimmt. Es sei A =
U2, Ay mit A, € 0(A; x Ay) Vn e N. Da ein Schnitt von A gleich der Vereinigung der
entsprechenden Schnitte der A, ist, folgt aufgrund der o-Additivitit der Mafle y;

(1) x) = Z (U(x (2)(x2 z (2)(x
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() _

Setzt man g, =yk (i) , s0 besagt der Satz 1.9.7 von der monotonen Konvergenz, dafy

11mkﬁ°ojg D dy; = hm;Hoo Sk A l)d‘u,- = Z:’;ljflgi) dui = [ £ dy; ist, d b v st
o-additiv, also ein Maf3 iiber O'(Al x Az).

Da die Mafle y; o-endlich sind, gibt es eine Uberdeckung U2, (Bl(e) x Bge) ) des Raumes
X x X, mit Bge) € A;und y; (Bfe)) < ooV ¢€eN(i=1,2).Firdiese gilt nach Lemma 1.11.2
v(Bl(e) x Bge)) = yl(Bl(e)) . #Z(Bge)) < oo V€eN,d h. vist o-endlich.

Zu zeigen bleibt die eindeutige Bestimmtheit von v durch Gleichung (1.40). Angenom-
men, ein Maf$ 6 wire ebenfalls vermo%e (1.40) festgelegt. Unter Riickgriff auf die eben

genannte Uberdeckung U2 1 B(Z) x B( = Up, B des Raumes X; x X, definiere man
fiir jedes € € N die Mengenfamilien 7, und V, durch**

He={M:Mea(AxA)nBY, v(M)=0(M)},

Ve = {UQ(n)rmeN, Q™ = (Ql(n) Xan))CB(Z) Vne{l,...,m},
n=1
M e Ay, Qe Ay, QU A QU = o fiir ny # nz}.

Jedes H, ist eine monotone Familie, da bekanntlich fiir monotone Folgen { M, } ey gilt
limy 00 V(M) = v(lim, o M,) (und ebenso mit 8). Jedes V, andererseits ist ein Ring (s.
Lemma 1.11.1), und man hat offenbar V, c H,. Nach Korollar 1.1.7 in Abschn. 1.2 enthilt
‘H, daher den von V, erzeugten o-Ring R, (Vg). Da jedes Element U = (A; x A;) N B
aus (A, Al) n B in der Form U = (A, mBl(e)) x (A mBge)) als zu V, gehorig erkennbar
ist, folgen die Beziehungen

(Al X ./41) nB® cV,c M(Ve) = Rg(Ve) C Hy,
Ra((.Al X Al) N B(e)) = Ro“(Al X Al) N B(e)
=o( A x A) nBY c R, (Ve) € He,

deren letzte H, = 0(A1 x Al) n B(®) impliziert. Demnach besteht fiir jede mefbare Menge
Ace€ 0(A1 x Az) und jedes ¢ € N die Gleichheit v(A N B(e)) = G(A N B(e)). Da weiterhin
aufgrund der Uberdeckungseigenschaft der Familie aller B(*) jedes solche A auch in der
Form A = U2, (AnB() schreibbar ist, folgt v(A) = ¥5°, v(AnB®)) = ¥52, 0(AnB(®)) =
0(A) fﬁrjedesAea(A1 xAz),d.h.v: 0. ]

Definition 1.11.3 Das vermdge (1.39) definierte Mafs v : o(A; x A;) — R wird als das
Produkt der o-endlichen Mafle py, p, oder als Produktmafl der Riaume [X;, A;, u;] (i =
1,2) bezeichnet. Man schreibt v = py ® p, oder auch v = py x ps.

* Diese Beweisfithrung ahnelt der zu Satz 1.11.3, s. dort Beweispunkt 4.
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Bemerkung 1.11.1 Die Wichtigkeit dieser Aussagen maoge an folgendem Beispiel verdeut-
licht werden: Es sei [Q), A,,P] ein Wahrscheinlichkeitsraum iiber R, also ein MafSraum mit
vollstindigem und total endlichem Maf§ (und P(R) = 1). Wir betrachten zwei Zufallsvariable
&, &, diber Q, d. h. zwei f. ii. endliche mefSbare Abbildungen &; : Q — R, i = 1,2, (s. Ab-
schn. 2). Ein mef$barer verallgemeinerter Quader Q = By x B, fiihrt damit zur Definition der
Funktionen féi) ‘R >R,

180 (0) = Pe,(84[Q1) = Pe,(Ba), fg” (x2) = Py (8.,[Q)) = Py (B)
fiir x; € Bj, worin die P, die vermége P¢, (B) = P(&;'[B]) fiir B € B(R) induzierten Wahr-
scheinlichkeitsmafe sind (i = 1,2). Diese Mafe sind iiber der o-Algebra B(IR) des R definiert

und fiihren nach Satz 1.11.4 zur Definition eines o-endlichen - hier sogar total endlichen -
Mages v: o(B(R) x B(R)) - [0,1],

M) = [ fiPapy = [ fQdPy VM e o(BER) x B(R)),

welches das Produktmaf$ Py, x P¢, der MafSe Py, reprisentiert und fiir verallgemeinerte Qua-
der Q = B x B, aus o(B(R) x B(R)) die Form

(Pfl X sz)(Bl x BZ) = Pfl(Bl) 'sz(BZ)

annimmit. Sei & der aus den Komponenten-Variablen &, &, gebildete Zufallsvektor iiber Q) mit
Werten in R x R:

§(w) = (51((0)’ fl(w)) YweQ.
Das Urbild £,1[Q] eines verallgemeinerten Quaders Q = By x B, € a(B(R) x B(R)) hat die

Form &'[Q]) = &'[B1] n & [B,], so daf fiir das durch P¢(B) = P(&'[B]) V B € B(R)
definierte induzierte Wahrscheinlichkeitsmafl IP¢ folgt

Pe(B: x By) = P(§'[By x Bo]) = P(&[Bi] 0 &'[B2])-
Zwei Zufallsvariablen &, &, werden als stochastisch unabhdngig bezeichnet, wenn
P(&"[Bi] n &'[Ba]) = P(&[Bi]) - P(&;'[B2])
fiir By, By aus B(R) gilt. Somit ist das Produktmafi der beiden Bildmafe P, P, im Falle
der stochastischen Unabhdngigkeit der beiden Zufallsvariablen &), &, nichts anderes als das

Bildmaf$ P¢ des aus &, &, gebildeten Zufallsvektors:

PE:Pfl X]P)fz. O



82 1 Einfihrung in die Ma3theorie

Essei ¢ : X; x X; — R eine {iber dem Produktraum [X; x X5, 0(A; x A), w1 % phz]
integrable oder zumindest nicht negative (erweitert-integrable)*> Funktion. Das Integral
[ ¢ d(u x p) heiflt Doppelintegral von ¢.

Es ist naheliegend, die Eigenschaften der {iber einem Produkt von Mafirdumen defi-
nierten Funktionen hinsichtlich ihrer Einschrankungen auf jeweils einen der beteiligten
Mafirdume zu untersuchen. Hierzu betrachtet man sog. Funktionsschnitte.

Definition 1.11.4 Essei ¢ : X, x X, — R. Fiir fest gewdhlte Punkte %; € X; heifSt ¢,
X, - R, definiert durch ¢, (x2) = ¢p(%1, %) (bzw. ¢ : X| — R, definiert durch ¢**(x,) =
@ (x1, %)) ein X;-Funktionsschnitt von ¢ (bzw. ein X,-Funktionsschnitt von ¢).

Ist ¢ : X; x X, - R mefbar, so gilt fiir das Urbild einer offenen Menge O aus R

(¢)7'[0] = {x2: ¢(51,%2) € O} = S, [¢7'[0]],
(") 7'[0] = {x1 : ¢(x1, %) € O} = $* [¢7'[0]].

Da Schnitte mef3barer Mengen mef3bar sind (s. 0.), folgt damit auch die Meflbarkeit der
Funktionen ¢z, und ¢*2. Ist zudem ¢ integrabel oder erweitert-integrabel, so sind auch
die Funktionsschnitte ¢;, und ¢** integrabel bzw. erweitert-integrabel (das folgt leicht aus
den Eigenschaften der entsprechenden Funktionsschnitte einer Folge integrabler einfacher
Funktionen iiber X; x X,, die f.{i. oder im Mafle gegen ¢ konvergiert). In diesem Falle
konnen wir die Funktionen f(;i) : X; > R (i=1,2) vermoge

fOG) = [ padu [P = [ 9% du (1.41)
definieren. Falls die f, qfi) integrabel oder nicht negativ sind, existieren auch die Integrale
[0 a0 = [ ([ ou)dute)) dux),
[ 1P = [ ([ %) dinta)) dus(e),
die als iterierte Integrale der Funktion ¢ bezeichnet werden; man schreibt kurz

[0 au= [[ amaw, [ 17w = [[ ¢amdp.

Den Zusammenhang zwischen iterierten Integralen und Doppelintegral klirt ein Satz von
Fubini.

%3 Zur Erinnerung;: Einer nicht integrablen nicht negativen Funktion wird der Integralwert co zuge-
ordnet.
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Satz 1.11.5 (Fubini) Es sei ¢ eine mefSbare erweitert-reellwertige Funktion iiber X; x X,.
Ist ¢ nicht negativ oder ist [ |¢|d(p x p2) < oo, so gilt: Die vermdge (1.41) definierten
Funktionen f(gl) : X; = R (i =1,2) sind meflbar, und es ist

[(/’d(M@Hz):[f(/’dﬂsz:/ ddudu,. (1.42)

Beweis 1. Sei ¢ nicht negativ. Im einfachsten Fall ist ¢ : X; x X, — R Indikatorfunktion
einer mef8baren Menge M c X; x X,, d.h. ¢(x) = Iy(x) fiir x = (1, x,). Damit folgt
fiir festgehaltene %; (i = 1,2) ¢4, (x2) = 15, [ar(x2) und % (x1) = Lgeappy (1), so dafl
die Funktionen () von der Form f(M (%) = u, (S, [M]) baw. fP) (%) = w (8% [M])
sind. Nach Satz 1.11.3 und Gleichung (1.39) hat man fiir diesen Fall sofort die Beziehung
(1.42). Demnach gilt die Behauptung auch fiir jede einfache Funktion (als Linearkombina-
tion charakteristischer Funktionen). Nach Satz 1.7.1 (Abschn. 1.7) gibt es eine monoton
nicht abnehmende Folge {s,} ey einfacher nicht negativer Funktionen, die iiberall ge-
gen ¢ konvergiert. Fiir diese besagt der Satz 1.9.7 von der monotonen Konvergenz, dafl
lim, oo [ $pd(p1 x p2) = [ ¢d(p1 x pz) ist. Die analog zu (1.41) definierten Funktio-
nen S(nl)(fcl) = [ su(%1,x2) dpa(x2) und fs(nz)(fcz) = [ su(x1,%2) dps (1) mit festen %1, X,
fithren zu

[ PG dm) =[] sax) dus () din )
[ £ Gy ) = [ sunia) din (i) diea(x2),

wobei nach dem vorher Gesagten fiir die einfachen Funktionen s, (x;, x,) gilt
[ Su(x1,x2) dpn (x2) dp (%) = [ Su(x1,x2) dpn (o) dpa (x2). (1.43)

Da die { fs(ni) } nen ihrerseits nicht abnehmende Folgen nicht negativer integrabler Funktio-
nen sind (i = 1,2), bestehen — wieder gemaf$ Satz 1.9.7 - die Gleichungen

tim [ 796 i) = Jim [ ([ suCnm) dis(32)) i (3)
= [ dim ([ saon) i) i) =[] ¢ ) dp o) dun (),

n—oo

hm f( )(xz)dyz(xz = hm [ ([ (xl,xz)dyl(xl)) duy(x)
= [ dim ([ suGnx) dun () s = [f $n ) dpn () din x2).

n—o00
Mit (1.43) folgt daher (1.42).
2. Ist |¢| integrabel, so auch ¢, und es gibt eine £'-Cauchy-Folge {s, } ,en einfacher in-
tegrabler Funktionen, die fast tiberall gegen ¢ konvergiert und deren Absolutwerte durch
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eine integrable Funktion majorisiert werden. In diesem Falle kann also der Satz 1.9.6 von
der majorisierten Konvergenz herangezogen werden (Abschn. 1.9), um analoge Schliisse
zu ziehen. Das beweist die Behauptung. O

Bemerkung 1.11.2 Wir wollen diese Aussagen wieder am Beispiel geeigneter Zufallsabbil-
dungen illustrieren: Es seien [Q, Ay, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum, ® : R x R — R eine
mefbare Funktion und & : Q — R x R ein Zufallsvektor, der die Zufallsvariablen &, &, ver-
mége &(w) = (&1(w), &2(w)) bestimmt. Die Komposition ¢ o & sei P-quasi-integrabel (also
P-integrabel oder P-erweitert-integrabel). Wie im Abschn. 2 gezeigt wird, gilt dann

fqudp:[ odp,
Q RxR

(vergl. Ausdruck (2.31), Abschn. 2.8). Sind & und &, stochastisch unabhingig, so folgt Py =
Py, x Pg (s. Bemerkung 1.11.1). Aufgrund des Satzes von Fubini hat man daher im Falle
stochastisch unabhdngiger Zufallsvariablen folgende Darstellung:

de)odeP’:f(f CD(xl,xz)d]P’gl)d]sz:f(f cp(xl,xz)dpfz)dpfl. (1.44)

Entsprechendes gilt offensichtlich auch fiir d > 2 Dimensionen. ]

Wohl am hiufigsten wird der Satz von Fubini dann herangezogen, wenn es um die Frage
geht, ob eine Summation mit einer Integration vertauschbar ist. So ist der Erwartungswert
einer Summe von Zufallsvariablen zuweilen leichter bestimmbar, wenn man statt der Be-
rechnung des Integrals iiber diese Summe die Erwartungswerte der Summanden addieren
kann. Hierzu nennen wir das

Korollar 1.11.6 Essei X; = Ny. Die Mengenfunktion y, : B (Ny) — Ny, die jeder Teilmenge
B € Ny die Anzahl |B| der in B enthaltenen nicht negativen ganzen Zahlen zuordnet, ist
offensichtlich ein Maf iiber P(Ny) =: Ay, und [No, B(No), 1] =: [ X1, A1, pu1] formt einen
MafSraum. [ X,, Ay, yy ] sei ein weiterer MafSraum, und es bezeichne [ X, A, y] den Produkt-
raum der [X;, Ai, pi] (i = 1,2). Uber X werde die reellwertige Funktion g(x) = g(x1,x;)
(mit x; € X;) definiert. Falls fiir jede mefibare Menge M c X mindestens eine der Relationen

2. (j;n[M] lg(n, x2)] d.“z) < 00, ./xz( > |g(n,5c2)|) du; < o0

neNy nesg, [M]

gilt, so ist g bzgl. y quasiintegrabel, und der Satz von Fubini liefert

([sn[M] g(n’XZ)d”Z) - fxz( > ]g(",fcz)) dys.

neS;, [M

fMg(x)d(m NDOEDY

neNg
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Zu diesen Aussagen vergleiche man auch [10] und [84]. Eine im obigen Sinne oft an-
wendbare Konkretisierung lautet*®

Korollar 1.11.7 Sind &, (n € N) nicht negative Zufallsvariablen, und besteht mindestens
eine der Beziehungen E[Y 12, £,] < oo oder Y72 E[£,] < oo, so gilt

E [i »:n] - S E[E) (1.45)

1.12 Formale Verallgemeinerungen

Die Resultate des Abschn. 1.11 sind leicht auf den Fall endlich vieler Mengen X, ..., X,
tibertragbar. Fiir m = 3 etwa ist ein X;-Schnitt S; [M] einer Menge M c Xj x X; x X3
als Projektion py, 3y [Ml;,] ¢ X, x X3 definiert, wobei M|, fiir festes %, in der Form
Mz, = {(B1,x2,x3) € M : (x2,x3) € X; x X3} gegeben ist. Sind [X;, A, y¢] Mafirdume
(t € {1,2,3}), so ist iiber der Produktalgebra A, ® Aj; entsprechend den fritheren Re-
sultaten in eindeutiger Weise ein Maf3 y, ® p3 definiert, das fiir Quader Q = A, x A; mit
Ay € Ay, A; € A; die Relation yy ® p3(Q) = puz(Az)- us(As) erfiillt. Gemaf Satz 1.11.4
gibt es dann ein Mafl v tiber der Produkt-o-Algebra A; ® A, ® Aj;, das mit flgl)(xl) =

Ha ® Y3 (p{2,3} [A|x1]) vermoge
wa) = [ 100 dm

definiertist (A € A, ® A, ® A). Dieses Maf3 ist eindeutig bestimmt*” und erfiillt fiir Quader
Qa=A;1xA;x Az mit A; € A; Vi€ {1,2,3} die Relation

v(Qa) = (t%)m(At)-

Analog dazu kann man die Existenz eines Mafles v iiber der Produkt-o-Algebra ®}2, A,
des cartesischen Produktes endlich vieler Maf8rdume [X;, A;, y¢], t = 1,. .., m, konstatie-
ren, das eindeutig bestimmt ist und fiir Quader aus []}"; A; dem Produkt des Einzelmafle
gleicht.

Die Definition endlicher cartesischer Produkte lafit sich nun - ebenso wie der Begriff
der Zylindermengen - leicht auf nicht endliche Indexmengen verallgemeinern. Dazu be-
achte man, dafl ein Produkt der Form [T}, X, isomorph ist zur Menge aller Abbildungen
f der Indexmenge T = {1,..., m} in die Vereinigung U7, X, mit f(¢) € X; V t € T, so daf§

*® Siehe dazu die Bemerkung vor Beginn des Abschn. 1.10.
%7 Beweise sind dhnlich wie im vorigen Abschnitt zu fithren.
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man als alternative Schreibweise

t=1 t=1

ﬁXt:{f:{1,...,m}—>LmJXtmitf(t)eXtVte{l,...,m}}

verwenden kann. Diese Schreibweise ist auch fiir nicht endliche Indexmengen geeignet:
Zu einer beliebigen (ggf. iiberabzihlbaren) nicht leeren Indexmenge T bezeichne X, fiir
jedes t € T eine beliebige Menge. Das cartesisches Produkt der Mengen X, ist dann die
Abbildungsmenge

HXt:{f:TeUXtmitf(t)eXtVteT}. (1.46)

teT teT

Im allgemeinen geht man von topologischen Rdumen aus, daher sprechen wir im Folgen-
den auch meist von Riumen X;.

Definition 1.12.1 Es bezeichne T eine Indexmenge und [1,.r X; = F die vermdge (1.46)
definierte Menge aller Abbildungen von T — Uy X; mit f(t) € X; V't € T. Sind dann zu
endlich vielen Indices t, ..., tp aus T die Mengen M, ¢ X, j = 1,...,¢, Teilmengen der
zugehdrigen Riume und bezeichnet Qp C Hle Xy, den verallgemeinerten Quader mit den
Seiten My, ..., My,, so wird

Zoit ( {f e[IXe: f(t)) e My V]G{tl,...,tg}}

teT

als Zylindermenge in [],.; X; mit der Basis Q iiber den Koordinaten ty, .. ., t, bezeich-
net. Fiir eine beliebige Menge B ¢ Hf;l Xy, (die also nicht notwendig einen verallgemei-
nerten Quader darstellt) heifst entsprechend

Zy., (BY) = {fEHXt (f(n),. f(tg))eB(")}

teT
Zylindermenge in [],. X, mit der Basis B() iiber den Koordinaten t,, ..., t,.

Im Falle einer abzéhlbaren Indexmenge T c N und der Festlegung X; = X Vt e T
stellt [T,ey X; = F den Raum aller Folgen {x;} ;v von Elementen aus X dar. Ein Beispiel
hierfiir liefert der Elementarereignisraum Q = [],.r Q; mit Q, = {1,...,6} V t € T eines
Experimentes, in dem ein Wiirfel abzihlbar oft geworfen wird - etwa mit dem Ziel, eine
,»6 zu wiirfeln (wozu ja ggf. ein beliebig haufiges Wiirfeln erforderlich wird).

Es seien nun [ X;, A;, y;] Mafirdume (¢ € T). In direkter Verallgemeinerung des Falles
T = {1, 2} konnen wir fiir jedes endliche T = {1, ..., m} Folgendes sagen:
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1. Die von allen Quadern [],.; A; mit A; € A; erzeugte o-Algebra o ([T}, A;) = Q1 A;
ist die Produkt-o-Algebra des cartesischen Produktes [],.r X; der Rdume X, ..., Xy,
so dafd [T,er Xs» 0 (ITser Ar)] ein meflbarer Raum ist.

2. Das vermoge v (A; x ... x Ay) = w(Ay) - ... pm(Ay) fir A, € A;, t € T nach
Satz 1.11.4 eindeutig bestimmte ¢-endliche Mafl v = ® .t y; tiber o ([T;er A¢) macht
diesen mefibaren Raum zu einem Produkt-Mafiraum

[1X: @A Qui| = Q[Xis Ass pie]s

teT teT teT teT

den man als den Produktraum der Mafrdume [X;, A, p;] (£ =1,..., m) bezeichnet.
3. Die 0-Algebra ®,.1 A, ist die kleinste o-Algebra, bzgl. der alle Projektionen p¥ fiir K c
T mef3bar sind.

Auch fiir eine beliebige, nicht notwendig endliche, Indexmenge T bezeichne p~ fiir K =
{ki, ..., k,,} die Projektion des cartesischen Produktes [];.; X, in das cartesische Produkt
der Mengen Xy, ..., Xk, . Man realisiert leicht, dafy mit einer weiteren Teilsequenz L c K
mit |L| = £ < |K| = m die Verkniipfung (Hintereinanderausfithrung)

PL =PI opk

gilt. Des weiteren konnen wir Folgendes feststellen.

Lemma 1.12.1 Fiir K ={1,...,m} gilt

é/‘lr (6 (rfy) ' r]) =0 (LLC%( ()" [H Ar])- (1.47)

t=1 tel

Beweis Jede Menge der Form ( pl{(t})fl[At] ist offenbar eine Zylindermenge, und der
Durchschnitt solcher Mengen bestimmt Quader in Teilrdumen von [];2; X;. Daraus folgt,
dafl ®}; A; in der von der Vereinigung U, (pi?t})_1 [A;] erzeugten G-Algebra ent-
halten ist (K = {1,...,m}). Andererseits kamll jede Zylindermengle ( pfto}) [A,,] als
(verallgemeinerter) Quader mit Seiten ( pfto})_ [Ato]1 sowie ( pft})_ [X,] fur t # t, an-
gesehen werden, d. h. jedes Element aus U7, ( pft})_ [A,] ist im Falle A; € A, V t auch
in @/, A, enthalten. Es gilt also ®*, A; = o( U}, (pft})_l[At]). Fiir L c K sind die

Zylindermengen (pf)_l[]—ltd A = (pf)_l[QA] auch darstellbar als (pf)_l[ ML Al =
{(xl, e X)) € TIE X, X, € Ay, Vitj € L), und jede solche Zylindermenge ist Durch-

schnitt von Mengen der Form (pl{i} )71 [A] o

Diese Zusammenhinge werden fiir nicht endliche Indexmengen T zur Definition der
Produkt-o-Algebra eines nicht endlichen cartesischen Produktes herangezogen. Dabei be-
achte man, daf} aus (1.12.1) die Mefibarkeit aller Projektionen p¥ fiir |[K| > |L| > 1 folgt.
Wir beweisen zunichst folgende Aussage.



88 1 Einfihrung in die Ma3theorie

Satz 1.12.2 Es bezeichne T eine beliebige Indexmenge. Fiir alle t € T seien [X;, A;] mefs-
bare Riume. F = {f : T = Uer X, mit f(t) € X, V t € T} sei die zum cartesischen Produkt
[1ier X der X, isomorphe Abbildungsmenge, und Z bezeichne das System aller Zylinder-
mengen der Form

Zinny (Qu) ={feF: f(t)) e A, Vje{l,...,m}} (1.48)

mit0 < m < oo, Ay, € Ay fiir j e {1,...,m} und Q4 = I_I]’-"ZIAtj; dann gilt: Die von

-1
dem System U1 ( p{Tt}) [A;] erzeugte o-Algebra ist mit der von allen Zylindermengen der
Form (1.48) erzeugten o-Algebra o ( Z) identisch.

Beweis o (Z) fallt mit der von dem Mengensystem U xcr ( pIT<)71 [®iex A:] erzeug-
0<|K]|<oo

ten o-Algebra zusammen; dies ist unmittelbar aus der Bedeutung der jeweiligen Element-
mengen ersichtlich. Zu beweisen bleibt daher die Gleichung

teT KecT teK
0<|K|<oo

o(U(pﬂ})‘l[Af]):o( U ()’ [®At]).

Da auf der rechten Seite alle endlichen Teil-Indexmengen berticksichtigt sind, ist die links
stehende o-Algebra in der rechts stehenden enthalten. Um die umgekehrte Relation zu zei-
gen, betrachte man eine Zylindermenge

-1
ve U 6h)'[®a].
KeT teK
0<|K|<oo
also eine Menge U der Form U = ( PIE)_I [V]mit V € ®,cx A, (fiir eine nichtleere endliche
Teil-Indexmenge K c T). Da U2, ( pl{i})il[At] Erzeugendensystem von ®cx A, ist, hat
man V € U}, (pl{i})fl[At]. Demnach gibt es ein #, € K und ein A,, € A, mit V =

(pif) )71 [A;, ]- Das bedeutet

U=(pk) [V]=(pX opk)  [As] = (pL) " [An],

aufgrund der Mef3barkeit aller Projektionen also

U= (ph)" Vo (U (k) 140). :

teT

Damit kann fiir eine nicht endliche Indexmenge T die zum Produkt der Mengen X/,
t € T, gehorende Produkt-o-Algebra dhnlich wie im endlich-dimensionalen Falle wie folgt
definiert werden.
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Definition 1.12.2 Es bezeichne T eine beliebige Indexmenge. Fiir alle t € T seien [X,, A;]
mefSbare Riume. F = {f : T — U X, mit f(t) € X, V t € T} sei die zum cartesischen Pro-
dukt T1,er X der X, isomorphe Abbildungsmenge, und Z bezeichne das System aller Zylin-
dermengen

Zinoin Q) ={feF:f(t;)eA, Vje{l,...,t}} (1.49)

mitEeN, Ay € Ay, fir je {1,..., ¢} und Q4 = Hf=1 Ay, Dann heifit die von Z erzeugte o-
Algebra die Produkt-o-Algebra @, A; des cartesischen Produktes der mefSbaren Riume
[ Xy, A;], und es gilt aufgrund der Aussagen des Lemmas 1.12.1 und des Satzes 1.12.2

®At:a(ﬁAt):a(teL%(p{Tt})_l [At]). (1.50)

teT

Der mefsbare Raum

Ix. @4 |~ ®x.4)

teT teT teT

heif$t Produktraum der [ X;, A,].

Bemerkung 1.12.1 Z bezeichnet die Gesamtheit aller derjenigen verallgemeinerten Quader
[ier Ar aus [1ier Xy, deren Seiten A, € A, bis auf endlich viele gleich X, sind, die also
A, =X, firte TN {ty,...,t,} mit £ € N erfiillen und daher Zylindermengen sind. Die o-
Algebra @ .t Ay wird von Z erzeugt. Diese Eigenschaften sind von besonderer Wichtigkeit fiir
die wahrscheinlichkeitstheoretische Einordnung von solchen Zufallsexperimenten, bei denen
ein Ereignis aus unendlich vielen unabhdngigen Einzelereignissen besteht, wie etwa im Falle
des bereits erwdhnten Beispiels abzihlbar oft geworfener Wiirfel (... mit dem Ziel, eine ,6“
zu wiirfeln, s. Abschn. 1.12): Fiihren z. B. die mefSbaren Elementarereignismengen®® A, € A,
fiirt =1,...,¢—1zu Einzelergebnissen # 6, wihrend beim €-ten Wurf eine 6 erzielt wurde
(Einzelereignis A,), so ist I_If:ll A; x Ap x [1;5¢ Q; ein Ereignis aus Q1 A, c P(Q) fiir
Q=Tlier Q0 Q, = X,. o

Das in dieser Bemerkung angesprochene Beispiel legt den Wunsch nahe, im Falle von
Wahrscheinlichkeitsraumen [Qt, A, ]P’t] und abzihlbarer Indexmenge T einem Ereignis
der Form

E=Q01x...xQu g x Ay x Qpar X0 x Qg1 XAy, X Qi1 X Qpppa X 00

die Wahrscheinlichkeit P (E) = Hle Py, (Atj) zuzuordnen. Daf} dies moglich ist, dafl also
ein Wahrscheinlichkeitsmaf P iiber der o-Algebra ® ;. A, von Q = 1,1 Q; existiert, wel-
ches als Fortsetzung eines vermoge Py, ;, (A) = ®]’f:1 P (Ay)) fiiralle A € ®f:1 Ay, de-
finierten Maf3es interpretierbar und eindeutig bestimmt wire, ist keineswegs trivial. Zwar

*8 Die Konkretisierung der Begriffe erfolgt in Kap. 2.
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sind die Werte P;, . ;, (A) im Sinne induktiv erweiterter Aussage des Satzes 1.11.4 wohl-

definiert, und man kann (im Falle von Wahrscheinlichkeitsmaflen IP;) anstelle von P (E) =

]'[j;l Py, (Atj) wegen P, (Qt) =lauchP (E) = [Trer,eet;, P (Qr)'l_[f:l Py, (Atj) schreiben,
j=1,...,8

doch bedarf es eines Beweises fiir die Existenz und Eindeutigkeit von P bei nicht endli-

cher Indexmenge T. Die Unméglichkeit der Konstruktion eines entsprechenden Mafles y
im Falle nicht total-endlicher Maf3e y; ist offensichtlich, denn p(E) als Maf3 einer Zylin-
dermenge der Form (1.48) wire stets unendlich. Wir gehen auf diese Fragen im nichsten
Kapitel ein (s. Abschn. 2.4).
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