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5.1 Technische Hydraulik

Franz Valentin

5.1.1 Allgemeine Einfiihrung
5.1.1.1 Anmerkungen zur Darstellung

Neue Erkenntnisse tiber die Eigenschaften turbu-
lenter Stromungen und die Verbesserung der Re-
chentechnik haben die Entwicklung der technischen
Hydraulik in den vergangenen Jahrzehnten ent-
scheidend geprigt. Auch in der gedringten Darstel-
lung fiir ein Handbuch kann die alleinige Wiederga-
be ciner eindimensionalen Stromfadentheorie als
Anwendung der Bernoulli-Gleichung in Verbindung
mit Verlustansidtzen den heutigen Anforderungen
und den verfligbaren Losungsmoglichkeiten nicht
mehr geniigen. Die gewidhlte Darstellung dieses
Fachgebiets ist daher ein Kompromiss, bei dem
mehr auf die konsequente Aufbereitung der Grund-
lagen als auf eine vollstindige Wiedergabe der pra-
xisrelevanten Beiwerte geachtet wurde.

Die verwendeten Einheiten sind dem internatio-
nalen Einheitensystem angepasst. Es wurden die
international iiblichen Zeichen verwendet, die
nicht immer mit DIN 4044 iibereinstimmen.

5.1.1.2 Physikalische Eigenschaften
von Wasser

Allgemein ist die Dichte p als Quotient aus Masse
m und Volumen V, also

p =m/V (in kg/m?), (5.1.1)
definiert. Die Dichte von Wasser ist v.a. tempera-
turabhingig: p = p(T).

Fiir viele Vorgédnge in der Natur ist die Dichte-
anomalie des Wassers entscheidend. Bei T = 4°C hat
reines Wasser seine grofite Dichte mit p = 999,97 kg/
m?. Dies hat zur Folge, dass sich z.B. in Seen bei
Lufttemperaturen oberhalb und unterhalb des Ge-
frierpunktes von Wasser eine stabile Schichtung ein-
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Tabelle 5.1-1 Physikalische Eigenschaften von reinem
Wasser

Temperatur p n v=n/p hg =pd/

in °C ing/em’ x103in x107° P92
Ns/m? in m%/s in m

0 0,999840 1,7921  1,7924 0,06
5 0,999964 1,5108 1,5189 0,09
10 0,999700 13077  1,3081 0,12
15 0,999101 11,1404 1,1414 0,17
20 0,998206 1,0050  1,0068 0,24
20 0,995650  0,8007 0,8042 0,43
50 0,988050 0,5494  0,5560 1,25
100 0,958350 0,2838 0,2961 10,33

stellen kann. In Tabelle 5.1-1 ist die Dichte von
reinem Wasser fiir den Temperaturbereich 0°C bis
100°C angegeben. Die Dichte ist allerdings sehr stark
von geldsten und suspendierten Stoffen abhingig.

Eine Erwirmung tiber 4°C oder eine Abkiihlung
unter 4°C fiihrt zur Volumenausdehnung. Ebenfalls
von grofer physikalischer Bedeutung ist die Unste-
tigkeit der Dichte beim Ubergang zum festen Ag-
gregatzustand (Eis). Diese Anderung ist mit einer
VolumenvergréBerung von etwa 9% verbunden.

Der FElastizitdtsmodul von Wasser kann mit Ey,
=2,1-10° MPa = 2,1-10° N/m? angesetzt werden.
Ein Vergleich mit dem E-Modul von Stahl zeigt,
dass Wasser etwa um den Faktor 10 kompressib-
ler ist. Bei grofen Druckunterschieden ist zu be-
achten, dass mit p = p(p,T) die Dichte auch vom
Druck p abhédngt. Dieser Umstand ist bei ge-
spannten Grundwasservorkommen in der Grund-
wasserhydraulik und bei Kompressionswellen in
der instationdren Rohrhydraulik von Bedeutung.
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Druck-
wellen im Medium Wasser betrdgt

a=+Ey /o =1450m/s.

Die Viskositdt ist ein MaB fiir die innere Reibung,
deren Ursache die molekulare Impulsiibertragung
ist. Nach dem Newton’schen Ansatz ist die Schub-
spannung t, die als innere Reibung in einem Fluid
auftritt, abhdngig vom Geschwindigkeitsgradien-
ten dv/dn:

T=-n— (5.12)

dn’

Bei der Bewegung einer ebenen Platte mit der Ge-
schwindigkeit v iiber einen Wasserfilm der Hohe h
ist dieser Gradient v/h. Der Proportionalitéitsfaktor
n ist die dynamische Viskositit in Pa-s. Auf die
Dichte bezogen, kann die dynamische Viskositdt in
die kinematische Viskositdt tibergefiihrt werden.

2

v=2in 2.

Q s
Leider hat der Newton’sche Ansatz nur Giiltigkeit
fir die sog. ,Jlaminare” Bewegung (Schichten-
stromung). Oberhalb bestimmter Grenzen erfah-
ren Flissigkeitsballen, deren Durchmesser um
Zehnerpotenzen oberhalb des Molekiilabstands
von etwa 3-10%m liegt, Eigenbewegungen in
Form von unregelméBigen Schwankungen, wel-
che den Impulsaustausch wesentlich verstiarken.
Man spricht dann von der ,,turbulenten* Flie3be-
wegung. Flissigkeiten (z.B. Suspensionen), die
keine lineare Abhéngigkeit nach GI. (5.1.2) auf-
weisen, werden als ,,nichtNewton’sche Fliissig-
keiten* bezeichnet.

Bei Erreichen des Dampfdruckes pgy wird Was-
ser zu Wasserdampf. Dieser Wechsel zum gasfor-
migen Aggregatzustand ist zusétzlich vom Gehalt
an geldsten Gasen und vom Druck im Strémungs-
feld abhédngig. In Unterdruckgebieten sind daher
Grenzen fiir den Druck unterhalb des Atmosphé-
rendrucks zu beachten (s. auch 5.1.2). Nur so wird
die Bildung von Wasserdampfblasen (Kavitation)
verhindert. In Gebieten hoheren Druckes implo-
dieren diese Blasen, und es kommt zur Material
zerstorenden Kavitationserosion. In Tabelle 5.1-1
ist die Dampfdruckhdhe hy in Abhédngigkeit von
der Temperatur bei Atmosphédrendruck angegeben.
Hierfiir gilt

(5.1.3)

ha=pd(p - )

Die Oberflichenspannung ist eine Grenzflachen-
spannung an der Phasentrennfliche gegen Luft,
hervorgerufen durch Adhésionskriafte zwischen
den Flissigkeitsmolekiilen. Definiert wird die
Oberflachenspannung zu o = Arbeit/ Fliche mit
der Einheit Nm/m?. Fiir T = 20°C ist 6 = 73-103 N/
m an der Trennfliche Wasser/Lutft.

Von praktischer Bedeutung ist die kapillare
Steighdhe h,_fiir runde Kapillaren vom Durchmes-
ser dy.



5.1 Technische Hydraulik

1741

_ 4o
k— .
0 gdy

(5.1.4)

Die kapillare Steighohe ist zu beachten an der
Grenze des Grundwasserkorpers zu den luftge-
fiillten Hohlrdumen des Untergrunds im Bereich
der Grundwasserhydraulik.

5.1.2 Hydrostatik

Hydrostatik ist die Lehre von der ruhenden Fliis-
sigkeit. Ihre Hauptanwendung findet die Hydrosta-
tik bei der Ermittlung von Kréiften auf Bauwerke
unter Einwirkung des Wasserdrucks.

5.1.2.1 Allgemeine Angaben zum Begriff
des Druckes

Im Inneren einer ruhenden Fliissigkeit konnen nur
Normalspannungen auftreten. Die dort wirksam
werdenden Spannungen sind daher isotrop und
bilden ein skalares Druckfeld. Auf der Grundlage
des Internationalen Einheitensystems (SI) ist der
Druck eine abgeleitete Grofie. Seine Einheit ist
das Pascal (Pa), wobei 1 Pa =1 N/m>. Bei grofe-
ren Driicken wird die Einheit bar verwendet. Es
gilt 1 bar = 10° Pa. In der Hydraulik ist die Re-
duktion auf den anschaulichen Begriff der Druck-
hohe (in Meter Wassersdule) iiblich. Hierbei ent-
spricht ImWS = 9,81 kPa.

Zwischen der aus der offiziellen Einheit Pascal
abgeleiteten GroBe 1 bar = 10° Pa und der Druck-
hohe besteht die Beziehung 1 bar = 10,20 m WS.
Der Gesamtdruck im Inneren einer Fliissigkeit mit
freier Oberflache setzt sich aus dem Atmosphéren-
druck und dem Druck infolge der Uberdeckung
mit Fliissigkeit zusammen. Der Atmosphérendruck
ist der Fluiddruck der Luft, welcher wiederum ab-
héngig ist von der iiberlagerten Luftsdule und da-
mit vom Bezugsniveau. Fiir die internationale Norm-
atmosphire betrigt der Luftdruck auf Meereshohe
(z=0)

Pao=1,01325 bar = 1013,25 mbar.
Dem entspricht eine Druckhéhe von

hao= 10,33 m (WS).

In der Hydraulik ist nicht der absolute Druck, son-
dern der Atmosphidrendruck p, der Bezugsdruck.
Auf den absoluten Druck muss bezogen werden,
wenn die Kompressibilitdt von Luft berticksichtigt
werden muss. Dies ist bei Wasserspiegeldnde-
rungen in Druckbehdltern mit Luftpolstern der
Fall. Hier gilt z. B. unter der Voraussetzung kons-
tanter Temperatur das Boyle-Mariotte’sche Gesetz

p - V= const.

Von ,,Druck® wird somit nur gesprochen, wenn die-
ser den Atmosphérendruck iibersteigt. Bei einem
Abfall unter diesen Wert herrscht Unterdruck. Der
Abnahme des Druckes sind allerdings physikalische
Grenzen gesetzt. Ursache ist die begrenzte Aufnah-
me von Zugspannungen im Inneren der Fliissigkeit.
Bei einer Uberschreitung kommt es zum Abreifien
der Fliissigkeitssiule. Dabei erfolgt ein Ubergang
vom fliissigen zum gasformigen Aggregatzustand.

Angaben zum temperaturabhéngigen Dampf-
druck pq sind in Tabelle 5.1-1 fiir die zugehorige
Druckhohe hy zu finden. Geldste Luft in Wasser
erniedrigt diesen Wert, der bei 20°C fiir destil-
liertes Wasser in Meereshéhe min h ~—10 m be-
tragt. Eine praktikable GroBe fiir die minimale
Druckhdhe ohne Gefahr des Abreilens der Was-
sersdule ist h =~ —7,5 m.

5.1.2.2 Gleichgewichtsbedingungen in einer
ruhenden Flissigkeit

Zur Ableitung der Gleichgewichtsbedingung wird
ein infinitesimal kleiner Flissigkeitsquader in
einem kartesischen Koordinatensystem betrachtet,
bei dem ausnahmsweise die z-Achse in Richtung
der Fallbeschleunigung weist. Dieser Quader nach
Abb. 5.1-1 hat die Masse dm = p-dx-dy-dz. In ru-
hender Fliissigkeit sind nur Druckkréfte als Ober-
flichenkrifte denkbar. Im Schwerpunkt des Qua-
ders wirken wegen dessen triger Masse Massen-
kréfte nach dem Newton’schen Grundgesetz

dE, =a-dm, (5.1.5)
wobei der Beschleunigungsvektor a die Kom-
ponten a,, a, und a, aufweist. In z-Richtung muss
der Zuwachs der Oberflachenkraft durch die ent-
sprechende Komponente der Massenkraft ausge-
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Abb. 5.1-1 Gleichgewichtsbedingungen

glichen werden. Fiir das Gleichgewicht in z-Rich-
tung wird somit

p-dx-dy+a, ‘dx-dy~dz=(p+g—pdz)dx~dy.
z

Sinngemél gilt fiir die drei zu betrachtenden Rich-
tungen

z-Richtung ¢-a,= o ,
9z
. op
x-Richtung ¢-a,=—",
& *oox (5.1.6)
. op
-Richt ca,=—.
y-Richtung ¢-a, 3y

Aus den Verdnderungen in den drei vorgegebenen
Richtungen folgt das totale Differential des Dru-
ckes zu

a—pdx+a—pdy +a—sz
ox oy oz

=¢(a, -dx+a, dy+a,-dz).

Fiir Flachen gleichen Druckes wird dieses totale
Differential zu Null. Somit gilt fiir die sog.
,Niveauflichen“ (Flichen gleichen Druckes)
dp = 0 und wegen p = const
a,-dx+a,-dy+a,-dz=0. (5.1.7)
Bei ebenen Druckfeldern entfdllt die Ableitung

nach einer dieser Richtungen. Man spricht dann
von ,,Niveaulinien®.

Im Normalfall ist im Inneren der Flissigkeit le-
diglich die in z-Richtung wirkende Fallbeschleuni-
gung g zu beriicksichtigen. Somit gilt fiir die Be-
schleunigungen im kartesischen Koordinatensystem

a,=g.

Von den drei Komponenten in Gl. (5.1.6) bleibt so-
mit nur diejenige fiir die z-Richtung erhalten.

op _dp

- =z 5.1.8
g dz dz ( )
dp=o¢ gdz.

Nach Integration dieses Ausdrucks ist fiir die Be-
stimmung der Integrationskonstanten die Randbe-
dingung am Wasserspiegel z = 0 mafigebend. Wird
der absolute Druck bendétigt, so ist p =p, am Ort
z =0 und damit

p=0gztp,. (5.1.9)
Nach GI. (5.1.9) setzt sich der absolute Druck in
der Tiefe z unter dem Wasserspiegel zusammen
aus dem Druck infolge der Luftséule iiber dem
Wasserspiegel und der Druckzunahme infolge der
Uberdeckung mit Wasser. Interessiert dagegen nur
die relative Zunahme des Druckes, so ist fiir z =0
auch p = 0, somit ist

p=pgz. (5.1.10)
Ein einfaches Beispiel soll dies verdeutlichen
(Abb. 5.1-2).

5.1.2.3 Druckkraft

Die auf das Flachenelement ausgeiibte Druckkraft
wirkt normal zur Flache, da in der ruhenden Fliis-
sigkeit nur Normalkréfte, nicht jedoch Scherkrifte,
iibertragen werden konnen. Die differentiellen
Druckkrifte dF stehen daher immer senkrecht auf
dem Fldchenelement dS der festen Berandung. Die
Richtung des gekriimmten Flichenelements dS wird
durch den Normalenvektor n festgelegt. An der
Berandung von Behéltern weist er grundsitzlich in
den Bereich der Fliissigkeit. Die in Richtung der
festen Berandung wirkende Druckkraft bildet daher
mit der Flachennormalen einen Winkel von 180°
und wird damit negativ. Dadurch wird beriicksich-
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Abb. 5.1-2 Gefif3 gefiillt mit Fliissigkeiten der Dichte p;
und p,

tigt, dass das Innere einer Fliissigkeit einer Kom-
pression ausgesetzt ist. Da in der Hydrostatik aus-
schlieBlich Druckkréfte von Bedeutung sind, wird
dieses Vorzeichen hier nicht weiter beachtet.

Die Druckkraft auf ein Fldchenelement ist
dF = p-'n-dS und wegen Gl. (5.1.10)

dF=pgzndS. (5.1.11)
Im allgemeinsten Fall der Bestimmung der Druck-
kraft F auf ein rdumlich gekriimmtes Flachen-
element S ist die Bestimmung der Komponenten
der Druckkraft {iber die in die Koordinatenebenen
projizierten Teilflachen erforderlich, bei denen die
Richtungen der Kréfte mit denen der Flachen-
normalen zusammenfallen (Abb. 5.1-3). Folgende
Bezeichnungen werden verwendet

dA, Schnittfliche der Projektion des Flachenele-
ments dS in die y-z-Ebene,

dAy Schnittflache der Projektion des Fléchenele-
ments dS in die x-z-Ebene,

dA, Schnittfliche der Projektion des Flachenele-
ments dS in die x-y-Ebene.

Im kartesischen Koordinatensystem fiir diese Pro-
jektionen wird dann z. B. fiir die x-Richtung

E, = [[dE, = og [ zda,
A, A,

mit _U zdA, =zg, A,
A

x

(zgx Abstand des Schwerpunkts S der Projektions-
fliche A, vom Wasserspiegel (z = 0)).

Fiir die drei Komponenten gelten dann die Glei-
chungen

Fx =0 § Zsx Ax 4

Fy=egzg4,,

F, =¢g|[2dA, =ogV.

A

'z

(5.1.12)

Der Betrag der resultierenden Druckkraft kann
dann aus den drei Einzelkomponenten durch

F=gg[[zndS=vE +F, +E’

A

(5.1.13)

berechnet werden.

Abb. 5.1-3 Druckkraft auf eine beliebig gekriimmte Fliche
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Die horizontale Komponente der Druckkraft in
x-Richtung F, ist demnach gleich dem Produkt aus
der Projektion der Fldche in die z-y-Ebene und
dem im Fliachenschwerpunkt herrschenden Druck
pgzs,. Die Vertikalkomponente ist gleich dem mit
p-g multiplizierten Volumen senkrecht iiber der F14-
che bis in die Hohe des Wasserspiegels (Gewichts-
kraft). Da der Druck iiber die Fldche nicht gleich
verteilt ist, gehen die Druckkraft und ebenso ihre
Komponenten nicht durch den Flachenschwer-
punkt S. Die Angriffspunkte der Horizontalkom-
ponenten F, und Fy liegen tiefer als die jeweiligen
Flachenschwerpunkte im Druckmittelpunkt D. Die
Komponente F, hat die Koordinaten zp, und ypy.
Deren Lage wird iiber das statische Moment ermit-
telt. Es gelten

Zpy - Fy =_”.2de’ nyFx=Ifdex)

AX
Zpx = esflda. 1, (5.1.14)
08Zsx Ay Zse Ay o
_ogf[yzda, 1,
T 0gz A, zsA,

In den Gln. 5.1.14 ist I, das Trigheitsmoment der
Flache A, beziiglich der y-Achse und I, das Zentri-
fugalmoment beziiglich der Achsen y und z. Fiir die
Komponente F sind in analoger Weise Bezichungen
fiir die Koordinaten z,, und xp,, abzuleiten.

Auftrieb

Auf einen eingetauchten Korper wirkt der Wasser-
druck von allen Seiten. Wéhrend sich die Horizon-
talkomponenten der Druckkraft gegenseitig authe-
ben, resultiert aus den Vertikalkomponenten der
sog. ,,Auftrieb®. Da die an der Kdrperoberseite an-
greifende Druckkraft stets geringer ist als diejeni-
ge an der Kdrperunterseite, entsteht eine Aufiriebs-
kraft F5. Wahrend in ruhendem Wasser die Rich-
tung der Auftriebskraft entgegen der Richtung der
Fallbeschleunigung vorgegeben ist, sind bei be-
wegtem Wasser mit freier Oberflache auch fiir die
Auftriebswirkung die Niveauflichen maflgebend,
welche i.d.R. nicht waagerecht verlaufen. Ganz
allgemein gilt (Abb. 5.1-4) fiir einen eingetauchten
KorperdF, = dF,, — dF,, = p-g-z-dA,mitz, -z, =z
und dA, als zugehorige Projektionsfléche eines in-
finitesimal schmalen Streifens.

Abb. 5.1-5 Druckkraft auf eine geneigte Wand

Der Gesamtauftrieb des Korpers ist somit

Fy=9g[[zdA=ogV.
A

(5.1.15)

Die Auftriebswirkung ist auch fiir die Ermittlung
der Druckkraft auf eine beliebig geformte Beran-
dung von Bedeutung.

Druckkraft auf die ebene Wand

Betrachtet wird der allgemeine Fall einer um den

Winkel € gegen die Horizontale geneigten Wand

(Abb. 5.1-5). Nach GL. (5.1.13) ist F = pg J[zndA.
Da bei der ebenen Wand die Richtung der

Druckkraft bekannt ist, werden nur noch die Betra-

ge bestimmt. Demnach ist

F=p-gzgd=p-g-sing (gA.

Dies entspricht dem Gewicht der Fliissigkeitssdule
mit der Grundfldche A und dem lotrechten Abstand
z, ihres Schwerpunktes von der Oberfliche als
Hohe. Nach Gl. (5.1.14) gilt fiir den Druckmittel-
punkt
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Nach dem Satz von Steiner ist I = I + {g* - A und
demnach

I

CsA

Cp=0Cs+ =Cgte.

Fiir den Abstand zwischen Flachenschwerpunkt
und Druckmittelpunkt gilt daher

I
e_S

ST A (5.1.16)

Beispiel 5.1-1: Druckkraft auf eine Rechteckfldche
mit A=Db-h entsprechend Abb.5.1-6. Nach
Gl. (5.1.13) ist

F= (pgb%(z1 +2z,)h=gbf .

Der Abstand zwischen S und Druckmittelpunkt D
ist
bh> K

_Is _
B 120bh 120

CsA

Mit
1
fzg(z1+zz)h

ist in Abb. 5.1-6 die Druckfigur bezeichnet, da mit
f die Flache aus Druckhdhen und Grundlinie in der
Schnittebene gebildet wird.

Abb. 5.1-6 Druckkraft auf eine Rechteckfliche in einer
geneigten Wand

............... z,

Abb. 5.1-8 Druckkrifte auf eine Stauwand

Besondere Bedeutung kommt dem Sonderfall
der geneigten Wand zu, bei dem € > 90° betrigt.
Auch hier steht die resultierende Druckkraft F
senkrecht auf der Berandung und weist somit eine
vertikal nach oben gerichtete Komponente F, auf.
Damit wird die Auftriebswirkung angedeutet. In
Abb. 5.1-7 sind die Druckfiguren fiir die x- und z-
Komponente der Druckkraft eingezeichnet.

Von Bedeutung ist auch der Angriffspunkt der
Druckkraft auf eine Seitenwand im Abstand von
zwei Dritteln der Wassertiefe von der Wasserober-
flache aus (Abb. 5.1-8).

F=pg-zgby mitzg=y/2,

F=p-gby2,
I by*2 2
Zp=zst =242 =Z+l=—)’.
zgA, 2 12yyb 2 6 3

Beispiel 5.1-2: Kraftwirkung auf eine Wand nach
Abb. 5.1-8, die auf beiden Seiten eingestaut ist. In
diesem Fall ist die resultierende Druckkraft zu be-
stimmen.
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1
F=F,-F =~0gb(ys- )

Angriffspunkt der resultierenden Druckkraft von
der Sohle yp oder vom Wasserspiegel zp wird iiber
Momentenansatz ermittelt.

Druckkraft auf einfach gekriimmte Flachen

Fir die resultierende Druckkraft ist auch hier
Gl. (5.1.13) anzuwenden. Im Sonderfall der einfach
gekriimmten Fléche bleibt die Betrachtung auf die
y-Ebene mit den Koordinaten z und x beschrankt.
Es sind daher nur die Komponenten F, und F, zu
bestimmen, die nach GI. (5.1.12) definiert sind.

F,=og[zdA, = ogzs4, ,
F,=og|[2dA, = ogV .

ZweckmaiBigerweise werden die Komponenten der
Druckkraft {iber die Druckfiguren bestimmt
(Abb. 5.1-9).

Bei der x-Komponente ist diese unabhéngig von
der Gestalt der betrachteten Wand. Fiir die Breite b
ist

2
F, =ogh|zdz = og bf, = ngy? -

Bei der z-Komponente sind wasserseitige Auflast-
und luftseitige Auftriebskrifte gegeneinander auf-
zuaddieren. Hierbei spielt der FuBBpunkt der Wand
eine besondere Rolle. Die zugehorigen Druckfi-
guren f,=[zdx sind ggf. planimetrisch zu ermitteln.

Abb. 5.1-9 Resultierende Druckkraft auf eine einfach ge-
kriimmte Flache

Auflast: LE, = ogbf, ,
Auftrieb: TE, = ogbf, »

Gesamtdruckkraft: F=VF2+F.

5.1.2.4 Spiegellagen in bewegten Gefa3en

Bei der Betrachtung der Kraftwirkung im be-
wegten, beschleunigten Bezugssystem gilt grund-
sétzlich, dass sich fiir den bewegten Beobachter
ein dynamisches Gleichgewicht zwischen der An-
triebskraft F und der Trégheitskraft Fy einstellt
(d’Alembert’sches Prinzip). Die Triagheitskraft Fr
ist der Antriebskraft entgegengerichtet, gleiches
gilt auch fiir die Beschleunigungen.

Bei der Drehung des GefdB3es mit einer konstan-
ten Umfangsgeschwindigkeit muss jedes Fliis-
sigkeitsteilchen nach innen beschleunigt werden
(Zentripetalbeschleunigung), da es sich sonst unter
der Wirkung der als Fliehkraft wirkenden Trag-
heitskraft nach auBlen bewegen wiirde. Es wirken
die von der Umfangsgeschwindigkeit v,, abhdngige
radiale Beschleunigung a, und die in z-Richtung
vorhandene Fallbeschleunigung a, = g. Die Glei-
chung fiir die Niveaufldche ist somit

a,-dr+a, dz=0.

Die infolge der Tréagheitskraft wirkende Fliehbe-
schleunigung kann mit Hilfe der Winkelgeschwin-
digkeit ® oder durch die Umfangsgeschwindigkeit v,,
dargestellt werden. Fiir die Winkelgeschwindigkeit
ist ® = ¢ = de/dt = const. Die Umfangsgeschwindig-
keit ist mit der Winkelgeschwindigkeit tiber die Be-
ziehung v, = o - r verkniipft. Die Flichbeschleuni-
gung ist dann durch a,=©? - r=v?,/r gegeben. Fiir
die Niveaufliche gilt somit o? r-dr+g-dz=0.
Nach der Integration ist (r/2)m? = —g - z + C. Wegen
z =z, fiir r = 0 folgt (Abb. 5.1-10)

B VZ(DZ
2g ’

z=z,

(5.1.17)

Der Neigungswinkel 3 der Niveaulinie gegeniiber

der Senkrechten ist an jedem Punkt durch das Ver-
hiltnis der beiden Beschleunigungen gegeben.

2 2

tanfp= er.re
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Abb. 5.1-10 Flussigkeit in einem rotierenden Behélter

5.1.3 Kinematik der Fliissigkeiten

Kinematik ist die Lehre von der Bewegung ohne
Berticksichtigung von Kriften.

Als ,,Stromungsfeld wird fir diese Anwendun-
gen der jeweils von der Fliissigkeit eingenommene
Raum bezeichnet. Die Behandlung der Stromung
unter variablen Bedingungen setzt voraus, dass die
Anwendung entsprechender Rechenregeln den Ab-
messungen des jeweiligen Stromungsfeldes ge-
recht wird. Ein Fliissigkeitsteilchen mit dem Volu-
men V wird demnach so definiert, dass seine Ab-
messungen klein sind im Vergleich zum zu be-
schreibenden Stromungsfeld. Gleichzeitig muss
diese Abmessung noch grof3 sein im Vergleich zum
Molekiilabstand.

5.1.3.1 Beschreibung der Bewegung
innerhalb des Stromungsfeldes

Bei der materiellen Betrachtung (Lagrange’sche
Methode) folgt man der Bewegung eines Fliissig-
keitsteilchens. Seine Anfangslage ist zum Zeit-
punkt t =t, durch die Festlegung des Ortsvektors
r(t=1ty) =ry, und des an diesem Ort vorhandenen
Geschwindigkeitsvektors v(t=t;) gegeben. Die
Bewegung des Teilchens ist dann durch die Anga-
be des zeitabhidngigen Ortsvektors im Hinblick auf
ein gewdhltes Koordinatensystem zum jeweiligen
Zeitpunkt t bestimmt.

Da die Verfolgung von einzelnen Fliissigkeits-
teilchen wenig aussagekriftig ist, hat sich in der
Stromungsmechanik die Feldbeschreibung oder
Euler’sche Methode durchgesetzt. Nach ihr wird
die Geschwindigkeit v(r,t) an einem bestimmten
Punkt beschrieben. Zu einem spéteren Zeitpunkt

befindet sich am gleichen Ort ein anderes Fliissig-
keitsteilchen. In einem kartesischen Koordinaten-
system kann die Geschwindigkeit bei dieser
Methode als Funktion v =v(t,x,y,z) angegeben
werden, wobei mit x,y,z die Feldkoordinaten des
betrachteten Punktes des Stromungsfeldes bezeich-
net sind.

Ortsfeste Sonden im Stromungsfeld ermitteln
die Geschwindigkeit nach der Euler’schen Methode.
Zur Beschreibung des Stromungsfeldes wird eine
beliebige Fldche innerhalb des Feldes laufend von
neuen Fliissigkeitsteilchen durchstromt. Man
spricht dabei von einem ,,Fluss® oder ,,Strom®.
Beispicle dafiir sind der Volumenstrom, der Tem-
peraturfluss oder der Impulsstrom. Der diffusive
Transport wird dabei gepragt vom Gradienten, also
der partiellen Ableitung nach den Feldkoordinaten.
Der diffuse Warmefluss z. B. ist vom Temperatur-
gradienten abhingig. Transportvorgdnge im Stro-
mungsfeld werden allerdings in erster Linie ge-
pragt von der Bewegung der Fliissigkeitsteilchen,
dem konvektiven Transport.

5.1.3.2 Geschwindigkeit und Beschleunigung

Definitionsgemil ist die momentane Geschwin-
digkeit am Ort mit dem Ortsvektor r durch das in
der Zeiteinheit durchlaufene Wegelement fiir den
Grenziibergang ds — 0

_ds

==, 5.1.18
™ ( )

\4

Im Fall des kartesischen Koordinatensystems sind
fiir die x-, y- und z-Richtung die Komponenten v,,
vy und v, vorhanden.

Im allgemeinsten Fall zeigt wegen der Abhéin-
gigkeit der Geschwindigkeit von Ort und Zeit auch
jede der Geschwindigkeitskomponenten diese Ei-
genschaft, z. B. gilt fiir die x-Komponente

v =f(x)z,1).

Wegen dieser funktionalen Abhangigkeit wird auch
die Verdanderung der einzelnen Geschwindigkeits-
komponente durch das totale Differential

_ov,

v, ov,
<=5 dx+

dv ox oy

de+

v,
5 dz

dy+ 2
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v(ryt+ At)

v(ry,t+ At)

v(r,t+At)

P, v(r,t)

Abb. 5.1-11 Beschleunigung eines Fliissigkeitsteilchens
bei instationdrer Bewegung

bestimmt. Dadurch wird beriicksichtigt, dass so-
wohl an einem festen Ort eine Verdnderung der Ge-
schwindigkeit in Abhingigkeit von der Zeit erfolgt
als auch die Bewegung des Teilchens innerhalb des
Geschwindigkeitsfeldes zu Geschwindigkeitsdn-
derungen fiihren kann (Abb. 5.1-11). Die Beschleu-
nigung in x-Richtung wird deshalb durch

IV, v,

dv ov
X — X VX ox V}, ay

dt ot

oV,
dz

+v, (5.1.19)

beschrieben. Hierbei werden mit

vy

X

ot

die lokale Beschleunigung, d. h. die Verdnderung von
v, mit der Zeit an einem bestimmten Ort, und mit
v, ov, oV,
v v Y
*ox ' Yoy  foz

>

die konvektiven Beschleunigungen, hervorgerufen
durch die Ungleichformigkeit in der Geschwindig-
keitsverteilung, bezeichnet.

Unter Berticksichtigung von GI. (5.1.19) kann
die Beschleunigung in der verkiirzten Vektor-
schreibweise durch

d_v = a—v+(v -grad)v

- ar (5.1.20)

wiedergegeben werden. Im allgemeinsten Fall ei-
ner Stromung ist demnach wegen

v =v(s, )

die Geschwindigkeit orts- und zeitabhéngig. Man
spricht hier von einer instationdren Stromung.
Entfallt die zeitliche Abhéngigkeit, ist also

v=v(s),

so ist die Stromung stationdr.

Entfidllt bei einer stationdren Stromung iiberdies
die konvektive Beschleunigung eines Teilchens ldngs
seines Weges s wegen 0v/0s = 0, so ist die Stro-
mung stationdr gleichformig. Dieser Sonderfall,
der in der Natur streng genommen nie auftritt,
spielt bei der Formulierung der Grundgleichungen
eine wichtige Rolle. Eine Stromung ist daher

gleichformig fiir ov/0s = 0,
ungleichférmig fiir ov/0s # 0.

Fiir die Bewegung auf gekriimmten Bahnen spielt die
durch Gl. (5.1.21) wiedergegebene Zentripetalbe-
schleunigung eine wichtige Rolle.

a, = —vr.

(5.1.21)

5.1.3.3 Ausgezeichnete Linien eines
Stromungsfeldes

Eine Stromung ist dann ausreichend beschrieben,
wenn an jedem Punkt des Stromungsfeldes Druck
und Geschwindigkeit bekannt sind. Im skalaren
Druckfeld bilden Linien gleichen Druckes die
Niveaulinien. Die Feldlinien eines Vektorfeldes
sind im Fall des Geschwindigkeitsfeldes die Strom-
linien (Abb. 5.1-12). In jedem Punkt einer Strom-
linie gibt die Tangente die Richtung der ortlichen
Geschwindigkeit an. Nachdem nach dieser Defini-
tion s und v gleichgerichtet sind, ist

vxds=0 (5.1.22)

ds

Abb. 5.1-12 Stromlinie
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