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2 Matrizen

Wir beschiftigen uns in diesem Kapitel mit Matrizen. Sie eignen sich insbe-
sondere zur Darstellung von Gleichungssystemen und linearen Abbildungen.
Wir fiithren eine Addition und eine Multiplikation fiir Matrizen ein, und wir
werden sehen, dass die so entstehende Rechenstruktur einen Ring mit Eins-
element bildet. Fiir die Losung von linearen Gleichungssystemen ist der
Rang der Koeffizientenmatrix von Bedeutung. Deshalb betrachten wir den
Rang einer Matrix sowie Matrizenumformungen, die den Rang invariant las-
sen. Die Umformungen, die die Zeilen einer Matrix betreffen, sind ebenfalls
bei Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme von Bedeutung.

Nach dem Durcharbeiten dieses Kapitels sollten Sie

e alle Grundbegriffe iiber Matrizen kennen und an Beispielen erldautern
konnen,

e erkldren konnen, dass Matrizen mit Matrizenaddition und Matrizenmul-
tiplikation einen Ring mit Einselement bilden,

e wissen, was der Rang einer Matrix ist, diesen bestimmen kénnen und
die elementaren Matrizenumformungen kennen, die den Rang invariant
lassen.

2.1 Definitionen und elementare Eigenschaften

In diesem Abschnitt betrachten wir — insbesondere im Hinblick auf die Be-
trachtungen in den folgenden Abschnitten — Begriffe zu Matrizen und deren
elementare Eigenschaften.

Definition 2.1 Es sei m,n € N und K ein Kérper. Eine (m x n)-Matric
A {iber K ist gegeben durch

ayp ai2 ... Qip

Q21 Q22 ... QA2n
A= (ai,j)l,zém = . . .

m1 Am2 -+ Amn

wobei a;; € K, 1 <i<m,1<j<n,ist.? Wihrend wir mit A = (a;;)
die gesamte Matrix darstellen, bedeutet (A );; = a;; das Element von A in
der i-ten Zeile und j-ten Spalte.

2 Falls keine Missverstdndnisse moglich sind, schreiben wir anstelle von a;,; auch a;;
sowie anstelle von A = (a; ;) 1<iem auch A = (a;,5) oder A = (a;;).
1<j<n
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Definitionen und elementare Eigenschaften

Zeilenvektor

Spaltenvektor

Gleichheit
von Matrizen

Nullmatrix

Transponierte
einer Matrix

Quadratische
Matrix

Obere, untere
Dreiecksmatrix

Diagonal-
elemente
Diagonalmatrix

Einheitsmatrix

Symmetrische
Matrix

Fir 1 <47 < m heifit
A = (i1, @ig, ..., Qin)

die i-te Zeile oder i-ter Zeilenvektor sowie fiir 1 < j < n heifit

a,; = (a1, agj, - . ., Qy)

die j-te Spalte oder j-ter Spaltenvektor von A.

Mit ME  bezeichnen wir die Menge aller (m x n)-Matrizen iiber K.

Zwei Matrizen A, B € M~ sind gleich, falls a;; = b, 1 <i<m, 1< j <
n, gilt.

Gilt fiir eine Matrix A, dass a;; =0, 1 <7 <m, 1 < j <n, dann heifit A
Nullmatriz (Schreibweise: A = Op,, oder A = 0).

Sei A € MY dann heiit die Matrix A” € MK definiert durch

mn? nm
T T
(A )Z‘]‘:aij:a'ji:(A>]'i7
die Transponierte von A. Transponieren bedeutet also quasi das Vertau-
schen von Zeilen und Spalten.

Die Matrizen A € M~ (anstelle von M~
quadratisch.

1<i<m,1<7<n

schreiben wir auch M) heifien

Eine quadratische Matrix A € MX mit a;; = 0 fiir i > j heiBt obere
Dreiecksmatriz. Entsprechend heifit eine quadratische Matrix A € MX mit
a;; = 0 fiir ¢ < j untere Dreiecksmatriz.

Die Elemente a;; einer Matrix heiflen Diagonalelemente. Eine Matrix heifit
Diagonalmatriz, falls a;; = 0 fiir alle ¢ # j ist, d.h. alle Elemente, die keine
Diagonalelemente sind, sind gleich Null.

Eine Diagonalmatrix A € MX mit a;; = 1, 1 < i < m, heiit Einheitsmatriz
(Schreibweise: A = E,,, oder A = E).

Gilt fiir eine quadratische Matrix A, dass a;; = a;j;, 1 < 14,5 < m, ist dann

heiit A symmetrisch. o
Folgerung 2.1 a) Fiir alle Matrizen A € M%.  gilt: (AT )T = A.
b) A € M~ ist genau dann symmetrisch, falls A = A7 ist. O

Man kann (m x n)-Matrizen iiber einem Kérper I auch als Vektoren des
Vektorraums K™ betrachten, indem man etwa alle Spalten oder alle Zei-
len hintereinander auflistet. Die folgende Definition und die anschlielende
Folgerung 2.2 a) sind uns — so gesehen — bereits aus dem vorigen Kapitel
bekannt.

Definition 2.2 Es seien A,B € M~ sowie a € K. Dann ist
a) C = A + B definiert durch ¢;; = a;; + b;; die Summe von A und B;

b) a - A definiert durch (a - A ), = a - a;; das skalare Produkt von a und
A. O
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Folgerung 2.2 a) M~  bildet einen Vektorraum iiber K.
b) Es seien A,B € MY und a € K. Fiir die Matrixtransposition gelten

mn

folgende Rechenregeln:
(A+B)" = AT+ B” sowie (a-A) =a-AT O

Umgekehrt kann man einen Vektor x € K! — als Zeile betrachtet — auch
als (1 x [)-Matrix ansehen. x” stellt dann diesen Vektor als (I x 1)-Matrix,
bestehend aus einer Spalte, dar. Diese Notation haben wir schon im Kapitel
1.6 beim Skalarprodukt von Vektoren benutzt. Wir verallgemeinern nun
diese Definition auf Matrizen, indem wir ein Matrizenprodukt durch skalare
Multiplikation der Zeilenvektoren der einen mit den Spaltenvektoren der
anderen Matrix festlegen.

Definition 2.3 Es sei A € ML, sowie B € M} . Dann ist das Produkt
C=A Be M} definiert durch

l
CZ(Cij)lgzgm mit cijzz:aik-bkj, 1§i§m7 ISJSTZ
s k=1 O

Unter Beachtung der Bemerkungen vor der Definition kénnen wir die Mul-
tiplikation auch wie folgt festlegen (siehe Definition 1.13):

Cj=ap by, 1<i<m,1<j<n
Folgerung 2.3 Sei A € M~%  dann gilt E,,- A = A und A-E, = A,
womit die Bezeichnung FEinheitsmatriz fiir die Matrizen Ey, k > 1, gerecht-
fertigt ist. O

Nach den bisherigen Darstellungen ist die Aussage des folgenden Satzes
nicht iiberraschend und lésst sich leicht verifzieren.

Satz 2.1 M bildet mit den Operationen Matrizenaddition und Matri-
zenmultiplikation einen (im Allgemeinen nicht kommutativen) Ring mit
Einselement. a

Mit der Frage, ob es eine Menge von quadratischen Matrizen gibt, die sogar
einen Korper bilden, d.h. insbesondere mit der Frage, ob es beziiglich der
Multiplikation invertierbare Matrizen gibt, und wenn ja, wie diese beschaf-
fen sind, beschéftigen wir uns in Kapitel 4.2.

Fiir Multiplikation und Transposition gilt die folgende Rechenregel (Fort-
setzung von Folgerungen 2.1 und 2.2 b):

(A-B)' =B". A" (2.1)

Dies konnen wir mithilfe obiger Definitionen und Eigenschaften wie folgt
nachrechnen:

Produkt
von Matrizen



Definitionen und elementare Eigenschaften

((aB)) =(a-B,
:a]*bw
:(ajl,,..,aji,...,ajk)-(bli,...7bii,...,bki)

= ajlbli + ...+ ajib“' + ...+ ajkbki
= bliajl 4+ ...+ b“aﬂ + ...+ bkiajk
:bﬁa{j+...+b§a5+. ‘+b5€a,{j

=0+ b+ b)) (el + . +al o+ a)

:biT*.afj
_ T T
_(B A )ij

Durch geeignete Partitionierung lasst sich die Matrizenmultiplikation in spe-
ziellen Fillen vereinfachen. Sei A eine (m x [)-Matrix und B eine (I x n)-
Matrix. Wir teilen diese in jeweils zwei Matrizen A; und As bzw. B; und
B wie folgt auf:

B,
A = (Al | Az) bzw. B =
B,

Dabei habe A; p Spalten und By p Zeilen, 1 < p < [. Dann gilt:

A-B=A; B +A; B,
Das entspricht quasi der skalaren Multiplikation zweier Vektoren.

Beispiel 2.1 Durch die Wahl der folgenden Beispielmatrizen wird klar,
wann diese Art der Aufteilung bei der Multiplikation Vorteile (Effizienzge-
winne) bringen kann.

2 3
G () GG D e

O

Diese blockweise Multiplikation kann sogar noch verallgemeinert werden,
indem man die Matrizen A und B in weitere kompatible Blocke einteilt:

A | Ay B: | B2
A= bzw. B =
Az | Ay Bs | By
(AI-B1+A2~B3A1~B2+A2~B4>
A -B=
As Bi+ A4 B | Ag-By+ Ay By

Dann gilt:

Das entspricht quasi der Multiplikation zweier (2 x 2)-Matrizen, wenn man
die Blocke als Matrixelemente ansieht.
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Beispiel 2.2
2 3|1 1

(105) 1100 0 _(2861)_(2861>
- Y 4870
0 1]7 0 1[1 0 4 8]7 0

O

2.2 Elementare Matrizenoperationen

Fiir die Bestimmung des Rangs einer Matrix, den wir im néchsten Abschnitt
betrachten, sowie fiir das Gausssche Eliminationsverfahren zur Losung li-
nearer Gleichungssysteme, welches wir im n#chsten Kapitel kennen lernen,
benétigen wir Operationen, um Matrizen in eine bestimmte Form zu trans-
formieren. Diese Transformationen kénnen durch Multiplikation mit geeig-
neten Matrizen durchgefiihrt werden. In diesem Abschnitt fithren wir diese
Matrizen ein und betrachten die Eigenschaften, die fiir die genannten An-
wendungen von Bedeutung sind.

Definition 2.4 Matrizen E;; € MY, definiert durch

. 1, r=is=j
Eij = (e'l‘s)1<r s<m mit Ers = {
== 0, sonst
heilen Matrizeneinheiten. Diese Matrizen haben also die Gestalt Matrizeneinheit
0O ... 0 ... 0
i 0 1 0
0 0 0
J
(dabei stehen die Punkte fiir Nullen), d.h. das Element e;; ist geich 1, alle
anderen Elemente sind 0. O
Satz 2.2 Es sei E;; € M5 und A € M% | dann gilt
a)
0 0 0
Ej-A = aj1 aj; Ajn {
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Die Linksmultiplikation einer Matrix mit der Matrizeneinheit E;; erzeugt
also eine Matrix, deren i-te Zeile gleich der j-ten Zeile von A ist, und alle
anderen Matrizenelemente sind gleich Null. Wir bezeichnen diese Matrix

mit AZ_; (r steht fiir row, Zeile), d.h.
Al =E; A
b)
0 ay; 0
A Eij = 0 Q4 0
J

Die Rechtsmultiplikation einer Matrix mit der Matrizeneinheit E;; erzeugt
eine Matrix, deren j-te Spalte gleich der i-ten Spalte von A ist, und alle
anderen Matrizenelemente sind gleich Null. Wir bezeichnen diese Matrix

mit A§; (c steht fiir column, Spalte), d.h.
Al ;i =A-Ey;

Folgerung 2.4 a) Fiir i # j gilt EZ; = 0, und es gilt Ef; = Eg.
b) Egx - A ist die Matrix, die als k-te Zeile die k-te Zeile von A enthélt, alle
anderen Elemente sind gleich Null. Wir nennen diese Matrix A}, d.h. es ist

k=Akk =Ew - A

Analog ist A - Eg die Matrix, die als k-te Spalte die k-te Spalte von A
enthélt, alle anderen Elemente sind gleich Null. Wir nennen diese Matrix
Af, d.h. esist

r=Air=A En

c) Fiir a € K ist a- A}, die Matrix, die als k-te Zeile die mit o multiplizierte
k-te Zeile von A enthélt, alle anderen Elemente sind gleich Null. Analog ist
a - Af die Matrix, die als k-te Spalte die mit o multiplizierte k-te Spalte
von A enthélt, alle anderen Elemente sind gleich Null. |

Wir fithren nun mithilfe von Matrizeneinheiten formal die Operationen
a) Zeilentausch,

b) Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar und

c) Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen

sowie die entsprechenden Spaltenoperationen ein.
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Satz 2.3 Es seien Ey, Ejj, Eg, Eij, Ej € Mg Matrizeneinheiten, und es
sei A e MK .

a) Das Vertauschen der Zeilen ¢ und j von A wird erreicht durch:

A— Al — AT+ A

j—i

+AT = A—EzA —EjA+E;A+E;A

i—7

= (E—Ey—E; +Ej)A

Wir setzen

C(Z,]) = EiEiiijj‘FEij‘i’Eji =

d.h. es ist C(7,7) = (Crs) 1<, gpp Mit

1, r=s1<rs<i—1i+1<rs<j—1Lj5j+1<rs<m
0, r=s=i,r=s=
Gs=18 1, r£sr=is=j
1, r#s,r=js=1
0, sonst

Das Vertauschen der i-ten mit der j-ten Zeile der Matrix A wird also durch
die (Links-) Multiplikation C(i, ) - A erreicht.

Entsprechend wird das Vertauschen der i-ten mit der j-ten Spalte der Ma-
trix A durch die (Rechts-) Multiplikation A - C(i, j) erreicht.

b) Die Multiplikation der k-ten Zeile von A mit einem Skalar @ € K wird
erreicht durch:

A*AZ#’OZ'AT:AfEkk~A+a‘Ekk~A
:A+(a—1)~Ekk~A
:<E+(Oz—1)-Ekk)~A

Vertauschen
von Zeilen

Vertauschen
von Spalten

Multiplikation
einer Zeile mit
einem Skalar
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Elementare Matrixoperationen

Multiplikation
einer Spalte
mit einem
Skalar
Zeilenaddition

Wir setzen

Mk, a)=E+ (a—1) Egg =

d.h. es ist M(k, ) = (mjj),, ;,, mit

1, i=41<ij<k—-1,k+1<ij<m

mi; = a, Z:j:k

)

0, sonst

Die Multiplikation der k-ten Zeile der Matrix A mit einem Skalar a € K

wird also durch die (Links-) Multiplikation M(k, «) - A erreicht.

Entsprechend wird die Multiplikation der k-ten Spalte der Matrix A mit
einem Skalar o € IC durch die (Rechts-) Multiplikation A - M(k, o) erreicht.

¢) Fiir ¢ # j wird die Addition des a-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile

erreicht durch

A + C(A;_n =A + OinjA = (E + (IE,,;J‘)A
Wir setzen
1
S(i,j, a) = E + O[Eij =
«
1
bzw.
1
«
S(i,j, O() =E+ O{Eij =
1
d.h. es ist
1, r=s
S(i,j, ) = (Sr8)1gr,sgm mit s, =< a, r=1i,5s=j
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Die Addition des a-fachen der j-ten zur i-ten Zeile wird also durch die
(Links-) Multiplikation S(i, j,«) - A erreicht.

Entsprechend wird die Addition des a-fachen der j-ten zur i-ten Spalte  Spaltenaddition
durch die (Rechts-) Multiplikation A - S(j,1, ) erreicht. a

Aus den obigen Eigenschaften folgt unmittelbar
Folgerung 2.5 Es gilt (C(i,))" = C(i,5), (M(k,a))" = M(k, o) sowie
(S(i>j7a))T :S(.j>i7a)' U
Definition 2.5 Wir nennen fiir 1 <4, 7,k < m und « € K die Matrizen Elementar-
matrizen
C(i,5), M(k, ), S(i, j,a) € M,

Elementarmatrizen sowie fiir A € MX die Linksmultiplikation L - A bzw.
die Rechtsmultiplikation A - R mit L, R € {E, C(4, ), M(k,a),S(i,j,)}  Elementar-
eine Elementaroperation auf A. 00  operationen

Satz 2.4 Die Elementarmatrizen C(i,5), M(k,a),S(i,j,a) € MX sind
invertierbar, und es gilt fir A € MX

a) C'(i,j) = C(4,7) und damit C(i, ) - C(i,7) - A = A,
b) M~1(k,a) = M(k,a™!) und damit M(k,a) - M(k,a"!)- A = A,
¢) S7'(4,7,a) = S(i,j, —a) und damit S(i, j, ) - S(i,j, —a) - A = A fiir
i
Beweis a) Es ist
C(i,j) - C(i,j) = (E — Eq — Ej; + Eyj + Eji) - (E — Eii — Ej5 + Eyj + Eji)
=E
(,, ... “ bedeutet ,langwierige Rechnerei“ — aber es kommt letztendlich E
heraus.)
b) Es ist mit Folgerung 2.4 a)
M(k, ) - M(k,a™t)
= (E + (a - 1)Ekk) . (E + (0471 - 1)Ekk)
=E+ (Ofl — l)Ekk + (Oé — 1)Ekk + (a — 1)(0[71 — l)Ezk
=E+ Oé_lEkk — Egr, + aEgr — Egg + 2Ege — aEg, — a_lEkk
=E
c) Es ist mit Folgerung 2.4 a)
S(Z,j, a) . S(Z,]7 —O[) = (E + aEij>(E — oinj)
=E — CKEij + O[Eij — OéQE?j
=E

Womit insgesamt alle Behauptungen gezeigt sind. |
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Aus dem Satz folgt unmittelbar
Folgerung 2.6 a) Es sei L eine Elementaroperation, dann ist auch L~!
eine Elementaroperation.
b) Ist L = Lg - ... Ly ein Produkt (man sagt auch eine Folge) von Elemen-
taroperationen, dann ist L™! = (Ly - ... -Ll)_1 = Ll_1 Ca L,;l ebenfalls
ein Produkt (eine Folge) von Elementaroperationen.? a
é Ubungsaufgaben
2.1 Fiihren Sie auf die Matrix
1 23
A=145 6| ecME
789
Folgen von Elementaroperationen nach eigener Wahl aus! |
2.3 Rang einer Matrix
Betrachtet man die Zeilen oder Spalten einer Matrix A € MX  jeweils als
Mengen von Vektoren, so kénnen diese linear unabhéngig oder linear abhén-
gig sein. Wir nennen die maximale Anzahl der linear unabhéingigen Zeilen
Zeilenrang von A den Zeilenrang und entsprechend die Anzahl der unabhéngigen Spal-
Spaltenrang ten den Spaltenrang von A. Den Zeilenrang bezeichnen wir mit rrang(A)
bzw. den Spaltenrang mit crang(A).
Zeilen- Definition 2.6 a) Sei A € MX  cine Matrix und L = Ly - ... - L eine
reduktion Folge von Elementaroperationen, dann heifit
B=L-A=Lg-...-L; - A
Zeilenreduktion von A.
Spalten- b) Sei A € MK = eine Matrix und R = R; - ... - Ry eine Folge von Elemen-
reduktion

taroperationen, dann heifit
B=A-R=A-R;-...-Ry

Spaltenreduktion von A.

3 In multiplikativen Strukturen gilt fiir invertierbare Elemente: (a -b)~! = b71 . a1

(siche (A.6) im Anhang).
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c) Zwei Matrizen A, B € M~ heifien dquivalent, falls es eine Zeilenreduk-
tion L und eine Spaltenreduktion R gibt, so dass

B=L-A-R

gilt. Schreibweise: A = B. a

Der folgende Satz besagt, dass die Anwendung von Zeilen- und Spaltenre-
duktionen auf eine Matrix weder deren Zeilen- noch deren Spaltenrang
andert. Bei den Tauschoperationen und der Multiplikation von Spalten oder
Zeilen mit Skalaren ist das offensichtlich, und da bei den anderen Operatio-
nen Zeilen- bzw. Spaltenvektoren linear miteinander verkniipft werden, kann
man iiberlegen, dass die lineare Unabhéangigkeit oder die lineare Abhéingig-
keit der Zeilen- bzw. der Spaltenvektoren insgesamt dadurch nicht veréindert
werden.

Satz 2.5 Sind A,B € M%X  Matrizen mit A = B, dann ist

rrang(A) = rrang(B) und crang(A) = crang(B) 0
Durch gezielte Anwendung von Zeilen- und Spaltenreduktionen kann jede
Matrix auf eine bestimmte Form, die so genannte Stufenform, transformiert
werden.

Satz 2.6 Zu jeder Matrix A € MX mit A # 0 existiert eine eindeutige
Zahl r > 1, so dass A &quivalent zur Matrix

T E, O'r,n—r
P = ( ) (22)

m—r,r Om—r,n—r
ist.

Beweis Da A # 0 ist, ist mindestens ein Element a;; von A ungleich 0.
Falls aj; = 0 ist, erreichen wir durch C(1,4) - A - C(1,j), dass das Element
in der ersten Zeile und ersten Spalte ungleich 0 ist.

Aus diesem Grund gehen wir davon aus, dass das Element ay; der gege-
benen Matrix A ungleich 0 ist. Durch Anwenden der Elementaroperation
M(a;7', 1) machen wir dieses Element zu 1. Wir nennen die bis dato trans-
formierte Matrix weiterhin A und machen nun alle Elemente in der ersten
Spalte unter der 1 und alle Elemente in der ersten Zeile rechts neben der 1
zu 0, indem wir fiir jedes ai; # 0, 2 < j < n, die Folge S (j,1, —ay;) von
rechts sowie fiir jedes a;, 2 < @ < m, die Folge S (4,1, —a;;) von links auf
A anwenden. Die Matrix A hat nun folgende Gestalt:

(2.3)

Aquivalenz
von Matrizen
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Rang einer Matrix

Stufenform

Rang
einer Matrix

Solange die durch « gekennzeichnete Matrix noch mindestens ein von 0 ver-
schiedenes Element enthélt, verfahren wir mit dieser Matrix genau wie mit
der Ausgangsmatrix A. Es ist offensichtlich, dass letztendlich mit diesem

Verfahren die Matrix E7, . erreicht wird. O
Definition 2.7 Die Form (2.2) Ef,  einer Matrix A € M}, = heiBt Stu-
fenform von A. O

Aus den Sitzen 2.5 und 2.6 folgt unmittelbar, dass der Zeilenrang und der
Spaltenrang jeder Matrix identisch ist.

Folgerung 2.7 Es sei E, . die Stufenform der Matrix A € M~ = dann

mn’

ist r = rrang(A) und r = cr’ang(A) und damit rrang(A) = crang(A). O

Wir brauchen also nicht mehr zwischen dem Zeilenrang und dem Spalten-
rang einer Matrix zu unterscheiden.

Definition 2.8 Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilenvektoren
(Spaltenvektoren) einer Matrix A € M- = heifit der Rang von A, dieser

wird mit rang(A) bezeichnet. O
Folgerung 2.8 Es sei Ej, ,, die Stufenform der Matrix A € MK dann
ist 7 = rang(A). O

é Ubungsaufgaben

2.2 Transformieren Sie die Matrix

123 4 5
246 s 10 N

A=16 78 9 10| EMis
36 9 12 20

in Stufenform und geben Sie den Rang von A an! m|
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2.4 Zusammenfassung

m X n-Matrizen iiber einem Korper I bestehen aus m Zeilenvektoren
und n Spaltenvektoren iiber /.

Mit der elementweisen Addition zweier Matrizen und mit einer
elementweisen skalaren Multiplikation bilden die Matrizen einen
Vektorraum.

Matrizen bilden mit der Matrizenaddition und der Matrizenmul-
tiplikation einen Ring mit Einselement; das Einselement ist die
Einheitsmatrix.

Die Anzahl der linear unabhingigen Zeilenvektoren einer Matrix
ist immer gleich der Anzahl der linear unabhéngigen Spaltenvektoren.
Diese Anzahl ist der Rang der Matrix. Zeilen- oder Spaltenvertauschun-
gen, Multiplikation einer Zeile oder einer Spalte mit einem Skalar sowie
Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen oder Addition
des Vielfachen einer Spalte zu einer anderen &dndert den Rang einer
Matrix nicht. Mit den genannten Matrizenumformungen lasst sich jede
m x n-Matrix A in eine Matrix Ej, , umwandeln, die (,links oben®)
die r x r-Einheitsmatrix E, enthélt, und alle anderen Matrixelemente
sind gleich 0. E7, ,, ist die Stufenform zu A. r ist gleich dem Rang von A.

Die genannten Matrizenumformungen koénnen durch Links- und
Rechtsmultiplikation mit geeigneten Elementarmatrizen realisiert
werden. Elementarmatrizen ergeben sich durch geeignete Verkniipfung
von Einheitsmatrix und Matrizeneinheiten.
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