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¢1. Topologie metrischer Riume

Aufgabe 1 A. Durch § wird eine Metrik auf R definiert, denn:

(1) Die arctan-Funktion hat genau eine Nullstelle bei x = 0 (die arctan-
Funktion ist streng monoton wachsend und hat eine Nullstelle bei x = 0).
Dabher gilt fiir alle (x,y) € R?:

d(x,y)=0<=arctan|x y|=0<=|x y/ =0<=x=y.
(2) (Symmetrie). Es gilt fiir alle (x,y) € R?:
d(x,y) = arctan|x y| = arctan|y x| = 8(y,x).
(3) (Dreiecksungleichung). Zunachst zeigen wir, dass
arctan(x+y) < arctanx + arctany fur alle x,y e Ry .

Man schlieft mit Hilfe der Substitution z :=¢ x folgendermaf3en:
x+y

arctan(x+y) = ) dt

0
X 1 x+y |
dt / dt
./1+z2 +. 1+1¢2
0 x
y

/ 1
= arctanx+/ ,dz
J 1+ (z+x)

y
1
< arctanx+/ ,dz
J 1+z

= arctanx+ arctany.
Damit ist

8(x,7)

arctan|(x y)+(y 2)|
arctan(lx  y|+ly z|) (Monotonie)

IA A

arctan|x y|+arctan|y z]
3(x,y) +8(y.2)-

fur alle x, y, z € R bewiesen.
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Nun zum Beweis, dass die offenen Mengen bzgl. der Metrik & dieselben sind,
wie bzgl. der tiblichen Metrik d(x,y) = |x y| und umgekehrt.

Mit E,() bezeichnen wir im folgenden eine offene Kugel bzgl. der Metrik &
und mit B,(-) eine offene Kugel bzgl. der Metrik d.

Es sei U eine offene Menge bzgl. der Metrik 6 und x € U. Dann gibt es ein
€1 € |0, /2] mit Be, (x) C U. Mit € :=tang; > 0 erhalten wir dann

Be,(x) = {E€R: |x E| <tang;}
= {{eR:arctan|x &|<¢g}
= E{{] (.X) C U',

womit bewiesen ist, dass U auch bzgl. der Metrik d offen ist.

Es sei nun umgekehrt U eine offene Menge bzgl. der Metrik d und x € U.
Dann gibt es ein €; > 0 mit B, (x) C U. Wir setzen dann €, := arctang; > 0
und erhalten

Be,(x) = {E€ R : arctan|x | < arctang;}

={§eR:|x §<e}

Be,(x) C U.

Folglich ist U auch offen bzgl. der Metrik d.

Aufgabe 1 D. Wir beweisen nur a) und iiberlassen b) als Ubung fiir den Leser.
,C“: Es sei (x,y) € (A X B)O. Dann gibt es ein € > 0 mit Be((x,y)) C A X B.
Setzen wir €1 :=£/v/2, so gilt

B, (x) X B, (y) C Be((x,)) CAXB,
d.h.es st (x,y) € AxB.
2O Ist (x,y) € A x 1.?3, S0 existieren ein €; > 0 und ein €, > 0 mit
Be, (x) CA und Bg,(y) CB.
Mit € := min(g, €;) erhalten wir

Be((x,7)) C Bey (x) X Be,(y) CAX B,

[e]

d.h. esist (x,y) € (AxB) .
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Aufgabe 1 E. Es gilt nach Aufgabe 1 D

o

d(AxB)=AXB~(AXB)
= (AxB)~ (AxB)
= ((A~A)xB)U (A x (B~ B))
= (dA x B) U(A x dB),
wobei wir im vorletzten Schritt von der folgenden, einfach zu beweisenden

Gleichung aus der Mengenlehre Gebrauch gemacht haben (vgl. auch Bild 1):
Sind X und Y Mengen und A, C C X bzw. B, D C Y, so gilt

(Ax B)~ (Cx D)= ((A~C) x B)U (A x (B~ D)).

o]

T

Bild 1

Aufgabe 1 F. Wir benutzen die de Morganschen Regeln aus der Mengenleh-
re: Sei ¥; C X, i € I, eine beliebige (endliche oder unendliche) Familie von
Teilmengen einer Menge X, so gilt

O NE~v)=x~J1,

icl icl

i) YJ&E~x)=x~(%.

icl icl
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Sei nun X ein topologischer Raum und es seien Ay, ...,A, endlich viele abge-
schlossene Teilmengen von X. Nach Definition sind dann die Komplemente

XNAL...,XNA,
offene Mengen. Da ein Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen wie-
n
der offen ist (An. 2, §1, Bemerkung zu Satz 3), ist auch () (X \ A;) eine offene
i—1

Menge. Nach den de Morganschen Regeln gilt
n n
m (X \Ai) =X\ UA,’.
i=1 i=1

n n
Da X ~\ U A; offen ist, folgt dass |J A; eine abgeschlossene Menge ist.

i=1 i=1
Analog folgt aus der Tatsache, dass die Vereinigung beliebig vieler offener
Mengen wieder offen ist und den de Morganschen Regeln, dass der Durch-
schnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen abgeschlossen ist.

Aufgabe 1 G.
a) Aus An. 2, §1, Satz 5 a) folgt
YNoY =0 =— Y~JdY=Y = Y istoffen.

Sei umgekehrt Y offen und wir nehmen an, dass es ein x € Y mit x € oY
gibt. Dann gilt fiir jede Umgebung U von x, dass U \. Y # 0 und somit
U ¢ Y. Dies steht jedoch nach An. 2, §1, Satz 4, im Widerspruch dazu,
dass Y eine offene Menge ist! Also ¥ N9dY = 0 und damit

Y offen <= YNoY =0.

b) Mit An. 2, §1, Satz 5 b) ergibt sich
¥ CY = YUJIdY=Y = VY istabgeschlossen.
Aus a) folgt

Y abgeschlossen = X \ Y offen
= (X\Y)NI(X\Y)=0
= (X\Y)NadY =0
= JY CY.
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und damit
Y abgeschlossen <= dY CY.

Aufgabe 1 H. Es geniigt zu zeigen, dass jede Teilmenge von X offen ist. Dies
folgt aber unmittelbar daraus, dass fiir alle x € X gilt

By (x) = {x}.

Aufgabe 1 J.

1) Seien U}, U, C Z offen, also A; := Z . U; endlich. Fir U := U N U, gilt dann
Z~ U = A UA5. Da dies endlich ist, ist U nach Definition offen.

2) Sei I eine nicht-leere Indexmenge und seien U; C Z, i € I, offene Mengen,
also A; := Z ~\ U; endlich. Fiir die Vereinigung V := J;; U; giltdann Z \V =
NicsAi. Dies ist endlich, also V nach Definition offen.

Da auch Z und 0 nach Definition offen sind, sind alle Axiome der Topologie
erfiillt.

3) Wir zeigen jetzt, dass der dadurch definierte topologische Raum nicht Haus-
dorffsch ist. Seien x1 # x, Elemente von Z und U, beliebige Umgebungen von
xi, i = 1,2. Da jede Umgebung eine offene Umgebung umfasst, sind die Kom-
plemente Z . U; endlich (also die U; selbst offen). Daraus folgt Uy N U, # 0.
Daher ist das Hausdorffsche Trennungsaxiom nicht erfiillt.

§2. Grenzwerte. Stetigkeit

Aufgabe 2 A. Nach An. 1, §3, Aufgabe 3.5, gilt fiir alle x € X

000 = (/) +8() +17() 8.

W) = () 4800 1) 8o,

Daher folgt die Stetigkeit von ¢ und y unmittelbar aus der Stetigkeit der Be-
tragsfunktion und den Satzen 5 und 7 aus An. 2, §2.

Aufgabe 2 C. Nach An. 2, Beispiel (2.3) ist die Abbildung

&

¢:] LI[ =R Cm o) = &
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ein Homoomorphismus. Daraus folgt nach An. 2, §1, Satz 6, dass auch die
Abbildung

O:W=] L1[" =R (x1,...,x) = (0(x1),...,0(xn)),

ein Homoomorphismus ist. Andrerseits ist nach An. 2, Beispiel (2.3) die Ab-

bildung
X

X = s
1+ |l

ein Homoomorphismus. Also liefert die Komposition

fZRn —)BI(O),

fo®:W — By(0)
einen Homoomorphismus des Wiirfels auf die Einheitskugel.

Aufgabe 2 D. Sei (f;)sen eine Cauchyfolge in Cla,b] bzgl. der Supremums-
Norm || ||. Fiir jeden Punkt x € [a,b] und alle k,m € N gilt

i) S < fie Sl

Daher ist (f;;(x))sen eine Cauchyfolge in R, die wegen der Vollsténdigkeit von
R gegen eine reelle Zahl f(x) € R konvergiert. Dies definiert eine Funktion

f:la,b] = R
Es bleibt zu zeigen:
(i) f iststetig, d.h. gehdrt zu Cla, b].
(i) Tim |y £ =0.

Wir beginnen mit dem Beweis von (ii). Da (f,,) eine Cauchyfolge ist, gibt es
zu vorgegebenem € > 0 ein N € N, so dass

lfn  ful <& furalle n,m > N.
Daraus folgt fiir jedes x € [a, b]
|fu(x)  fu(x)| <e firallen,m> N,
also durch Grenziibergang m — oo

Ifu(x) f(x)]<e firallen>N.
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Da dies fiir alle x € [a, b] gilt, heit das
lfn fll<e firallen>N,

d.h. die Folge (f,) konvergiert gleichmaBig gegen f.

Daraus folgt auch Behauptung (i), denn ein gleichméaBiger Limes stetiger Funk-
tionen ist wieder stetig.

Damit ist insgesamt bewiesen, dass jede Cauchyfolge (f,,) in Cla,b] konver-
giert, also Cla, b] vollstandig ist.

Aufgabe 2 E.

a) Bezeichnet || || die Supremums-Norm fiir Funktionen auf [a,b], so gilt fiir
alle f € C'[a, b] nach Definition der || || -1-Norm

A< fler und (I < [Ifller-

Daraus folgt: Ist (f,).en eine Cauchyfolge in C'[a,b], so sind (f,)sen und
(f)nen Cauchyfolgen in Cla,b] bzgl. der Supremums-Norm. Da Cla,b]
vollstindig ist (Aufgabe 2 C), konvergiert die Folge (f,) gleichmaBig gegen
eine Funktion f € Cla, D] und die Folge (f,) gleichmiBig gegen eine Funktion
g € Cla,b]. Nach An. 1, §21, Satz 5, ist die Funktion f differenzierbar und es
gilt f' = g, also liegt f in C'[a,b]. Da

I flleo<Wfa £+ L

konvergiert die Folge (f,,) in der || ||o1-Norm gegen f. Dies beweist die
Vollstindigkeit von C'[a, b].

b) Es folgt unmittelbar aus den Ableitungsregeln, dass die Abbildung
D:C'a,b] = Cla.b], frf

linear ist. Da
IDAOI =<l crs
folgt aus An. 2, §2, Satz 11, dass D stetig ist.

Aufgabe 2 F. Die Stetigkeit der Abbildung

S:Clab] » R, frsS(f) = '/Oncos(f(x))dx
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bedeutet, dass S(g) nahe bei S(f) liegt, falls die Funktion g nahe bei f liegt (im
Sinne der Supremums-Norm). Wir wollen daher [S(g) S(f)| als Funktion von
llg  f|| abschétzen. Dazu verwenden wir den Mittelwertsatz der Differential-
rechnung fiir die Funktion Cosinus. Zu u,v € R gibt es ein & zwischen u und v,
so dass

cos(u) cos(v)= sin(g)-(u v).

Daraus folgt fiir alle u,v € R
|cos(u) cos(v)| < |u .
Fiir zwei stetige Funktionen f, g : [0,7] — R gilt deshalb fiir alle x € [0, 7]

[cos(g(x))  cos(f(x) <lglx) fl)<lg [l

Daraus erhélt man die Abschatzung

-
=]
x
=
>
I

‘/On(cos(g(x)) cos(f(x))dx

|cos(g(x))  cos((f(x))]dx

0

< [Tle flax=mlg 1.

IN

N

Aus [S(g) S(f)|<m|lg f| folgtaber mit dem e-8-Kriterium unmittelbar die
Stetigkeit der Abbildung S.

Aufgabe 2 H.

a) (i) Die Axiome einer Norm fiir || ||/~ sind leicht nachzupriifen. Wir zeigen
als Beispiel die Dreiecks-Ungleichung. Seien

a=(an)nen und b= (by)nen
zwei Elemente von /. Dann ist
la+b]| = = sup{|an+ by| : n € N}.
Da |ay + b,| < |an| + |by| fiir alle n € N, folgt
sup{|an +by| : n € N} <sup{|a,|:n € N} +sup{|b,|:n e N},

also |la+ bl = < ||a||¢= + /b=, d.h. die Dreiecks-Ungleichung ist bewiesen.
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(ii) Zum Beweis der Vollstandigkeit von £~ sei (a),cn eine vorgegebene
Cauchyfolge in £,

o = (gl(”)),»e\,7 fiir allen € N.

Fiir jedes feste i € N und alle n.m € N gilt

@ <l ae.
Daraus ergibt sich, dass die Folge (al(")) nen eine Cauchyfolge in C ist, also ge-
gen eine Zahl a} € C konvergiert. Wir betrachten nun die Folge a* := (] )ien.
Die Vollstandigkeit von £* ist bewiesen, wenn wir zeigen konnen, dass die Fol-

ge a* zu > gehort, d.h. beschrankt ist, und dass a* der Grenzwert von (a(’”),,eN
im Sinne der Norm || || ist.

Zur Beschranktheit. Da (a<”))n€N eine Cauchyfolge ist, gibt es zu € = 1 ein
Nj € N, so dass

@™ a|= <1 fiiralle n,m> Nj.

Daraus folgt
@™ = < [|a™)||@= 41 fiir alle n > Nj.

Mit K := max{[|a'?||@=. [|a"]|g=. ..., @™ V||, [|a™)] = + 1} ist deshalb
|||~ <K firalleneN, also |a"|< K fiiralle i,n € N.

Da d} = lim a" folgt |a¥| < K fiiralle i € N, d.h. die Folge a* ist beschrinkt
n—ro0

i
und liegt deshalb in £*.

Zur Konvergenz. Sei € > 0 vorgegeben. Es ist zu zeigen, dass ein N € N exis-
tiert, so dass ||a®  a*||;~ < € fiir alle n > N. Dies sicht man so:

Da (a(”J) nen eine Cauchyfolge ist, gibt es ein N € N, so dass
[a™  a" |~ <g fiiralle n,m > N.
Das bedeutet

\al@ a5m>| <e firallen,m>Nundallei€eN.

Daa; = lim agm), folgt daraus
m-—oo

a" a|<e firallen>Nundallei€N,

1
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dh. ||a"  a*| < efirallen > N, qe.d.

b) Behauptung: Die Teilmenge C C £~ aller konvergenten Folgen a = (a;) € £~
ist abgeschlossen.

Beweis. Nach An. 2, §2, Satz2, ist Folgendes zu zeigen: Seien ad"ecC,neN,
und a* € £~ mitlim, .. [|a™  a*| s~ = 0. Dann liegt auch a* in C, d.h. a* ist ei-
ne konvergente Folge komplexer Zahlen. Da der Korper der komplexen Zahlen
vollstdndig ist, muss nur gezeigt werden, dass a* = (a;);en eine Cauchyfolge
in C ist. Sei dazu € > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung gibt es ein m € N mit
Ha(m) a*llg- < g/3. Da a™ eine konvergente Folge komplexer Zahlen, d.h.
eine Cauchyfolge ist, gibt es ein N € N, so dass

ja™  a\"|<e/3 firallei,j>N.

1
Aus a\"  a;| < /3 fiir alle k € N folgt dann
@i ail<lap a"|+la" a" |+ la" af<e/3+e/3+e/3=¢

fiir alle i, j > N, d.h. a* ist eine Cauchyfolge, q.e.d.

§3. Kompaktheit

Aufgabe 3 B. Es sei X ein Hausdorff-Raum. Es gentigt zu zeigen, dass die
Vereinigung zweier kompakter Teilmengen K, K> C X kompakt ist. Denn dann
folgt durch Induktion, dass jede endliche Vereinigung von kompakten Teilmen-
gen von X wieder kompakt ist.

Sei K := K| UK, und (U;) e eine beliebige offene Uberdeckung von K. Da
KyckclJu  firv=1,2,
il
ist (U;)ies eine offene Uberdeckung von Ky, es gibt also wegen der Kompakt-
heit von Ky, endliche Teilmengen 71,/ C I mit
Kcl|JU uwd Kcl|]U.
icly ich

Daraus folgt
kc U U
ielUl
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Wir haben somit eine endliche Teiliiberdeckung (U;)ier,un,von K gefunden,
was zeigt, dass K = K| U K, kompakt ist.

Bemerkung. Man beachte, dass die Vereinigung beliebig vieler kompakter Teil-
mengen eines Hausdorff-Raumes i.Allg. nicht wieder kompakt zu sein braucht.
Beispiel: X =R, K,,:=[0,1 1/n],n> 1. Dann ist K,, fiir jedes n > 1 kompakt,
aber

K, =

1 n

s
s

0,1 )] =[0.1]

n

ist nicht kompakt.

Aufgabe 3 C. Nach An. 2, §3, Satz 4, sind alle A, abgeschlossen. Da der
Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen
ist, ist auch

abgeschlossen. Nach demselben Satz ist A als abgeschlossene Teilmenge der
kompakten Menge A selbst kompakt. Es ist also nur noch zu beweisen, dass A
nichtleer ist. Dies beweisen wir durch Widerspruch.

Annahme: Der Durchschnitt A ist leer. Die Komplemente U, := X \ A, sind
offen und aus der Annahme folgt, dass

U U =X 2 Ao
n=0

Wegen der Kompaktheit von Ag gentigen endlich viele der U,, um A zu tiber-
decken, es existiert also ein N € N mit

UyDAy — X~NAyDA
— ANCX\NA
= AyNAg=Ay=0.

Dies steht aber im Widerspruch dazu, dass Ay # 0. Also ist die Annahme falsch
und A nichtleer, qg.e.d.

Aufgabe 3D. Sei A C R” eine folgenkompakte Teilmenge. Um zu zeigen, dass
A kompakt ist, geniigt es nach dem Satz von Heine-Borel (An. 2, §3, Satz 5) zu
zeigen:
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(1) A ist abgeschlossen.
(2) A ist beschrankt.

Zu (1): Sei (xx)ren eine Folge mit x; € A, die gegen x € R" konvergiere. Da
dann auch jede Teilfolge von (x;) gegen x konvergiert, gilt nach Voraussetzung
x € A. Nach An. 2, §2, Satz 2, ist A dann abgeschlossen.

Zu (2): Angenommen, A ist nicht beschrankt.

Dann gibt es zu jeder natiirlichen Zahl n € N einen Punkt x,, € A mit ||x,|| > n.
Wegen der Folgenkompaktheit von A existiert eine konvergente Teilfolge (x,, ).
Diese ist nach An. 2, §3, Corollar zu Satz 3, beschrinkt. Da aber ||x,, || > n,
ist dies ein Widerspruch. Also ist A doch beschrankt.

Bemerkung. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrall (An. 2, §3, Satz 9) ist
jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes folgenkompakt. Die Auf-
gabe zeigt also, dass eine Teilmenge des R"” genau dann kompakt ist, wenn
sie folgenkompakt ist. Man kann beweisen, dass dies sogar fiir Teilmengen
beliebiger metrischer Raume gilt. Dagegen ist die Aussage in beliebigen topo-
logischen Rdumen nicht mehr giiltig.

Aufgabe 3 E. Es seien K und L kompakte, insbesondere abgeschlossene Teil-
mengen des R". Nach An. 2, Beispiel (1.14), ist dann das Produkt K x L C
R"” x R* = R?" abgeschlossen. Da K x L auch beschrinkt ist, ist es kompakt.
Wir betrachten nun die Abbildung

0 R'xR' =R, (x,y)—=x+y
Diese Abbildung ist stetig (vgl. An. 2, §2, Satz 7) und es gilt
oK xL)=K+L.
Da das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung wieder

kompakt ist (An. 2, §3, Satz 6), folgt dass K + L kompakt ist, g.e.d.

Wir geben noch einen zweiten Beweis fiir die Kompaktheit von K + L.

Nach Aufgabe 3 D geniigt es zu zeigen, das K + L folgenkompakt ist, d.h.
dass jede Folge (x;)ien aus K + L eine Teilfolge (x;,)ren besitzt, die gegen ein
¢ € K+ L konvergiert.

Sei also (x;);en eine beliebige Folge aus K + L. Jedes x; lasst sich folgender-
mafen darstellen

Xxj =a;+b;, wobeia; € Kundb; € L.
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Dann ist (a;);en eine Folge aus K und (b;);en eine Folge aus L. Da K kompakt
ist, gibt es nach An. 2, §3, Satz 8, eine Teilfolge (a;, )ren von (g;), die gegen ein
a € K konvergiert. Nun ist auch (b;, )xen eine Folge aus L, und da L kompakt
ist, gibt es eine Teilfolge (b,-k]) ten von (b;, ), die gegen ein b € L konvergiert.
Also:

(1) (b, ) ist eine Teilfolge von (b;), die gegen ein b € L konvergiert.

(2) (aj,) ist eine Teilfolge von (a;), die gegen ein a € K konvergiert, und
damit ist auch (a;,, ) eine Teilfolge von (a;), die gegen a konvergiert.

Fiir die Teilfolge (xik,) ten = (aiy + by, )ien von (x;) gilt dann nach den Grenz-
wertsatzen

fim, = fim (i) = fimai, + fimby, =ab €A+

Damit haben wir eine konvergente Teilfolge gefunden, also ist K + L folgen-
kompakt, g.e.d.

Aufgabe 3 G. Da (U;);e; eine offene Uberdeckung von K ist, gibt es zu jedem
Punkt x € K einen Index i(x) € I mit x € Uj(). Da Uy offen ist, gibt es sogar
ein r(x) > 0, so dass

X e Br(x) (x) C Ui(x)'

Trivialerweise gilt
K C U Br(x)/z(x).
xek
Somit ist (B, (,/2)(x))xek eine offene Uberdeckung von K, und da K kompakt
ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. es existieren xi,...,x, € K,
n € N, so dass

n

KcC U Br(xv)/Z(xV)'

v=1
Als “Lebesguesche Konstante” kann man nun wahlen

e {60,

Wir zeigen jetzt, dass A die geforderten Eigenschaften hat. Sei dazu A C K
eine Teilmenge mit diam(A) < A. O.B.d.A. ist A nicht leer. Wir wihlen einen
beliebigen Punkt a € A C K. Dann gibteseinv € {1,...,n} mit

a € By(x,) 2 (xv) C By (xv) C Uj(y)-



48 Losungen

Wegen diam(A) < r(xy)/2 folgt offenbar
AC Br(xv)(xv) - Ui(xvjv
womit die Behauptung bewiesen ist.

Aufgabe 3 H. Es sei X ein kompakter metrischer Raum. Es ist zu zeigen, dass
jede Cauchyfolge (x;),en aus X konvergiert.
Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral (An. 2, §3, Satz 9) gibt es eine Teil-
folge (x4, )ken von (x,), die gegen einen Punkt a € X konvergiert. Wir zeigen
jetzt, dass die Gesamtfolge (x,) ebenfalls gegen a konvergiert.
Sei € > 0 vorgegeben. Nach Definition der Cauchyfolge gibt es ein np € N, so
dass e

(1% X || < N fir alle n,m > ng.

Wegen klim Xu, = a gibtes ein kg € N, so dass
—$oo

€
[1Xn,>al] < ) fiir alle k > ko.
Dann gilt fir allen > N := max(no,nko)
€ €
Hxn-,aH < HxnvxnkOH + Hxnko.,aH < ’ + ) =g,

also konvergiert (x,) gegena € X, q.e.d.

Aufgabe 31. Seig:=f !:Y — X die Umkehrabbildung von f. Zum Beweis
der Stetigkeit von g beniitzen wir das Kriterium im Anschluss an An. 2, §2,
Satz 9: g ist genau dann stetig, wenn das Urbild g '(A) jeder abgeschlossenen
Teilmenge A C X abgeschlossen in Y ist. Nach An. 2, §3, Satz 4, ist A kompakt.
Nach §3, Satz 6, ist g '(A) = f(A) kompakt in Y, also (wieder nach §3, Satz
4) auch abgeschlossen, q.e.d.

Aufgabe 3 K. Da das Intervall / C R kompakt ist und fiir festes x € / die
Funktion
TR,y f(xy),

stetig ist, nimmt die Funktion ihr Supremum an, es gibt also ein y(x) € J, so
dass

F(x) :=sup{f(x,y): y €} = flx,y(x)).
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(Man beachte: y(x) braucht nicht stetig von x abzuhéngen.)

Die Funktion f: I xJ — R ist gleichmaBig stetig (An. 2, §3, Satz 10). Zu
beliebig vorgebenem € > 0 gibt es deshalb ein & > 0, so dass

If(xy) f()Y)<e

fir alle (x.y), (¥)/) € 1 J mit [|(x,y)  (<.y)]| <3.

Wir zeigen nun:
(x) Firallex,xX’ € Imit|x x| <dgilt|F(x) F()| <e
Dies bedeutet die dann die behauptete Stetigkeit von F.

Beweis von (x). Sei [x x| < 8. Dann ist auch ||(x,y(x)) (¥, y(x))|| <8, also

fly()  fiy) <e

Andrerseits gilt nach Definition von y(x')

S y() < f(y()).

Zusammen genommen erhalten wir

fly()  fOy() <e

Da die analoge Ungleichung auch mit vertauschten Rollen von x und x’ gilt,
erhalt man

IF(x) F()|=[f(xy@) f&yE)<e qed

Aufgabe 3 L. Wir beweisen hier nur Teil b).
Sei f : X — R halbstetig von unten. Fiir jede natiirliche Zahl n ist dann die
Menge
Uy:={xeX: f(x)> n}
offen in X und es gilt Uy C ... C U, C Uy4 C ... sowie ;- U, = X. Da

X kompakt ist, wird es von endlich vielen der U, iiberdeckt; es gibt also eine
natiirliche Zahl N mit X = Uy. Daraus folgt, dass die Menge

A= f(X)={f(x):xeX}CR
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durch N nach unten beschrinkt ist. Sei

a:=inf(A) e R.
i) Falls a € A, gibtes ein xo € X mit f(xp) = a, d.h. f nimmt in x( sein Minimum
an und wir sind fertig.

ii) Falls a ¢ A, gilt f(x) > a fiir alle x € X und es folgt

“ . 1
X:UV,, mit Vn::{xeX:f(x)>a+n}.

n=1

Alle V), sind offen und aus der Kompaktheit von X folgt, dass X = V,, fiir ein
m > 1. Das heif3t aber, dass

1
f(x) >a+m fiir alle x € X.

Dies steht im Widerspruch zu a = inf(f(X)). Also kann Fall ii) nicht auftreten
und wir haben bewiesen, dass f sein Minimum annimmt.

Ist f: X — R von oben halbstetig, so wende man den obigen Beweis auf die
Funktion f an, die von unten halbstetig ist.

Aufgabe 3 N.
a) Es sei f: Ry — R die wie folgt definierte Funktion:

0, falls0<x <),
4x 2, falls;<x<i,
4x+4, falls 3 <x<1,

0, fallsx>1.

[l =

Fiir n > 0 setzen wir f,(x) := f(2"x), 0 < x < 1, siehe Bild 2.

Offenbar gilt || f,|| = 1 fiir alle n > 0. Da die Funktion f, nur im offenen Inter-
vall }2 n 19 ”[ von 0 verschiedene Werte annimmt, folgt f, f,,, = O fiir alle

b) Behauptung: Ist f,, : [0, 1] = R, n € N, irgend eine Folge von Funktionen mit
den Eigenschaften in a), so folgt

lfi  full>1 fiir alle n # m.
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Lt kA fo

Bild 2

Da f, stetig und [0, 1] kompakt ist, nimmt f,, das Maximum seines Betrages an,
es gibt also einen Punkt a € [0, 1] mit |f,,(a)| = || fu]| = 1. Aus f,,f, = O folgt
nun f,(a) =0, also

Ifi  fnll > | fua)  fn(a)| =1

Damit ist die Behauptung bewiesen. Daraus folgt aber, dass die Folge (f;)nen
keine konvergente Teilfolge (f;,)ien besitzen kann, denn eine solche Teilfol-
ge wiire eine Cauchyfolge und die Normen || f,,  f,,|| miissten fiir i, j — oo
beliebig klein werden, was hier nicht der Fall ist.

Insgesamt haben wir also bewiesen, dass es in der abgeschlossenen Einheits-
kugel K(1) des normierten Vektorraums C[0, 1] eine Folge gibt, die keine kon-
vergente Teilfolge besitzt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrall (An. 2, §3,
Satz 9) ist daher K (1) nicht kompakt.

Bemerkung. Die gerade bewiesene Aussage steht im Kontrast zur Tatsache,
dass die abgeschlossene Einheitskugel im R” kompakt ist. Das unterschiedli-
che Verhalten ist durch die Dimension begriindet, man kann namlich beweisen:
In einem normierten Vektorraum V iiber R oder C ist die abgeschlossene Ein-
heitskugel genau dann kompakt, wenn V endlich-dimensional ist.
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84. Kurven im R"

Aufgabe 4 A. Die Kurve f ist trivialerweise stetig differenzierbar, daher erhalt
man fiir die Bogenlange L der Kurve f nach An. 2, §4, Satz 1:

&~
I

b
JAOI
ab

= /H( rsint,rcost,c)| dt
a
b

= /\/rzsinzl+rzcos2l+c2dt
a

b
/\/r2+czdt
a

= (b a)\/r2+cz.
Aufgabe 4 B.

a) Bild 3 zeigt eine Skizze von f fiir c = 217[ im Bereich 2n <t <2m.

S

;
N

y

Bild 3

b) f ist eine stetig differenzierbare Kurve mit

f(t) = (ce“ cost e“sint,ce” sint+ e cost) fiir alle t € R.
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Dabher gilt nach An. 2, §4, Satz 1:

b
Lus = [ I7'@)]ds

b
= /\/(ce"’ cost e sint)2+ (ce sint + e cost)? dt
a

b
/\/e%’((ccost sint)2 + (csint 4 cost)2) dt
a

b
= /e“\/cz—O—ldt
a

L
:\/cz—l—l- e
c

Ve g
c

a

¢) Nach b) erhalt man L, = ‘/‘i“ (I e™). Also gilt:
Fiir ¢ > 0ist_lim e =0, also lim Lgo= V',
a— o a—

Fiir ¢ < 0 existiert der Grenzwert nicht.

d) Ein Kreis K, vom Radius » um den Nullpunkt hat nach An. 2, §4, Beispiel
(4.1) die Darstellung
K, :[0,2n] — R?, K, (t) := (rcost,rsint).
Nun ist zu zeigen, dass es fiir jedes r > 0 genau ein 7] € [0,27[ und genau
ein f, € R mit K,(t;) = f(r2) gibt. Es gilt:
K (1) = f(12)
<= (rcosty,rsint;) = ("2 costy,e“?sinty)
rcost; = e costy
rsint; = e"2sintp
— (rcost;)? + (rsint;)? = (€ costr)* 4 (¢ sinty)?
_— r2 — ethz

1 1
= h= e logr? = . logr
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Durch Einsetzen in die obige Gleichung erhilt man
COSt| = COS 1y, sinf| = sinfy
d.h. fiir #; muss gelten:
t] = tp mod 2m.

Die mod-Funktion ist dabei fiir reelle Zahlen x € R wie folgt zu verste-
hen:

xmod 2n:=x |x/2x| 2m,
wobei |x/2m| die grofite ganze Zahl < x/27 ist.

Eine leichte Probe zeigt, dass sie oben berechneten Werte fiir 71, #, tat-
sachlich K,(t;) = f(t,) erfiillen.

Fiir den Cosinus des Schnittwinkels v erhilt man dann

(f'(2), Ky(t1))

cosy =
L @) |- 1K ()]
B 1
NZESE
Hieraus folgt insbesondere, dass y unabhangig vom Radius des Kreises
ist.
Aufgabe 4 D.

a) Fir alle k € [0, 1] und alle a €]0, 1] gilt:

V1K
2
" V1ot

arcsina
\/ 1 K2sin?z
= coszdz

o \/ 1 sin’z
arcsina\/ .2
1 k%sin“z )
= coszdz (da sin®z+cos’>z=1)
/ Vcos2z

arcsina

= / V1 K2sin?zdz (da cosz > 0in [0,arcsinal).

dt (Substitution: 7 = sinz)
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Wegen der Stetigkeit der arcsin—Funktion gilt

arcsina ’21
lim / V1 K2sin?zdz = / V1 R2sin?zdz
a—1 . .
0 0

Die Funktionz1 — v/1  k2sin?zistin [0, 7] stetig, daher existiert nach
An. 1, §18, Satz 3, das Integral

H
/\/1 k2sin?zdz
0

und damit auch fiir alle & € [0, 1] das uneigentliche Integral

1
V1 k2t2t
2 b
J V1ot

und es gilt

2
E(k):/\/l k2 sin? zdz.
0

b) Da f eine stetig differenzierbare Kurve ist gilt fiir die Bogenlange L der
Kurve f nach An. 2, §4, Satz 1:

™~
Il

2n
[l
0

2n

/ II( asint,bcost)|| dr
0

2n
= / Va2sin?t + b2 cost dt

0
2n a2 .2 )
= b/f b2s1n t+cos*tdt
0
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2n
a2
= b/\/l (l bz)sinzzdz
0
2 2
:4b/\/1 (1 Zz>sinzzd1
0

(nach An. 1, §14, Satz 1 und Corollar 1)
a) a?
= 4b-E (\/ 1 B2 ) ,

falls a2 < b2. Analog erhalt man, falls a? > b*:

(Substitution: z = cosr)
b2
=4da-E \/ 1 ,
also

a2

4b-E [ 1/1 12 , falls a? < b2,
b2

4a-E (/1 |, fallsa® > b2
a

§5. Partielle Ableitungen

L=

Aufgabe 5 A. fist fir alle (x,y) € R? einmal partiell differenzierbar und man
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erhalt fiir die partiellen Ableitungen:

2xy
P ey = V2o y
07
o 2(x2 +y?) 7
P (x,y) = \/2x2 +y?
07

falls (x,y) # (0,0),

falls (x,y) = (0,0),

falls (x,y) # (0,0),

falls (x,y) = (0,0).

57

Aufgabe 5 B. Die partielle Differenzierbarkeit von F auBlerhalb des Null-

punkts ist klar.
Wir setzen fiir (x,y) # (0,0)

D(x,y)

oD
und @, := P Analog sei @, definiert.

y2

= x2 +y2

Da F(x,y) :)gcy(l)(x,y), gilt fir (x,y) # (0,0)

. (x,y) = y®(x,y) +xy® (x,y)

3 (x,y) = x®@(x,y) +xy®y(x,y).

Da F auf der x-Achse und der y-Achse identisch 0 ist, gilt aulerdem

oF
und
oF
Daraus folgt fiir 42 # 0
oF (
ox
und
oF
dy
oF oF
2, (0.0)=

dy

0,h) = hd(0,h) = h

(h,0) = h®(h,0) = h.

(0,0) =0.
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Daraus folgt

°F . 1/oF oF 1
ayax(070)7klzl~r>r(l)h(8x (0.%) ox (0’0)) 7}1,1~I>I(l)h( =1
und analog
0’F . 1/0F oF 1
00 =t (60 3 00) =y =1

Damit ist gezeigt, dass DD, F (0,0) # D,D1F(0,0).
Wir beweisen jetzt, dass F in (0,0) stetig ist. Da [x*>  y?| < [x* +?|, folgt

|®(x,y)] <1 firalle (x,y) # (0,0).

Daraus folgt |[F(x,y)| < |xy| fiir alle (x,y) € R?. Da m 0 |xy| = 0, folgt

li
(x,y)=(0

lim  F(x,y) =0=F(0,0),
(x)(0,0) () (0.0

d.h. die Stetigkeit von F in (0,0).
Aufgabe 5 C. Man erhilt mit An. 2, §5, Satz 1:

div(rot v)
div aV3 sz avl aV3 aVZ avl
Oxp Oxz’ dxz Ox; O0x; Oxp

J (8\/3 avz> N 0 <av1 8\/3) N b} <8vz Bv1>
8x 1 a)Q a)C3 axZ aX3 ax 1 aX3 ax 1 aXQ
0.

Aufgabe 5 E. Es folgt unmittelbar aus An. 2, §5, Beispiel (5.6) und der Be-
merkung zur Definition der Divergenz eines Vektorfeldes:

A(fg) = divV(fg)
= div(gVf+fVg)
= div(gV[) +div(fVg)
= (Vg,Vf) +g-div(Vf) +(Vf,Vg) + f-div(Vg)
= fAg+2(Vf,Vg)+gAf.
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Aufgabe 5 F. Unter Verwendung der Produkt— und Kettenregel schlieft man
folgendermaf3en:

oF d i 1
n/2 2.
Py (x,1) o (t exp( E X t))

n
F
2t

= Flx )(41
= AF(x,1),

I
Py
ks

-
=
+

|
=
-~
[\ )
=
)
(S
N———

also

Aufgabe 5 G. Setzen wir k = (ki,....k,), so lautet F' ausgeschrieben

Flxt) = f((kx) o) = f((kx) [kljcr) = (Zkvxv Ikcf>-
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Fiir i = 1, ..., n gilt nach der Kettenregel:

OF )
) = (k) [Kler) -

9*F "
92 (x,0) = f"((k,x)  |lkllct) - &7

1

Damit ist
AF _§PF = f"((k ke 2
() = X 05 ) = (k) [ler) X
i=1 94 i=1
= [IKl>- £ (s} [[Kler).-
Ferner erhlt man fiir die partiellen Ableitungen nach 7 mit der Kettenregel:

Wt =Pk Iklen)-( ko),

0°F
atz(x,t):f”(<k,X> [[kller) - [IKlle)> = [IK[*e>- £ (Cox) - [[Kller).
Damit ist 5
1 0°F
AF c2 or? =0

bewiesen.

§6. Totale Differenzierbarkeit
Aufgabe 6 A. Man erhiilt fiir alle (,0,¢) € R?

sin®sin@ rcosOsin® rsinBcos@

sin@cos@ rcosOcos® rsinOsin@
(.6.0)
cos® rsin® 0

Aufgabe 6 B. Mit der Kettenregel und der Schwarzschen Regel schliet man
folgendermafien:

a(uop 2 au 319,'
or 2 A, ar 59
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ou ou )
= ox (p(r,9)) -cos@+ o (p(r,9)) - sing,

2010 y .
O o = 5 (S wlr-cosos 3 (p(9)-sino

= cos@- <aa): (p(r,<p))>+sm<p P (aa;;(p( (P)))
~ o3 60 0
esing- 3 7 o107 )
= cose (S 4000 0 )+ (o002 )
sing- (0t (00 1 00+ 5 Lot 2 )
2 2u

0“u J
_ 2 i
= cos cpax% (p(rvcp))+2005<ps1n<paxlx2 (p(r,9))

2
+sin2<pgxg (p(r.9)).

d(uop) _ 2 Ju ap;
o 0= 5 1 e O o)

= B‘Z (p(r.0))-(( r)sin(p)+;}Z(p(n(p)).rcos(p’
aq)Z (r7(P) = aq) (axl (P(r,(P))(( r) SlH(P)+ax2 (p(r,(p)).rcos(p>

= r(costpaa (p (r<P))+S‘n‘paa <§ p (r(p))))
+r< sin(pg (p(r,(p))+cos(paa <aau (P(MP))))

214 O
= r(cosq); (p(ro)) —}—sm(pz,a ix; (p(r.@))- aﬁ(”ﬂ‘ﬁ’))
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. Ou %u ap;
+r< 51n(pax2(p( no)) —‘-cosq)z:a o) (p(r9))- % (n‘P))

u . du
= rcos<paxl(p(r-,<p)) rsmtpaxz(p(r,(p))
o%u o%u
22 2 .
+r°sin @ax% (p(r,9)) 2r cosgsing, (p(r.9))
2

+r20082<pa S (p(r9)).
x5

Damit gilt:
0*(uo p) 1 d(uop) 1 d*(uop)
o2 (r, )+r or ( )+r2 a(Pz (r,(p)
o%u %u
2 PE@)+ o 5 (P(n9)

= ((Au) e p)(r.@).

Aufgabe 6 C. Sei e > 0 beliebig. Setze 8 :=¢/K, dann gilt fiir alle § € R” mit
I€]l < & und alle x € U mit &+ x € U unter Anwendung von An. 2, §6, Satz 5
und dem Hilfssatz zum Corollar zu Satz 5:

1
I +8) @l = H ( / Df<x+ra>dr) aH
0

1
< [l - [ IDf(x+ 1Bl
0

1
<[l [ K

0
= &l -k
< 3K
=g,

und damit ist f in U gleichmaBig stetig.



86. Totale Differenzierbarkeit 63

An. 2, §6, Satz 5, darf hier angewendet werden, denn U ist eine offene Kugel,
d.h. es gibt ein m € R” und ein r € Ry mit U = B,(m). Dann gilt fiir alle
t € [0,1] und alle x, x+ & € U unter Benutzung der Dreiecksungleichung:

lx+28 mll = ftx+& m)+ (1 1)(x m)|

< leG+& ml+11(1 x m)|
tx+& mll+(1 1)lx m|
<tr+(l 0r

:r_/

dh.x+1E €U firaller € [0,1].
Aufgabe 6 D. Es gilt (fo@):] €,e[ — Rmit
(fop)(x)=c furallex€] e,¢],

da@(] e.g[) C N(c)nach Voraussetzung. Also ist (fo@)’(0) = 0. Damit gilt
nach der Kettenregel

0=(f09)'(0) = Df(9(0)) - D9(0) = (¢'(0), gradf(x)).

Aufgabe 6 F.

a) DaM = {(x,y) €R? : x =y}, vgl. Bild 4, ist f in (x,y) € R? \ M (total)
differenzierbar (denn R? \. M ist offen und f | R? \ M = 0) und damit
insbesondere partiell differenzierbar.

Im Nullpunkt ist f partiell differenzierbar, da

f(h0) 0 9 ) tim 7O _

dy =0 h

Ist (x,y) € M, so gilt f(x,y) # 0 und die Grenzwerte

i S +he) ) )
h

h—0 h h—0

existieren fiir i = 1,2 nicht, d.h. f ist in M nicht partiell differenzierbar.
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Bild 4

b) Esseiv=(v{,v2) € R® mit ||v|| = 1. Sind v und (1, 1) linear unabhngig,
so ist

ve¢M fir alle r € R*

und somit

Dyf(0) = tim T SOy, 00

t—0 t t—0

Sind v und (1, 1) linear abhéngig, so folgt

D, f(0) =tim 7112 SOy Ly

t—0 t t—0 t

¢) Fiirv:=+ j2(1, 1) gilt ||v|| = 1 und nach a) und b)

Dyf(0) = 1#0=(v,(0,0)) = (v, grad f(0)).

§7. Taylor-Formel. Lokale Extrema

Aufgabe 7 A. Die Funktion (x,y) — f(x,y) =} +f istin ganz R’ x R_ beliebig

oft stetig partiell differenzierbar. Fur die Ableitungen bis zur zweiten Ordnung
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erhalt man
af(x )= 2y af(x )= 2x
ax Y (x+y)?’ dy Y (x+y)?’
Pl b P 2
a2 Y (x+y)3’ 0x0y W (x+y)3’
2 f R
ayz (xvy) - (x+y)37

Daher gilt nach An. 2, §7, Corollar 1 zu Satz 2, fir (§,m) — (0,0)

sa+g1n) = 0+ 5 e+ Y

Pro &, 2 Pfoy
e (LD o0 (10 + 55 (1))
+o(l &)

=38 o LB+t +o(lEmIA).

Aufgabe 7 B. f istin R? zweimal stetig partiell differenzierbar, und es gilt fiir
alle (x,y) € R?:

Vi) = e © ¥ (x( 82 27+8),y( 8 322+2)),

2

3’;(x,y) = (16x* 402 +422+8 2y)e ¥ Y7
X

2

; z{ (r.y) = (64x%y  68xy+160°)e © 47,

xdy

% f
0y?

2

(r,y) = (64" 40y2+256x% 322 +2)e ¥ P,

Notwendig fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums in (x,y) € R? ist nach
An. 2, §7, Satz 3,

Vf(x.y) = (0,0).
Dies ist gleichbedeutend mit dem Gleichungssystem
x( 82 2y*+8)=0,
yv( 8% 32x2+42)=0.
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Dies Gleichungssystem ist genau dann erfiillt, wenn eine der folgenden 4 Be-
dingungen erfiillt ist:

i x=0 und y=0;
(i) x=0 und 8y°+32x%>=2;
(i) y=0 und 8x2+42y%2=38;
(iv) 8x*+2y?=8 und 8y?+32x%=2.

Die Bedingung (iv) ist unerfiillbar. Also konnen nur in den folgenden Punkten
lokale Extrema vorliegen:

(0,0, (0,5), (0, 3), (L,0), ( 10).

Fiir die Hesse-Matrizen an diesen Stellen gilt:

(Hessf)(0,0) = <(8) g) ist positiv definit,
(Hessf)(1,0) = (Hessf)( 1,0)

= 16e ! 0 ist negativ definit
- 0 30¢ ! & ’
(Hessf) (0, é) = (Hess/) (0, ;)
15, 1
_ 5e 0 .. .
< 0 o ! ) ist indefinit.
Nach An. 2, §7, Satz 4, folgt dann fiir die lokalen Extrema von f:

e fhatin (0,0) ein lokales Minimum,

e fhatin (1,0) und ( 1,0) ein lokales Maximum.
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Aufgabe 7 E.

a) Sei B:= (B1,...,Bn) € N* mit |B| =k, also By +...+ B, = k. P ist belie-
big oft stetig partiell differenzierbar, und es gilt

o Bl
DBP(x) = cox™
ox}' o (;k ’ )

oIl "
= C X
\042:1( * <8xll3l...8x,,”
—_————

=0, falls o=k mit o#f

9Bl
CB B XB
oxy'...ox,"

B i o (xﬁ‘-...-xﬁ")
Bx?‘ oxy"

= CB'Bl!'---'Bn!
:B!-CB.

b) Da P(x) = 0 fiir alle x aus einer Umgebung um den Nullpunkt, die wir
im Folgenden mit U bezeichnen, gilt

D*P(x) =0 fir alle x € U und alle oo € N mit || = k.
Unter Benutzung von a) ergibt sich dann
olcy =0 fiir alle oo € N" mit |ot] = &,

und somit
¢, =0  fiiralle o€ N' mit |0 = k.

¢) Da P ein homogenes Polynom vom Grad & ist, gilt
P(tx) = *P(x) firallex e R" undaller € R .
Weil P stetig und die Einheits-Sphare im R” kompakt ist, folgt

M := sup{[P(x)| : [|x]| = 1} <ee.
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Zusammen mit der Homogenitats-Bedingung folgt daraus
k
P(x)] < M]|x]]%,

also
P(x) = O(||x|\k) =o(|[x]|™) firalle m < k.

d) Das Supremum M von |P(x)| auf der Einheits-Sphare (vgl. Teil ¢) wird
in einem gewissen Punkt xo € R” mit ||xo|| = 1 angenommen. Daraus
folgt

\P(tx0)| = Mt*  fiir alle 1 > 0.

Aus der Voraussetzung |P(x)| = o(]|x||¥) folgt andrerseits
i P20
N0 t

d.h. P(x) ist identisch Null, g.e.d.

=0 = M=0,

Aufgabe 7 F. In einer Umgebung von x gilt

0=f(x+8) flx+8= D (ca )8+ (0E) (&)
o=k (@)
= X (ca Ca)E"+W(8),

o<k

wobei W(§) = of[[§]|*) ist.

Wir setzen zur Abkiirzung by, := co, Co, und miissen also zeigen, dass aus
Y bt =o([g]) firf—o0
o <k
folgt, dass by, = 0 fiir alle oo € N mit ot < k.
Dies beweisen wir durch Induktion tiber &.

Induktionsanfang k = 0.
Es gibt nur ein n-tupel oo € N” mit o = 0, namlich den Nullvektor oo =
(0,...,0) =: 0. Die Voraussetzung () lautet in diesem Fall

Daraus folgt aber by = 0.
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Induktionsschrittk 1 — k.
Wir schreiben (x) als

D bak%= Y, bo&*+PE) =o([E])

lo|<k <k 1

mit P(§) = Hz‘ bo&*. Da
o=k

P(&) +o([E]I") = O(IE|I) +o(IIE][F) = o(|IE|I* 1),

folgt
Y, bt =o([El* 1),

o<k 1

also nach Induktions-Voraussetzung by = O fiir alle o) < k 1. Daraus ergibt
sich weiter

P(&) = o(|IE]I").

Nach Aufgabe 7 E d) ist deshalb P(x) identisch Null, also by = O fiir alle |ot| =
k. Damit ist die Induktions-Behauptung vollstandig bewiesen.

Aufgabe 7 G.

a) Da fiir alle oo € N mit |o| < k die Funktion D*f in U beschrinkt ist,
existiert
sup |[D*f(x)| € R
xeU
und somit ist auch || f||x € R. Zu bestitigen bleiben noch die drei Norm-
axiome.

i) Sei f € CK(U) beliebig, dann gilt:

Hfllk =
= Z sup\D"‘f x)| =
ot <k Prev

<= D%f(x)=0  firallexe U und |o| <k
— f(x)=0 firallex e U
<~ f=0.
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ii) Es gilt fiir alle A € R und alle f € CX(U)

et = 3 L suplp* o))

o<k O xeu

Y ! supaoes()

o<k xEU

— 3 s Do)

|0t/ <k Lrev

M Sup\D“ ()]

\a\<k xEU

= A1l

iii) Es gilt fiir alle £, g € CX(U)

I/ + gllx
Y ! sup I+

o <k O xeu

= Z 1|sup|D°‘f(x)+Dag(x)‘

o <k O yeU

Y sup (Do) + D% ()

o<k xEU

S <sup\D°‘f(x)|+SUP|D°‘g(X)\>

o <k xcU
1
= z sup|D°‘ )|+ z sup\D“ x)|
\OL\<kOL xeU \(x\<k xEU
= [ fllx+ llgllk-

IN

b) Zundchst berechnen wir D*(f - g)(x) fir jedes o0 = (0y,...,0) € N
mit |o| < k. Unter Benutzung von An. 1, Aufgabe 15.7 i) (Leibnizsche
Formel) erhalten wir

D%(f-g)(x)
ol

= q0 o,
% -

(f-8)(x)
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ol o M fog\ o Py oBig
T o <B120 <B]> 22 i (x) 2 (x)

o O 0€1> <O(n> out tow B Puy
= e - x
BIZZ‘O B,,XZ‘O <B1 Bn axllxl Bl . axgn Bn ( )

aBH‘ +Bng
: X
oxy' B
al & o! olod 1Bl ¢
= . X
BIZ,'O B;OB’((X B)’ axllxl B]"'axg" Bn
0B g
: X
axll X"
oy Oy

-y .. b e BBy
23 e g0 WP

Setzt man (%) =y o )1 S0 ldsst sich obige Gleichung auch in der Form

D(f-g)(x) = *) > Brx)DPg(x)
# B%Z k <B> g

schreiben. Dann wird die Ahnlichkeit zur Leibnizschen Formel noch
deutlicher. (Man beachte, dass |0 B| < k insbesondere o B € N" for-
dert.) Damit gilt

gl
— Y D sup g

o <k O xeU

IN

1 . .
sk per, Bl(a 3);525‘1) f(x)D g(x)‘
oo Bl<k

3. g 2 D 0IDPg(x)

o<k [B <k xev

IN

1
DD o1pr S0 ID%f(x)| ng\DBg(X)\

|oi| <k [B <k xev

IN
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( Z 1‘ supD“f(x)) . ( Z ﬁl! supDBg(x)|>

o <k O xeu Bl<k xeU

(£ 11k llgllk

also

17 - &l < [1£1lx- ll8]]x-

Es sei (fy)nen eine Cauchy-Folge in (C5(U), || [|x), d.h. fiir alle & > 0
gibtes ein N € N, so dass

Ifi fulle<e  fiiralle n,m>N.

Also gilt fiir alle n,m > N

1
2 | Sup |Da(fn Tm) ()] <,
jaf<k & xeU
d.h. .
, Sup |Da(ﬁ1 Jm)(X)| < e
O xeU

fiir alle oo € N mit |ot| < k und somit

D) D) <

fiir alle x € U und alle oo € N” mit |0 < k. Aus der Vollstindigkeit von
(R,| |) folgt dann, dass (D*fy)nen fir alle o € N* mit |o| < k eine
gleichmaflig konvergente Funktionenfolge ist (vgl. Aufgabe 2 C). Set-
ze

fo = lim D*f,
n—roo
und f:= f(o, ). Im Folgenden zeigen wir, dass
Ja= Daf

erfiillt ist. Diese Aussage reduziert sich darauf,

af
10 0
fuo, 0=D S oy
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zu bestatigen (die allgemeine Aussage folgt dann induktiv und aus Sym-
metriegriinden). Wir setzen nun fiir jedes xo € U und jedes n € N

(pi’lXO) : [ SX()',SX()} — Ra

050 (1) := fulxo+1e1),

wobei €y, > 0 so gewihlt ist, dass xo +re; € U fiir alle 1 € [ €y, &x,]

(dies ist moglich, da U eine offene Menge ist). Dann sind (pﬁlx()) stetig
differenzierbare Funktionen, welche punktweise gegen 1 — f(xo+te;)
konvergieren. Aulerdem konvergiert

d (XO) _ a _ afn
e — dt(pn ([) = atfn(x0+tel) = ax (XO+tel)

gleichmiBigauf [ &y, &y,] gegentt — fi10, 0)(xo+te1) (s.0.). Deshalb
gilt nach An. 1, §21, Satz 5,

b5}
axfl (xo+te1) = fii0, 0)(x0+rter)

und damit, indem man ¢ = O setzt,

af
o fo, .0

unter der Beriicksichtigung, dass xp € U beliebig vorausgesetzt war. Es
gilt also

e f:U — Risteine k—mal stetig differenzierbare Funktion, da
Ja= Daf

und fy, fiir alle oo € N mit |o| < k stetig ist (gleichméBige Konver-
genz).

e D%f = fy ist beschrinkt in U fiir alle oo € N" mit |a| < k, da
(D% f)nen gleichmiBig gegen fy konvergiert und D®f, fiir alle
n € N nach Voraussetzung beschrankt ist.

Es bleibt also offenbar nur noch zu bestatigen, dass es zu jedem € > 0
ein N’ € N gibt, so dass

lfn flle<e fiir alle n > N'.
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Setze
M:=[{oeN":|a| <k}

Da (D™ fy,)nen gleichmiBig gegen D f konvergiert, gibt es fiir jedes o €
N mit |ot| < k ein Ny, € N, so dass

€
sup |[D*f,(x) D%f(x)| < v fiir alle 7 > N

xeU

Also gilt fiir alle n > max{Ny, : o € N* mit |or| < k}

o fllk
1
>, sup|Dfu(x)  Df()]

‘uSkOLer
z 1 e
!
\ocgka' M

€.

IN

68. Implizite Funktionen
Aufgabe 8 A. Es gilt fiir alle (x,y) € R?
[ 2x 2y
DF(xay) - <2y 2x >
Da bekanntlich

DF (x,y) invertierbar <= det(DF(x,y)) # 0

und det(DF (x,y)) = 4x> 4 4y?, existiert DF !(x,y) fiir alle (x,y) € R~
{(0,0)}, und es gilt fiir alle (x,y) € R*~. {(0,0)}

1 2x 2
DF () = det(DF(x,y»( 2 ZD

x y
2(x2+y%) 2(x2+y?)
y X

2(x2+y2) 2(x2+y?)
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Da £(0,0) = (0,0) ist nur zu zeigen, dass jeder Punkt (1,v) € R? \ (0,0) genau
zwei Urbildpunkte besitzt.
Dies kann man direkt durch Auflosung des Gleichungssystems

2 Y =u,
2xy =,
zeigen, wobei eine Fallunterscheidung v = 0 und v # 0 niitzlich ist.

Eine elegantere Moglichkeit ergibt sich durch Benutzung von komplexen Zah-
len. Setzt man namlich z = x4+ iy und w = u+iv, so ist

Z=x+iy)?=0 Y)2ixy=utiv=w.

Die gegebene Abbildung F : R> — R? ist also, wenn man R? mit der komple-
xen Ebene C identifiziert, nichts anderes als die Abbildung

CoC, zow=7.

Nun hat bekanntlich jede komplexe Zahl w # 0 genau zwei Quadratwurzeln.

Ist w=re® r>0,0< ¢ < 2m, so sind die beiden Losungen der Gleichung

Z2:W

2= :I:\/rei‘P/z.

Aufgabe 8 B. Es gilt fiir alle (x,y) € R} xR,
grad F(x,y) = (v xy)e * 7 (x xy)e * ),
daher verschwindet der Gradient nur, falls
(v ax xy)=(0,0) = (x.y) = (1,1).

Somit kann nur in (1,1) ein lokales Extremum vorliegen. Weiter ist

2y+xy 1 x y+xy
—e XY
Hess F(x.y) = e (1 X y+xy 2x+xy

und daher
_,2f 10
Hess F(1,1) =e < 0 1
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eine negativ definite Matrix (denn alle Eigenwerte sind negativ, vgl. An. 2, §7,
Bemerkung im Anschluss an die Definition der Definitheit). Daher besitzt F in
(1,1) nach An. 2, §7, Satz 4 b), ein isoliertes lokales Maximum, welches sogar
ein absolutes Maximum ist, wie man leicht bestatigt.

Einfacher ist es die Funktion

fiRL =R, f(x):=xe *
zu untersuchen, da
Flxy) =xye * ¥ = (xe *)(ye ).
Da
fR)=@0 xe* flx)= 2e*
besitzt f folgende Eigenschaften:
e f hatin 1 ein isoliertes Maximum.
e fistin |0, 1] streng monoton wachsend.
e fistin [1,eo[ streng monoton fallend.
e Nach An. 1, §12, Beispiel (12.2) gilt
lim £(x) = lim () =0.
Hieraus folgt unmittelbar, dass F in (1,1) ein absolutes Maximum besitzt und
F((R} xRy~ {(1,1)}) €l0e 2.
Also besteht die Hohenlinie durch (1, 1) nur aus einem Punkt, d.h.

Np(e 2)={(1.1)}.

Weiter gilt
Nr(c)=0,  fallsc>e %oderc <0.
Da oF
3 (x,y)=0<=y xy=0<=x=1
X
und
oF

ay(x.,y):0<:)x xy=0<y=1

lasst sich liber die Darstellung der Hohenlinien mittels differenzierbarer Funk-
tionen fiir c €]0,e 2[ folgende Aussage machen:
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(1) Eine Menge
{(r,y)€IxJ : F(x,y)=c}

lasst sich in der Form

{(ey)elxJ: y=0(x)}
mit einer differenzierbaren Funktion @ : I — J darstellen, wenn 1 ¢ J
und fiir alle x € [ ein y € J mit F(x,y) = ¢ existiert.
(2) Eine Menge
{(x,y) €IxJ : F(x,y) =c}
lasst sich in der Form
{(ey)elxJ  x=wy)}

mit einer differenzierbaren Funktion y:J — I darstellen, wenn 1 ¢ [
und fiir alle y € J ein x € I mit F(x,y) = ¢ existiert.

(wobei I xJ C R} x R’ ein Rechteck ist, d.h. I und J sind offene Intervalle).
Eine genauere Charakterisierung der Rechtecke mittels differenzierbarer Funk-
tionen wiirde mehrfache Fallunterscheidungen fordern, deshalb geben wir hier
nur noch ein Skizze der Hohenlinien von f im Bereich ]0, 3}2 an, siehe Bild 5.

Aufgabe 8 C. Fiir die Funktion F(x,y,z) ==z +2xy 4xz+2y 1 gilt

F(1,1,1)=0
und oF oF
— 3,2 —
az(x7yvz)73z b = 82(17171)7 17é0

Nach An. 2, §8, Satz 2, lésst sich die Gleichung F(x,y,z) = 0 also in einer
Umgebung von (1,1,1) nach z auldsen, d.h. es gibt eine in einer Umgebung
U C R? von (1,1) definierte stetig differenzierbare Funktion ¢ : U — R mit
¢(1,1)=1und

F(x,,0(x,y)) =0 fiiralle (x,y) € U.

Differentiation dieser Gleichung nach x und y ergibt unter Benutzung der Ket-
tenregel

(D) (53 0(53)) + (D3F) (53,906 02 (13) = 0,

(D2F) 5:3:0053)) + (D3F) (3. 05)) ! (123) = 0.
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Bild 5

Da
(D\F)(x,y,2) =2y 4 =— DF(1,1,1)= 2,
(DaF)(x,y,2) = 2x+2 = DyF(1,1,1)=4,

wird aus dem obigen Gleichungssystem an der Stelle (x,y) = (1,1)

, 00

S =0,
o0} B

d.h.

_ 99 _
5 (LD =2, ay(l.,1)74.

Losungen

y AN
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§9. Untermannigfaltigkeiten
Aufgabe 9 A. Wir setzen
Ci={(t,,) ;1 €R}.
Da f(t,12,13) = O und g(¢,7%,#3) = 0 fiir alle r € R, folgt
€ CC={(x,y2) €R : f(x,,2) = g(x.y.2) = 0}.

Zum Beweis der umgekehrten Implikation C C Cj stellen wir fest, dass

3f(x.y2) glxyz)=x* y

und
2f(x,3,2) gryz)= xy+z.

Fiir jeden Punkt (x,y,z) € C gilt also y = x? und z = xy = x°, der Punkt hat also
die Gestalt (x.,xz,x3), d.h. er liegt auf Cj. Damit ist bewiesen, dass C = Cj.

Die Gradienten

gradf(x.y,z) = (2x+yx 1, 1)
gradg(x,y,z) = (4x+3y,3x 2, 3)

sind in jedem Punkt (x,y,z) € C linear unabhingig, also ist C eine eindimen-
sionale Untermannigfaltigkeit von R3.

Aufgabe 9 B. Sei x = (x1,x2,x3,x4) € M. Mindestens eine der Koordinaten x;
ist nach Definition ungleich 0. Wir machen eine Fallunterscheidung:

1. Fall: x1 # 0. Dann gilt

f](x):0 - X3= 2

X1
und o
2X3
f3 (x) =0 = x= .
X1
Daraus folgt
2
X5X3
xoxs = 2 :x§ = falx)=0.

X1
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Definieren wir also U := {x € R* :x) # 0}, so gilt
MNU ={xeU; : fi(x) = f3(x) =0}.
Nun ist

gradfi(x) = (x3, 2x2,x1,0), gradf3(x) = (x4, X3, x2.x1).

x 0\ _ »
det( x1>—x17é07

X2
sind diese Vektoren linear unabhingig und daher M in einer Umgebung von x
eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
2. Fall: xy # 0. Wegen fi(x) = xjx3 x5 = 0 folgt dann x; # 0 und wir sind im
1. Fall.

3. Fall: x3 # 0. Wegen f>(x) = xpx4 x% = 0 folgt dann x; # 0, also (Fall 2)
auch x; = 0 und wir sind wieder im 1. Fall.

4. Fall: x4 # 0. Dann gilt

3
fz(x) =0 = x=
X4
und xox3
N (x) =0 = x1= .
X4
Daraus folgt
X2X3X3
nw =" =5 = fik)=0

Definieren wir also Uy := {x € R* 1 x4 # 0}, so gilt
MNUs={xe€Us: fr(x) = f3(x) = 0}.
Die Gradienten
gradfa(x) = (0,x4, 2x3,x2) und gradf3(x) = (x4, x3, x2,X1)

sind wegen
0 x\_ o
det <X4 X3> = x47é0
linear unabhangig und daher M in einer Umgebung von x eine 2-dimensionale
Untermannigfaltigkeit, g.e.d.
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Aufgabe 9 C. Um weniger Indizes schreiben zu miissen, bezeichnen wir die
drei Spalten der Matrix X mit

X1 Y1 21
X = X2 ’ y= Y2 3 = 22
X3 V3 3

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Matrix X =
(x,¥,z) zu O(3) gehort, sind dann die 6 Gleichungen

HxH2: 1, HyH2: 1, ||ZH2: 1, <x7y>:07 <x7Z>:07 <y,Z>:0,

wobei [|x||> = x7 +x3 +x3, (x,y) = x1y1 + X2y2 + x3y3, usw. Um zu zeigen,
dass O(3) eine dreidimensionale Untermannigfaltigkeit des R” bildet, miissen
wir die Gradienten dieser Funktionen in bezug auf die 9 Koordinaten

(xl:x27x3:}’17)’27)’3~,21-,22723) € ]Rg
bilden. Z.B. ergibt sich fiir die erste Funktion Fj(x,y,z) :== ||x||> 1

oF; oF; oF;
=2x; =0, =0.
wm T ay a

Schreibt man alle Gradienten als Zeilen einer 6 x 9-Matrix, so erhdlt man

2x; 2xp 2x3 O 0 0 0 0 0
0 0 0 2y 2y 2y 0 0 0
0 0 0 0 0 0 2z1 2z 2z3

i oy y3 x1 x» x3 0 0 0

2712 0z 0 0 0 x x x3
0 0 0O z1 2z y » »

Es ist zu zeigen, dass der Rang dieser Matrix in jedem Punkt X € O(3) den
Wert 6 hat. Dazu multiplizieren wir die ersten drei Zeilen der Matrix mit 1/2
und permutieren die Zeilen zu

0O 0 0 0 0 O
x1 x x3 0 0 O
X]p X2 X3
yi »2 y3 0 0 0
21 22 3 Y1 Y2 y3

0 0 0 z1 22 z3

cocof = X
cool s S
cool T &

(e}

(e}

(e}
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Seienay.,..., ag die Zeilen dieser Matrix und seien A; irgend welche reelle Zah-

len mit

Betrachten wir nur die ersten drei Komponenten dieser Gleichung, so ergibt
sich Ajx+XAoy+ A3z =0. Daaber x,y,z in R® linear unabhiingig sind, folgt A; =
A2 = A3 = 0. Jetzt betrachten wir die Komponenten 4 bis 6 und erhalten A4y +
Asz =0, also Ay = As = 0. Jetzt bleibt nur noch die Gleichung A¢z = 0 librig,
woraus folgt A = 0. Damit haben wir bewiesen, dass die Zeilen (aj,...,as)

der Matrix linear unabhingig sind. Also hat die Matrix den Rang 6, g.e.d.
Aufgabe 9 D.

a) Bestimmung der lokalen Extrema von f im Inneren von K, d.h. in
K={(x,y) e R} P +y* < 1}:
f ist in R? beliebig oft stetig partiell differenzierbar mit
Vf(xy)=(8x 3y 3x),

daher ist nach An. 2, §7, Satz 3, notwendig fiir das Vorliegen eines loka-

len Extremum von f in (x,y) € K:
Vf(xy) =(0,0) <= (8x 3y, 3x)=(0,0) <= (x,y) =(0,0).
Ein hinreichendes Kriterium gibt An. 2, §7, Satz 4, an. Es gilt

(Hess f)(x,y) = < 83 03> = (Hess 1)(0,0).

(Hess f)(0,0) ist aber indefinit, denn

8 t
3

3‘:t2 8 9=0<=1r= 1Vi=9

((Hess £)(0,0) hat einen positiven und einen negativen Eigenwert). f

besitzt also keine lokalen Extrema in K.
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b) Bestimmung der lokalen Extrema von f auf dem Rand von K, d.h. auf
oK = {(x,y) e R*| > +y* = 1}.
Man bestimmt also die Extrema von f unter der Nebenbedingung
gx.y) =22 +y* 1=0.
Dazu ist nach An. 2, §9, Satz 4, notwendig:

Vf(x,y) = AVg(x.y)

8x 3y, 3x)=A(2x,2y)

8x 3y=2Ax)A( 3x=2Ay)

(8 20)x 3y=0)A(x= 34

(8 21 ( %Ky) 3y=0)A(x= %ky)
(g%z 1367» 3)y=0)A(x= %Xy)

(§k2 1367» 3=0)V(y=0)A(x= %ky)

I.) y=0: Dann ist auch x = 0. Da aber g(0,0) # 0 ist dieser Fall fiir
uns belanglos.

IL) y#0:

4., 16, ! 9
3k 3% 3_0(:><k_ 2>V<7h—2>.

Also nur Punkte der folgenden Form konnen Extrema sein:

(;y,y> bzw. ( 3yy).

Nun gilt weiter:
1 10 , 3 3
\ = 1=0<«—= — V = .
g<3”> 9’ (y \/10> <y \/10>’

g( 3yy) =10y 1=0<=><y= ¢110>V<y=\/110>~
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Also nur die vier folgenden Punkte konnen Extrema sein

< \/110’ \/310)7 <¢]10’¢310>’

<¢3107 \/110> ’ < ¢310’ \/110> '

Durch Einsetzen der Punkte in f erhalt man:
1 3 1 3 1
(b 2y ()
V10" V10 V10" /10 2

f< 3 1 > B f< 3001 ) 9
V10" V10 vio'vio) 2
Da 0K kompakt und f stetig ist, nimmt f nach An. 2, §3, Satz 7, auf dK Mini-

o
mum und Maximum an. Da in K keine Extrema liegen, gilt:

\/110" \/310> und <\/110’\/310>’
\/310’ \/110> und( \/310’\/110>'

Minima von f auf K : <

Maxima von f auf K : (

§10. Integrale, die von einem Parameter abhingen

Aufgabe 10 A. Da f: [0,x] X [;,2] — Rmit f(r,y) := e " eine stetige, nach
der zweiten Variablen beliebig oft stetig partiell differenzierbare Funktion ist,
lasst sich auf das Integral

F(y)= /f(t,y)df
0
n—mal An. 2, §10, Satz 2, anwenden, und man erhalt

X an x
0 0
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und somit .
/t”-e i = ( 1)"FU(1).
0

Andrerseits lasst sich das Integral direkt berechnen:

X

1 ,
FO) = [ mai= e®

y
0

= )
* eV 1

=0 y

Es miissen noch die Ableitungen von F berechnet werden.

Behauptung. Es gilt fiir alle n > 0

N, n k
F(y) = ( illn (1 e ™y (xy‘) ) fiiralle y € [1,2].
y = K

Dies beweisen wir durch vollstandige Induktion tiber .
Der Induktionsanfang n = 0 ist klar.

Induktionsschrittn — (n+1).

Flre) ;y (F )

J oy ()
ay( U e
1" (n+1 e ()
- ) n+2 ) < ¢ z(x,j.)>
+UW@W§W6wWWW

yr izo k! o K
n+1 n ! _
CLET N e e,
wobei
R S R s N € M
o0) —EO k! +k <kl (n+1) k; n+l)
& )k E ) . (xy)¥
*,Z'O k! +k§‘](k D!(n+1) ,;(k DH!(n+1)

85
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Damit ist die Behauptung bewiesen. Somit gilt insbesondere

F (1) = ( 1)%!(1 e Zﬁ)

k=0""

x n xk
tge
./t"~e dtn!(l e xk_zok!>.

0

und damit

Aufgabe 10 B. a) Als Partialbruch-Zerlegung erhilt man

X 1 (y+x y )
(1+x2)(1+xy)  1+y2\1+x2 1+xy/

Daraus ergibt sich mit den Integrations-Techniken aus der Analysis 1
/1 xdx 1 /1 dx +/1 xdx /1 ydx
o I+ (1+xy)  1+2\ Vo 1427 Jo 142 Jo 142y

1 1
- L4y2 {yarctanx—i— 2log(l +x%)  log(1+xy)

1 n  log2
: log(1 )
1+y2(y gt 5 log(l+y)

b) Nach An. 2, §10, Satz 2, ist

, 19 /log(1+xy) K x
F(y)=/0 8y< 1442 )dx:/o (1422) (1429 ™

Nach Teil a) ist deshalb

Ty +10g2 1 log(1+y)
4 14y 2 1+)? 1+y?
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Wegen F(0) = 0 folgt daraus

/OIF'(y)dy

w1 oydy 10g2/‘1 dy /'llog(1+y)d
4Jo 1+y> 2 Jo 1+y2 Jo 1+
n log2 log2 =

T4 2 T2y ”

Z—=F(1)

log?2
und nach Addition von Z auf beiden Seiten, 2Z = 2 - Z : Ozg _d.h.
1og(1 m
log?2 ed.
2= [ R Fron2 ae

Wir geben noch einen zweiten Beweis der Formel | ! IO% j;x) dx = §log2,

den wir einer Mitteilung von Herrn Sven Krempe verdanken. Dieser Beweis
verlauft ganz im Rahmen der Analysis einer Veranderlichen.

Mit der Substitution

dx

Xx=tant, t=arctanx, dt= .

wird
/1 log(1 + x)
0 1+ x2
Wir formen nun den Ausdruck 1+ tanz um.

/4
dx:/ log(1 + tanr)dt.
0

sinz _ sinf+ cost

l+tanr =1+ =
cost cost

Nun ist
sint + cost = \/200s(t f{).,

denn aus dem Additionstheorem fiir den Cosinus folgt

T

cos(t ) =costcos(}f)+sinrsin(}) = | (cost+sinz).

\/2(

Damit hat man folgende Produktzerlegung von 1+ tant

V2. cos(t )

cost

1+tanr =
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und man erhalt
/4
Z= / log(1 + tanr)dt
0

/4 /4 /4
:/OTE log(\/Z)dtJr/On log (cos(t 7)) dt /OTE log(cost)dt.

Die beiden letzten Integrale sind aber gleich, wie man durch die Substitution
t— 7 terkennt. Daher ist

T log?2, g.e.d.

/4
z:/o log(v2)dt = ¢

Aufgabe 10 C. Essei G:IxI — R mit

Gr2) = [ flxy)dn

Nach An. 2, §10, Satz 2, ist G nach y stetig partiell differenzierbar mit

7)= / gjyc(x,y)dx: /sz(&)’)dx

Nach An. 1, §19, Satz 1, ist G nach z stetig partiell differenzierbar (da f stetig
ist), und es gilt:

oG

2= 1(e)

Also ist G stetig partiell differenzierbar. Definiere nun @ : R — R? durch
o) = (01(»),02(y)) := (y,y). Dann ist F = G o ¢, und man schliet mit Hilfe
der Kettenregel nun folgendermafien:

Mw:daw@m@>

% (0100, 0200)010) + 7 (010),020))650)

dy
y
/DZf X,y dx+f(y7 ) qed
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Aufgabe 10 D. Fiir (x,y) # (0,0) erhalten wir unter Benutzung der Quotien-
tenregel:

dg 9 xy? B 3y oyt

v =5, (o Tp) = Wi

dg
dy

Also gilt fiir alle (x,y) € R?

.1

302
, falls (x,y) # (0,0
Dyg(x,y) = (@ +y?)3 ) #(0.0)

0, falls (x,y) = (0,0)

Fiir y # 0 gilt

3 x=1

1 1 ol
fly) = O/g(%y)dx_o/(xzjyz)zdx_ < 2(x2y+y2)>

y ooy

2y 2(1+y%)  2(14y%)’
1

f0) = /g(x,O)dx:/Ide:O,
0

0

x=0

also
y

fly) =4 207+1) :
0, fallsy=0

, fallsy #0

Fiir y # 0 ist f trivialerweise differenzierbar, fiir y = 0 erhélt man fir f”:

e e S fO) L1
£y = Jim = = M ey 1) T o

Fiir y # 0 ist f* differenzierbar, denn
1 1

N ) 3yt !
)= 0/ ) dx= 0/ A
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existiert, da der Integrand stetig ist (rationale Funktion, die in ganz [0, 1] defi-
niert ist). Damit ist

und folglich
1 ‘
, =10 #f(0)=0.

Aufgabe 10 E. Aus Symmetriegriinden ist

r r r
V= 8/ / / f(x)dx1dxpdxs.
0 Jo Jo

1) Wir berechnen zuerst fiir festes (x2,x3) € [0, 7]? das innerste Integral
r
Fi(x2,x3) := /0 Sfxr,x0,x3)dxy.

Falls x%er% > 12 ist f(x1,X2,x3) = O fiir alle x; € [0, 7], also Fi (x2,x3) = 0; fiir
x% —b—x% <rist

"P1
F1(xz,X3):/0 \/r2 x% x% x%dxl mit py := \/r2 x% x%.

Damit wird

T

p1 T
Fi(x2,x3) = /0 \/P% xtdx) = 9%4 =" x5 x§)4,

vgl. An. 2, Beispiel (10.2).

2) Bei festgehaltenem x3 € [0, r] wird nun das Integral
F>(x3) ::/0 Fi(x2,x3)dx,

berechnet. Wir erhalten mit p, := \/ r? x%

T [P2 T T T
Bt = [T03 w6 1) - el (P B
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3) Das gesuchte dreifache Integral wird schlielich

V = 8/ F>(x3)dx3 = 3 / 3/2d)c3 [Subst. x3 = r&]
4 1
- ;r4 /0 (1 €24t = [Subst.& = sint]
4 /2
= 7tr“/ cos*rdt
3 Jo
Nun ist
costt = L(ef+e )
— ]16(e4it+482it+6+4e 2it_|_e4it)
= [ (2cosdt+8cos2t+6)

1 1 3
8cos4t+ 5 €082t + 3

Wegen
/2 1 [2n
/ cosdtdt = / cosudu =0
Jo 4 Jo
und
/2 1 rm
/ cos2tdt = / cosudu=0
0 2 Jo
wird
TE
/ cos*rdt = / dt =
0
also 5
T 4
V=
4

Somit ist das Volumen der 4-dimensionalen Kugel
Kiy(r)={xeR*:|x| <r}

vom Radius r gleich
24

Vol(K4(r)) = 5

91
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§11. Elementare Losungsmethoden

Aufgabe 11 A.
a) Zu einem vorgegebenen Punkt (x,y) € R x R* sei
ci= "
=
Die Parabel
P.: y= ex’

geht dann durch den Punkt (x,y) und hat dort die Steigung

2
Y =2ex=".

Deshalb ist die gesuchte Differentialgleichung

2
Y =flxy) = xy

Man tiiberzeugt sich durch Einsetzen, dass die Parabeln P, die Differentialglei-
chung losen.

b) Die zu f(x,y) orthogonale Steigung ist

(x )7 1 X
EEVZ ey T 2y

Die Differentialgleichung der Orthogonal-Trajektorien lautet daher
;X
y = 2y

Dies ist eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Eine Losung
durch den Punkt (xo,y0) € R% x R’ lisst sich wie folgt berechnen:

2ydy =  xdx,

y X
/ 2ndn = Cdg,

Yo X0

also
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Bild 6

Diese Losungen sind definiert fir 0 < x < v/2¢ und stellen Ellipsen-
Viertelbogen dar, die die Parabeln P. senkrecht schneiden, siehe Bild 6.

Aufgabe 11 B.

a) Wir definieren f, g: R — R durch

flx)i=cosx,  g(y):=¢,

dann sind f und g stetig, und es gilt g(y) # O fiir alle y € R. Die Dif-
ferentialgleichung y' = ¢ cosx lasst sich unter Verwendung der Bezeich-
nungen von An. 2, §11, Satz 1, wie folgt 16sen. Es gilt fiir F : R — R
undG:R — R

X

X
F(x):= /f(t)dt:/costdt: sinx  sinxg,

X0 X0
- y
G(y)::/ dt:/e "dt=e " e 7.
J g(r) .
Yo Y0
Da G(R) =] eo,e *[, sei I’ C R ein Intervall mit xo € I’ und F(I') C

] oo,e Y[, d.h.

I'c{xeR : sinx<e *+sinxg},
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b)

c)

d)

Losungen

dann gilt fiir die Losung @ : I’ — R mit ¢(x0) = yo:

G(9(x)) = F(x)
e 0 ¢ ®Y —ginx sinxg
e ® —¢ Y0 4ginyy sinx
< @(x) = log(e *+sinxg sinx)

fiir alle x € I'.

Lost man analog wie a). Man erhdlt fiir die Losung @ : I’ — R der Dif-
ferentialgleichung mit @(xo) = yo

¢(x) =sin(x xp+arcsinyp),
wobei I’ ein Intervall mit xo € I und

T . T .
I'c 5 arcsiny + X0, 5 arcsinyg +xo | -

Lost man analog wie a). Man erhélt fir die Losung @ : I’ — R der Dif-
ferentialgleichung mit @(xp) = yo

(p(x):\/y% 2(xo x)\/l y(2) (xo x)?,

wobei I’ ein Intervall mit xo € I und
I'c :| \/1 yé 1+xo,\/1 y%+x0|:.

Die Gleichung
Y= (@ +2) - (0P +)?)

ist eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Die Losung lasst
sich mittels An. 2, §11, Satz 1, leicht bestimmen. Dazu definieren wir

{fiR — R, d {g:R - R,
fo)=a+2 " g(y) =0+
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Dann ist g(y) #0 firalley € Rund fir F:R — Rund G:R — R
erhalt man

y

y
1 ro1 1 t
= dt = dt = 1
G(y) /8(t) /b2+t2 <barc anb>
Yo

Yo

y

)
_ ! (arctan Y arctan”® )
b b b/’

Fiir die Losung ¢ der obigen Differentialgleichung gilt dann

G(o(x)) = F(x)

1 3 3

<~ b <arctan (p;x) arctani?) = a2x+); a2x0 )?
bx® bx}

<= arctan (PE:) =a’bx+ ;C a’bxy ;CO + arctan);O

bx* bx}
<= @(x) = btan <a2bx+ ;C a*bxg ;CO + arctanf)
fiir alle x aus einer kleinen Umgebung um x.

e) Die Differentialgleichung lasst sich auch folgendermal3en schreiben:

,xy 1 X

1
S T x2y+1 x2’

daxe] 1,1]ist. Wir definieren nun
a:] L1 - R, b:] 1,1 - R,

a(x) X und ) 1

1«2 ) '

dann sind a und b stetig und die obige Differentialgleichung lasst sich
dann unter Verwendung der Bezeichnungen von An. 2, §11, Satz 3, wie
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folgt 16sen. Man erhdlt fir ¢:] 1,1] - R

o(x)

I
o
x
S
Q
BN
-
)
&
i

! (log(1 tz)) * >
2 X0
log \/1 x3 log Vi x2>

Somit gilt fiir die Losung y:] 1,1 — R der obigen Differentialglei-
chung mit der Anfangsbedingung W(xp) = yo

y(x) =

arcsinx  arcsinxg

Yo \/1 x(z)
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Aufgabe 11 C.

a) Durch die Substitution z := x+y geht die Differentialgleichung

Y = (x+y)?
uber in
d=1+y =1+7

Diese Differentialgleichung lasst sich nun mit An. 2, §11, Satz 1, 16sen.
Dazu definieren wir f, g : R — R durch

fx)=1,  g(z)=1+2%

dann sind f und g stetig und es gilt g(z) # O fiir alle z € R. Die Differen-
tialgleichung 7/ = 14 z? lisst sich dann unter Verwendung der Bezeich-
nungen von An. 2, §11, Satz 1, wie folgt 1osen. Es gilt fiir F: R — R
und G:R — R

F(x) :—/xf(t)dt—/xldt—x X0,

Z

Z
1 1
G(y) ::/g(t) dl:/l—i—tz dt = arctanz  arctanzy.
20

20

Dann gilt fiir die Losung ¢ der Differentialgleichung z' = 1 4+ z> mit
o(x0) = 20

G(o(x)) = F(x)
<= arctan@(x) arctanzo=x X
<= ¢(x) =tan(x xo+ arctanzy)

fur alle x in einer kleinen Umgebung von xp. Daher erhélt man fiir die
Losung  der Differentialgleichung y' = (x4 )2 mit y(xp) = yo

y(x) =tan(x xo-+arctan(xo+yo)) x,

wobei y in einer kleinen Umgebung von x( definiert ist.
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b) Die Differentialgleichung

X% xy

1 2\, 2 -0 /_
(I+x7) +xy  xy = y="1,0
geht mit der Substitution z = )1 uber in
/
; yooxz x X X
! — = = + .
TR T 1t R

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung. Sie lasst sich nun
mittels An. 2, §11, Satz 3, 16sen. Dazu definieren wir

{a:R — R, {b:R — R,
X und L X
a(:= ", b= s

Dann sind a und b stetige Funktionen und man erhalt fir o : R — R
und y: R — Raus An. 2, §11, Satz 3:

X X
t
o(x) = exp /a(t)dt = exp /1+t2dt
X0 X0
1 [ 1 N
=exp |, 1+tzdt 7exp<2(10g(l+t)) xo)
X0
:exp<10g\/1—|—x2 log\/l—l—x%)
V142
\/l+x%/
[ b(0)
x) = o(x zo+/ dt
V() = o) J o)

X0

\/1+X2 . [\/1+X(2J
zo+/ 5 2dt
\/ng PO MRS
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1422 i
_ Vidx 20 \/1+x3/ ! o5 4t
f\/1+x% S+

(Substitution: s := 72)

2
1 2 1+x2 y -
= Vidx \/ 0/(1+s) 2 ds

2
.\/1+x(2) 2
2 1 ¥?
V1+x2 \/1+xo (1+35) 2
— 5 20 2 1
,\/1+x0 2 2

2
= \\7+x2 (zo+\/1+x§((1+x2) D (1+2) i))
\/1+x5
V1+x2 \/l+x(2)
= 20+ 1
V142

_ (20 1)\/1+x2+]-

\/l—l—xé

Fiir ¢ erhalt man dann, unter Berticksichtigung, dass zop = ylo und x(x) =

1
vix)”
1 \/1+x(2)
X(x):(l V1422 - 1 >
" g T (o 1)\/1+x2+\/1+xo
0

fiir alle x € R.
¢) Mit der Substitution z = ylz geht die Differentialgleichung

VA4y+(sinx+e)y’ =0 = Yy =y (sinx+e)y

uber in

2 /!
7= 3y =2z+2(sinx+e€").
y
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Dies ist wieder eine inhomogene lineare Differentialgleichung. Sie lasst
sich mittels An. 2, §11, Satz 3, 16sen, dazu definieren wir

a:R — R, nd b:R —R,

a(x):=2 “ b(x) 1= 2(sinx+ &%),
dann sind @ und b stetige Funktionen und man erhalt fir ¢ : R — Rund
v:R — Raus An. 2, §11, Satz 3:

X

9(x) = exp( / a(e)dr)

X0

- exp(/det)

X0
er 2x0 ,

t

y(x) = o(x) ZOJF/(I;((I; dt

X
2(sint + e')e?o
> 20 Zo+/ ( o ) dt
. e
X0

x
" [ sint
_ Zoe2x 2xo+2elx/< 5 te t) dt
o2t
Xo

X X

sint
= zpe®* 20 42 / o dt+/e tdt
J e .
* X
+[ e] )
X0 X0

X0 X0
2
+ 5 ¥ 20 (cosxg+2sinxg) 2¢"+ 202 Yo

cost +2sint
— Zoe2x 2X0+2e2)(<|: ) :|
S5e%

2
2o 5(cosx+2sinx)

unter Verwendung von

sint . 1
/ o2 dt = /smt e dt
f!
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(partielle Integration)
cost 2cost
= / dt

eZt e2z
cost 1
= 2/cost o2 dt
=if! "~~~
::g

(partielle Integration)

_ cost smt 2 smt
Y

cost 2s1nt sint
= o 4/ o2 dt

/ s1nt cost 2sint
ezt Se2t .

Ist % die Losung der urspriinglichen Differentialgleichung, so erhélt man

dann also wegen z =, mit zo := Kt
J 0

1
x(x) = :
V()
Aufgabe 11 D.
c) Da
,ox+y 147 y 14z
= = = = 1
Yy 142 AORCEEN W

und f: R} — R stetig ist, geniigt es nach An. 2, §11, Satz 4, die
Losung(en) der folgenden Differentialgleichung

, 1

7= (flz) 2= i ( (2)

1422 Tx 1427

1+z 11 27
X

zu bestimmen, wobei x, 7 € R’jr. Um die Losung y von (2) unter der
Anfangsbedingung y(xo) = 18 =:20; X0, Yo € R’ zu bestimmen, nehmen
wir folgende Fallunterscheidung vor:

D 2= \}2 : Dann ist die konstante Funktion y(x) = \/l , fiirallex € R,

trivialerweise eine Losung von (2). Zur Eindeutigkeit vgl. Aufgabe
12A.
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) y(xo) =z0# \/12 : Wegen der Stetigkeit von y ist dann y(x) # \/12
fiir alle x aus einer Umgebung von x¢ und wir konnen nach An. 2,
§11, Satz 1, die Losung von (2) berechnen. Dazu definieren wir

{f:Ri — R, g:J =R

1 und 1 27
f(x) '7X g(Z) T 1+227
wobei J =10 7\/Z[Oder.l }\/2, [, je nachdem ob z €]0 7\/2[oder

20 €] \/]2., [. Dann sind f und g stetig, und es gilt g(z) # O fiir alle
z € J. Weiter erhalten wir fir F: Ry — Rund G:J — R aus
An. 2, §11, Satz 1, Folgendes:

/f t)dt = / dt =logx logxp,

X0

P 1+2¢
dt
1 2¢2

N /1 2z2dt+/1 22 ¢
= dt
/<1 V2t l+\/2t> 2/1 212

o /Z v2ooov2
2V/2 1 V2r 1+V2t
20
1 2 z
log|l 2 ‘
, (log| ) .
Z

_ 2\1/2(10g|1 V21| log(1+\/2z))

1 NE
2(1og\1 21%)) .

20
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1 1 V2 1 V22

= log log
2V/2 14+v/2z 14229

1 1

, log|1 222+ , log|1 273

V.
(14122 % e 1 V20 ¥

= log
V2 V.
1 V2% (1+v22) ¥

1
log\l 22| + log|1 23|
(1+ \/22) i o } \/2z0\“42+5

= log oo
1 V22 % (1+V2z) % 2
Damit gilt
G(y(x) = F(x)
(evape)™ e Vel
<= log S , = log N
Rk IV N B
o (V2N (14v2m) ¥
1 Vay) S K0 1 /g
Fiir die Losung ¢ von (1) unter der Anfangsbedingung ¢(xo) = yo gilt
somit
) yo = \/2 : Dann ist @(x) = \/ x fiir alle x € R} die Losung von (1).
m 0 £ 1 E Mit §11, Satz 4, und den obigen Vorbetrachtungen ist

0
dann die Losung @ von (2) implizit gegeben durch
V2OIYP L (V2%
V2RI 01 e

1
2

|1 N
V2ol

(r+v20)T 21 (1+V20)% o

o V2p()[FE X0 1y e

wobei ¢ in einer kleinen Umgebung um x¢ definiert ist.
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§12. Existenz— und Eindeutigkeitssatz
Aufgabe 12 A. Die Funktion
IxJ 5 (x,y) = f(x)g(y) € R

ist nach y stetig partiell differenzierbar, erfiillt also lokal eine Lipschitz-Bedin-
gung. Daher gilt der Eindeutigkeitssatz (An. 2, §12, Satz 3).

a) Falls g(yo) = 0, ist offensichtlich die konstante Funktion @(x) = yo eine
Losung der Differentialgleichung y' = f(x)g(y), und daher die einzige mit der
Anfangsbedingung @(xp) = yo.

b) Ist andrerseits y : I| — R eine Losung mit y(x;) =y und g(y;) # 0, so kann
es kein x € I} geben mit g(y(x)) = 0, denn sonst wire nach a) auch g(y(&)) =0
firalle § € 1.

Aufgabe 12 C. Setze

fiRxR? =R, f(x,y):=Jy mitJ:= <(1) é)

Mit y := (y1,y2) gilt dann

_(01 iy o_ y2>
f ist stetig und gentigt global einer Lipschitz—Bedingung, denn es gilt fiir alle

(x,), (x,5) € Rx R? mity := (y,y2) und := (§1.52)

[fCey) fR = 102.31) G2, 50l
=62y w2
=1y 3l

Also lasst sich das Verfahren von Picard-Lindelof auf y' = f(x,y) anwenden.
Wir kommen nun zur Berechnung der Losung ¢. Es gilt ¢ = lign @y, mit
n—eo

Po(x) = (Z) fiir alle x € R,

Put1(x) = (Z)f/xf(t (1)) /Jtpn (n>1).
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Man berechnet

o1(x) = (Z) +/(:J<Z)dt = (E+Jx) (Z)

wobei E die zweireihige Einheitsmatrix bezeichnet. Wir zeigen nun durch In-
duktion nach n, dass

On(x) = (i JZC]() (Z) fur alle n > 0.

k=0

Die Fille n = 0,1 wurden schon gezeigt.

Induktionsschrittn — n+ 1.
X n Jk[k a
(X0 ) ()
+ /0 kga k! b

n Jk+l k+1

(2 ) ()

~(S)(0). ane

Nun ist J2 = E, also ergibt sich
m x2k+1

Q2mr1(x) = ; (;k)z (Z) +Jk§) (2k+1)! (Z)

o0 xzk oo 2k+l
=coshx und = sinhyx,
kgb (2k)! z (2k+1)!
erhalt man schlieflich

acoshx+b sinhx)

. a
©(x) = (E coshx+ J sinhx) (b) — <aSinhx+bCOth

Man tiberzeugt sich durch Einsetzen, dass ¢ das vorgegebene Differentialglei-
chungs-System tatséachlich 16st und die Anfangsbedingung ¢(0) = (Z) erfiillt.

Aufgabe 12 D. Essei¢:[ r,r] — R, r > 0, eine Losung der Differential-
gleichung y/ = f(x,y) und y:[ r,r] — R definiert durch

yx):=0¢( x) furallexe[ rr].
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Dann ist auch y eine Losung der Differentialgleichung, denn
V) = (o x)'= ¢( 0= f( xe( )
= Sl x) = floy().

Nach Voraussetzung ist f stetig und gentigt lokal einer Lipschitz—Bedingung.
Da y(0) = ¢(0), folgt aus dem Eindeutigkeitssatz (An. 2, §12, Satz 3), dass
y(x) =0@(x) furallex e [ rr].

Aufgabe 12 E. Da f stetig ist und global einer Lipschitz—Bedingung geniigt,
genuigt f erst recht lokal einer Lipschitz—Bedingung. Daher gelten die Voraus-
setzungen von An. 2, §12, Satz 3 (Eindeutigkeitssatz) und Satz 4 (Existenzsatz
von Picard-Lindelof). Insbesondere gilt:

¢ = lim @,, wobei @, : I — R" mit
n—yoo

Po(x) := 9(a),
9u () = 0@) + [ SL0u0)di (nEN)

und
Y= 1211 Y,, wobei y,, : I — R" mit
frares)

Wo(¥) = vl
Va1 (9 == W@ + [ Sewa)dr (e ).

Bemerkung. Falls @(a) = y(a), ist nach dem Eindeutigkeitssatz ¢ = v, und die
Behauptung ist trivialerweise erfiillt.

Zunachst beweisen wir durch Induktion, dass

7 . k
lon(®) w0 <53 F \);d al)
k=0 .

fir alle n € N erfiillt ist.

i) Induktionsanfang: n = 0.

[9o(x)  Wo)l| = llo(a) wla)[|=5<3:
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ii) Induktionsschritt:n — (n+1).
Es gelte die Behauptung fiir ein n € N, dann ist zu zeigen, dass sie auch
fiir n+4 1 gilt, wie man mit Hilfe von An. 2, §6, Hilfssatz, folgendermalen
bestatigt:

[@n+1(x) W1 (%)

@+ [ fleou)ar w@ [ fleva)d

X

lo(@) wl@)ll+| [ (Ft.0ue)  fleyale)) ds

IN

<8+ [10.0u0) F(yal0)) 1 dt

<5+ / L-lloa(t)  walt)||dr

(globale Lipschitz—Bedingung)

<5+/L82L‘t ab*

(Induktlonworaussetzung)
nopk+l y .
=9 -9 / t dt
+k§6 i It a
a

8 n Lk+1 ‘t a\k-&-l X
- +Z Kl <(k+1)!>

a

Lk+l ‘x a‘k+l
5+Z K% e,
n+1 Lk K

:5+zk!-8-\x al

=
(L |x a\)

=5y

k=0
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Nun gilt unter Beriicksichtigung der Stetigkeit der Normfunktion:
lo() W@l = [|1im gu(x)  lim s, ()]
= [ lim (@u(x) ()]
Jim [l@n (%) wa(x)]]
(Ll a)k)

IN
5
—/
o
M=

k=0 k!
o (L-|x al)
< 98-
]Z(‘) k!
_ B.eL\x a

was zu beweisen war.

§13. Lineare Differentialgleichungen
Aufgabe 13 A. Zunichst zeigen wir, dass

r-o3)-()

eine Losung der Differentialgleichung y' = Ay ist. Man erhalt fiir ' unter Be-
nutzung der Produktregel

V- < ' Q1+ ue) > : <a1zg+M(P'1>

w4 ugh + ¢ u®y + axng

Da @ eine Losung von y' = Ay ist, gilt
<<P'1> ¢ Ag-— <a11 a12> . <<{>1> : <a11<P1+a12({>2>
@ az; ax (03] az2101 +an @
und somit
Ay = <a11 alz) _ < uQ; ) _ (u(011¢1+012¢2)+a12g>
az1 ax u@r+g u(az1@1 +an®) + ang

_ <u(p'1 +a12g> _\Pj
= h =
uQ, +ang



§13. Lineare Differentialgleichungen 109

Also erfiillt auch y die Differentialgleichung y' = Ay. Da

g = (azz alz(p2> g
®1

nach An. 2, §11, Satz 2, auf J eine von der Nullfunktion verschiedene Losung
besitzt, gelte 0.B.d.A. g(xp) # 0 in einer Stelle xo € J. Um die lineare Un-
abhéngigkeit von ¢ und y zu bestitigen, brauchen wir nach An. 2, §13, Satz 2,
nur die lineare Unabhangigkeit an der Stelle xp zu beweisen.

Annahme: ¢(xg) und y(xo) sind linear abhéngig. Dann gibt es ein A € R mit

— 2wl ¢1(x0) _ Au(xo) @1 (x0)
o) =A-ylx) = <<P2(XO)> (xu<xo><pz<xo>+xg<xo>>

— (Au(xo) =1)

A1 A u(xo))p2(x0) = A g(x0))
= A-g(x0)=0
= A=0.

Widerspruch, da @ (xp) # 0 nach Voraussetzung (da xo € J)!

Aufgabe 13 B. Das Differentialgleichungssystem lautet in Matrizenschreib-

weise ,
) _ 12y logx+ |
= . + .
2 I x1 2 (x 1)logx
—_——
=:A(x)

Zunichst verifizieren wir, dass ¢; : R}, — R? mit @q(x) := (i) tatsachlich
eine Losung des homogenen Systems ist:

aw-aw=(, 1) (=)= () o

Um eine zweite, von @ linear unabhingige Losung ¢ : R} — R? des
homogenen Systems zu berechnen, verwenden wir Aufgabe 13 A. Mit den
dort verwendeten Bezeichnungen miissen wir differenzierbare Funktionen u,
g:Ry — R? finden, die
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gentigen. Offensichtlich sind g(x) = 1 und u(x) = logx geeignete Funktionen
hierfiir. Damit erhalt man fiir @,:

logx .. .
= fiir all RY .
02(x) (xlogx+1) iir alle x € R},

Also ist @ := (@1,@;) ein Fundamentalsystem des homogenen Systems. Im
folgenden brauchen wir nur noch eine Losung des inhomogenen Systems zu
finden. Dazu benutzen wir An. 2, §13, Satz 4. Es ergibt sich fiir u : R}, — RZ:

X
(x) = / o) 'b(1)di
_/ logt : logt-ﬁ-; dt
t tlogt+1 (t 1)logt
7/ 1 tlogt+1 logt logt—l—} dr
~ ) tlogt+1 tlogt t 1 (r 1)logt
21
_/< 0gt+ (logt)? + )dt
logt
/ (logt +t(logt)?)’ gt
/ ( tlogt)’

_ <logx + x(logx)2> .

xlogx

Eine Losung y: R}, — R? des inhomogenen Systems ist damit

W) =00 ) = (108t (TR X)2> -(%)

Die Menge M aller Losungen des inhomogenen Systems lautet daher

M = {y+ro1 +up = A ueR}.

Aufgabe 13 C. Fiir eine Losung ¢ :] r,r[ — R der Differentialgleichung

Y' +a(x)y' +b(x)y =0
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werde definiert

o:] nrl 2R () :=¢( x).
Da ¢/(x) = ¢( x) und @"(x) = ¢( x), ist wegen a( x) = a(x) und
b( x) = b(x) auch @ eine Losung der Differentialgleichung.
Es gibt eine Losung ¢ mit der Anfangsbedingung

e0)=1, ¢0)=1

Die Funktionen @1, ¢, seien definiert durch

Pr=5(0+0),  2:=5(0 @)
Dann ist @; eine gerade und ¢, eine ungerade Losung der Differentialglei-
chung. Da

01(0)=1,  1(0)=0,
(PZ(O) =0, (pIZ(O) =

sind @; und @, linear unabhingig, bilden also ein Losungs-Fundamental-
system.

Aufgabe 13 D.

1) Wir beweisen zuerst die Aussage iiber die Differentiation der Determinante.
Sei also ®(x) = (9;(x)) eine n x n-Matrix mit differenzierbaren Koeffizienten

(p,-j(x). Es gilt
detq) Z(Pl o(1 (p2 o(2 )( ) s (pn,G(n)(x)',

wobei tiber alle Permutationen 6 : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} summiert wird.
Die Differentiation eines einzelnen Summanden ergibt nach der Produktregel

dLi‘PI.c(l) (x) .o Pn,5(n) (x) = kz; P1,6(1) (x) ... (Pﬁc,c(k) (x)+.on Pn,o(n) (%),
also nach Summation tiber alle Permutationen
4 dera(s ZZ«m o1 () G () - B ()
on) . Qu(x)
= Ydet| ) . 0L | qed

o) o Gul)
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2) Wir differenzieren jetzt die Wronski-Determinante W eines Losungs-Fun-
damentalsystems (@1, . ..,®,) der Differentialgleichung

Yita, 1(x)y" T+ ap(x)y = 0.
Mit der Bezeichnung w(x) := (@1 (x),...,0,(x)) ist

w(x)
w'(x)
W(x) = det :
w1 (x)
Nach der gerade bewiesenen Differentiationsregel ist
w'(x) w(x)
, w'(x) w”(x)
W'(x) = det ) + det w(x) | T
W(n .l)(x) :
w(x) w(x)
...+det Wl .1)(x) + det o 2) )
wr D (x) wl (x)

Alle Summanden der rechten Seite bis auf den letzten bestehen aus einer De-
terminante mit zwei gleichen Zeilen, sind also gleich null. In der letzten Deter-
minante ersetzen wir die letzte Zeile durch

W)= ay 1w V&) an 200w D(x) . ap(x)w(x)

und erhalten
W' (x) = det

dh. W (x)+a, 1(x)W(x) =0, q.ed.

Aufgabe 13 E. Es sei
01
0= (p.z I - R

On
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eine beliebige Losung der Differentialgleichung y' = A(x)y. Setze auBerdem
A =: (a;j), dannist @;; : I — R fiir alle (i, j) € {1....,n}” eine beliebig oft
differenzierbare Funktion. Nun beweisen wir induktiv, dass auch ¢ beliebig oft
differenzierbar ist.
i) Induktionsanfang: m = 1.
Die Existenz von ¢’ folgt unmittelbar daraus, dass ¢ eine Losung der
Differentialgleichung y' = A(x)y ist.
ii) Induktionsschritt: (m+1) — (m+2).

Es existiere "D, m € N, und damit existieren auch @), (k =
1,...,m). Zu zeigen ist nun, dass auch ("*2) existiert. Da

('Pl n
O =Ap=(a;)-| : |= (Z at./‘P/) .
Jj=1 =1, ,n

Pn

ist unter Benutzung von An. 1, Aufgabe 15.6 i) (Leibnizsche Formel)

o) <2§< ) b 5@)”‘

Da ¢+ existiert, d.h. es existieren (pfer1> firalle / € {1,...n}, gilt

o [(m (m+1 k) (k) (m k) (k1)
= (Z 2 <k> (aijn 0; +aij" 9; ))
i=1, ,n
n m+1 ma1 (m+1 &) (k)
> ( k )“ij @j .,
i=1, »n

=L

Il
S
~.

I

-
T
o

und damit existiert also auch @("*2).
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¢14. Differentialgleichungen 2. Ordnung

Aufgabe 14 A. Zunichst beweisen wir zwei Lemmata.

Lemma 1. Sei f: [0,oo] — R eine stetige, in ]0, o[ differenzierbare Funktion
mit f(x) > C fiir alle x €]0, o[, wobei C > 0 eine Konstante ist. Dann gilt

lim f(x) = 4-oo.

X—>o0

Beweis. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es zu jedem
x €]0,00] ein &; €10, x[ mit

f(x))c 5(0) = f'&) = f(x) = f(0) + /' (&) x> f(0) +C"x.
Da
)}gg(f(o)—l—c-x) =
ist Lemma 1 bewiesen. 0

Lemma 2. Es seien rg > 0, C > 0 mit é > rp gegeben. Dann existiert das
uneigentliche Riemann—Integral

/¢
/ = lim / dr
\/ c ¢ cy \/ C

Beweis. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass C = 1 (sonst Subst. 7 = Cr).
Fir rp <x < 1 gilt

[
{\/r(l r) —ﬁ—arctam\/1

wie man leicht durch Differenzieren bestatigt (vgl. auch [7], Abschnitt 1.1.3.3,

Formel 151). Da
lim \/ x(1  x)+arctan \/ b)o 0
x, M X -

X

b

)
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folgt Lemma 2 unmittelbar. O

Zur Losung der Differentialgleichung gehen wir nun wie in An. 2, §14, Ab-
schnitt ‘Eindimensionale Bewegung’ vor:

Setze f: R} — Rmit f(r) = rl, dann ist f stetig. Weiter erhalten wir fir
U:Ry, —R

UG = _/rf@dazv_/rgzda:v[ J-=re

0 ro r
Fiir die Gesamtenergie E ergibt sich dann
1. 5 1,
E=_i0)"+U(r(0)) = _vg.
2 2
Die Bewegung verlauft daher in

1
(reR |U(r) <E} = {rem v Ygzvé}

* 1 1 2
:{rERJr‘r(ro Zyvo)gl}
[ Ry, falls6<0

10,11, falls@ >0

1

wobei 0:= <
o

1
Zyv(%) ,vel. Bild 7

Die zu 16sende Differentialgleichung wird

(2:)2 —2E U(r) = zry+c

mit C := v(2J 33( Nun fiihren wir folgende Fallunterscheidung durch:

1. Fall. C > 0:
Dann folgt aus Stetigkeitsgriinden entweder 7(t) > /C fiir alle ¢ € [0, o[ oder
i{t) < /C fiir alle ¢ € [0,00[. Da aber #(0) = vy > 0, gilt #(¢) > V/C fiir alle
t € [0, 0] und somit nach Lemma 1

lim r(7) = oo.

t—veo
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1. Fall

E 2. Fall U(r)

Bild 7

2. Fall. C < 0:
Dann gibt es genau ein | > ro mit 3:{ + C = 0. Nach Lemma 2 existiert das
uneigentliche Riemann-Integral

r
dg
= .
J V2(E U(E \/Zy iC
Wir setzen 11 := G(ry). Fiir ¢ € [0,#;] ist dann r monoton wachsend und in [z}, oo
monoton fallend, denn
#(t) < Ofiir alle ¢ € [y, 00|
= F#(t) < Ofirallet € ]t;,0o[,da F(t;) =0

= ristin [f],eo[ (streng) monoton fallend.
Fiir das gesuchte v* > 0 erhalten wir also (v* ist das vo, falls C = 0 ist)

(v*)2 2Y:O:>v* = \/ZY.

o ro
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Fiir die Erdanziehung erhélt man wegen y = gr(z)

k
v = /2gr0 = V/2-9.81-6370-10° " ~ 11179 " ~ 1118 .
secC sec sec

Zur Losung der Differentialgleichung lasst sich abschlieBend Folgendes sagen:
Mit

_[
W= e v

ist die Losung r(z) implizit wie folgt gegeben:
Im 1. Fall ist G(r(¢)) = ¢ fiir alle 7 € [0, o]
Im 2. Fall ist G(r(t)) =t fiir alle 7 € [0,#,] und

fir alle 7 € [t),00[.

Aufgabe 14 B.
a) Zunachst suchen wir eine Konstante o, so dass

1 (033

Q1:] 0 =R, x=@i(x) =™,
eine Losung der homogenen Gleichung
(2x+1)y"+(4x 2)y 8y=0
ist. Setzt man y = ¢* in diese Gleichung ein, erhilt man

(2x4+ 1)+ (4x 2)o 8)e™ =0
= (2x+1)o’+(4x 2)a 8=0
— 2x(0?4+20) + (0> 200 8)=0

Die letzte Gleichung wird erfiillt durch oo = 2. Damit haben wir also mit
! 2% eine Losung der homogenen Gleichung ge-

o1:] gl 2R @i(x)=e
funden. Um eine zweite Losung @, : | é,oo[ — R der homogenen Gleichung
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zu bestimmen, wenden wir An. 2, §14, Satz 2, an:

X
1 4 2
2t+1
0

X
4
= *exp /< 2+21+1> dt
0

= e™exp( 2x+log(2x+1)?)
= (2x+1)%e*.

' (x) dr

Il
I¢)
>

o

Mittels zweimaliger partieller Integration erhalt man

2 oo, (20417 5, 2x
(2x+1)” ™ dx= , € 2 (2x+1) ™ dx
—_—— ——
T =¢ = =¢
_ (2X<2F 1)262)( 2 <(2X;> 1)e2x /62xdx>
(2x+ 1)2 2x

= , € (2x+1)e¥ + >

1
= <2x2+ 2) e,

also

und damit ist )
92(x) = 91 (x) - u(x) =2+

eine zweite Losung der homogenen Gleichung. Wir brauchen im Folgenden
also nur noch eine Losung vy : | é.,oo[ — R der inhomogenen Gleichung zu
bestimmen, dazu fithren wir die inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung
auf ein System 1. Ordnung zuriick (vgl. An. 2, Beweis zu §13, Satz 5). Fiir

dieses System 1. Ordnung erhalt man dann

Yo =1
, 8 4x 2 +6x2+x 3.
M=o 4170 21! 2xg1 €
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bzw. in Matrizenschreibweise

V1

Yo

8 2 4x < 1>+ 6x>+x 3,
2x4+1 2x+1 w1 €

Ein Losungs—Fundamentalsystem dafiir bildet dann ® = (1;,72), wobei die

Funktionen 71,7, :] },e¢[ — R? gegeben sind durch

- (3)-( 57

= (%) = ()
@5 (x) 4x
Mit “Variation der Konstanten” lasst sich nun eine Losung des inhomoge-

nen Systems 1.0rdnung und damit eine Losung der inhomogenen Gleichung
2.0rdnung berechnen. Es gilt

2t 21
1 e 2t +
e = ( 2¢ % 4 2>
_ 1 4 2% )
C (424414 1)e 2 \2e X e ¥

-~ 1 4re® (262 ))e*
T2\ 2 1

und daher
x 0
uw) = [o0) | g2y 3, |d
0 2t +1
2 201
N (6r=+1 3)( 2t 2)e3’
/ (2t+1)3
= dt
6>+t 3
0 e’
(2t+1)3
126348245t 4 5\ 1"
6(2t+1)2
342,

e
(2t4+1)2 0
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123 +8x2+5x 4 5 2
e
6(2x+1)2 3
3x+2

2126 2
Da nun ( )
_ (Vi
o6 a0 = ()
erhalt man

1233 +8x%+5x 4 2
_ 2x | 3x
Vi) =e < 6(etr1? € +3)

+ <2x2+;> : <(;;:2) & 2)

123 +8x%4+5x 4, 2 5,

- 6x+12 ¢ T3¢
(Bx+2)-(2245) oo
x+12 ¢ ™
bl 2
= x3+ ex+3e o4 1.

Die Menge M aller Losungen der inhomogenen Differentialgleichung zweiter
Ordnung hat dann nach An. 2, §13, Satz 5, folgende Gestalt:

M = {y+ro1 +up2 : huc R}

Aufgabe 14 C.
a) 1) Wir zeigen zunachst durch Induktion nach n > 0, dass

d\n 2 >
(4 #=ratoe
mit einem Polynom F,, vom Grad n. Der Induktionsanfang n = 0 ist trivial.
Induktionsschritt n — n+ 1. Wir setzen zur Abkiirzung D = dx

D*le ¥ = D(D'e *)=D(F,(x)e *)
Fl(x)e © Fy(x)-2xe ©
( 2

XF(X) +FL(x)e © = Fuyi(x)e T, qed.
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Aus (1) folgt nun, dass

ein Polynom n-ten Grades ist.

ii) Wir zeigen jetzt, dass H, die Hermitesche Differentialgleichung 16st. Es
geniigt offenbar, die Gleichung

1

Yy 2xy' +2ny=0

.. . . 2 2 . . 2 2 .
fiir die Funktion y = ¢" D"e * nachzuweisen. Es gilte “'y= D"e * . Nunist

2

D2(€ xy) — Dn+2€ XZZDVH»I(De X)
= D" 2xe )
)

*

2D e ¥ 2(n+1)D"e &
2xD(e Xzy) 2(n+1)e xzy
=e x2(4x2y 2y 2(n+1)y),

wobei an der Stelle © die Rechenregel
Dn+l(xf) — an+1f_|_ (I’l+ 1)an

benutzt wurde, die aus der Leibnizschen Formel fiir die Differentiation eines
Produkts folgt. Andrerseits gilt

2

D*(e y) = e xzy”-i-Z(De xz)yl—F(Dze Dy
—e ™ O 4xy + (4% 2)y).
Durch Vergleich erhalt man

"

Yy 2xy +2ny =0, g.e.d.

b) Es geniigt, Folgendes zu beweisen:

Seien n > m > 0 natiirliche Zahlen und P,, ein Polynom vom Grad m, dann ist

2

/ (eXZD"e "Z)Pm(x)e Tdx=0.
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Dies ist gleichbedeutend mit

/ T (De T )Pu(x)dx = 0.

oo

2. ..
Man beachte, dass der Integrand von der Form Py, (x)e * ist, was fir |x| — oo

schneller als 1/|x|? gegen null strebt, das uneigentliche Integral also existiert.
Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach m.

Induktionsanfang m = 0. Dann ist P, (x) eine Konstante, die wir 0.B.d.A. gleich
1 annehmen diirfen. Wir miissen also zeigen

o R
/ D'e “dx—=lim | D'e “dx=0.
J R—e ) R

Dies sieht man so: Mit partieller Integration erhalten wir

2 R

R
/D"e Par=(D" e ) 50 fiirR— .
J R

R

Induktionsschritt m — m—+ 1. Sei n > m + 1. Wir wenden wieder partielle Inte-
gration an:
) R

/ " (D PP = (0" e P)Byr (v
J R R

K 2
[ 0" e P

Daraus folgt

oo

/ ::(D"e 2\ Pt () dx = / T e PP, (x)dx

Da P;,_ | ein Polynom vom Grad m ist, ist das letzte Integral nach Induktions-
Voraussetzung gleich 0, g.e.d.

Aufgabe 14 E. Setzt man z = /xy, so gilt

1
;o '
z = 2\/xy+\/xy7
2V
"o Vx " /
7= A +/xy +2\/xy
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_ L, 1 "
B \/xy 4x\/xy s
1, 1 1, 1
= 1
\/xy 4)6\/xy+ Vi ( % < 4x2> y)
= Vay
= Z.

Fiir die Differentialgleichung z” +z = 0 sind

T:RL =R, und TRy .%R,
T1(x) = cosx To(x) = sinx

Losungen, die man direkt ablesen kann. Damit 16sen

(pl;]R*+ — R, (pQZRi — R,
) CcOSX und sinx
Xx) = =

i \/x (pz(x) \/x

die Besselsche Differentialgleichung fiir p = ;

Da die Funktionen sinx und cosx linear unabhingig sind, sind auch @;(x) =

C\"/Sxx und @2 (x) = S\"/"‘; linear unabhingig, bilden also ein Losungs-Fundamen-

talsystem.
Aufgabe 14 F.
a) Sei f € C*(RY) beliebig.
i) Es gilt fiir alle x € R}
(Tp1Spf)(x)

1 P 'optl
(r@+rw)+"
= f+0rw i
_ /" L, P2
= (rwelre Lrw)

(r@+"rw)

P+ PP py

—s (e i@+ (1 %) )
SO
und damit 7,118, f = f Bpf.
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ii) Es gilt fiir alle x € RY,
(Sp 1Tpf) (%)
/ ! l /
(F@+"rw) +" " (rm+"rw)

7w Prw Drwe e PP s
2
(rw+ Lrw L)

1 L, P2
0 (rw+ (1) )
=[x (Bpf)(x)
und damit S, T,f = f B,f.
iii) Nachi) gilt T,S, 1f=f Bp 1f und damit
TpSp lTpf:Tpf By lTpf-

Nachii) giltdann 7,,(f B,f) =T,f B, 17,f und unter Beriick-
sichtigung der Linearitéit von 7}, folgt somit

T,.f T,B,f=T,f B, 1T,f <= T,B,f =B, 1T,f.
iv) Nachii) gilt ST, 1f = f Bpy1f und damit
SpTp+1(Spf) = Spf Bpi1Spf-
Nach i) giltdann S,(f B,f) =S,f Bp+1S,f und unter Beriick-
sichtigung der Linearitit von S, folgt somit
Spf SpBpf =Spf Bpi1Spf < SpBpf = Bp11S,f.
b) i) Essei f € V), beliebig, dannist 7,,f €V, 1und S, f € V11 zu zei-
gen. Nach iii) aus Aufgabenteil a) gilt dann unter Berticksichtigung
der Linearitit von T), (= T,0 = 0):
T,Bpyf =By 1\Tf <= 0=B, |T,f<=T,fecV, 1.
~~
=0
Analog zeigt man mit iv) aus Aufgabenteil a) unter Berticksichti-
gung der Linearitét von S, (== 5,0 = 0):
SpBpf =Bp1Spf <= 0=Bp11S,f <= Spf € Vpy1.
=0
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ii) Nach Aufgabenteili) sindS,:V, —V,undT,1:V,01 —V,
wohldefiniert und die Linearitat folgt unmittelbar aus der Linearitit
von S, : C*(R}) — C°(R}) und V11 : C*(RL) — C(R}).
Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass S, :V,, —Vppund Ty :
Vp+1  — V, bijektiv und Umkehrungen voneinander sind. Nach
Ergebnissen aus der linearen Algebra (vgl. z.B. [5], Lemma 1.1.7)
genugt es,

) { SpTps1f = f firalle f € Vy 1,
Tp1Spf = f firalle f €V,
zu verifizieren. Mit i) und ii) aus a) gilt aber

S,Tyif=f Bpuf=f firalefeV,,

und
Tor1Spf=f Bpf=f fiir alle f € V),

womit () gezeigt ist.

c) Da
¢ R =R, @R, =R
sinx und ) CcoSX
= x) =
1 (X) \/X A \/x

nach Aufgabe 14 E Zylinderfunktionen der Ordnung p = é sind, sind
nach b)
03 ::Sé(pl und @4 Z:S%(pz

Zylinderfunktionen der Ordnung p = 3 Es gilt

sinx)’ 1 sinx 2sinx 2xcosx
3(x) = < \/x) 2% \/x B 2x\/x '

cosx\’ 1 cosx 2xsinx+2cosx
4(x) = ( \/x> +2x- VX B 2xy/x

Da auBerdem, wie man durch Nachrechnen bestatigt,
©3(x) @4(x) ) I
det = 0
<<pg @ am) = x7

gilt, ist
M = {hp3+pu@y : hu€ R}
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die Menge aller Zylinderfunktionen der Ordnung p =

3
2°
Die Menge aller Zylinderfunktionen der Ordnung p = g lassen sich ana-

log berechnen. Nach b) sind
05 1= S;(pg und Q6 := S%(p4

Zylinderfunktionen der Ordnung p =

Es gilt
2sinx 2xcosx\’ 3 2sinx 2xcosx
9s(x) = < 2xy/x > + 2 2xy/x
(3 x%)sinx 3xcosx
- x2\/x ’
2xsinx+2cosx\’ 3 2xsinx+2cosx
Po(x) = < 2x\/x > 2 2x\/x
3xsinx+ (3 x?)cosx
- x2\/x

Da auflerdem ) 960
95(x) @6(x 1
det = 0,
(0 o) = w70
M = {Aps +pps : hue R}
die Menge aller Zylinderfunktionen der Ordnung p = g

ist

Aufgabe 14 G.

a) Wir gehen in mehreren Schritten vor.
Ausgehend von einer Losung u : R}, — R der Besselschen Differentialglei-

chung
2

u’ (x) +)lcu’(x) + (1+ i:z)u(x) =0

definieren wir Funktionen

=

w(x) = u(Px),
2(x) = w(x') = W(va)
Y(x) = x%2(x) = x%u(Bx).
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Ersetzt man in der Besselschen Differentialgleichung x durch Bx und multipli-
ziert die Gleichung mit B2, erhilt man

B,

2
B (B) + "l () + (B2+ 7 )u(Br) = 0

Da w'(x) = Bu(Bx) und w” (x) = B?u(Bx), geniigt w der Differentialgleichung
1 2
" / 2, P -
W)+ W)+ (B4, Jwix) =0 M
Ersetzen wir darin x durch x7, so kommt
1 P?
w (xV) + xYW’ (x") + ([32 + sz) w(x") =0 ()
Nun ist Z/(x) = 1Y 'w/(xY) und

) =t W) y(y DR A ().

Darmit ergibt sich aus (2) folgende Differentialgleichung fiir z

2
S0+ W+ (B 2 " T ) =0, ®
SchlieBlich ist y(x) = x%z(x), also
y(x) = 1* (z’(x) + (jz(x)).,
20, , ofoe 1)

¥ = (20 + W+
Daraus folgt als Differentialgleichung fiir die Funktion y

Ty 2y
X2

Y@+ e+ (e

Um nun zu zeigen, dass sich jede Losung y der Differentialgleichung (4) in der
Form y(x) = x*u(PxY) darstellen ldsst, wobei u eine Losung der Besselschen
Differentialgleichung zum Parameter p ist, geniigt es Folgendes zu bestatigen
(vgl. An. 2, §13, Satz 5):

Fiir je zwei linear unabhingige Losungen u, up der Besselschen Differential-
gleichung zum Parameter p sind auch die beiden Funktionen y;, y,, definiert
durch y;(x) = x®%u;(BxY), i = 1,2, linear unabhéngig.

)y). )
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Angenommen, y; und y, waren linear abhangig. Dann gibt es Konstanten

(A1,A2) # (0,0), so dass
My1(x) +A2y2(x) =0 fiir allex > 0.
Daraus wiirde folgen
My (BxY) 4+ Maup (BxY) =0 fiir alle x > 0,

also auch
Au(x) +Auz(x) =0 fiir alle x > 0,

im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von #; und u;. Also sind y; und

y2 linear unabhéngig.

b) Man braucht nur die Konstanten aus Teil a) zu berechnen. (Es sei x > 0 fiir

die Differentialgleichungen vorausgesetzt.)

i) Es muss
1
Pr =0,
2 _ 2 m+2 2 2
Byt P == |y="","#0 A Py =a
q| 1
1t d dah = Ofund|p= d
gelten und daher | \m+2\> nd | p m+zoer

1
m+2
Jede Losung y der Differentialgleichung lasst sich also als

(o) = v (2L 212

p:

schreiben, wobei u eine Losung der Besselschen Differentialgleichung

zum Parameter 5 ist.

m+

ii) Es muss

1

272 ala+1),

(Bt )2 =1=|y=1£0] A [B=1>0|
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gelten und daher oderp= a

1
p—a+2 5

Jede Losung y der Differentialgleichung lasst sich also als
y(x) = Vaau(x)

schreiben, wobei u eine Losung der Besselschen Differentialgleichung
zum Parameter a + é ist.

iii) Es muss
1 20=
)
1,2 b2 1 1
By )?="x = [y=120] A [B=[b>0]

gelten und daher ‘ p=1 a ‘ oderp=a 1.
Jede Losung y der Differentialgleichung lasst sich also als

y(x) = V(b v/x)

schreiben, wobei u eine Losung der Besselschen Differentialgleichung
zum Parameter 1  a ist.

c¢) Die Differentialgleichung i) im Ausnahmefall m = 2 lautet:

¥+ 2y 0, (a#0, x>0).

Um eine Losung T: R} — C zu finden setzen wir

T(x) = x5, ceC,
an. Dann gilt
2
7 “1=0
@+
2

<~ c(c InC 2+zzx":0

< (c(c ) +d*)x2=0
— 2 c+d*=0
1+V1 4a? 1 V1 4a?

= v =
<~ C 2 c 2
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Setze

1+ 4a? . V1 4a?
- 2 b 2 '
Nun nehmen wir folgende Fallunterscheidung vor:

7»]:

D1 4a27é0,d.h.a7ééunda7é ;
Dann bilden ¢ : R, — C (k=1,2) mit

P1(x) =M, @ox) =2

ein Fundamentalsystem von Losungen der obigen Differentialgleichung,
denn

At L =l M#0 fiir alle x € R, .
) 1 4a®>=0,dh.a=)odera= ).

Dann ist ¢; : RY — R mit @;(x) = \/x eine Losung der Differential-
gleichung. Eine weitere, von @; unabhingige, Losung ¢, : R}, — R
bestimmt man dann mittels An. 2, §14, Satz 2. Mit den dortigen Be-
zeichnungen gilt

X
1 1

ex 0dt | = ,
o2 / X

ulx) = /bt'()c)d)c:logx7
02(x) = @1(x) - u(x) = vxlogx.

x\
=
=
Na¥
Il

Damit bildet (@;,2) ein Fundamentalsystem von Losungen der Dif-
ferentialgleichung.

Die Differentialgleichung iii) im Ausnahmefall » = 0 lautet:

m,

y+ y=0, (aeR, x>0)
x

" a
Yy = xy.
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Trivialerweise ist @1 : R} — R mit
@1(x)=1 firallex>0

eine Losung dieser Differentialgleichung.
Eine weitere, von @ linear unabhangige Losung ¢> : R}, — R lasst sich leicht
mittels An. 2, §11, Satz 2, bestimmen. Es gilt

X

@5 (x) = exp / ?dt =exp( logx?)=x
1

a

und damit
logx, fallsa=1,

020 = [ @) dx=1 i«
1 a
Bemerkung. Die beiden in c¢) behandelten Differentialgleichungen sind Spezi-

alfalle der in Aufgabe 15 E gegebenen Differentialgleichung, lassen sich daher
auch mit der dort angegebenen Methode losen.

fallsa # 1.

§15. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffi-
zZienten
Aufgabe 15 A.
a) Die Differentialgleichung
Y 4y +4y=0
liisst sich schreiben als P(D)y =0 mit P(D) = D> 4D+ 4. Das Polynom
P(T)=T> 4T+4=(T 2)

hat A = 2 als einzige Nullstelle mit der Vielfachheit 2. Daher bilden die
Funktionen ¢ : R — R (k=1,2),

@1 (x) == ™, @2 (x) 1= xe™

nach An. 2, §15, Satz 2, ein Fundamentalsystem von Losungen der obi-
gen Differentialgleichung.
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c¢) Die Differentialgleichung
ylll 2y// + 2yl y — 0

liisst sich schreiben als P(D)y = 0 mit P(D) = D3 2D>+2D 1. Das
Polynom

P(T)=T% 21°+2T 1=(T 1)(T* T+1)
hat folgende (einfache) Nullstellen:

1+/3i 1 V3i
A= 1, Ay = ) ) 7% - 2 .
Deshalb bilden die Funktionen ¢z : R — C (k=1,2,3),
01(x) := €, @2 (x) := &M%, @3(x) := €%,

nach An. 2, §15, Satz 1, ein Fundamentalsystem von Losungen der obi-
gen Differentialgleichung. Um ein reelles Fundamentalsystem zu erhal-
ten, setzen wir

Vi (x) = @1(x) = ¢,

ya(x) = ;(@2(X)+<P3(x)) = /2 cos \23,57

W) = (@) ) = Psin L

dann bilden y; : R — R (k= 1,2,3) ein reelles Fundamentalsystem
von Losungen (vgl. An. 2, §15, Beispiel (15.1)).

e) Die Differentialgleichung

liisst sich schreiben als P(D)y = 0 mit P(D) = D*+ 1. Fiir die Nullstellen
des Polynoms

P(T)=T*+1
erhillt man unter Benutzung, dass w.a. ) (1+i)? =i gilt:
2(1+1 2(1 i 2( 1+
= VAT g VLD g VAT,
2 2 2
2(1 i
ez V2O LD

2
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Deshalb bilden die Funktionen ¢ : R — C (k=1,2,3,4),

Q1(x) 1= MY, Qp(x) 1= e, @a(x) = e,

0u() 1=

nach An. 2, §15, Satz 1, ein Fundamentalsystem von Losungen der obi-
gen Differentialgleichung. Um ein reelles Fundamentalsystem zu erhal-
ten, setzen wir

V2
2
= ¢V gin \ézx,

X,

yi(x) = ;(%(x)ﬂpz(x)) — oV2/2x 06

2 (@10 0:0)

S
=
[

W) = @)+ sl = Y eos VP

W) = (sl @ule) —e V25in Vi

dannbildeny;:R —R (k=1,2,3,4) ein reelles Fundamentalsystem
von Losungen.

Aufgabe 15 C.

a) Zunichst bestimmen wir ein Fundamentalsystem von Losungen der ho-
mogenen Gleichung
Yy +3y +2y=0.

Sie lisst sich schreiben als P(D)y = 0 mit P(D) = D* 4 3D +2. Das
Polynom
P(T)=T?+3T+2

hat die Nullstellen A; = lund Ay = 2.
Daher bilden die Funktionen @ : R — R (k=1,2),

¢1(x):=e %, @2(x):=e

nach An. 2, §15, Satz 1, ein Fundamentalsystem von Losungen der ho-
mogenen Gleichung. Um eine spezielle Losung von

V' 43y 42y =2=2¢"
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C

~

Losungen

zu bestimmen, benutzen wir An. 2, §15, Satz 3. Da P(0) = 2 # 0, ist
y:R — Rmit
Ox — 1

eine Losung der inhomogenen Gleichung. Damit erhalt man fiir die Men-
ge M aller Losungen der Differentialgleichung

M = {y+rp1 +pp2 : LueR}.

Zunachst bestimmen wir ein Fundamentalsystem von Losungen der ho-

mogenen Gleichung
n

Yy 5y +6y=0.

Sie lisst sich schreiben als P(D)y = 0 mit P(D) = D> 5D + 6. Das
Polynom
P(T)=T* 5T+6

hat die Nullstellen A; =2 und A, = 3.
Daher bilden die Funktionen ¢ : R — R (k=1,2),
Q1(x):=e

nach An. 2, §15, Satz 1, ein Fundamentalsystem von Losungen der ho-
mogenen Gleichung. Um eine spezielle Losung von

1

y' 5y 46y =4xe* sinx

zu bestimmen, suchen wir zunachst je eine Losung der beiden folgenden
Gleichungen

(1) P(D)y = 4xe*
(2) P(D)y=sinx.

Da 1 eine Nullstelle 0.Ordnung des Polynoms P ist, besitzt (1) eine spe-
zielle Losung der Form

wobei f ein Polynom 1. Grades ist. Wir setzen also

fx)=cix+c;
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an. Nun ist

P(D)((c1x+c2)e")
= (cix+cr+2c1)e’ S(epx+cr+cp)er +6(cix+ca)e*
= (2c1x+2¢; 3cy)et,

woraus wir ¢; = 2 und ¢ = 3 schliefen. Damit ist
yi(x) = (2x+3)e"

eine spezielle Losung von (1). Um eine Losung von (2) zu bestimmen,
16sen wir zunachst '
P(D)y = ie",

da  sinx = Re (ie™) ist. Da auBerdem
Pl)= 1 5i+6=5 5i#0
ist nach An. 2, §15, Satz 3,

. ei.x _ i .eix: i(5+5i)eix — i 1 ix
P(i) 5 5i 25425 10

eine spezielle Losung von P(D)y = ie™, und da alle Koeffizienten von
P(D) reell sind, gilt

Re(P(D)t(x)) = P(D)(Ret(x)),

und somit hat (2) die spezielle Losung

1 1 1
¥ (x) :=Ret(x) = 10 S08% losinx: 10(sinx—b—cosx).

Eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist somit
die Funktion y: R — R mit
I .
Y(x) =y (x) +y2(x) = (2x+3)e* 10 (sinx+ cosx).

Damit erhilt man fiir die Menge M aller Losungen der Differentialglei-
chung
M = {y+Ap +up; : hue R}
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d) Man geht analog wie in ¢) vor und erhalt fiir die Menge M aller Losun-
gen der Differentialgleichung

M = {y+M01 + M0+ X393 : A, A0, A3 € R},
wobei @1, @2, @3, Yy : R — R gegeben sind durch
Q1(x):=1, @(x):=¢", @3(x):=xe,

a 1 I . N
y(x) .—x+< 2Ocos2x 1031r12x>e.

e) Zunachst bestimmen wir ein Fundamentalsystem von Losungen der ho-
mogenen Gleichung
YW +2y" +y=0.

Sie lisst sich schreiben als P(D)y = 0 mit P(D) = D* +2D? + 1. Das
Polynom
P(T)=T*4+2T*+1=(T )T +i)?

hat die Nullstellen A; =iund A, = i mit jeweils der Vielfachheit 2.
Daher bilden die Funktionen ¢, : R — C (k=1,2,3,4),

ix ix

ix 03(x) :=xe™,  @4(x) :=xe

Q1(x) =€, @ax):=e

ix

nach An. 2, §15, Satz 2, ein Fundamentalsystem von Losungen der ho-
mogenen Gleichung. Um ein reelles Fundamentalsystem zu erhalten, set-
zen wir

W) = (9100 +92(0) = cosx,
1
2i

V2 (x) == (01(x)  @a2(x)) = sinx,

Ws() = (03(1) + 04() = xcosr,
Wi = (030 0u(x)) = wsinx,

dann bilden y; : R — R (k= 1,2,3,4) ein reelles Fundamentalsys-
tem von Losungen. Um eine spezielle Losung von

Y 42" 4y =256
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zu bestimmen, benutzen wir An. 2, §15, Satz 3. Da P(2) = 244234 1=
25isty: R — R mit

eine Losung der inhomogenen Gleichung. Damit erhélt man fiir die Men-
ge M aller Losungen der Differentialgleichung

4
M_{llf-l- 27\./(\11/( : 7\.1,...,)\.461&}.
k=1

Aufgabe 15 D. Die Losungen der zugehorigen homogenen Gleichung

X+ 2ui + wfgx = 0.
wurden schon in An. 2, §14, im Abschnitt “Gedampfte Schwingung” berech-
net. Es sind dies:

1) Falls 0 < u < oo:

o(t) =e "(cicoswit +cpsinwt), mit ;= \/0)(% %
2) falls u = wog:
o(t) =e " (c1 +cat);
3) falls u > mp:

o) =cre W X peje W mip = \/,u2 o3

Dabei sind ¢y, ¢, € R beliebige Konstanten.

Es ist also nur noch eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung zu be-
stimmen. Dazu benutzen wir An. 2, §15, Satz 3. Da

acosot = Re (aei"”)

bestimmen wir zunéchst eine Losung y : R — C von

¥+ 20k + 0fx = ae'™.
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Nun ist
Pio) = o +2uio+ 03 = (03  ©%) +2uwi # 0,
und damit 4 4
1) = eimz — eimt
w() P(io) (0f %)+ 2uwi
Der Nenner lasst sich schreiben als
(0F o)+ 2uwi = re®
mit
r= \/(m(z) ©?)% + 42 @?
und
®
arctan H , falls @ # mg
o= o o
n/2, falls ® = .
Mit diesen Bezeichnungen ergibt sich
a ior 3

v()= e
Da alle Koeffizienten von P(D) reell sind, hat die inhomogene Gleichung
P(D)y = Re(ae'™)
die spezielle Losung
Vo(t) = Rey(r) = f cos(or ).
Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist dann

o(t) = onu(t) +wo(?),

wobei @y : R — R eine beliebige Losung der homogenen Gleichung ist. Da
fiir jede Losung der homogenen Gleichung gilt lim,_,.. @y (¢) = 0, verhalten
sich alle Losungen der inhomogenen Gleichung asymptotisch wie yo(z). Die
Funktion yo(#) stellt eine Schwingung mit derselben Frequenz wie die dufere
Kraft acos(or) dar mit der Amplitude
A9 a 7
r \/(u)(z) ©2)2 + 4202
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die im Vergleich zur dufleren Kraft mit dem Faktor

1 1

4 \/(m% @?)? + 420’

multipliziert wurde. Etwa fiir ® = wg 1st = 2 «- Man sieht, dass dieser Faktor
umso grofer wird, je kleiner die Relbung ist. Man vergleiche dies mit An. 2,
Beispiel (15.5).

Aufgabe 15 E. Essei ¢ : R} — C Losung von (1), dann gilt e R, fiir alle
& € R und somit

a b
9"(e)+ L9 + o 0(e) =0.

|
0
[\*]
oA
/N
S,
~
iy
)
+
[0
oy
-6\
N‘rﬁ ~—
+
)
AN
p=3
NG
N———

=0,

ist y: R — C eine Losung von (2). Ist umgekehrt y: R — C eine Losung
von (2), dann gilt fiir alle x € RY,

v'(logx) +(a 1)y (logx) + by(logx).

Da

¢'(0)+ 200 + Lol

(w(logx))" +  ((logx)) + wlloz)

1, 1 a b
1 1 1 1
oV (logx)  ¥/(logn)+ Sy (logx) + wlog)

L (W'(logx) + (¢ 1)y/(logx) + by(logy))
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ist@: R} — C somit eine Losung von (1).

Nun zur Bestimmung eines Fundamentalsystems von Losungen der Differen-
tialgleichung (1). Dazu bestimmen wir erst einmal ein Fundamentalsystem
von Losungen der Differentialgleichung (2). Die Differentialgleichung (2) lasst
sich schreiben als P(D)y = 0 mit

P(D)=D*+(a 1)D+b.
Fiir die Nullstellen des Polynoms
P(T)=T?+(a 1)T+b
erhalt man dann
1 at\/(a 12 4b
7\,1/2 = 2 .

Nun miissen wir folgende Fallunterscheidung vornehmen:

) (@ 1)> 4b#0.
Dann bilden die Funktionen ¢z : R — C (k=1,2),

Alx Aox
)

01(x):=e @ (x):=e

nach An. 2, §15, Satz 1, ein Fundamentalsystem von Losungen der Dif-
ferentialgleichung (2). Nach dem oben Gezeigten wissen wir ferner, dass
yi Ry —=C (k=1,2),

v (x) = Mlogx x}»17 @2 (x) := eMlogx _ (M

Losungen der Differentialgleichung (1) sind. Da auflerdem fiir alle x €
R gilt
M X
k]x}Ll 1 szxz b

bildet (W, V) ein Fundamentalsystem von Losungen der Differential-
gleichung (1).

(}\’2 }\’])xxr‘r?\.z 17é07

M (@ 1)> 4b=0.

Dann gilt A} = A, =: A und es bilden die Funktionen ¢, : R — C (k=
1,2),
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nach An. 2, §15, Satz 2, ein Fundamentalsystem von Losungen der Dif-
ferentialgleichung (2). Nach dem oben Gezeigten wissen wir ferner, dass
yi R, —C (k=1,2),

Wy (x) := eMogx = A @2(x) := logxe'°e* = Y logx
Losungen der Differentialgleichung (1) sind. Da auflerdem fiir alle x €
R, gilt

X x"logx
At Togx 44t !

bildet (g1, ;) ein Fundamentalsystem von Losungen der Differential-
gleichung (1).

:XZ}L 1#0’

§16. Systeme von linearen Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten

Aufgabe 16 A. Zur Losung des Differentialgleichungssystems

123
y=1012]-y

001

=:A

gehen wir vor wie in An. 2, §16 bei der Behandlung eines Systems in Jordan-
scher Normalform. Wir machen den Ansatz y(x) = ¢*z(x). Es ist

Also gilt
Y (x) = Ay(x) <= €'z(x) + 7 (x) = Ae*z(x)

= 7(x)=(A E)z(x)
Z (x) (0 2 3\ [al)

= (4K |=10 0 2 22(x)
Z4(x) 000 z3(x)
Z)(x) = 222(x) +3z3(x), (1)

= { n(x) =2z(x), 2
Z(x) =0 3)
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Wir bestimmen eine Losung mit der Anfangsbedingung

21(0) c1
200=[20) | =[] =ceRr®
23(0) Cc3

Aus der letzten Gleichung ergibt sich
z23(x) =c3.
Dies wird in die zweite Gleichung eingesetzt. Man erhalt
22(x) = 2+ 2c3x.
Setzt man dies in die erste Gleichung ein, ergibt sich die Gleichung
71 (%) = 2(ca +2¢3x) +3c3

mit der Losung
21(x) =c1 4+ (22 +3¢3)x + 20302
Ein Losungs-Fundamentalsystem erhélt man, indem man die speziellen An-

fangsbedingungen ¢ = ¢; € RF, k = 1,2.3, (wobei ¢ der k-te Einheitsvektor
ist) wahlt. Dies liefert die Matrix

1 2x 3x+2x2
Z(x)=[0 1 2x
0 0 1

Also ist ein Losungs-Fundamentalsystem der urspriinglichen Differentialglei-
chung y' = Ay

1 2x 3x+2x7
Yx)=[0 1 2x e
0 0 1
Die Probe ergibt tatsachlich
123

Yx)=[012|r(x).
001
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Aufgabe 16 B. Um ein Losungs—Fundamentalsystem von

111
Yy=[111]-y

111

=:A
zu bestimmen, benutzen wir An. 2, §16, Satz 2, denn da A symmetrisch ist, ist

A diagonalisierbar. Wie man leicht mit Mitteln der linearen Algebra errechnet
(vgl. z.B. [5], Beispiel 5.3.5), gilt

111
000 110 23 f?
000]=[ 101]a
003 111 333
S0 12 1
=B =s! 3 3 3

|

somit bestimmen wir zunachst die Losungen der Differentialgleichung

000
7=B-z=(000 |z
003
Trivialerweise sind
0 1
vi)=1 0 |, w)=[ 0], yx)=|1
eSx eSx eSx
Losungen von z' = B z und somit
eSx e3x 1
3 3
& e 42
¢1(x) =S-yi(x) = N 2(x) = S-ya(x) = 3
63)” eSx 1
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03(x) = S-y3(x) =
X402
3

Losungen von y' = A -y. Nun bilden (@1, @2, ¢3) auch ein Fundamentalsystem
zuy =A-y, denn

e e e

3 3 3

Y BN B _ 3 0.
3 3 3 3

P R )

3 3 3

Aufgabe 16 C. Da

grad U (x1,x2) = (5x1 + 2x2,2x1 + 8x2)

52
grad U(x),x) = <2 8) (2)
——

=:A

Also lasst sich die Differentialgleichung folgendermaflen schreiben

gilt

d*x
= Ax.
dr?
Auflerdem ist A eine symmetrische Matrix und damit diagonalisierbar, genauer
errechnet man

22
21 55| (40
<;1>A 1 4 *<09>‘
N—_—— N——
:Sl 5 5 ::B

95}
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1

Mit der Koordinaten—Transformation y = § 'x geht die Differentialgleichung

iiber in 5
dvy
= By,
dr? Y
oder anders geschrieben
yi= 4y, 2= 9.

Damit lautet die allgemeine Losung fiir y = By (vgl. An. 2, Beispiel (16.1))
o cos 2t + By sin2z
y(x) = o)
0 cos 3¢ + By sin 3¢

wobei 01,02, B1, B2 € R beliebige Konstanten sind. Fiir die allgemeine Losung
der Differentialgleichung

2
Z; = grad U(x)
gilt dann
x(1) = S-y(x)
22
_ 55 oLy cos 2t + By sin2z
B 1 4| ((xzcos3l+[52 sin3t>
55
2 . .
5((120053t+B2 sin3r  oycos2t Pgsin2r)
; (oty cos 2+ By sin2t + 4oy cos 31 + 4B, sin 3¢)

1 o 2cos2t B 2sin2t
T 5|7 cos2r '\ sin2s
‘o 2cos 3t +B 2sin 3t
2\ 4cos 3t 2\ 4sin3t) |7
wobei o1, 00, B1, B2 € R beliebige Konstanten sind.

Aufgabe 16 D. Zunichst bestimmen wir ein Fundamentalsystem der homoge-

nen Gleichung
r_ (12
y 36 )
——

=:A
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1t 2
3 6 ¢

hat A die Eigenwerte A; = 0 und A, = 7. Ohne Miihe bestimmt man einen
Eigenvektor a € R? zu A; und einen Eigenvektor b € R? zu A,:

() ()

Nach An. 2, §16, Corollar zu Satz 1, kdnnen wir nun sofort ein Losungs—Fun-
damentalsystem (@1, @2) fiir die homogene Gleichung angeben:

=2 Tr=1(t 7)

¢1:R —R?, @R —R?,

o= (3) (). {wo-() #-(2)

Mittels An. 2, §13, Satz 4, lasst sich eine spezielle Losung der inhomogenen
Gleichung bestimmen. Mit den dortigen Bezeichnungen erhalten wir

2 Tt 1 1 37 ot
1 _ _
@) _<13ﬂ> _m@< 12
3 1
7 7
] )
o2,
7 7
und somit
3 1
X
u(x) :/ T < ! )dt
; le 7 2e 7t sint
7 7
x 3t+ 1sint
:/ 7 7 dt
1 2 '
0

7t 7t
te "+ _e " sint
7 7

Unter Benutzung der partiellen Integration erhalt man weiter

1 1
o T g 7t 7t
. t e dt 7ze +7/e dt
=f =g
1 7t I 4 Tt+1 4
= t =
7 ¢ 496 49 ¢
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und
/e . sintdt = e "cost 7/e 7t . cost dt
~ =~ ~ =~
R R
= ¢ "cost 7 (e 7’sint+7/e 7’sintdt)
= ¢ "cost 7Te "sint 49/e " Sint dt.
Dabher ist {
/e Tsinrdr = (e Tcost  Te 7’sinl).
) 50
Also
3 1 1*
12 _cost
14 7
ux) = 741
343 © T 175(6 T cost+Te "sinr) 1y
x2 ! cosx +
_ 14" 7 7
175x 25 49cosx 343Sinxe g 74 ’
8575 8575

und damit ist eine Losung @ : R — R? der inhomogenen Differentialgleichung
gegeben durch

¢(x) = O(x)u(x)

|
/N
—_
(3]
(O8]
Q
Nﬁ )
—
<
—~
=
Na¥

3x2 ! X % + / cosx : sinx + 4 e
| 7 497 343 " 25 25 8575
B 3, 3 46 4 3. 222 5.
145 49" T 343 9508 55 SN gggs€

Da ¢(0) = 0, wie man durch Nachrechnen bestitigt, ist ¢ die gesuchte Losung.

Aufgabe 16 E. Zum Beweis verwenden wir zwei Hilfssatze.

Hilfssatz 1. Sei I C R ein Intervall und seien

frg: I =R
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zwei differenzierbare vektorwertige Funktionen. Dann gilt

Dabei bezeichnet (x,y) das kanonische Skalarprodukt im R”.

Beweis. Sind f; bzw. g; die Komponenten von f und g, so gilt

U050 = 4 S 5080

I
M=

(f (1) gi(t) + filt)gi(r))
(t),g(1)) + (f(t),8'(r)), qe.d.

=

Il
—

=

Folgerung. Ist ¢ : I/ — R" differenzierbar, so gilt
d 2 _ 2 /
eI =2(0(). ¢'().

Hilfssatz 2. Eine Matrix A € M(n x n,R) ist genau dann schiefsymmetrisch,
wenn
(x,Ax) =0 fiir alle Vektoren x € R".

Beweis. a) Sei zunachst A als schiefsymmetrisch vorausgesetzt. Fiir einen be-
liebigen Vektor x € R" gilt

(x,Ax) = (ATx,x) = (Ax,x) = (x,Ax) = (x,Ax)=0.
Dabei wurde die wohlbekannte Regel (x,Ay) = (AT x,y) fiir alle Matrizen A €
M(n x n,R) und alle x,y € R” benutzt.

b) Sei jetzt umgekehrt vorausgesetzt, dass (x,Ax) = 0 fiir alle x € R" und sei
A = (ajj) die Komponenten-Darstellung von A. Speziell fiir den i-ten Einheits-
vektor ¢; € R" gilt

0= <€i7A€l'> = ajj.

Somit verschwinden alle Diagonalelemente von A. Fiir i # j ist
0= ((ei+ej),Alei+ej))
= (ei7Aei) + (e,-,Aej) + (ej7Ae,~) + <6j7A6j>
= (ei,Aej) + (ej,Aei) = aij +aji,
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also a;j = aj;, d.h. A ist schiefsymmetrisch, q.e.d.
Nach diesen Vorbereitungen ist die Behauptung von Aufgabe 16 E leicht zu
beweisen.

1) Sei zundchst A € M(n x n,R) als schiefsymmetrisch vorausgesetzt und @ :
R — R" eine Losung der Differentialgleichung ¢’ = A@. Dann gilt

d

gt [o()I* = 2(0(1), ¢'(1)) = 2(0(1), Ag(1)) = 0,
wobei fiir die letzte Gleichung Hilfssatz 2 benutzt wurde. Da die Ableitung von
llo(2)||*> verschwindet, muss ||@(z)|| konstant sein.

2) Sei jetzt vorausgesetzt, dass alle Losungen ¢ : R — R” die Differential-
gleichung @’ = A konstanten Betrag haben. Fiir einen beliebig vorgegebenen
Vektor u € R" gibt es eine Losung ¢ mit ¢(0) = u. Da

0= 4 190 = 2(0(0).0'()) = 2(p(r),A0(r)

folgt fiir t = 0, dass (u,Au) = 0. Da u € R" beliebig war, folgt aus Hilfssatz 2,
dass A schiefsymmetrisch ist, g.e.d.

Aufgabe 16 F. Setze

0 32
A= 3 0 1],
21 0
dann lautet das charakteristische Polynom P(T) von A
T 3 2
P(T)=|3 T 1|= T3 14T—= T(T?>+14)
2 1 T

= T(T+V14)(T V14i),
und damit lauten die Eigenwerte von A
M=0, h=V1di, A= V14i

Mit Hilfe von Methoden aus der linearen Algebra bestimmt man fiir k = 1,2,3
zu jedem Eigenwert A einen zugehorigen Eigenvektor x; (vgl. etwa [5], Be-
merkung 5.2.6). Man erhalt z.B.:

1 3 2V14i 3+2V14i

=21, n= 6+V14i |, x3= 6 14i
3 5 5
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Damit bilden vy : R — C3, (k= 1,2,3),

1 1
wilx) = | 2 )™= 2],
3 3
3 2V14i .
Wo(x) = 6 + V14i | eV,
3+ 2\/ 14i ‘
wi) = [ 6 V14 e VI
5

nach An. 2, §16, Corollar zu Satz 1, ein Fundamentalsystem der Differential-
gleichung. Um ein reelles Fundamentalsystem @; : R — R>, (k= 1,2,3) zu
erhalten, setzen wir analog wie in An. 2, §16, Beispiel (16.2) ii),

1
Q1(x) == yi(x) = | 2
3
92(0) 1= ) (o) + ¥ ()
3 2V/14
= 6 | cosv/14x V14 | sinV/14x,
5 0
93() = (W) ¥s()
3 2v/14

= 6 |sinv1dx+ [ 14 | cosv/14x.
5 0
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