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Vorwort

Im Buch , Einfiihrung in die Quantenmechanik* sind zu allen Unterkapiteln Ubungs-
aufgaben angegeben worden. Der Schwierigkeitsgrad entspricht dabei zumeist dem
im Buch angebotenen Stoff. Es ist zu empfehlen, die Ubungsaufgaben nach dem
Durcharbeiten des jeweiligen Kapitels moglichst ohne das Buch und weitere Hilfs-
mittel zu l6sen und erst dann die Losung nachzuschlagen.

In diesem Material sind noch einmal alle Aufgaben sowie die dazugehorigen
Losungen angegeben. Einige Aufgaben werden dabei durch ein Mathematica Note-
book ergiinzt. Die Notebooks haben dabei einerseits die Aufgabe zu zeigen, wie man
Mathematica aufier zu numerischen Rechnungen zum Umformen komplexer Glei-
chungen nutzen kann. Andererseits soll das Verstindnis des Losungsweges durch
entsprechende grafische Darstellungen erleichtert werden. Ein Uberblick iiber alle
zum Buch und zum Ubungsmaterial gehdrende Notebooks wird im Anhang gege-
ben.

Die Ubungsaufgaben werden ebenfalls durch einen Index erschlossen, so dass
man iiber den Index nach Aufgaben zu einen bestimmten Problemkreis suchen kann.

Dieses Losungsheft und die Mathematica Notebooks werden im Internet unter
http://www.springer-spektrum.de/Buch/978-3-658-00769-0/Einfiihrung-in-die-Quantenphysik.html
bereitgestellt. Das Zusatzmaterial wird regelmiBig erginzt und erweitert.

Lehrbiicher [1, 2, 3, 4, 5] und spezielle Aufgabensammlungen bieten eine Vielfalt
weiterer Aufgaben, die jedoch teilweise {iber den im Buch gebotenen Stoff hinaus-
gehen und ebenfalls vertiefte mathematische Kenntnisse voraussetzen.
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Kapitel 1
Experimentelle und theoretische Grundlagen
der Quantenphysik

1.1 Das Teilchenbild

1.1. Die Kathode einer Vakuumphotozelle werde mit monochromatischem blaugrii-
nen Licht (A = 500nm) bestrahlt.

a) Berechnen Sie die kinetische Energie der Photoelektronen, wenn die Austrittsar-
beit @ =2,72-107 19T betriigt.

b) Was sind die Folgen einer Anderung der Lichtintensitit? Begriinden Sie Ihre
Antwort!

c) Fiir welche Wellenlingen des eingestrahlten Lichtes flieSt kein Photostrom? Be-
griindung!

a) Folgende Energiebilanz gilt:
hf = @+ Exin (1.1)

Das bedeutet, dass die Energie des Photons zum Teil zur Aufbringung der Aus-
trittsarbeit W dient. Der verbleibende Energieanteil ist die kinetische Energie des
Elektrons. Gleichung (1.1) kann, um die numerische Rechnung zu erleichtern,
wie folgt umgeformt werden:
Ac

Eyin = TEO - (1.2)
Dabei ist Ac = h/(mc) die Compton-Wellenlinge des Elektrons und Ey = mc?
die Ruheenergie des Elektrons. Somit erhilt man

2.426-10"2m 2.72-107197
o 0,511MeV — ’

5107m Y T 1,60218-10-17/eV
=0.782eV . (1.4)

Exin =

(1.3)
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b) Eine Erhohung der Beleuchtungsstirke bewirkt eine groflere Anzahl einfallender
Photonen. Dadurch werden mehr Photoelektronen austreten.

c) Je groBer die Wellenlidnge, desto kleiner ist die Energie des Photons. Wenn die
Wellenlidnge also zu grof3 wird, kann die Austrittsarbeit nicht mehr iiberwunden
werden. Die Grenzwellenldnge ergibt sich mit der Bedingung Eyj, = 0 aus (1.2)

7u:
AcEy
w

0,511 MeV

=2.42631-1072m- —————
’ M 1,69769eV

Ag = =730,3nm . (1.5)
1.2. Ein Photon habe eine Wellenldnge, die gerade genau so grof ist wie die
Compton-Wellenlidnge. Es trifft auf ein ruhendes Elektron. Dabei betrigt die Rich-
tungsénderung des Photons gerade 90°. Welche Wellenldnge und welche Energie
hat das gestreute Photon? Welche Energie wird auf das ruhende Elektron iibertra-

gen?

Die Wellenldngeninderung bei der Comptonstreuung ist gegeben durch
AL =A"—A =Ac (1 —cos?¥) . (1.6)

Bei einem Streuwinkel von ¥ = 90° und der Wellenliinge A = A fiir das einfallende
Photon erhélt man aus (1.6) die Wellenlinge A’ = 2A¢ fiir das gestreute Photon.
Ein Photon, dessen Wellenldnge der Comptonwellenldnge des Elektrons entspricht,
besitzt eine Energie die gleich der Ruheenergie des Elektrons ist (hc/Ac = mc? =
Ey). Die Energiebilanz ist somit

o /
Ey = EPhoton + EElektron

hc E()
= % +EI/Elektron = 7 +E]/Elektr0n (17)

Somit besitzen Elektron und Photon nach dem Streuprozess jeweils die Energie
Ep/2.

1.3. Welche Energie wurde bei einem Compton-Prozess an die Elektronen abgege-
ben, wenn die Frequenz der gestreuten Strahlung f' = 0,99 - 10! Hz und die der
urspriinglichen Strahlung f = 1,00 10'° Hz betrigt?

Wihrend des Comptonprozesses gilt Energieerhaltung, d.h. die Differenz der Ener-
gie von Photon und gestreutem Photon wird auf das Elektron iibertragen.
AcAf
FEElektron = AEPhoton = hA f = T -Ey (1.8)
2,42631-10"?m-10"7Hz
N 2,9979-108m/s

-0,511MeV =413,57¢V . (1.9)

Bei der Rechnung wurde die Gleichung wieder so umgeformt, dass elementare Lin-
gen und Energien (Comptonwellenldnge, Ruheenergie des Elektrons) auftauchen.
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1.2 Das Wellenbild

1.4. Untersucht wird eine polykristalline Graphit-Probe. Der Netzebenenabstand in
den Graphit-Kristalliten ist d = 2, 13- 10~ ! m. Mit Hilfe einer Elektronenbeugungs-
rohre konnen die Interferenzen von Elektronen an einem Leuchtschirm sichtbar ge-
macht werden. Elektronen treten aus der gliihenden Kathode aus und werden durch
die Spannung U beschleunigt. Sie treten durch ein Loch in der Anode und erzeugen
auf dem Leuchtschirm (Glaskolben) einen Lichtfleck. Bringt man die Graphit-Probe
zwischen Anode und Leuchtschirm, werden Interferenzringe beobachtet.

a) Leiten Sie eine Beziehung zwischen de-Broglie-Wellenlinge, Netzebenenab-
stand, Radius r der Interferenzringe und dem Abstand / der Probe vom Leucht-
schirm ab. Es gilt [ > r.

b) Wie grofl war die Beschleunigungsspannung, wenn bei Graphit-Kristalliten in
erster Ordnung ein Ringradius von r = 9,0mm auftrat. Der Abstand der Kristal-
lite von der Beobachtungsebene war [ = 18 cm. Relativistische Rechnung!

a) Nach der Bragg-Bedingung gilt fiir die erste Ordnung

2dsint = A . (1.10)

Abb. 1.1 Elektronenbeugung in einer Elektronenstrahlrohre .

Entsprechend Abb. 1.1 betrdgt der Ablenkwinkel aus der Einfallsrichtung 29.
Demzufolge gilt: sin2®9 = r/1, unter der Voraussetzung [ > r also 29 = r/I.

| >

—I~
%

RS

PR (1.11)
)
b) Aus den gegebenen Daten kann man iiber (1.11) mit der de-Broglie-Beziehung

den Impuls berechnen. Uber die relativistische Energie-Impuls-Beziehung folgt
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dann die kinetische Energie der Elektronen und damit de Beschleunigungsspan-
nung. Fiir die kinetische Energie ergibt sich:

2
Epin = Eo 1/1+<w> —1 (1.12)
rd

2,42:10-2m-0,18m
0,009m-2,13-10 10m

1

Ekin =511keV \/1+

Epin = 13,02keV . (1.13)
Die Beschleunigungsspannung miisste also etwa 13keV betragen.

1.5. Zeigen Sie, dass man die Wellenldnge eines Elektrons, das in einem elektri-
schen Feld (Spannung U) beschleunigt wurde, fiir den Fall |eU| < mc? niherungs-
weise durch den folgenden Ausdruck beschreiben kann:

h leU|
A~ N (1_4mc2>' (1.14)

Der Energiesatz fiir den relativistischen Fall lautet

leU| +mc?* = c/m2c? + p2. (1.15)

Aus A = h/p folgt damit

h ! h leU| )
A= ~ 1— . 1.16
V2mleU| \/1+|eU]/(2mc?) \/2m|eU| ( 4mc? (1.16)

Im letzten Schritt wurde 1/4/1+x a2 1 —x/2 fiir x < 1 angenommen.

1.6. Elektronen mit einer kinetischen Energie von a) 5eV, b) 100eV und c¢) 1000eV
treffen auf die (111)-Oberfldache eines Ni Einkristalls (Gitterkonstante a = 0.352 nm).
Priifen Sie, ob die Elektronen am Kristall gebeugt werden oder nicht.

Der Netzebenenabstand ergibt sich im kubischen Kristallsystem aus

a
dyy= ——
SN/ RN

Die de-Broglie-Wellenlinge der Elektronen ist fiira) A =0,548 nm, b) A =0, 123nm
und fiir ¢) A = 0.039nm (siche Tabelle 1.3 in Kapitel 1.2.5). Nach der Bragg-
Beziehung kann man keine Beugung beobachten, wenn fiir die niedrigste Ordnung
A > 2dy;; gilt. Demzufolge ist fiir den Fall a) keine Beugung moglich.

1
d111:§\/§a:0,203nm. (1.17)
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1.3 Die Hohlraumstrahlung und Gitterschwingungen

1.7. Es sollen Erde, Venus und Jupiter im Strahlungsgleichgewicht mit der Sonne
betrachtet werden. Die mittleren Temperaturen konnen fiir die Erde mit 14,7 °C, fiir
die Venus mit 460 °C und fiir den Jupiter mit —151 °C angenommen werden. Welche
mittleren Temperaturen ergeben sich im Vergleich zu diesen Werten aus der Diskus-
sion des Strahlungsgleichgewichts? Welche Prozesse konnten zu einer Abweichung
der berechneten Werte von den tatsdchlichen Mittelwerten fithren? (Strahlungsleis-
tung der Sonne N = 3,845 - 10%° W)

Planet Abstand zur Sonne Radius

AE km
Erde 1,00 6378
Venus 0,72 6052
Jupiter 5,20 71398

Tabelle 1.1 Mittlerer Sonnenabstand und Aquatorradius der Planeten (1 AE = 149,6- 10%km).

Nach dem Kirchhoffschen Gesetz absorbiert ein schwarzer Korper die auf ihn
einfallende Strahlung vollstindig und strahlt diese auch wieder vollstindig ab
(Absorptions- und Emissionsgrad sind jeweils 1). Die gesamte abgestrahlte Leistung
eines schwarzen Korpers pro Flicheneinheit, ist durch das Stefan-Boltzmannsche
Strahlungsgesetz

J

T)=oT* =567-100% ——
M( ) 9 ’ 9 ’ s-mz-K“

(1.18)
gegeben. Es sei nun R der Abstand des Planeten von der Sonne sowie r dessen
Radius. Fiir das Strahlungsgleichgewicht ergibt sich somit

N 2 2 4
Wﬂr =4nreoT

N
— = Eg =40T*
4TR? S

s N
T=4] ———. 1.19
16woR? (1.19)

Dabei ist die von der Sonne bestrahlte Fliche 7772 und die Fliche die abstrahlt (Pla-
netenoberfliche) 4772, Die GroBe Es wird Solarkonstante des jeweiligen Planeten
genannt. Aus den gegeben Werten ergibt sich fiir die Erde
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74 3,845-10%6 K
~ \[ 167 5,67-1078-(149,6-109)2
T =5,5°C. (1.20)

In analoger Weise erhélt man fiir die Venus eine Temperatur von 55,2°C und fiir
den Jupiter von —151°C.

Die tatséchliche mittlere Temperatur der Erde ist 14,7 °C. Die zusétzliche Wérme
stammt aus dem Erdinneren (Erdmagma, radioaktive Prozesse). Die mittlere Venus-
temperatur betrigt am Boden 460 °C. Der grofle Unterschied zum berechneten Wert
wird hier durch den Treibhauseffekt in der Venusatmosphire (Die Venusatmosphire
besteht hauptsichlich aus Kohlendioxid.) hervorgerufen. Die tatsdchliche Jupiter-
temperatur betragt —120°C. Beim Jupiter spielen gravitative Effekte eine Rolle.

1.8. Gemessen wird die Strahlungsintensitit in Abhingigkeit von der Wellenlénge.
Die Wellenlinge, bei der das Maximum der emittierten Strahlung liegt, erlaubt es,
auf die Temperatur zu schlieen. Mit dieser Methode kann man die Oberflichentem-
peraturen von Sternen oder Temperaturen anderer kosmischer Objekte abschitzen.
Messungen an drei kosmischen Objekten liefern fiir die Lage des Maximums Wel-
lenldngen von: 501,3nm,9, 11 um, 1049 um. Berechnen Sie die zugehorigen Tem-
peraturen. Um welche Objekte handelt es sich?

Betrachtet man den Energiefluss pro Wellenldngenintervall , so ergibt sich fiir das
Maximum nach dem Planckschen Strahlungsgesetz die Bedingung:

X hc

(1.21)

— b
1—e>*

Man erhilt aus der transzendenten Gleichung x = 4.96511 und damit das Wiensche
Verschiebungsgesetz in der Wellenldngendarstellung zu:

hc
AkgT

= Xmax ~ 4,96511 . (1.22)

Damit erhilt man fiir die gesuchten Temperaturen

T — hc _k E()
© 4,96511 Akg A 4,96511-kg

(1.23)

Hierbei ist Ac wieder die Comptonwellenlénge des Elektrons und Ey dessen Ruhe-
energie. Die entsprechenden Temperaturen sind dann 2,76 K, 318,08 K, 5780,51K.
Die erste Temperatur ist die der kosmischen Hintergrundstrahlung, die zweite Tem-
peratur entspricht der Oberflaichentemperatur der Erde. Bei der dritten Temperatur
handelt es sich um die Oberflichentemperatur der Sonne.

1.9. Aufgrund der Sonneneinstrahlung erreicht die Erde ein Wérmestrom von Eg =
1,37kW /m?. Wie groB ist die Oberflichentemperatur der Sonne? ( Abstand Sonne
- Erde (Mittelpunkte) rgs = 149,6- 10° m, Radius der Sonne rs = 696 - 10° m)
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Eg ist die Solarkonstante der Erde. Fiir die Warmestromdichte an der Sonnenober-
flache ergibt sich bei Benutzung des Stefan-Boltzmann Gesetzes

Es 42 2
w="S32sE _p (IS _ G4 (1.24)
Amr? rs

Damit erhilt man also fiir die gesuchte Temperatur

2
E
_ GS(’rSSE) (1.25)
s 1,37kW /m? 149,6-10m \ 2
{1 5,67-10-1TkW/m2/K* \ 696-10°m
T =5780K .

1.4 Atomspektren
1.10. Betrachten Sie ein Teilchen welches sich in folgendem Potential bewegt:

V() { o=y (1.26)
X) = hz .
ﬂ(%)x,x>0

Hierbei ist a eine Konstante. Ermitteln Sie unter Benutzung der Bohr-Sommerfeldschen
Quantisierungsregel

jl{pdx:nh, n=1,2,--- (1.27)

die erlaubten Energien.

Im vorgegeben Potential ist der Impuls im klassisch erlaubten Bereich durch

W/ a
pzi\/2m (E_m(mr)x) (1.28)

gegeben, wobei die Vorzeichen entsprechend der Bewegung in +x-Richtung gelten.
Fiir die klassischen Umkehrpunkte gilt: x_ = 0,x, = 2mE(2x)/(h*a) Das Phasen-
integral kann ausgewertet werden.
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Xt W o/a *+ w a
j{pdx—Z/O dx\/2m(E—2m(2n_)x)—2\/2mE/0 dx 1——2mE<E

4xmE |1
h(n+no) = 2v/2mE h;" / dE\/1—E (1.29)
a Jo
Dies liefert dann fiir die Energiewerte
" (3a\*? s
E - ( ) ) (n+np)'~ . (1.30)

1.11. Betrachten Sie ein Teilchen, welches senkrecht aus einer Hohe H auf eine
waagerechte Ebene fillt und von der Ebene elastisch reflektiert wird. Ermitteln
Sie unter Benutzung der Bohr-Sommerfeldschen Quantisierungsregeln die erlaub-
ten Energien E,, und Hohen H,,.

In diesem Problem ist die Gesamtenergie eine Erhaltungsgrofle (nur elastische Pro-
zesse werden betrachtet). Zur Zeit t = 0 wird die Masse m aus der Hohe H mit dem
Anfangsimpuls p = 0 fallen gelassen. Damit ergibt sich folgende Energiebilanz:
2
E=2 \imgz=meH . (1.31)
2m

Aus (1.31) folgt damit fiir den Impuls:

p==v2m(E—mgz) . (1.32)

Fiihrt man dimensionslose GroBen fiir den Impuls 5 = p/+/2mE und die Hohe Z =
z/H ein, ergibt sich fiir die Bahn in der Phasenebene p = /1 —Z. Somit ergibt sich
fiir die Auswertung der Bohr-Sommerfeld-Bedingung

fp(z)dz:2/01-1\/2m(E—mgz)dz:2\/2mEH/01 V1-ZdZ= ngmEH.

(1.33)
Damit ergibt sich also:

fp(z)dz = ngmEH =h(n+np) . (1.34)

Da entsprechend der Energiebilanz (1.31) die Gesamtenergie durch die Fallhthe
ausgedriickt werden kann erhélt man durch Umstellen:

3 \23 p23 2/3
H= <4\@> PRVERTE (n+ngp)”” . (1.35)

Setzt man Zahlen ein, so wird ein AH (Abstand zweier quantisierter Hohen) von der
GroBe eines Bohrschen Wasserstoffradius erreicht, wenn das Teilchen eine Masse
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Bahn in Ph b

05

0.0

p/2m

-05

00 02 04 0.6 08
z/H

Abb. 1.2 Bahn der Masse in der Phasenebene.

von 1078 kg hat!

1.12. Mit Hilfe der Bohr-Sommerfeldschen Quantenbedingung gebe man an, mit

welcher Potenz von n die Energie E,, im Potential

x\B
V=W (> (1.36)
X0
anwéchst.
Im Potential (1.36) konnen gebundene Zustéinde nur fiir § = 2k, k=1,2,... exis-
tieren. Die Hamiltonfunktion ergibt sich zu:
2 B
H=E=2_1v, (x) . (1.37)
2m X0
Fiir die klassischen Umkehrpunkte erhélt man
1
L[ B ’ L[E]7 (1.38)
Xy = — =+ |— X )
+ Vo Vo 0

Damit kann man nun das Phasenintegral auswerten:



10 1 Experimentelle und theoretische Grundlagen der Quantenphysik

%pdsz./x.?dx {Zm (E—Vo(x/xo)ﬁ)}
:4/0X+ dx {Zm (E—Vo(x/xg)ﬁ”
=4\/21117Ex+./0.1d<§ 1_¢b . (1.39)

1/2

1/2

Dabei wurde die Substitution & = x/x verwendet. Aus (1.38) ergibt sich mit der
Bohr-Sommerfeldschen Quantenbedingung (1.39)

VEV/Ey~n = E, ~n?P/C+B) (1.40)

Fiir den harmonische Oszillator (8 = 2) ergibt sich damit E,, ~ n.

1.5 Teilchen-Wellen-Dualismus

1.13. Ein Elektron e~ und ein Positron e™, die praktisch ruhen (p,- = p,+ = 0)
erzeugen bei einer Paarvernichtung zwei Lichtquanten ¥ und y’. Man berechne
den Impuls von y und 7. Dessen Betrag gebe man als Funktion der Compton-
Wellenlidnge an.

Nach dem Impulserhaltungssatz miissen die Impulse von ¥ und 7’ gleich groB und
entgegengesetzt gerichtet sein: p, = —p,,. Die Gesamtenergie der Teilchen

E= me+c2 +mefc2 =2me* | Met =My =M (1.41)

wird in die der beiden y-Quanten umgewandelt.

h
2mc? = hf +hf' =2hf pyz—f
C
h
= mc=mc-— =
py=me=mey h/(mc)
h
= (1.42)

Die Wellenlidnge der y-Quanten entspricht der Compton-Wellenlidnge der Elektro-
nen.

1.14. Im Bohrschen Atommodell bewegen sich Elektronen strahlungsfrei auf Kreis-

bahnen mit "
rm = agp n* und Pn=— (1.43)
aon

(n=1,2,...). Nehmen Sie an, dass fiir die Genauigkeit der Ortsbestimmung gilt:

AX R Py — Ty (1.44)
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Schitzen Sie mit Hilfe der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation (Ax) - (Ap) >
% den relativen Fehler A p/p fiir die Unbestimmtheit des Impulses in Abhingigkeit
von der Quantenzahl n ab.

Aus der Heisenbergschen Unbestimmtheitsrelation folgt

hol h 1
Ap>— — - ——— | 1.45
P AT 2ag2n+1) (143)
Damit erhilt man fiir den relativen Fehler:
A 2
Ap /2 (1.46)
p 2n+1

Die Unbestimmtheit des Impulses wird fiir wachsendes n groBer. Fiir n = 1 liegt der
Fehler bei ca. 16 %:; fiir n — o« bei 25 %.

1.15. Wie groB3 muss die kinetische Energie von Elektronen sein, damit man mit
ihnen die Ladungsverteilung im Proton (Ausdehnung 10~'> m) untersuchen kann?

Eine Struktur des Protons ist nur beobachtbar, wenn die Wellenlinge des Elektrons
unter 10~!5 m liegt. Aus der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung und der de-
Broglie-Beziehung folgt:

h 2
Eyin = ¢ mc2+<> —mc? . (1.47)

Man erhilt Ey, ~ 1,24 GeV.






Kapitel 2
Stationire Zustinde

2.1 Die zeitunabhiingige Schriodingergleichung
2.1. Man berechne den Operator, der hermitesch konjugiert zu

N . a
A =exp (za&q)> 2.1)

ist.
Hinweis: Man entwickle die Exponentialfunktion in eine Reihe!

Die Reihenentwicklung ist durch

9\ & (i) o
exp (lOCaq)> = Z PPy 22.2)

|
n—0

gegeben. Nun wird der hermitesch konjugierte Operator zu d /d ¢ berechnet. y;, ¥,
sind Funktionen von ¢.

i = |- 9
lIfl,aqollfz =Wy _. a(pllfl,llfz )
o" o"
(‘l/le‘/fZ) =(=1" (anlw) : (2.3)

Somit ergibt sich fiir den hermitesch konjugierten Operator

[exp (zaa)] 2 (zia”) aa(;n exp (ia*aaq)) . (2.4)

Der Operator ist selbstadjungiert, wenn o = o™ ist.

2.2. In Halbleitersupergittern bewegen sich die Elektronen in Wachstumsrichtung
des Gitters (z-Richtung) in einem Potential V(z), welches einer Aneinanderreihung

13
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von Potentialtpfen entspricht. In x- und y-Richtung bewegen sich die Elektronen
frei. Vereinfachen Sie die Losung der Schrédingergleichung.

Das Potential ist nicht zeitabhingig. Man kann die Zeit separieren und muss nur
noch die zeitunabhingige Schrodingergleichung betrachten. Die Vereinfachung des
Problems kann wegen V (r) = V(z) mittels eines Separationsansatzes fiir die Wel-
lenfunktion erreicht werden.

o(r) = o1(x)P2(y)p3(2) (2.5)

Mit Ansatz (2.5) erhidlt man aus der zeitunabhédngigen Schrodingergleichung

(9> 9* 92
—— | s+ 14 =E 2.6
o (Gt gt ) V)] 0t = Eol 26)
drei gewohnliche Differentialgleichungen:
n d
“oma2? (xX) =E11(x) , 2.7
o d
=E 2.
n* d?
- Vv =F . 2.9
m 2 ?3(2) +V(2)p3(z) = E393(2) (2.9)
Die Energien in (2.7) -(2.9) ergeben die Energie in (2.6): E = E| + E> + Es.
2.3. Vorgegeben sind die Orthonormalsysteme e (r), eB(r), oS (r), wobei ¢ (r)
das Eigensystem des Operators C ist. Zeigen Sie, dass dle Spur des Operators
TrC=Y (¢.Co) =Y (o7.Cor) =L (2.10)

unabhingig vom Orthonormalsystem ist, welches zur Berechnung der Spur verwen-
det wurde.

Man kann die Behauptung beweisen, wenn man die Vollstindigkeitsrelationen der
Orthonormalsysteme heranzieht. So gilt fiir (p,/?(r)7 oB(r):

Zq)n ) *(r)=8(r—r), 2.11)
Z(p,, YoE () =8(r—1). (2.12)
Man kann (2.10) umschreiben zu
=Y (¢ Cop
-y / Pr / &I / P S(r—r)gr *()CPA (S —1) . (2.13)
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In (2.13) setzt man nun die Vollstiandigkeitsrelation (2.12) ein. Man erhilt dann

T Y [dr [& [drof ol (el () Col ol (ol * ()
n,lk

(2.14)
Umsortieren in (2.14) fiihrt zu

Tré = Z/d3 /d% ’/d3 v of *(r (Z‘Pn "t * ))‘PIB(IJ)X
X(Pl ()C(Pk()
— d3 d3/ B* I_/ B*ré BI‘
~Lfaxf oF ()9 (1) C o (r)
:Z((Pk7(Pl)((P17C(Pk)

Z of,Cof) (2.15)
1

Dabei wurde die Vollstiandigkeitsrelation (2.11) sowie die Orthogonalitét des Sys-
tems @F ausgenutzt. Somit ist die Spur unabhingig vom verwendeten Orthonormal-
system. Benutzt man ¢S (r) erhilt man:

TrC=Y (¢or,Col) =Y (05, 0F) ZCn- (2.16)

2.2 Gebundene Zustinde

2.4. Vorgegeben ist das Potential

oo x<—(a+b)
0 —(a+b)<x<—b
Vix) =< W —b<x<+b

0 +b<x<+4(a+b)
oo x>+(a+Db)

Wie grof3 muss die Schwelle Vj > 0 gewihlt werden, damit die Energie des Grund-
zustandes Eg = V wird?

Das Potential ist symmetrisch. Die Wellenfunktionen konnen daher nur symme-
trisch oder antisymmetrisch sein. Der Grundzustand ist symmetrisch und knoten-
frei. Aus diesem Grunde muss die Wellenfunktion im Bereich |x| < b konstant sein.
Die Teile der Grundzustandswellenfunktion im vorgegebenen Potential im Bereich
—(a+b) <x< —bund b <x < (a+b) bilden zusammen die Grundzustandswel-
lenfunktion in einem Topf mit unendlich hohen Winden der Breite 2a. Die Energie-
niveaus in einem solchen Topf sind gegeben durch
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W2
E :7<7) 12 n=0,12,... 2.17
" 2m \2a (n+1)7 n=0 ( )

Nach (2.17) muss also die Schwellenhdhe
o m\2
Vo=Eo=>5(5) 2.18
0 0" 2m \2a ( )
sein. Die Aufgabe wird in MA1 weiter diskutiert. Durch numerisches Integrieren

erhilt man die Wellenfunktionen bei Variation der Schwellenhohe die in Abb. (2.1)
gezeigtne Verldufe.

a=1 au.,b=5a.u.
#(x)

0.8

0.6 =<

04

02

-0.2

Abb. 2.1 Losungen der Schrodingergleichung bei verschiedener Schwellenhohe: Vy = Ey (rote
Kurve), Vp < Ey (gestrichelte Kurve), Vy > Ey (durchgezogene Kurve). Fiir das Beispiel wurden
gewidhlt: a = la.u.,,b =0.5a.u.

2.5. Durch Riickfiithrung auf einen bekannten Fall berechne man die Eigenzustinde
im Potential
V=" (v+4Y + (s 2)’
2 2 2

Das Potential ldsst sich umschreiben zu:

V=20 () 4 (- 2) | = 2er (2048) . )

Das Potential (2.19) fiihrt auf die Schrédingergleichung

2 2 2.2
{—fmsz + 'Z(\fzw)zxz} o(x) = (E - ma; a > o(x) . (2.20)

Gleichung (2.20) stellt die Schrédingergleichung fiir einen harmonischen Oszillator
mit der Frequenz v/2® dar, dessen Energieniveaus um mw?>a® /4 energetisch ver-
schoben sind. Also kann man die Energieniveaus ohne Rechnung sofort angeben:
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1 w2a?
En:h\@w(n+2)+m 4“ . 2.21)

2.6. Man stelle die transzendente Gleichung (Determinantenform!) zur Berechnung
der Energie-Eigenwerte in einer Doppelmulde aus zwei rechteckigen Potentialtop-
fen auf:

e Potentialtopf 1: (ay,b; >0, V; <0)

0 —o<x< —(a;+by)
V(x) =<V —((ll +b1) <x< —b;
0 —b; <x<0

e Potentialtopf 2: (a2,b, >0, V5 <0)

0 0<x<b
Vix)=¢ Vs by <x< (bz—l—az)
0 (bhy+ap) <x<eo

Diskutieren Sie die folgenden Grenzfille:

a) by=b,=0,a, =ay=a, V) =V, =V, (einfacher Potentialtopf)
b) by =by=b/2, a1 =ay=a, Vi =V, =Vy (symmetrischer Grenzfall).

Zeigen Sie, dass sich die Eigenwerte zu den symmetrischen bzw. antisymmetrischen
Zustinden im Fall b) dann aus

bk, k/xtan(ka)—1
(2R = S REAME)
tanh (=) = Kan(ka) £ 1
bk, «x/ktan(ka)+1
tanh( > ) = S/ ZAMED) T2
anh(=-) = & ican(ka) — 1

berechnen lassen. Dabei wurde verwendet: E = —h*k2/(2m) , E — Vo = h°k? /(2m).

Das in der Aufgabenstellung vorgegebene Potential ist nicht symmetrisch, so dass
von der Symmetrie zur Reduktion des Rechenaufwandes nicht Gebrauch gemacht
werden kann.Das Potential wird in 5 Bereiche aufgeteilt:

Bereichl x< —(a;+by)

BereichIl —(a;+b1) <x< —b;

Bereich III —b; <x <by

Bereich IV by <x < (by+ay)

Bereich V. x> (by +a3)

Fiir gebundene Zusténde muss die Energie E < 0 sein. Wir fithren wieder folgende
Abkiirzungen ein:
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2m(E — V-
k= — 7’”(# 2), (2.22)

2mE 2m(E —V,
(vergleiche Abschnitt 2.2.1 im Buch) ein. In den Abschnitten LIILV liegen expo-
nentiell ansteigende oder abklingende Losungen vor (k). In den Abschnitten IT und
IV liegen oszillierende Losungen vor (kq,k2). Die Ansitze fiir die Wellenfunktionen
in den einzelnen Bereichen lauten:

1 (x) =Aze™ (2.23)
@2(x) = Bye "1* + Byef1* (2.24)
@3(x) = Cre "+ Cre™* (2.25)
@4(x) = Die ¥ 4 D,k (2.26)
@s(x) =Eje ™ (2.27)

Stetigkeit der Wellenfunktion und der Ableitungen sind an x = —(a; + b;), x =
—by, x =by, x = (by + ay) zu fordern. Man hat damit ein homogenes Gleichungs-
system von 8 Gleichungen mit 8 Unbekannten. Eine nichttriviale Losung existiert
nur, wenn die Koeffizientendeterminante verschwindet. Die Auswertung kann mit
Mathematica vorgenommen werden (s. MAZ2). Die gesuchte Determinante ist in
Abb. (2.2) gegeben. Man kann die Spezialfille aus dieser allgemeinen Form gewin-
nen.

a) Man setzt by = b, =0, a1 = ap = a, ki = ko = k. Man gewinnt dann aus der
allgemeinen Form (2.2) in diesem Spezialfall

% + tan(ak) = % +cot(ak) . (2.29)

Diese Form entsteht gerade aus dem Produkt der Eigenwertbedingungen, die man
fir den symmetrischen und antisymmetrischen Fall bekommt (vergl. Abschnitt
2.2.1 im Buch).

b) Im Falle der symmetrischen Doppelmulde bekommt man aus der allgemeinen
Bedingung (2.2) mit Hilfe von Mathematica

2" ki (k> — k7 sin(2ak) + [— (kK> + k%) + (k* — k*)* cos(2ak)] sinh(bK)
= 4k*k? cos(2ak) cosh(bx) (2.30)

Betrachtet man symmetrische und antisymmetrische Zustinde getrennt (siehe
Notebook) erhilt man fiir die symmetrischen Zustinde

bx k/xtan(ka)—1

und fiir die antisymmetrischen Zustinde
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2.2 Gebundene Zustinde
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bx Kk/ktan(ka)+1

Das Produkt von (2.31) und (2.32) entspricht (2.30), wie mit Mathematica leicht
Zu zeigen ist.

2.3 Streuzustinde

2.7. Bestimmen Sie Reflexions- und Durchlasskoeffizient eines Teilchens an der Po-

tentialstufe
0, x<0
V(x)_{VO, x>0

wobei Vp > 0 gilt. Das einfallende Teilchen bewegt sich von links nach rechts. Die
Energie des einfallenden Teilchens sei grofler als V. Zeigen Sie, dass Reflexions-
und Durchlasskoeffizient in der Summe Eins ergeben. Wie verhilt sich der Durch-
lasskoeffizient fiir kleine Werte von E — Vj?

Fiir die Wellenfunktion wird folgender Ansatz gemacht:

P(x) = { gL =" +Re™0Y  x<0

Qg = Del*r* x>0 (2.33)

Dabei gilt: k; = v2mE [h, kg = \/2m(E —Vy)/h. Durch die Stetigkeitsbedingun-
gen an x = 0 lassen sich R und D bestimmen. Es ergeben sich die Gleichungen

1+R=D,
kp(1—R)=kgD . (2.34)
Aus den Gleichungen (2.34) ergeben sich die Losungen:

kp —k 2k
R=-:+"F%  p=_—L |
kr + kg kr + kg

(2.35)

Fiir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte einer ebenen Welle y = Aexp(ikx) erhilt

man: 5
. . o |A]Pnk
i=5 (YVy —yVyr) = Lex . (2.36)
mi m

Die Stromdichten fiir einfallenden, durchgelassenen und reflektierten Stromanteil
ergeben sich somit zu:
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o= —Ley (2.37)
m
ik
ip = —2|D|%e, (2.38)
m
ik
ir=——C|R|%e, . (2.39)
m

Transmissions- und Reflexionskoeffizient berechnen sich nun aus den durchgelasse-
nen und reflektierten Stromdichten, normiert auf die einfallende Stromdichte. Man
erhilt:

ipl _ ke o 4keke igl _ o (ke —kg)?
Tp =80l _ZRp , ==K _R* = . (2.40)
"l ke (kL +kg)? * ol (kr +kg)?
Aus (2.40) folgt sofort: T +T7 = 1.
Fiir E — Vj folgt:
V2mV,
lim k; = ko = mro , lim kg =0. (2.41)
E—Vy h E—V,

Damit sieht man aus (2.40), dass der Transmissionskoeffizient gegen Null und der
Reflexionskoeffizient gegen Eins gehen.

2.8. Man bestimme den Durchlasskoeffizienten fiir das §-Potential V(x) = ad(x),
wobei o > 0 gelten soll. Das einfallende Teilchen bewegt sich von links nach rechts.
Betrachten Sie die Grenzfille E — oo und E — 0.

Fiir die Diracsche 6-Funktion gilt:

~+o0

dx f(x)8(x—a) = f(a).

Leiten Sie zuerst die Stetigkeitsbedingungen fiir die Ableitung der Wellenfunktion
an der Stelle x =0 ab.

Fiir die Wellenfunktion setzt man eine Linearkombination von einer einlaufenden
und einer reflektierten Welle sowie eine transmittierte Welle an.

o = e L Re™ ™ x <0

Qr = De'™ x>0 (2:42)

o0 ={
Bei dieser Aufgabe hat man zu beachten, dass die 6-Funktion eine verallgemeinerte
Funktion, ein Funktional, ist. Dadurch ist die Randbedingung fiir die Ableitung der
Wellenfunktion zu modifizieren. Man erhilt mit V (x) = ot (x) an der Stelle x =0
aus der Schrodingergleichung bei Betrachtung von € — 0
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0+¢ B2 42 5 0-+¢
/0—5 dx <_2mdxz +oa (0)) y(x)=E - dx y(x)
hz ) 0+¢
5 V() . +ay(0)=0
2m
V(%) jore — ¥ (X)j0-e = h—zaw(O) : (2.43)

Damit erhilt man die Gleichungen zur Bestimmung von R und D zu

1+R=D,
Dik— (1—R)ik =D (2.44)

(B = 2ma/H?). Losen der Gleichungen (2.44) fiihrt auf den Transmissionskoeffizi-
enten R
4k

Tr=|D?=DD" = ——— . 2.45

T | | 42 +Bz ( )

Der Grenzfall E — oo entspricht dem Fall k > B = 2ma /. In diesem Fall sieht

man aus (2.45), dass der Transmissionskoeffizient gegen Eins geht. Geht E und

damit k gegen Null verschwindet der Transmissionskoeffizient.

2.9. Man berechne die Streuphase zu folgendem Potential

oo x<0
B Vo 0<x<a
V= v a<x<b (2.46)
0 b<x

Das Potential wir in drei Bereiche eingeteilt und die Wellenfunktionen werden in
den Bereichen entsprechend der Aufgabenstellung angesetzt.

Bereichl 0<x<a ¢i(x) = cosin(k x) K=+/2m(Vo —E)/h
Bereichll a <x<b ¢q(x) = cre®1=a) 4 crpmiki(r—a) g — \2m(E+V))/h .
Bereich 1T b < x o (x) = c3sin(kyx+ ) ko =+2mE /h

Der Ansatz fiir die Wellenfunktion im Bereich I gilt fiir E < Vj. Stetigkeitsbedin-
gungen sind an x = a und x = b zu erfiillen. Damit hat man 4 Gleichungen zur
Bestimmung der Konstanten ¢y, ¢, ¢2,c¢3, 8. Die Amplitude der Wellenfunkti-
on ist jedoch frei wéhlbar, so dass die Gleichungen zur Bestimmung aller Gré3en
ausreichend sind. Die Stetigkeit der Wellenfunktionen und der Ableitungen liefert
folgende 4 Gleichungen:
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cosinh(ka) =c;+cz , (2.47)

Kco COSh(KCZ) =iky (C1 — Cz) s (2.48)

c1e®14 4 creh1d = ¢4 sin(kob+9) , (2.49)

iky (Cleikld — Czeikld) = kyczcos(kob+6) . (2.50)

Aus (2.49) und (2.50) gewinnt man:

k2 cl /Czeik1d+€7ikld
tan(kpb + 8) = — g — . 2.51
an( 20+ ) lkl C1/C2€lkd7€_1k1d ( )
Das Verhiltnis ¢; /¢, kann man aus (2.47) und (2.48) gewinnen:

a l:kl tanh(ka) + K . (2.52)

¢y ikjtanh(xa) — x

Einsetzen von (2.52) in (2.51) liefert dann:
k> ki tanh tan(k1d

an(kob + 5) — K2 frtanh(ka) + ktan(k d) (2.53)

ki Kk —tanh(ka)tan(k;d)

Die Bestimmungsgleichung (2.52) fiir die Streuphase geht fiir = 0 in den im Buch
behandelten Spezialfall iiber.

Gibt man sich nun ¢y vor, so konnen ¢, ¢z, c3 aus den obigen Gleichungen
bestimmt werden. Um einen Vergleich mit der numerischen Rechnung in MA3 zu
haben wird c( so eingerichtet, dass der Anstieg der Wellenfunktion an x = 0 gleich
1 ist. Dies fithrt zu ¢g = 1/K. Aus (2.47) folgt nun

sinh(ka)

2= Gjat x (29

wobei ¢1/cp aus (2.52) folgt. Somit hat man auch ¢; = (¢ /c2)cs. ¢3 folgt nun aus

(2.49) zu
1

ST Sinlkab + )

Ergebnisse fiir Vo =4a.u., V) =5a.u., a=2au., b=>5a.u., E =2a.u. sind in den
Abbildungen 2.3 und 2.4 gegeben.

(cl ek 4 cze_k‘d) . (2.55)

2.4 Niherungsverfahren

2.10. Durch Variation ist die Energie im Grundzustand des Wasserstoffatoms zu
berechnen. Als Ansatz fiir die Wellenfunktion verwende man
h2

y(r) =Ae 0 ay=-——s (2.56)
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Abb. 2.3 Analytische (rot gestrichelt) und numerische (blau durchgezogen) Streuldsung.
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Abb. 2.4 Demonstration der Phasenverschiebung. Die Losung fiir x > b (rot gestrichelt) ist ge-
geniiber der Losung fiir konstantes Potential V (x) = 0 (orange) phasenverschoben. Die phasenver-
schobene Kurve entspricht der im ganzen Gebiet x > 0 giiltigen Losung im Bereich x > b.

mit o als dimensionslosem Variationsparameter.

Fiir die Auswertung ist die folgende Beziehung niitzlich:

= d\" [ d\"1 n!
drier =4 /d o (L4 Lo 2.57
/0 rre ( dc) o ¢ ( dc> c il 2.57)
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Damit kann man die Konstante A {iber die Normierung bestimmen. Man erhilt

o 3
1= (y,y)= 4717A2/ drPe 2%/ = A2 = 1 (a) . (2.58)
0 T \ao

Die Erwartungswerte der potentiellen und kinetischen Energie ergeben sich damit
zu:

e? e?
Epot - _(Wv 7"’) =—0— ) (259)
r ap
2 2 2
o €
kin=—o (W, Vy) = = (2.60)
Aus (2.59) und (2.60) erhilt man nun die Gesamtenergie als Funktion des Variati-
onsparameters:
2 2
a S
Eo)=——-a]—. 2.61
@=(5-a)S @6
Die Variation liefert dann als Endergebnis @ = 1 und somit
2
€ 1
Ey= T 2a0 y(r) = ——e /% (2.62)
o may

Die analytische Form des gewihlten Variationsansatzes entspricht dem exakten Er-
gebnis. Die Durchfiirung der Variation liefert daher den korrekten Grundzustand.

2.11. Der Hamilton-Operator eines zweidimensionalen harmonischen Oszillators ist
gegeben durch

A2 a2 2 2

A px Py ma@ 2 mao 2

=P B MY o MO 2.63
o om T 2 YT Y (2.63)

Berechnen Sie mit Storungstheorie erster Ordnung die durch das Storungspotential
V(x,y) = Ax?y? (2.64)

bewirkte Energieverschiebung im Grundzustand.

Die Losung des durch (2.63) beschriebenen zweidimensionalen harmonischen Os-
zillators 146t sich mit der Separationsmethode auf das eindimensionale Problem zu-
riickfithren. Man setzt also Wy (x,y) = @o(x)@o(y) fiir die Grundzustandswellenfunk-
tion an, wobei ¢ die Grundzustandswellenfunktion des eindimensionalen harmo-
nischen Oszillators ist:

Po(x) = \;%ﬁ e GIBY/2 (2.65)

In erster Ordnung Storungstheorie ist die Anderung der Grundzustandsenergie ge-
geben durch
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AE = (W, Ax*y o) = A(90,° 90) (90, o) - (2.66)

Die Integrale bzgl. x und y sind gleich, so dass nur ein Integral weiter ausgewertet
werden muss:

2 L /*"" 2 ey _ B
(@0, x“@0) = 7B ) dxxe =7 (2.67)

Somit erhilt man fiir die Energieverschiebung AE = A8 /4.

2.12. Berechnen Sie mit Hilfe des Ritzschen Variationsverfahrens die Energie des 1.
angeregten Zustandes eines eindimensionalen harmonischen Oszillators. Benutzen
Sie als Testfunktion

o
v (x) = Axexp(fzxz) : (2.68)
Hinweis: Benutzen Sie die Integrale:
- 2, VT
/_mexp(focx )dx = paveR (2.69)
Yo o VE
/_oox exp(—ax”)dx = P (2.70)
= 3@
4 ) T —
/_oox exp(—ox)dx Pk (2.71)
Fiir die Normierung der Testfunktion erhélt man
+oo T
(y1,v1) =A2/ dx x*e™ %% —Azzg;/z =
-1
T
A2 — <2£2> . (2.72)
Die zweite Ableitung der Testfunktion ergibt sich zu:
A @ g 2(xa—3)xa 2.73)
I . .
Damit ldsst sich die kinetische Energie auswerten:
h2 +oo
Eyin = ——A° dx e (x*a* —3x%a)
2m —o
777172142 o 3vm 3 VT
2m 405/ 200/2
n* 3a
- = 2.74
2m 2 ( )

Fiir die potentielle Energie folgt:
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2 oo
ma@o
A2

2
.
E — X

dx x*e”
2 2
[0} 3 o 3
_m” o3V me” 3 (2.75)
2> Y 42T 2 2a

Fiir die Gesamtenergie ergibt sich somit

3[h? mo? 1
E((X) = Ekin +Ep0[ = 5 |:2n105+ 2(X:| . (276)
Die Ausfiihrung der Variation liefert nun
JE(@) 3[R mo® 1
doe 2 |2m 2 ol
JE(a) mo 1
Jda h B2 @.77)

Somit erhilt man aus der Testfunktion letztlich:

2 2 1 2x 2
_ ~/B?2 L EX (/B2 2.78
vt NCTE \2\/7B B ¢ @79

Man bekommt somit die exakte Losung fiir die Wellenfunktion. Die aus (2.76) fol-
gende Energie E(mm/h) = 3h/2 entspricht ebenfalls der exakten Losung.







Kapitel 3

Darstellung und Zeitablauf physikalischer
Grofien

3.1 Darstellung physikalischer GroBen

3.1. Man zeige, dass der Erwartungswert des Impulses in einem zum diskreten
Spektrum gehdrigen stationiren Zustand verschwindet.

Der Erwartungswert des Impulses ist durch
p= [y by = (v.bv) G.1)

gegeben, wobei y der Schrédingergleichung Hy = Ey geniigt. p kann mit dem
Ehrenfestschen Satz ausgedriickt werden:

=" [ ey iy
= %/d% (V’*(r)Hf'W(r)—V/*(I‘)f'l:h[/(r)) . (3.2)

Die Verwendung der Schrodingergleichung in (3.2) liefert

E:%E{(wvrw)f(w,rw)}zﬂ (3.3)

3.2. Der Erwartungswert des Impulses bei der eindimensionalen Bewegung errech-
net sich bekanntlich nach der Formel

— h [T d
pe=~ dx y*(x) —y(x) . (3.4)

I J dx
Es ist zu zeigen, dass dieser Mittelwert auch durch die ,,symmetrisierte” Formel
— oo

=2 [ (w*(x)

T2 ) e

d d

Vv S v ) 65)
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dargestellt werden kann.
Hinweis:
Man untersuche das Integral
o0

[ ar L v) 36)

mit Hilfe der Grenzbedingungen fiir die Wellenfunktion.

Geht man von (3.6) aus ergibt sich:

T Ly =lww T =0 (3.7)
[ dx () =yl = :
tee dy* LAy
/_m dx( Ix V+y dx) =0,
Y +oo d
P AR R (3.8)
e dx oo dx

(3.7) folgt aus den Randbedingungen fiir die Wellenfunktion. Diese muss im Un-
endlichen verschwinden, damit das Normierungsintegral existiert.

3.3. Berechnen Sie den Erwartungswert des Operators p = e PH (B: relle Kon-
stante) fiir Eigenzustinde von A, die als Losungen der Eigenwertgleichung H y,, =
E, v, gegeben sind.

Der Erwartungswert des Operators p ist definiert durch

Y
p=(wlpl) =y, P
k=0 :

(vl H* | y1). (3.9)

Im zweiten Schritt wurde der Operator in eine Reihe entwickelt. Mit H*y, =

(Eq)* w, und (y,, w,) = 1 folgt dann: p = e BEn,

3.2 Zeitablauf physikalischer Grofien

3.4. Da die Schrodingergleichung beziiglich der Zeit von erster Ordnung ist, wird
y(t) eindeutig durch y(0) bestimmt. Man schreibt den Zusammenhang in der Form

y() =S)w(0), (3.10)
wobei S ein Operator ist. Es ist zu zeigen, dass S(r)

a) der Gleichung
d 4 A
ihES(I) =HS(r) (3.11)
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geniigt und
b) fiir einen zeitunabhingigen Hamiltonoperator H die Form

8(r) = et/ (3.12)

. . A A=l .
besitzt und unitér ist, d.h. SJr =S gilt.

a) Einsetzen von (3.10) in die zeitabhidngige Schrodingergleichung liefert unmittel-
bar (3.11):

22y =)
iy (0) $3() = w(O)AS (1)
L doa A
in=-8(r) = AS (1) (3.13)

b) Ist A zeitunabhingig, kann man (3.13) formal durch Trennung der Variablen in-
tegrieren.

A

ds
— =—-Hdt

r
§ n
. i
S +Ine=——Ar
nS+Inc 7
§ =cexp (;H t> (3.14)

Auf Grund von (3.10) muss ¢ = 1 gelten. Aus (3.14) folgt sofort die Unitaritiit,
da A hermitesch ist.

g (e—iﬂt/h)T _ e _ il _ g (3.15)

3.5. Die Energie des Grundzustandes des harmonischen Oszillators ist mit Hilfe der
Unschirferelation abzuschitzen.

Man geht von

)
p m 25

E=_—+— 1
2m+2wx (3.16)

aus. Die Mittelwerte werden durch die mittleren quadratischen Schwankungen aus-
gedriickt. Man erhilt:

P =(Ap2+p . 2= (Ax)2+F. (3.17)

Die Mittelwerte von Impuls und Ort verschwinden, so dass man mit (3.17) aus (3.16)
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a2
(Azfn) + %wZ(Ax)z (3.18)

E =

erhilt. Man ersetzt (Ap)? durch die Heisenbergsche Unschirferelation und schitzt
damit die Energie ab:

+ 20 = £ ((4x2) . (3.19)

Nun sucht man das Minimum der Funktion.

flz) = :;ii + %wzz
c=(aP = (3.20)
Einsetzen von (3.20) in (3.19) liefert dann
E > hTw . (3.21)

Man bekommt also auch durch diese Betrachtung das Ergebnis, dass die Energieei-
genwerte beim harmonischen Oszillator immer grofer gleich der Nullpunktsenergie
h®/2 sein miissen.

3.6. Man zeige, dass fiir die Erwartungswerte des Drehimpulses L. und des Dreh-
momentes D die klassische Bewegungsgleichung

d= =
—L=D 3.22
7 (3.22)

gilt.

Mit der Definition des Drehimpulses folgt aus (3.22)

ELzﬁ[H,I‘Xp]—FW

(1
:;{M[parxp]ﬂ\/(r),rxp]} . (3.23)

Die erste Vertauschung verschwindet und die zweite fiihrt auf:
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[V(r),rxp] =V(r)(rxp)—(rxp)V(r)
= V(1) (r D) — S (VW () — V() (r ¢ B)

_hr. (3.24)

1

Das Ergebnis (3.24) liefert dann mit (3.23)

d= = =
—L = F=D 3.25
=X (3.25)

3.3 Quasistationire Zustinde

3.7. Mit Hilfe der quasiklassische Niherung (Berechnung des Gamovfakors) ist die
Durchlasswahrscheinlichkeit einer Metalloberfliche fiir Elektronen in einem star-
ken homogenen elektrischen Feld der Feldstirke E, = E, e, zu bestimmen. Das
Feld ist dabei parallel zur Oberflichennormale des Metalls gerichtet.

a) Diskutieren Sie die durch das elektrische Feld hervorgerufene Barriere an der
Oberflache. Berechnen Sie die Durchlasswahrscheinlichkeit.

b) In Wirklichkeit erfolgt die Anderung des Potentials in der Nihe einer Metallo-
berflache kontinuierlich. So wirkt z.B. in grolen Abstinden von der Metallober-
flache das Potential der elektrischen Bildkraft

c2
Vp=——. (3.26)
4x
Die Durchlasswahrscheinlichkeit ist unter Beriicksichtigung der Bildkraft zu be-
rechnen.

Das Potential an der Metalloberfliche ist in Abb. (3.1) dargestellt. Die Durchlass-
wahrscheinlichkeit der Schwelle wird durch den Gamovfaktor bestimmt:

IDP ~e 26 G:/;dx,/il—’;’[v(x)—li]. (3.27)

Fiir die klassischen Umkehrpunkte erhidlt man: x_ = 0,x; = |E|/E,. Die Berech-
nung des Gamov-Faktors nach (3.27) fiihrt auf (§ = x/x)

EIVE [2m E|\/2mE| [
G:/O dx —(\E\—Eax):%/o dE /1=

h2
2 |E|\/2m|E
G = 2IElV2mE| (3.28)
3 hE,

Damit erhélt man:
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Potential an Metalloberflache
V(x)
2

-6

Abb. 3.1 Schematische Darstellung des Potentials an einer Metalloberfliache. x < 0 Metallinneres,
x > 0 Auflenraum.

4/2m
D|? ~ _ZYEREP2 2
ID| exp( 3hEaI | (3.29)

Beachtet man nun den Einfluss des Bildpotentials hat man

Xt 2m e?
= — | |[E|—Exx— — .
G ./L dx\/ 3 ( \ aX ) (3.30)

auszuwerten. Aus |E| — E,x— €2 /(4x) = 0 ergeben sich die klassischen Umkehr-

punkte zu
E|++\/|E|>*- €2 E,
i:| | ‘2E| = (3.31)

a

Das Integral (3.30) ist nicht elementar auszuwerten. Mit der Substitution & =
E,x/|E| erhilt man aus (3.30)

_m 3/2 & y?
G= S IE /57 ag\J1-% ¢ (3.32)

wobei sich die Grenzen (3.31) zu
Se=5%4/7-)? (3.33)

ergeben. Hierbei ist y ein Parameter, der durch y = /€2 E,/(2|E|) gegeben ist. Aus
(3.27) folgt somit fiir den Durchlasskoeffizienten:
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/20 13/2

ID|> ~ e k0®0) h)::ggf?%gﬂ—f (3.34)
3 ré+ yz

D= [ d&J1-—
2 ) g Z g

Ohne Beriicksichtigung des Bildpotentials (y = 0) geht (3.34) in (3.29) iiber.

3.8. Ein a-Teilchen mit der Energie E befindet sich im Feld des Restkerns. Das
Potential sei durch einen Kasten der Breite Ry (Kernradius), der durch einen Wall
der Breite d und der Hohe Uy begrenzt wird, gegeben.

0 0<r<R
V(ir)=q¢ Uy R<r<R+d . (3.35)
0 r>R+d

Das Geiger-Nuttalsche Gesetz stellt eine Beziehung zwischen der Zerfallswahr-
scheinlichkeit eines -Strahlers und der kinetischen Energie des emittierten Q-
Teilchens her. Es gilt:

InA =A+BhE. (3.36)

Zeigen Sie, dass das Modell-Potential (3.35) in der Lage ist das Geiger-Nuttallsche
Gesetz qualitativ zu erkldren.

=
<
T T T T T T

nA+20

{ S S B S R RN S S BN S A B B B

kS
>

05 06 07 08

Abb. 3.2 Geiger-Nuttallsches Gesetz. R ist hierbei die Reichweite der a-Teilchens in Luft, die
proportional zur kinetischen Energie ist. [6]

Das Geiger-Nuttallsche Gesetz besagt, dass zwischen der kinetischen Energie
der a-Teilchen und der Zerfallswahrscheinlichkeit A ein direkter Zusammenhang
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besteht. Zu groBeren Zerfallswahrscheinlichkeiten A gehoren a-Teilchen mit gro-
Berer kinetischer Energie (vergl. Abb. 3.2). Im Experiment driickt sich die groere
kinetische Energie in einer groleren Reichweite R der a-Teilchen in Luft aus. Die
Zerfallswahrscheinlichkeit ist umgekehrt proportional der Lebensdauer und durch
den Gamovfaktor bestimmt.

A=-—=A-¢% (3.37)

A ist hierbei eine energieunbhiingige Konstante, die durch Ry und die Masse der
a-Teilchen bestimmt wird. Fiir den Gamovfaktor der Schwelle in Abb. 3.3 ergibt

sich
D) V2
G:/ dx,/h—T(Uo—E):Tm\/Uo—Ed. (3.38)
0

uU(r) &

U

Ro d
Abb. 3.3 Potentialverlauf
Aus (3.37) folgt
47+/2
InA =1InA—2G = InA — ”h M JUs—E-d=1InA+ f(E). (3.39)

Das ist aber gerade ein Zusammenhang, der dem Geiger-Nuttallschen Gesetz ent-
spricht.

Ein quantitativ besseres Ergebnis erhilt man, wenn man das Potentialmodell ent-
sprechend Abb. 3.4 zur Auswertung des Gamovfaktors benutzt.
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V(r)

Vo

Abb. 3.4 Verbessertes Potentialmodell zur Diskussion des o-Zerfalls.
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Kapitel 4
Das Wasserstoffatom

4.1 Das Wassserstoffspektrum

4.1. Ein System bestehe aus zwei Teilchen der Massen m; und m,. Der Operator des
Gesamtimpulses P = p; + p» ist durch die Schwerpunktkoordinate R und die Re-
lativkoordinate r auszudriicken. Zerlegen Sie den Hamiltonoperator in Anteile der
Schwerpunkts- und Relativbewegung, wenn die potentielle Energie nur eine Funk-
tion des Abstandes der Teilchen ist.

Schwerpunkts und Relativkoordinaten sind gegeben durch

_ mry+mpr;

R ;
M

r=r;—r. 4.1)

Dabei ist M = m; + my die Gesamtmasse. Lost man (4.1) nach r, r auf, erhilt
man:

my
=R+ = 4.2
ri + Mr 4.2)

my
=R-— 4.3
r " 4.3)

Daraus folgt sofort fiir den klassischen Gesamtimpuls
P =p, +p, = mf +mi> = MR (4.4)

Der Gesamtimpuls ist also gleich dem Schwerpunktimpuls.
Fiir die Wellenfunktion gelte W(R,r) = y(rj,r2). Somit ergibt sich fiir die x-
Komponente des Gesamtimpulses :

39
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h iJri _ Jdy dr Iy IR 81//8r+871/787R
ox;  0xy T 9x dx;  0X dx;  Ox dxa  IX ox»
B [ay/ dymy Y  JYm

dx JXM Jx XM

Iy
—&ox

Die Summe der Impulsoperatoren der Teilchen ergibt somit den Operator des Ge-
samtimpulses.

Da das Potential nur vom Abstand der Teilchen abhéngt gilt sofort: V(|r; —rz|) =
V(r). Man erhilt:

(4.5)

gy mi Y LoV oy

oriy M OR, ' Ory

8217/ mi (m d*y 9P my 02y 9%y
o.M <M IRZ " an, 8Rx> * <M IR, ors +82rx)
~ m}d*y O’y 2my 0%y

M2 ORZ  9%r, ‘M OR, or,

(4.6)

Nach der Betrachtung der anderen Komponenten erhilt man mit den zu (4.6) analo-
gen Beziehungen fiir den Hamiltonian:

. n? >
H: 727’/”1 Arl 727’/”2 Al‘z +V(|l’1 7r2|)
h2 2 2m1 hz 2m2
T MZARJFAJr Z&R&r,]Zmz MZAR o ZaRar,
? 1?
- _WAR_ﬂAr +V(r) 4.7

Hierbei ist ¢ die reduzierte Masse. u = (mj +my)/(my -my).

4.2. Das Positronium ist ein exotisches Atom, in dem ein Positron, das Antiteilchen
des Elektrons, das Proton im Kern des Wasserstoffatoms ersetzt. Im Myonium er-
setzt ein Anti-Myon das Proton als Kernteilchen. Beide Systeme sind nicht stabil.
Elektron und Positron annihilieren unter Aussendung von Photonen. Elektron und
Positron haben die gleiche Masse m. Die Masse des Anti-Myons betrigt 206, 768 m.
Wie berechnen sich die Energieniveaus im Positronium und Myonium?

Fiir die Ubergiinge im Wasserstoffatom erhilt man experimentell:

1 1 1

Bei Wasserstoff und wasserstoffahnlichen Systemen handelt es sich um Zweikor-
perprobleme, so dass man die Mitbewegung des Kerns, zu beriicksichtigen hat. In
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der Schrodingergleichung der Relativbewegung ist die Masse durch die effektive
Masse zu ersetzen. Das fiihrt auf eine Modifikation der Rydbergkonstante:

R o2

Ro=——. (4.9)

Ry=—2
M Y m/M 22c

Hierbei ist R die Rydbergkonstante bei unendlich groer Kernmasse. Diese wird
durch die Feinstrukturkonstante & und die Compton-Wellenlidnge des Elektrons A¢
bestimmt. Ry, beriicksichtigt die Mitbewegung des Kerns. Die Ergebnisse sind in
Tabelle 4.1 gegeben.

System Kernmasse 1/(1+m/M)
Wasserstoff 1836,153m. 0.999456
Positronium 1,0m, 0,5
Myonium 206,768 m, 0,995187

Tabelle 4.1 Rydbergkonstanten bei Beriicksichtigung der Kernmitbewegung.

4.3. Man berechne in erster Ordnung Storungstheorie die 1s-Niveauverschiebung
(AEjs), die durch die Existenz eines endlichen Kernradius R hervorgerufen wird.
Das Potential V() und die ungestorte Wellenfunktion yi4(r) = Rys(r)Yoo(£) sind
durch die folgenden Ausdriicke gegeben:

2
V(r)= ;267 2 3 r>R , Ris(r)= 3i/26_’/”0 ) 4.10)
R (ﬁ - f) r<R ay

In erster Ordnung Storungstheorie ist die Energieverschiebung durch das Ma-
trixelement der Storung mit den ungestorten Wellenfunktionen gegeben: AE|s =
(y15,AVys). Nach (4.10) ist die Storung gegeben durch:

ez 2/ 2 3
AV—|:F+R<W—2):|9(R—F)
e2 [ 2 3 R
== |- —24+=|0(R-r). 4.11
R{ZRZ 2+r}9( ") “-11)

Der Kernradius ist klein gegeniiber dem Bohrschen Wasserstoffradius. Demzufolge
kann die Niherung R5(r) = R;5(0) verwendet werden. Mit der Substitution x = r/R
ergibt sich
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AEIS:Sz 4 * 2 |:r2_3 R:|
Rag 0 2R2 2 r
_624R ! 2[}52 3 1]
Rag 0 2 2 x

4 [ 2 R?
I

4.2 Der Bahndrehimpuls

4.4. Der Hamiltonoperator eines starren Hantel-Molekiils, welches im Raum um
den Koordinatenursprung rotiert (,,Rotator* mit zwei Freiheitsgraden, den Winkeln
¥, ¢ (Kugelkoordinaten)) ist durch

H= (4.13)

I’;Z
21
gegeben. Dabei ist L. der Operator des Bahndrehimpulses und 7 ist das Trigheits-
moment. Wie lauten die Energieeigenwerte £ des zugehorigen Rotators? Sind die
Energieeigenwerte entartet?

Die stationédre Schrodingergleichung lautet:
M 7
fly=—y=E
y i y y
L2y =2IEy (4.14)
Die Gleichung (4.14) ist die Eigenwertgleichung fiir den Operator L2, dessen Ei-

genfunktionen die Kugelflichenfunktionen Y}, sind. Die Eigenwerte sind #2[(I+1).
Somit ergibt sich aus (4.14) fiir die Eigenwerte:

hZ
E]:ZZ(Z—H) , 1=0,1,2.... (4.15)

Jeder Eigenwert ist (2/ + 1)-fach entartet.

4.5. Ein Rotator mit zwei Freiheitsgraden, dem Polarwinkel ¥ und dem Azimut-
winkel ¢, sei zu einem bestimmten Zeitpunkt im Zustand mit der Wellenfunktion

u(%,9) =N (sint?cos<p+sin195in(p+ \@cosﬂ) . (4.16)

(N-Normierungsfaktor)

a) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass man bei einer Messung des
Drehimpulsquadrats in diesem Zustand des Rotators den Wert 27 findet?
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b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit findet man bei einer Messung des Observablen-
paars Drehimpulsquadrat und z-Komponente des Drehimpulses das Messwert-
paar 272 fiir 1.2 und O fiir L, ?

Die Funktion u(%,¢) ist eine Linearkombinationen der Kugelflichenfunktionen
zum Drehimpuls [ = 1. Man kann u in diesen Kugelflaichenfunktionen

R [3
Yi41(%,0)=7F gsmﬁe ? Yio(0,9)= Ecosﬁ 4.17)

ausdriicken. Aus (u,u) kann man die Normierungskonstante N bestimmen. Man
erhilt fiir die Normierungskonstante N = 1/3/(207). Somit ergibt sich fiir die nor-
mierte Wellenfunktion

5 1—1 3 141
”(197<P)mYl,lJr\/ng.OwL(m)Yl,m (4.18)

Die Erwartungswerte fiir das Drehimpulsquadrat und die z-Komponente des Dre-
himpulses ergeben sich zu:

(a, L) = 21° (4.19)
=P 3 11+i)?

10 (—l-h)+§(0~h)+ 10

(+1-h) (4.20)

i ist eine Eigenfunktion von L2, aber keine Eigenfunktion von L. Somit ist die
Wahrscheinlichkeit bei der Messung von L.2 den Wert 2/> zu messen W; = 1. Die
Wahrscheinlichkeit einen Wert O bei der Messung der z-Komponente zu finden ist
W, = 3/5. Somit ist die Wahrscheinlichkeit bei der Messung von L.? den Wert 2h?
und bei der Messung der z-Komponente den Wert 0 zu finden W = W, - W, = 3/5.

4.6. Es ist zu zeigen, dass die Erwartungswerte von L, und I:y in einem Zustand y
mit definiertem Wert von L, verschwinden.

v ist ein Eigenzustand von I:Z, also:
Loy =hmy . 4.21)

Mit Hilfe der Vertauschungsregeln lassen sich L, und I:y darstellen als:
PN N NN
Ly,L;] , Ly=--[L;L, (4.22)

Es ergibt sich somit fiir den Erwartungswert von L:
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Lo=(y,Loy)= —% {(v.L,Ly) = (w,LLyy)}
= —% {(w.L,L.y) - (Loy, L)}
= _% {nm(y.Lyy) —nm(y,Lyy)} =0. (4.23)

Der Beweis fiir I:y erfolgt analog.

4.3 Die radiale Bewegung

4.7. Man berechne die Fouriertransformierte der Wellenfunktion des Wasserstoff-
atoms im 1s-Zustand

1
Yis(r) = ——e /% (4.24)
may

Dabei ist ap der Bohrsche Wasserstoffradius.

Die Fouriertransformierte berechnet sich zu
iy (k) = / Pr gy, (r)e kT (4.25)

Mit (4.24) hat man also
1 73/2/“’ 2/” . /2” o —ikrcos®
J(k) = —=a dri? [ do sin® [ de e 0ekreos 4.26
vis(K) Tz, A , 49 (4.26)
zu berechnen. Die ¢-Integration 146t sich sofort ausfithren. Es wird weiterhin die
Substitution & = cos ¥ verwendet. Es ergibt sich:

0o 1 )
y5(k) = %a&yzbt/o dr el /0 dE e %

2 _ oo
= —fao 3/2/ dr rsin(kr)e_’/“0
0
- Zﬁa_yz 2618](
kY (1 +agk?)?

3/2 1
SN e —
Vg (1+a2k2)?

4.27)

4.8. Gegeben sei ein Zentralkraftfeld, in dem ein diskretes Energiespektrum exis-
tiert. Man beweise, dass der zu einer bestimmten Drehimpulsquantenzahl / gehorige
kleinste Energiewert mit zunehmendem / grofer wird.
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Der Hamiltonoperator kann in der folgende Form

. P19 (,0 Ui+l R+
H_{ 2mr28r( 8>+V()} 2m 12 _HO+%T (4.28)

dargestellt werden. Damit ergeben sich die Energien durch die Erwartungswerte von
H mit den entsprechenden Wellenfunktionen aus:

i 2 1(1+1
Ef /d3r1//, < +2— (rz ))w, (4.29)

i R (14+1)(1+2
1+1—/d ryl (Ho+()§)> Y

I

h211 1 h I+1

(4.30)

Der zweite Summand in (4.30) ist immer positiv. Da y; zum kleinsten Eigenwert
von )
. RI(l+1)
H, -
ot 2m  r?

(4.31)

gehort, muss gelten:

2 I(l+1) . B2 I(I+1)
/d3r Wi (Ho+ 2mr2> Vil > /d3r 7 ( 0t 5= |V
(4.32)

Damit ist die Behauptung bewiesen.

4.9. Die Wechselwirkung zwischen einem Proton und einem Neutron sei ndherungs-
weise durch das Potential
V(r)=—4e"/ (4.33)

beschreibbar. Man berechne die Wellenfunktion des Grundzustandes (I = 0) und die
Beziehung zwischen der Topftiefe A und der Grofe a, die die Reichweite der Wech-
selwirkung charakterisiert.

Hinweis: Man fiihre die radiale Schrodingergleichung auf die Besselsche Differen-
tialgleichung zuriick.

Es wird ein Zweikorperproblem behandelt, bei dem die Teilchen nahezu gleiche
Masse haben. m, = 1838,6836605m,, m, = 1836,152672m,. Fiir die effektive
Masse ergibt sich damit u = m,m,/(m, 4 m,) ~ m, /2. Die radiale Schrédinger-
gleichung fiir / = 0 lautet dann, wenn man fiir den Radialteil Ry(r) = up/r ansetzt:

n* d*
80 iyt

& 2
;‘22( ") h‘; [E+ae7/ uo(r) =0 (4.34)
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Mit einer Transformation & = exp(—r/2a) ergibt sich die Besselsche Differential-

gleichung
A’y 1ldy , K
AL A - — =0. 4.35
et (C-g) -
Dabei gilt
8 8
2= ki;Aaz . K= _hi;Eaz >0. (4.36)

Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist:

2(&) = B1Jr(c&) + BaYi(cE) . (4.37)

Der Radialteil der Wellenfunktion muss fiir » — o verschwinden. Auflerdem muss
Ro(0) endlich sein. Aus diesem Grunde ist By = 0. Damit lautet die Losung

B
Ro(r) = =Ly (e} (4.38)

Damit Ro(r) an r = 0 endlich ist, muss Jy(c) = 0 gelten. Diese Gleichung liefert
implizit tiber die erste Nullstelle der Besselfunktion den Zusammenhang zwischen
Aund a.

4.4 Der Elektronenspin

4.10. Der Spin ist ein Drehimpuls. Es gelten also auch die Vertauschungsregeln fiir
Drehimpulse. Die Spinkomponenten S; konnen durch die Paulischen Spinmatrizen
6; dargestellt werden. Die Paulischen Spinmatrizen sind durch

N 01 N 0—i N 10
Ox = (1 0) ) Gy: (l Ol) ’ GZ: (0 1) (439)

gegeben. Man zeige, dass die Spinoperatoren S; = hé; /2 die Drehimpulsvertau-
schungsregeln erfiillen. Man gebe die Eigenfunktionen ), - von &, an. Man
werte mit 6 = (6, +i6y)/2 den Ausdruck 6,y aus. 61 = (6, +i6,)/2 sind die
sogenannten Umklapp- oder Leiter-Operatoren. Machen Sie sich die Bedeutung der
Bezeichnung klar.

Der Spin ist ein Drehimpuls. Daher geniigen der Spin und die Spinmatrizen folgen-
den Vertauschungsregeln

A

[Se.S,] =irS, . [6+,6y] =2iné; . (4.40)

Dies gilt auch fiir die zyklischen Vertauschungen der Komponenten. Die Vetau-
schungsregeln der Spinmatrizen werden durch die entsprechenden Matrixmultipli-
kationen verifiziert.
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A A A 01 0—i 0—i 01
GxGyGny<10>'(i0><i0>'(10) (4.41)

i 0 —i0 (10
_<O—i>_<0 i)_z’(0—1> (4.42)
= 2i6; . (4.43)
Die Eigenfunktionen von 6, sind Spaltenvektoren, fiir die gelten muss:

CAFZXi =CY+ - (4.44)

Die Eigenwerte von §z sind £71/2. Die Konstante c ist deshalb 4-1. Als linear unab-
hiangige Eigenvektoren werden zwei orthogonale Spaltenvektoren der Norm 1 ge-
wihlt. Die Eigenvektoren sind also:

2= (é) Cx= (‘f) . (4.45)

Es ergibt sich fiir die Anwendung von 6 auf y_

N 1 01 0—=i\| [0\ [1
ea=3[(10)+(75)]=(1)-() - wwo
Durch 6, wird ein Spin | in einen Spin 1 “umgeklappt®.
4.11. Man beweise durch vollstindige Induktion fiir n > 2:
(6.6 )"=6.6_ 4.47)

fiir natiirliche n.

Die Umklapp-Operatoren sind durch

N .. ..
64 = 5(  +i6y) (4.48)

gegeben. Damit folgt
6.6 = {6746 +i6,6,-i6.6,)
= % {ZiZ +i[6)'76x]}
= % (h+6.) . (4.49)

Dabei ist /, die zweidimensionale Einheitsmatrix.

o Induktionsstart n =2

. 1,
(6:6.)" = (h+67+26;) = 5 (h+6;) = 6,6 (4.50)

FN-
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o [nduktionsbehauptung n = k

(6,6 )=6,6_ (4.51)

(6,6 .6 )2 =(6.6) (4.52)
4.12. Wie groB ist die Projektion des Quadrates des Spins 7i/2 auf eine gegebene
Richtung a. .

Hinweis: Man berechne (S-a)?/a>.

Man driickt S durch die Paulischen Spinmatrizen aus:

A /3 R R
S= 3 (6yex+ Gye, + Ge;) . (4.53)

Damit erhélt man dann:

(S-a)? K
vl

6.ay + 6yay, + 6a;) - (6,ax + 6,a, + 6.a;)

=iz {6)62(1)2( + 6y2a§ + Gzzaf +axay (6,6, + 6,6;) +axa; (6,6; + Gsz)}

“b. (4.54)

Dabei wurde verwendet, dass die Quadrate der Paulischen Spinmatrizen Einheits-
matrizen liefern und das 6;6; + 6;6; = O fiir i # j gilt.



Kapitel 5
Drehimpulsoperatoren

5.1. Es ist zu zeigen, dass

L. =he'? [;ﬁ + icotﬁ;lp} (5.1

der Umklappoperator L, des Bahndrehimpulses ist. Man wende den Operator auf
Eigenfunktionen des Bahndrehimpulses an.

Die Eigenfunktionen des Bahndrehimpulses sind Kugelflachenfunktionen. Es gilt
L2Yin(8,0) = 11+ 1)Yin(9,0) , LYim(D,0) = hm¥u(9,9) . (5.2)
Die Kugelflichenfunktionen sind durch
Yim(®, @) = NP (cos ¥ )e™? (5.3)

gegeben. Die zugeordneten Legendreschen Polynome sind iiber

le ~ Sinm ﬁW (54)

definiert. Somit ergibt sich
L. Y (0, @) ~ hie'® 9 + oot P"(cos )e™? (5.5)

e B op |
~ he'? [mcot O P"e™? — Pt e™? —mcot 9" e ™| (5.6)
~ P[m-‘rlei(m+1)(p ~ Yl,m-s-l(ﬁ,(P) ) (5.7)
5.2. Die Beziehung

(2 A] =i(AxJ-JxA) (5.8)

ist zu beweisen. Dabei ist A eine vektorielle GroB3e, die den Vertauschungsregeln
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30, Ak] = ignA (5.9)

geniigt. & ist der vollstédndig antisymmetrische Tensor dritter Stufe.

Der antisymmetrische Einheitstensor dritter Stufe &;; ist definiert als ein Tensor, der
in allen drei Indizes antisymmetrisch ist und fiir den €153 = 1 gilt. Von den 27 Kom-
ponenten sind nur die 6 von Null verschieden fiir die die Indizes eine Kombination
der Zahlen 1,2 und 3 bilden. Der Tensor hat den Wert +1, wenn die Indizes i,k und [
durch eine gerade Anzahl von Permutationen aus 1,2 und 3 hervorgehen. Wird eine
ungerade Anzahl von Permutationen benétigt, um i,k,/ aus 1, 2, 3 zu erzeugen, so
hat der Tensor den Wert -1.

Die Richtigkeit von (5.8) wird anhand der x-Komponente gezeigt. Die Auswer-
tung der linken Seite liefert:

[12,A], = [i2.4] = {ﬁ,Ax] n {ji,Ax] + {ji,Ax} (5.10)
= (1,5,A— A3 + (0,54 — ATy (5.11)

Der erste Summand auf der rechten Seite von (5.10) verschwindet auf Grund der
Vertauschungsregel (5.9). (5.11) wird jetzt mit dieser Vertauschungsregel weiter
ausgewertet. So erhilt man mit [Jy,A,] = J,A, — A Jy = i€y, A, = —iA,

=T {Ady—iA} — {1,Ac+iA },
=—i{l,A.+AJ,} (5.12)

Die Auswertung des anderen Summanden ergibt analog:
4] =ida-ad.
=T {AJ. +iAy} — (A —iA}T.
=i{lA+A)T:} (5.13)

Somit erhilt man fiir (5.10) mit (5.12) und (5.13)
(2 A] =i{(FA+AL) - (3,A.+A3))} (5.14)

Die Auswertung der rechten Seite von (5.8) liefert

ey e, e e e, e;
i(AxJ=IxA) =iq|AsAyA| =[] 3y 3 (5.15)
T AcA AL

Bei der weiteren Auswertung hat man zu beachten, dass die Komponenten von J
und A gemélB (5.9) nicht vertauschbar sind. Man erhilt also:
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i(AxJ-JIxA) =i{(aJ.-AJ) - (3,A.-1.A))}
=i{(JAy+Ad) - (A +A0) ) (5.16)

(5.14) und (5.16) sind gleich und damit ist die Behauptung bewiesen.






Anhang A

Mathematica Notebooks

Zum vertiefenden Einarbeiten in den Stoff wurden Mathematica Notebooks erstellt.
Tabelle A.1 gibt einen Uberblick iiber die ergiinzenden Notebooks zum Inhalt des
Buches. In Tabelle A.2 werden die Notebooks die sich direkt auf Ubungsaufgaben
beziehen, zusammengefalit.

Notebook|Kapitel|Inhalt

MB1 2.2.1 |Potentialtopf

MB2 2.2.1 |Transfermatrixmethode

MB3 2.2.3 |Beliebige Potentiale und WKB-Niherung

MB4 2.3.3 |Reflexion und Streuung an Potentialtopf und Schwelle
MBS 2.3.5 |Streuphasen und Resonanz-Streuung

MB6 2.4.2 |Ritzsches Variationsverfahren

MB7 2.4.3 |Storungsrechnung

MBS 3.3.1 |Zerfallswahrscheinlichkeit, Berechnung der Zustéinde
MB9 4.2.4 |Kugelflichenfunktionen

MB10 4.3.3 |Radiale Wellenfunktionen im Wasserstoffatom
MB11 4.3.4 |Wasserstoffatom im Potentialtopf

MB12 4.3.4 |Numerov-Methode

Tabelle A.1 Mathematica Notebooks zum Buch.

Notebook

Kapitel

Aufgabe|Inhalt

MA1
MA2
MA3

22
22
2.3

2.4 |Num. Integration der 1D-Schrodingergleichung
2.6 |Doppelmulde
2.9 |Streuung am 1D-Potentialtopf

Tabelle A.2 Mathematica Notebooks zu den Ubungsaufgaben.
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