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Kapitel 1
Nutzungshinweise

Das gesamte Material ist im Archiv quantenphysik.tar.gz enthalten. Nach dem Aus-
packen steht Thnen das ganze Material unter der HTML-Seite quantenphysik.html
zur Verfiigung. Diese kann man mit den scripts show.bat, show.mac, show.linux di-
rekt anzeigen. Uber diese Seite konnen Sie diese Hinweise und das Losungsbuch
der Aufgaben, sowie die Dokumentation der Mathematica-Befehle, die fiir die Nut-
zung in den Notebooks neu definiert worden sind, einsehen. Sollten Sie zum Paket
QPack neue Befehle hinzufiigen, so konnen Sie mit dem Dokumentationswerkzeug
ROBODoc die Dokumentation erneuern (sieche Hinweise unten).

1.1 Erzeugen ROBODoc Dokumentation

Das Hauptverzeichnis enthilt ein makefile. Mit diesem konnen Sie die HTML-
Seiten des Pakets fiir Linux und Mac-Betriebssysteme anzeigen und die ROBODoc-
Dokumentation des Paketes QPack erneuern. Dafiir wird zuerst das ROBODoc Pa-
ket lokal im Verzeichnis aus den Quellen installiert (make robodoc). Danach kann
man die Code-Dokumentation erncuern (make doc_math).

1.2 Mathematica

Die Notebooks wurden mit den Mathematica-Versionen 8 und 9 entwickelt und ge-
testet. Im Paket enthalten sie die mit Mathematica 9 abschlieBend getesteten Note-
books. Bei Verwendung &lterer Versionen kann es somit kleine Probleme geben, die
geringfiigige Anpassungen erforderlich machen.! Die Mathematica Notebooks sind
in ausgefiihrter Form abgespeichert und tiber die HTML-Seiten sofort einsehbar,
falls der frei verfiigbare Wolfram CDF Player installiert ist. Besitzen die Notebooks

! In dlteren Versionen gibt es zum Beispiel die Option PlotLegends fiir die Plotbefehle nicht.
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interaktive Elemente, so sind diese auch noch im CDF-Format abgespeichert. Dann
kann man mit dem CDF-Player die interaktiven Elemente auch ausfiihren.

Viele Anregungen findet man auch im Wolfram Demonstration Project
(http://demonstrations.wolfram.com).



Kapitel 2
Mathematica Notebooks

2.1 Ubersicht

Die im Moment vorhandenen Notebooks sind in den Tabellen noch einmal genannt.
Auf die Notebooks in Tabelle 2.1 wird im Buch Bezug genommen. Die Notebooks
in Tabelle 2.3 beziehen sich auf Ubungsaufgaben. Notebooks in Tabelle 2.2 bein-
halten Zusatzmaterial. Dieses wird bei Gelegenheit ergidnzt. Zu einigen Notebooks
sind Ergdnzungen zum im Buch gebotenen Stoff erforderlich. Es ist unzweckmi-
Big dieses Material im Notebook unterzubringen. Aus diesem Grund werden die
entsprechenden Erldauterungen hier angefiigt.

Notebook|Kapitel|Inhalt
MB1 2.2.1 |Potentialtopf

MB2 2.2.1 |Transfermatrixmethode

MB3 2.2.3 |Beliebige Potentiale und WKB-Niherung

MB4 2.3.3 |Reflexion und Streuung an Potentialtopf und Schwelle
MBS 2.3.5 |Streuphasen und Resonanz-Streuung

MB6 2.4.2 |Ritzsches Variationsverfahren

MB7 2.4.3 |Storungsrechnung

MBS 3.3.1 |Zerfallswahrscheinlichkeit, Berechnung der Zustéinde
MB9 4.2.4 |Kugelflachenfunktionen

MB10 4.3.3 |Radiale Wellenfunktionen im Wasserstoffatom
MB11 4.3.4 |Wasserstoffatom im Potentialtopf

MB12 4.3.4 |Numerov-Methode

Tabelle 2.1 Mathematica Notebooks zum Buch.
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Notebook || Kapitel|Inhalt
MZ1 2.2 |Gebundene Zustinde in 6-Potentiale
MZ2 2.4 |5-Storung im Potentialtopf

Tabelle 2.2 Zusitzliche Mathematica Notebooks.Die Notebooks sind Ergédnzungen zu den jeweils
genannten Kapiteln

Notebook||Kapitel|Aufgabe |Inhalt

MA1 2.2 2.4 |Num. Integration der 1D-Schrodingergleichung
MA2 2.2 2.6 |Doppelmulde

MA3 2.3 2.9 |Streuung am 1D-Potentialtopf

Tabelle 2.3 Mathematica Notebooks zu den Ubungsaufgaben.

2.2 Notebooks zum Buch - MB#

2.2.1 MB2: Transfermatrixmethode

Die Berechnung von gebundenen Zustinden und Streuzustdnden fiir beliebig stiick-
weise lineares Potential soll nun niher untersucht werden (vergl. [1, 2, 3]). Voraus-
setzungen fiir die folgende Ableitung sind

1. Fiir x — 4o ist das Potential konstant.
V)=V x<xp , V(x)=Vg x>xy
2. Gebundene Zustinde, die hier berechnet werden sollen, treten nur fiir
E < min(Vy,VR)

auf.
3. Streuzustinde werden mit der Transfermatrixmethode fiir

E > min(Vy,VR)

berechnet.
4. Die Bandstruktur im Falle periodischer Potentiale kann berechnet werden.
5. Das Verfahren ist leicht auf die Betrachtung effektiver Massen zu erweitern.

2.2.1.1 Allgemeine Formulierung

Das Potential ist im Gebiet [xq,xy] stiickweise linear vorgegeben. Mit den in Abb.
2.1 eingefiihrten Bezeichnungen ist das Potential im Intervall i gegeben als,
(Vi1 = Vi)

V()C):m(x7al)+‘/l fur a[SXSQH,l (21)
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V()
Via Vi
Via
e
Vi
i-1 i i+1 .
a1 a9 it Aix2 X=

Abb. 2.1 Stiickweise lineares Potential

Das Potential wird durch Einfiihrung einer "lokalen Feldstéirke” F;

Vie1 —Vi
F = ,M (2.2)
(aiv1—a;)
geschrieben als
V.
V(x)=—F(x—b) , bi=a+ Fl (2.3)
1
Das Potential wird also im Intervall i, d.h. [a;,a;41], dargestellt durch
V(x) = —F(x—b) (2.4)
Vil —V; 7
p= Wz Y 2.5)
(ait1—ai) F;
Die SG hat also im Intervall [a;,a;+1] die folgende Gestalt
d> 2m
ﬁ*hfz(*FiXJrE'bi*E) ¢(x)=0 . (2.6)

Die folgende Transformation iiberfiihrt die DGL (2.6) in die DGL der Airy-Funktionen.'

2mE;\ '3 Vi—E
z=ri(ci—x) ri( 5 ) ; Ci:ai+( 7 ) 2.7)
l

! Die Airy-Funktionen sind in Mathematica implementiert, so dass man sich dort einen Uberblick
iiber Eigenschaften der Airy-Funktionen verschaffen kann.
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Die Durchfithrung der Transformation fiihrt auf

d2

[dzz _Z} =0 . 2.8)

Losungen der DGL (2.8) sind die Airy-Funktione Ai(z),Bi(z). Die Lésung im Inter-
vall [a;,a;41] ldsst sich also als Linearkombination der Airy-Funktionen schreiben

ui(x) = CVA4i(z) + Cc? Bi(z;) (2.9)

7 = ri(ci—x) (2.10)

Die Forderung nach Stetigkeit von Funktion und Ableitung an den Intervallgrenzen
fiihrt auf zwei Gleichungen

D Ai(zi1) + P Bi(zi1) = M Ai(zis) + P Bi(zi) 2.11)
nd . oy d . nd . nd .
Cz('—>l ZZAI(Z)|Zi—1.i +Cz(7)l aTZB’(Z)\ij = CE )EZAZ(Z>\Zi,i +C§ )szl(Z)\Zi,i

In (2.11) bedeutet z; ; = ri(c; — a;). Die Gleichungen (2.11) lassen sich in Ma-

trixschreibweise schreiben, wobei die Entwicklungskoeffizienten als Spaltenvektor
T

C; = (cgl) , cl@) aufgefasst werden. Man erhiilt

M;_1 (zi-1,;) Ci-1 = M; (zi,i) C; (2.12)

M sind die sogenannten Transfermatrizen, welche entsprechend (2.11) als

A B
M;(z) = (r,- d%/ii(z) ) ;i(z)) 2.13)

definiert sind. Mit Hilfe der Transfermatrizen lassen sich alle Gleichungen fiir die
Intervallgrenzen, die zur Bestimmung aller unbekannten Entwicklungskoefizienten
dienen aufschreiben, z.B.

M;_; (zi—1,)Ci=1 = M; (zi;) C;
M; (zii+1) Ci = Mig1 (zis1,i41) Cigr (2.14)
Mit1 (zit1,i+2) Cirt = Miya (zi42,42) Civo!

Setzt man die Gleichungen ineinander ein, kann man die Koeffizienten im Intervall
i mit denen im Intervall i + 2 direkt verkniipfen. Man erhélt

M1 (zi-1i) Ci1 = M (zi) MG (zii1) - Mist (Zi1,i41) -
M i) Miso (zii2) Cin . (2.15)

Fiihrt man diesen Prozess nun ausgehend von x < ag bis x > ay durch, erhilt man
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M. (P,Q)" =M -Mg(R,S)" (2.16)

M;,,Mp, sind die entsprechenden Matrizen in den Bereichen konstanten Potentials
Vi, V.

2.2.1.2 Gebundene Zustinde

+ V(X)

Vi+1

Xo X Xie1 X X

Abb. 2.2 Berechnung gebundener Zustinde im stiickweise konstanten Potential

Die Wellenfunktionen im Bereich der konstanten Potentiale V;,Vg sind dabei
gegeben durch

uy = PE—a0) 4 gpkilr—ao) (2.17)
Up = RefRE—an) 4 gp—kr(x—ay) (2.18)

Dabei sind k; = \/2m(V, — E) /1* | kg = \/2m(Vg — E) /1*. Die Transfermatrizen

M, My, sind durch

11 1 1
(L) e (L) ew

gegeben. Gleichung (2.16) 148t sich schreiben als

(P,0)" = M; "M -Mg(R,S)" (2.20)
= M(R,S)"
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Auf Grund der Forderung nach Normierbarkeit muss gelten Q = R = 0. Somit folgt
aus (2.20) als Bedingung fiir die Existenz eines gebundenen Zustandes

mp(E)=0 . (2.21)
Bestimmung der gebundenen Zustinde mit der Transfermatrixmethode heif3t also,
Nullstellen des Elements 7715, in Abhéngigkeit von der Energie zu suchen.
Spezialisiert man die Transfermatrixmethode auf stiickweise konstantes Potential

(vergl. Abb. 2.2) sind die linear unabhiingigen Losungen in den Intervallen einfacher
und die Transfermatrizen haben die allgemeine Gestalt

kixi i —kix; ;
eriti,j e Kiti,j
M;(x; ;) = (kiekixllj —k,-ekix"»j> (2.22)
mitxi,jzxi—xj und k; = 2m(V,~—E)/h2.

2.2.1.3 Streuzustinde

V(X) E

Vi+1

Xo X Xias Xy X

Abb. 2.3 Berechnung von Streuzustinden im stiickweise konstanten Potential

Von links lduft ein Teilchenstrom mit der Wahrscheinlichkeitsstromdichte j;, ein.
In Abb. 2.3 ist die Situation fiir stiickweise konstantes Potential dargestellt. Im Er-
gebnis des Streuprozesses erhilt man einen durchgelassenen Teilchenstrom j7 und
einen reflektierten Teilchenstrom jg. Es sollen von rechts keine Teilchen einlaufen.
Deshalb gilt in (2.16) S = 0. Die Wahrscheinlichkeitsstromdichten sind durch

jL|x=x0 = |P|2KLeX7 jR|x=x0 = _|Q‘2KLexa jT\x:xN = |U|2KRex (2.23)
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mit kg = \/2m(E — V) /1*, k1 = \/2m(E — V1) /h* gegeben. Aus (2.23) erhilt man
damit fiir die quantenmechanischen Transmission- und Reflexionskoeffizienten:

. U 2 . 2
Sl LR bellOF (224)
il PP ke il |P|
Unter Verwendung von (2.16) erhilt man letztlich
1 KR |rh21 (E)|2
T(E =N =Tz =\ (2-25)
B =@ O faE)P

2.2.1.4 Periodische Potentiale

Das vorgegebene Potential ist jetzt periodisch, so dass gilt: V(x) = V(x+ L). Inner-
halb der Elementarzelle besteht das Potential aus N konstanten Abschnitten. Beginnt
die Elementarzelle am Orte x; und endet am Orte x;,y, so erhidlt man bei Verwen-
dung des Bloch-Theorems:

M n—1(xi48) Citn—1 = Mi(x;)e®EC; (2.26)

Dabei ist K der Betrag des eindimensionalen Wellenvektors. Durch Gleichung vom
Typ (2.14) kann man die Verkniipfung der Koeffizienten iiber die Elementarzelle
hinweg auswerten und erhilt

{Mi(xi1) = Mgt ()M (i) - MGy ()M () e} € = 0,
MC; =0. (2.27)

Das homogene lineare Gleichungsystem (2.27) hat nur dann nichttriviale Losungen,
wenn die Koeffizientendeterminante verschwindet

detM=0. (2.28)

2.2.1.5 Effektive Massen

Bei Halbleitermikrostrukturen bildet sich in der Valenzbandoberkante eine Poten-
tialtopfstruktur heraus, die mit der Transfermatrix-Methode behandelt werden kann.
Dabei ist jedoch zu beriicksichtigen, dass im Rahmen der Effektivmassenndherung
die unterschiedlichen effektiven Massen der Elektronen in den einzelnen Schichten
beriicksichtigt werden miissen. So muss man fiir Al,Ga;_,As fiir x = 0.5 die effek-
tiven Massen mg, 5, = 0.067, 5,5, = 0.1087 beriicksichtigen. Fiir das Elektron
im i-ten Intervall lautet die Schrodinger-Gleichung dann

[1512

o A +v,} 9i(x) = (E = Eo) 9i(x) - (2.29)
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Dabei ist Ey eine in Halbleitermikrostrukturen mit der Bewegung senkrecht zur
Schichtfliche verbundene Energie, die durch die freie Bewegung der Elektronen

1

2m

Ey=— (k +k) (2.30)

gegeben ist. Diese wird in der Implementierung nicht mit beriicksichtigt.

Die Forderung der Stetigkeit der Wahrscheinlichkeitsstromdichte iiber die Grenz-
flache fiihrt auf:

1 d

1 d
—— Pi1 (%) oy, = Zimfa

2mr | dx

i (x) [x=x; (2.31)

Damit ergibt sich die gegeniiber (2.19),(2.22) geidnderte Form der Transfermatrix

¢i1(x) ¢i2(x)
Mi(xj):< 1 d )

(2.32)
2m? dx il (x)|x:xj- ﬁ % ¢i2 (X) [x=x;

Dabei sind ¢/ (x), ¢?(x) die zwei linear unabhiingigen Losungen im i-ten Intervall.

2.2.2 MB3: Die WKB-Methode

Die Grundidee der WKB-Naherung ist im Buch im Kapitel 2.2.3. Bewegung im
beliebigen Potentialtopf bereits dargestellt. Hier soll die Methode jetzt etwas detail-
lierter beschrieben werden. Die Diskussion folgt den ausfiihrlichen Erlduterungen in
[4]. Wir gehen von der eindimensionalen zeitunabhingigen Schrédingergleichung
aus?

d? 2 2 2m
ﬁ-l-k x| o(x)=0, k (x):?(E—V(x)) . (2.33)
Zur Losung der Gleichung wird der Ansatz
(x) = ceM /M (2.34)

gemacht. W (x) hat die Dimension einer Wirkung. Gleichung (2.33) wird mit dem
Ansatz (2.34) auf eine Differentialgleichung fiir W (x) zuriickgefiihrt. Man erhélt

2 2
(iW(x)) — (ih)%w@c) = 1?k(x) . (2.35)

Es liegt eine inhomogene, nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung in
W (x) vor. Da der Ubergang vom Quantenmechanik zur klassischen Mechanik durch

2 Dreidimensionale Probleme, z.B. die Bewegung im Zentralkraftfeld, lassen sich durch Separation
oft auf eine eindimensionale Bewegung in einem Effektivpotential zuriickfiihren.
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h — 0 vermittelt wird, ist es deshalb natiirlich W (x) nach Potenzen von (i%) entwi-
ckeln:

o

W(x) =Y (in)"Wa(x) . (2.36)

n=0

Fiir die Funktionen W, (x) erhilt man bis zur zweiter Ordnung:

Wp = ih/xdé K(E), (2.37)

Wi(x) =1In+/k(x), (2.38)
R K'(&) 3K(&)

Wz(x)—i%/ dE <k2(§) _2k3(§)> . (2.39)

In der WKB-Ni#herung wird nun die Entwicklung nach dem linearen Term abgebro-
chen. Man erhiilt die folgende Linearkombination der Teillosungen.

0VEKB(x) = _CE piftdEkE) L o ifdEk(E) (2.40)

Vk(x Vk(x)

~

Diskussion:

* Bei V(x) =konst. erhilt man in (2.40) eine Linearkombination ebener Wellen
und damit das exakte Ergebnis.

* Bei schwach ortsabhédngigem Potential erhdlt man nédherungsweise eine schwach
ortsabhingige Phase.

 Die Niherung (2.40) kann nicht nur im klassisch erlaubten Bereich (E > V (x))
sondern auch im klassisch verbotenen Bereich (E < V(x)) verwendet werden.

Mit k(x) = \/2m(E —V (x)/i* = ir/2m(V (x) — E) /i* = ix erhilt man in (2.40)
exponentiell ansteigende oder abklingende Funktionen.
* Die WKB Funktion erfiillt die Gleichung

2 (x ” X
%‘PWKB(x) + {kz(x) + % (kk((x)) - ill;((x))> } OVEB(x)=0.  (241)

Der Vergleich mit (2.33) zeigt, dass die WKB-Niherung offensichtlich gut ist,
wenn

<1 (2.42)

gilt.
* Da in der Nihe der klassischen Umkehrpunkte k(x) ~ 0 gilt, ist dort (2.40) auf
Grund von (2.42) offensichtlich keine gute Ndherung.

Man kann also (2.40) verwenden eine Nadherungsfunktion zu konstruieren, muss
aber in der Nihe der klassischen Umkehrpunkte ein geeignetes Verfahren finden,
um die Wellenfunktionen in den einzelnen Gebieten aneinander anpassen zu kon-
nen. Ein solches Verfahren wird durch Langer [5] angegeben. Man kann eine neue
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Variable o einfiihren:

S k(6)dE,  x=xy
o= . (2.43)
LEk()dE, x<xi
Die WKB-Funktion (2.40) lautet in der neuen Variablen
~ 1 . ,
WKB i —ia
a)= cre” +cre , E>V, 2.44
" (a) o) (c1 e %) (2.44)
L) p—— (clela‘ +c2e*|a‘> . E<V. (2.45)
V k(e

Die WKB-Funktionen (2.44), (2.45) als Funktionen von ¢ erfiillen die folgende
Gleichung

A U R N /0 SR O 2 W
da? kda da 4k2 \ dot 2k do? N

. k - 1., 1.\,
WKB WKB 2 WKB
- 1——k™+—k = 24

¢ +kd) Jr( e +2k)¢ 0 @49
exakt. Die Linearisierung in der Niihe des Umkehrpunktes (k*(x) ~ (x —x+)) zeigt
den Term auf, der zur Divergenz am Umkehrpunkt fiihrt. Die korrigierte WKB-
Gleichung eliminiert diesen Term und damit die Singularitét.

o k- 1. 1.
WKB WKB 2
4= + (1= i+ =k+
0 k(p ( 4%2 2k 3602

) oK =0 (2.47)
Mit dem Ansatz
9" () = \/ff(oo (248)

kann man (2.47) auf die allgemeine Bessel-Gleichung zuriickfiihren. Die Losung ist
gegeben durch

OVEB (o) = \/f (adyz(a)+bJ_y5(a)) . (2.49)

Mit dieser Losung kann man nun die Anschlussbedingungen in der Nihe der Um-
kehrpunkte diskutieren. Sind die klassischen Umkehrpunkte x+ so ergibt sich letzt-
lich:
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VKB (x) = 2\/7exp[ / |k(§)|d§], x<x_ (2.50)
0K (x) = cos[/ (é)dé—}, X <x<x; @2.51)

2F
VB () — zﬁeXp[ /|k |d5} x> xp 2.52)

Durch die Diskussion der WKB-Néherung in der Niher der Umkehrpunkte kann
man eine Anpassung der WKB-Losungen erreichen. Die Singularititen an den
Umkehrpunkten verschwinden jedoch nicht. Die Losungen der korrigierten WKB-
Gleichung (2.47), gegeben durch (2.49) zeigen die Singularitit nicht.

2.2.3 MBS5: Resonanzstreuung

2.2.3.1 Das quantenmechanische Streuproblem

Das dreidimensionale quantenmechanische Streuproblem soll hier nicht vollstin-
dig abgehandelt werden. Es werden nur einige Formeln zusammengestellt, die das
Verstindnis des Beispiels erleichtern konnen.

Die Streuung wird als stationédres Problem behandelt. Es wird elastische Streu-
ung angenommen, d.h. es werden keine inneren Teilchenumwandlungen zugelassen.
Dies fiihrt auf den in Abb. 2.4 dargestellten Zusammenhang der Wellenvektoren k
vor und K’ nach der Streuung.

Ziel: Bestimmung der Wahrscheinlichkeit das Teilchen nach der Streuung in ei-
nem bestimmtem Raumwinkel zu finden. Im quantenmechanischen Streuproblem

K=k K=k-k (2.53)
K2 =2k*(1—cos 6)
=2ksin6/2

Abb. 2.4 Wellenvektoren beim Streuproblem

interessiert jetzt das asymptotische Verhalten. Es l14uft eine ebene Welle ein. Die
gestreute Welle ist eine vom Streuzentrum auslaufende Kugelwelle, die mit einem
richtungsabhingigen Gewichtsfaktor versehen ist (s. Abb. 2.5). Fiir das asymptoti-
sche Verhalten der Wellenfunktion ergibt sich also
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'Detektor

auslaufende Kugelwelle

1 11 I
Streuzentrum

einlaufende ebene Welle nicht gestreute ebene Welle

Abb. 2.5 Quantenmechanisches Streuproblem.

ezk~r

Was(r) = T + f(K')
=VYo+ Y

(2.54)

Die Funktion f(k’) ist die Streuamplitude. Berechnet man die Stromdichten zu
beiden Anteilen in der asymptotischen Wellenfunktion (2.54) erhélt man

. Ik
jo=—, (2.55)
m
js = %g | FK) e, . (2.56)
Damit ergibt sich
dN; =da-j; =| f(K | jodQ . (2.57)

Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist somit durch die Streuamplitude gegeben.

o(Q.E)=|fK) > . (2.58)

Beim Streuproblem ist die Energie des einlaufenden Teilchens vorgegeben. Man
kann also die Schrodinger-Gleichung wie folgt umschreiben:

) 2,2
(Zea+ve)ow="r0(r

2m
2mV (r)

(A+K) ¢(r) o (r) (2.59)
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Diese Gleichung muss durch (2.54) asymptotisch erfiillt werden. Es liegt kein Ei-
genwertproblem mehr vor. Man hat eine inhomogene Differentialgleichung zu 16-
sen. Als Losung von (2.59) findet man

_ ok [ 3 2mV(Y) el
o(r)=e /d ¢ e ) (2.60)

Die Auswertung von (2.60) wird dadurch kompliziert, dass die rechte Seite die ge-
suchte Funktion ¢ (r) selbst enthilt.

In guter Nidherung kann man annehmen, dass der Detektor sehr weit vom Streu-
zentrum entfernt ist. Dann konnen folgende Niherungen verwendet werden: 1/|r —
r'|~1/rund |[r—r'| ~ r —r’-e,. Damit erhilt man aus (2.60) einen Ausdruck, den
man mit der asymptotischen Form (2.54) vergleichen kann.

/2 V —ik'-r ’
o(r) = —/3 anhz K (1) 2.61)

kr

Yo () = €T+ £(K)

Aus (2.61) kann man somit einen Ausdruck fiir die Streuamplitude ablesen

fK) = —i—’?% / PrvE)or) e (2.62)
Im Kapitel 2.3.5 Streuphasen des Buches wurde der Begriff der Streuphase bereits
eingefiihrt. Hier soll diese Grofle noch einmal etwas allgemeiner betrachtet werden.
Fiir die weiteren Betrachtungen wird ein kugelsymmetrisches Potential angenom-
men.

Der Hamiltonoperator eines freien Teilchens ist mit dem Impulsoperator P, aber
auch mit L2, I, vertauschbar. Die Wellenfunktion kann also einerseits als ebene
Welle oder als Entwicklung nach freien Kugelwellen angegeben werden.

90(r) =~k (2.63)

2
Oeim(™) =1/ %jz(kr)Yzm(f) (2.64)

(2.64) erfiillt folgende Eigenwertgleichungen

L2300, (r) =12 1(1+ 1) ¢, (r) (2.65)
L.00,,,(x) =fm ¢, (x) | (2.66)
. 0 h2k2

Ho @y, (T )— ‘Pk m(T) - (2.67)

Die Losung der radialen Schrodinger-Gleichung liefert bei verschwindendem Po-
tential V(r) =0
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u) =k-r ji(kr) (2.68)
(2.68) hat folgendes asymptotisches Verhalten

u?m (kr)

1 . T
ir — E Sln(kr— l§> . (269)

Liegt ein Streupotential vor, so kann man die Wirkung des Streupotentials auf die
asymptotische Losung durch eine Streuphase beschreiben.

uy (kr) 1 . T
—sin(kr —1— . 2.7

Skl ) (270)
Die Streuphasen &; kann man durch die Losung der radialen Schrédinger-Gleichung
aus dem Streupotential als Funktion der Energie gewinnen &; = §;(E). Die Streu-
amplitude ldsst sich durch die Streuphasen ausdriicken.

=

f(6)= % Y (2l +1)P(cos 0)e®sing; . (2.71)
=0

Damit 146t sich auch der Gesamtwirkungsquerschnitt durch die Streuphasen aus-
driicken. Die einzelnen Streukanéle zu verschiedenen / addieren sich hierbei, d.h.

e 4
Ces=Y. 01 , o= TZ(ZH 1)sin’o; . 2.72)
=0

Weiterhin 146t sich das optische Theorem ableiten :

Oges = 4%8]‘(6 =0). (2.73)

2.2.3.2 Resonanzstreuung - ein einfaches Beispiel

Entsprechend Abb. 2.6 ist das kugelsymmetrische Potential durch

v =" Bsi g 2.74)
r)=-—=0(r— .

2m R
gegeben. Es handelt sich praktisch um eine Kugelschale. Die Streuphase zu [ = 0
kann man durch Auswertung der radialen Gleichung

B 2

berechnen. Fiir » > R liegt praktisch schon asymptotisches Verhalten vor, so dass
man ansetzen kann:
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uy = Asinkr (2.76)
upr(r) = sin(kr+ &) . 2.77)

Die Auswertung ergibt dann folgende Bestimmungsgleichung fiir die Streupase &
(Streuphase 6 zu [ = 0)

tankR
tan(kR =, 2.78
an(kR + &) 1+ B/(kR) tankR (2.78)
Fiir die Amplitude der Wellenfunktion fiir » < R erhélt man
1+ tan® kR
Al*= . 2.79
41 tan? kR + (1 + B/(kR) tankR)? 2.79)
Diskussion:
V(r)

Abb. 2.6 Resonanzstreuung an einer Kugelschale

* Fiir B = 0 erhillt man & = 0, |A|> = 1, d.h. es liegt ein freies Teilchen vor. Fiir
sehr grofes B hat man ein ,hard core“-Potential. Es ergibt sich die Streupase
zum ,hard core* Potential &) zu 8! = —kR. Dei Amplitude der Wellenfunktion
fiir » < R ist in diesem Falle natiirlich |A|*> = 0.

* Resonanz:

Bei vorgegebenem f3 lassen sich Energien, bzw Wellenvektoren &, finden, fiir die
der Nenner in (2.78) verschwindet, d.h.
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14 B/(k-R)tank,R =0,

kR
5

Man erkennt, dass /2 < kR < 7 gelten muss, um die Gleichung zu erfiillen. An
einer solchen Stelle gilt aber auch nach (2.78) tan(k,R + &) = oo. Daraus folgt:

tank,R = —

(2.80)

T
KR+ 8 = 2.81)
T
& = —k R+ (2.82)
T
S—-86r==. (2.83)
2
Streuphase fiir verschiedene 8 Amplitude fiir verschiedene 8
3.0
4
5
3 — p=1 20 — p=1
© — B s — B3
— B=7 —_ =7
1.0
1 — p=15 — p=15
0.5
0 0.0
0 1 2 3 4 0 1 2 3
kR kR

Abb. 2.7 Resonanzstreuung an der Kugelschale fir / = 0. Link: Streuphasen,

Rechts:

Amplituden, fir B = 1,3,7,15. kR verschiebt sich mit B zu groBeren Werten:

2.02876,2.45564,2.76536,2.94756

2.2.3.3 Streueigenschaften eines Potentials kurzer Reichweite

Gegeben sei ein Potential endlicher Reichweite. In diese Kategorie gehoren insbe-
sondere die sogenannten muffin-tin (MT) -Potentiale, eine Ndherung, die zur Be-
rechnung der elektronischen Eigenschaften von Festkdrpern benutzt wird. In einer

Kugel des Radius Ry, wird das Kristallpotential sphérisch gemittelt.

- V(F)VSRMT
V(r)—{o r> Ry

(2.84)

Man hat die radiale Schrodinger-Gleichung fiir eine bestimmte Energie zu 16sen

2F = «?

1d>  1(1+1
<_rdr2r+ ( —: )+V(V)—K2>R1(K,r):o.

(2.85)

Innerhalb der MT-Kugel ist die Losung durch die reguldre Losung der radialen SG
gegeben. Auferhalb hat man eine Linearkombination der reguldren und irreguliren
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Losung zu verschwindendem Potential anzusetzen.

< <
RZ(K,r) _ {2}(&7) r < Ryr (2.86)

(k,r) =cos & j;(kr) —sinony(kr) r > Ryr

R; liefert das richtige asymptotische Verhalten. Am MT-Radius miissen die loga-
rithmischen Ableitungen gleich sein. Das fiihrt auf die Bestimmungsgleichung fiir
die Streuphasen:

dR>
Lik) = — Likr) (2.87)
Rl (KvRMT) dr |r:RMT
) o
@nd — Li(x) ji(kRyt) — Kj1' (KRyT) (2.88)

L[(K')nl(KRMT) — Kn;(KRMT) ’

Betrachtet man die harte Kugel mit dem Radius a, so ist die Formel einfach auszu-
werten. Man erhilt: )
Ji(kRyr)

tan§)' = .
ano n/(KRMT)

(2.89)

wobei a der Radius der Kugel ist. Fiir / = 0 folgt das bekannte Ergebnis §! =
—K'RMT.

2.2.4 MB7: Storungsrechnung

2.2.4.1 Storungsrechnung 2. Ordnung , Storungsrechnung bei Entartung

Im Kapitel 2.4.3 Storungsrechnung im Buch wird die Stérungsrechnung nur in 1.
Ordnung betrachtet. Die Ergebnisse fiir die 2. Ordnung werden hier angegeben. Eine
Ableitung der Formeln entnimmt man der Quantentheorieliteratur.

Es sind die Eigenwerte und Eigenfunktionen zu einem Operator H gesucht. Das
Eigenwertspektrum EC und die Eigenfunktionen ¢, zum Operator Hy sind bekannt.
H gehe nun durch eine kleine Stérung V aus Ay hervor.

H=Hy+V (2.90)

Fiir die Storungsentwicklung wird aus dem Storoperator ein Parameter A heraus-
gezogen V = AW. Die Storungsreihe wird spiter in Potenzen von A verglichen. Es
sind also Losungen der Schrodinger-Gleichung

(Ho+V) Wi =En Y 291
gesucht, wobei das Problem zu Hy vollstindig gelost vorliegt:

Ao ¢, = E. ¢, (2.92)
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Die gesuchten Funktionen werden nun nach den Eigenfunktionen des ungestorten
Problems entwickelt:

Vi =Y Crn®m (2.93)

Setzt man nun (2.93) in (2.91) ein, so erhilt man, nach Multiplikation mit ¢,; und
Integration:

(En—Ep) mn =AY Wyt o (2.94)
ml

Wi = (¢maW¢m/)

Das Problem ist somit auf ein unendliches algebraisches Gleichungssystem zuriick-
gefiihrt.

Die Durchfithrung des Programms liefert fiir die Energieniveaus in den unter-
schiedlichen Ordnungen der Storungstheorie:

0—te:E,~E° (2.95)
1—te: E, ~ EX+Vy, (2.96)
2—te:En%E,?+Vm+Z|OV"7m|Z (2.97)
m#n (En _Em)
Die Wellenfunktionen ergeben sich nach
O—te:y,~ @, (2.98)
an
1—te:y,~¢,+ o - (2.99)
S0t L )

Diskussion:

1. Die Korrektur 2. Ordnung zur Energie des Grundzustandes ist immer negativ, da
in (2.97) EJ < E? ist.

2. Fir praktische Rechnungen wird die Energie zumeist in 2. Ordnung Stérungs-
theorie und die Wellenfunktion in 1. Ordnung ausgewertet.

3. Die Reihe der sukzessiven Approximationen sollte konvergieren.

| Vim | < |EX—E%| V¥ m#n, (2.100)

d.h. die Nichtdiagonalelemente des Storoperators sollen klein gegen die Energie-
differenz der ungestorten Niveaus sein.

4. In der bisherigen Diskussion ist Entartung der Niveaus ausgeschlossen. Diese ist
separat zu diskutieren.

5. Bei A — 0 sollte ein stetiges Ubergehen in die ungestorten Losungen gegeben
sein.

Storungsrechung bei Entartung
Die bisherigen Betrachtungen gelten nur, wenn die Energieniveaus nicht entartet
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sind. Treten Entartungen auf, so werden in (2.97) und (2.99) Energienenner Null
und die Stérungsreihen divergieren. Da Linearkombinationen der Eigenfunktionen
zu entarteten Niveaus ebenfalls Eigenfunktionen sind, geht man zu solchen Linear-
kombinationen iiber, bei denen die problematischen Stormatrixelemente verschwin-
den. Damit treten die divergierenden Summanden in der Reihe gar nicht erst auf.
Die Durchfithrung dieses Programms fiihrt auf folgende Formeln.

Angenommen der Energieeigenwert E,(l) sei f-fach entartet. Dann liefern der Ansatz:

/
Yo=Y ek, (H'—ED) g =0 (2.101)
k=1

ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten

!
Y ck(Hpk — EnSyic) =0, m=1,....f. (2.102)
k=1

Das System hat nur dann nichttriviale Losungen, wenn die Koeffizientendeterminate
verschwindet.

Hy—E Hy His

HZI H22 —F H23

Hy Hy  Hy—E...|=0 (2.103)

Die Losung von (2.103) liefert die Energieniveaus in 1.0rdnung Storungstheorie.

2.2.4.2 Harmonischer Oszillator

Bestimmte Storungen am harmonischen Oszillator kénnen durch geeignete Umfor-
mungen der Schrodingergleichung exakt beriicksichtigt werden.

a) Harmonische Stérung
Die Schrodingergleichung weise ein Storpotential der Form Vg(X) = amwx?/2
auf. Die Schrodingergleichung kann wie folgt umgeformt werden:

”od> om 2 9 m o 5
{_Zmdxz + F O —sza) X }(P(x) =E¢(x),
n»od>  m 2,
{2mdx2+2 (V 1+O‘(9) x }(f)(x) =E¢(x),
h2 d2 m _» o
—— 1+ =® =F . 2.104
(ot 507 ol = Eoto) @104
Es liegt also ein harmonischer Oszillator mit einer modifizierten Kreisfrequenz
vor. Die Energieniveaus sind damit
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E,,—h(b<n+;>—h l+aw<n+;> . (2.105)
Die Aufsummation der Storungsreihe in unendlicher Ordnung ergibt das exakte
Ergebnis.
b) Lineare Storung
Das Storpotential sei jetzt Vs(x) = aumx. Es ergibt sich nun unter Verwendung
einer quadratischen Ergénzung:

”od> m
{—Zlndxz‘i'zwzxz‘i'amwzx}(p(x) :E(P(X) )

2
{ﬁf+mwuham+ﬁ—ﬁ)¢M=ENW

2mdx® 2 }
”d om ) )
{5 o= Fate? o) = ot
2 2
{—;sz-i-’;(x—i-a)z}(p(x):(E+’;1a)2a2)¢(x).

(2.106)

Eine Koordinatentransformation & = x + « und die Einfithrung der Energie
E' = E + mw?a? /2 iiberfiihrt die Gleichung (2.106) in die Schrodingergleichung
des harmonischen Oszillators. Somit ergeben sich die gesuchten Eigenwerte bei
linearer Storung zu:

1
E, = ho (n+2> —%a)zaz. (2.107)

Hier bekommt man in 2. Ordnung Storungstheorie das exakte Ergebnis, d.h. die
hoheren Ordnungen verschwinden identisch.

2.2.4.3 Stark-Effekt

Es wird das Wasserstoffatom in einem homogenen dufleren elektrischen Feld be-
trachtet. Das Feld sei in z-Richtung gerichtet. Der Storterm ist dann die potentielle
Energie des Elektrons in diesem Feld:

Vs(z) = —er-E (2.108)

Betrachtet man die Niveaus mit der Hauptquantenzahl n = 2 im Wasserstoffatom, so
liegt, ohne Beriicksichtigung des Spins, eine vierfache Entartung vor. (1 x 25,3 X 2p
). Das duflere Feld verringert die Symmetrie. Es liegt keine Kugelsymmetrie, son-
dern nur noch Zylindersymmetrie vor. Die vierfache Entartung wird durch die Zy-
lindersymmetrie aufgehoben. Die Entartung zwischen dem 2s und dem 2p, Orbital
wird aufgehoben. Die Energien der Orbitale 2p, und 2p, bleiben entartet.
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2.2.5 MB9: Kugelflichenfunktionen und Orbitale

Die Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen wurden im Buch in Kapitel 4.2.4
Eigenfunktionen und Eigenwerte von L2 diskutiert. Neben den komplexen Kugel-
flachenfunktionen spielen auch die reelen Linearkombinationen, die im Notebook
auch verwendet werden, eine groe Rolle. Diese sind iiber

GO D) Lm0

Sp=17 , m=0 (2.109)
definiert.

2.2.6 MB12: Die Numerov-Methode

Wir gehen von der radialen Schrodinger-Gleichung in atomaren Einheiten aus.

<d2 GER))

d 72 72

—V(r)—i—s) u(r)y=0 , €=2E (2.110)

Da es bei der Numerov-Methode auf die Entwicklung eines numerischen Verfah-
rens ankommt, d.h. eine Diskretisierung vorgenommen werden muss ( Differential-
quotient — Differenzenquotient ), schreibt man die Ableitung zweckmifBigerweise
separat

2
%u(r) - <V(r) + ’(l; 1 —e) u(r) . @.111)

Um die oben genannten Probleme zu umgehen, wird ein logarithmisches Netz ver-
wendet. Folgende Transformation wird ausgefiihrt:

x=Inr - r=¢€" (2.112)
y=ue * = \/rR(r) = u(r) = y(x)e*/? . (2.113)

Die Durchfiithrung der Substitution fiihrt auf die folgende Differentialgleichung:

dy _
dx2

2
(H—;) +(V—£)ez"]y. (2.114)

Zur Diskretisierung der zweiten Ableitung fithren wir eine Taylorentwicklung um
den Punkt x,, = xo 4+ n- h auf dem #quidistanten Netz fiir x aus. Wir betrachten dabei
die zu x,, benachbarten Punkte n + 1.
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n? n h*
Yukl = Yo T hy, + S yp £ =V, + 55

“) 2.11
2 6 247" (2.115)

Damit erhélt man sofort :

h4
Yt + Ynoi =2yn+h2y£,’+ﬁy5f>+--- (2.116)

Bildet man die zweite Ableitung und vernachldssigt hohere Terme und ersetzt damit
die 4. Ableitung in (2.115) erhélt man :

h2
Yntl +Yno1 = 290 +h2y + O Vo +yn_ =2y - (2.117)

Die Differentialgleichung (2.114) hat die Form y” = f(x)y + g(x). Ersetzt man nun
die zweiten Ableitungen in (2.117) durch y!, = f,y, + g, erhélt man letztlich:

= 2+Eh2f - 1—ﬁf (2.118)
Yn+1 = | Yn 12t Yn—1 12 n—1 .
+ —hz( +10g, + )] S
8n+1 8n T 8n—1 > .
12 1=t

Man erhilt eine Rekursionsformel, in der yg,y; als Startwerte benotigt werden. Im
Falle der radialen Schrodinger-Gleichung ist ¢ = 0 und die Gleichung vereinfacht
sich entsprechend.
Die absoluten Werte von yy,y; sind auf Grund der Normierbarkeit der Wellenfunk-
tion nicht entscheidend, aber das Verhiltnis y; /yo muss so genau wie mdglich fest-
gelegt werden. Dabeir -0 , x — cokann man z.B. xo = 10 wihlen. Kann man
das Zentralpotential in der Form schreiben

V(r)= 727z+ Agr’ (2.119)

s=0

und verwendet fiir kleine r den Ansatz fiir u(r)
u=r"Y asr (2.120)
s=0

kann man das Verhiltnis y; /yo bestimmen. Man erhilt fiir die Entwicklungskoeffi-
zienten der Wellenfunktion:

aq Z

_—= 2.121
agp (I+1) ( )
a 1 272

iy PRy pi 2.122
ap  (41+6) [1+1Jr 0 8] (2.122)

Damit letztlich
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Y ehi+1) + (al/ao)ex0+h(l+2)
—e (2.123)
Yo 1+ (a1/ag)e
Fiir kleine xo S(xg — —eo) wird der Ausdruck besonders einfach.
I _ ohi+1/2) (2.124)

Yo

2.3 Zusitzliche Notebooks - MZ#

2.3.1 MZ1: Gebundene Zustiinde im 6-Potential

-0.8

-1.0

Abb. 2.8 Das &-Potential (Bereich I (x < 0), Bereich II (x > 0).

Ein besonders einfaches und vollstdndig analytisch 16sbares Beispiel ist das 0-
Potential. Das Potential wird in der Form

W@:*gﬁ&@ , B>0 (2.125)

angesetzt. Damit ergibt sich fiir die stationdre SG

Auf Grund des Auftretens der Distribution &(x) in der SG miissen die Randbe-
dingungen noch einmal untersucht werden. Die Wellenfunktion muss an der Stelle
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x = 0 stetig sein. Um das Verhalten der Ableitung zu untersuchen, wird (2.126)
integriert. Man erhilt:

+e d? )
[8 dx[dxz—&—ﬁ5(x)—1< Pu(x)=0 . (2.127)

Das erste Integral liefert die Ableitungen an €. Das zweite Integral liefert die Wel-
lenfunktion an der Stelle x = 0. Das dritte Integral liefert einen endlichen Beitrag
o< €. Nun wird der Grenziibergang € — 0 ausgefiihrt. Das endgiiltige Resultat ist die
Randbedingung fiir die Ableitung am §-Potential

d

d
T2 D=0 = 01 (x) ji= 0 = BO(0) (2.128)

Die Wellenfunktion muss entsprechend (2.126) im Gebiet I und II exponentiell ab-
klingen. Dies fiihrt zu folgendem Ansatz, in dem die Stetigkeit an x = 0 schon be-
riicksichtigt ist

0r(x) = ce™,

o1 (x) = ce ™.

Die Auswertung von (2.128) liefert nun

ck+ck = Be
2k = f3

-5t

Die Konstante im Ansatz der Wellenfunktion wird aus der Normierungsbedingung
bestimmt. Insgesamt erhilt man als Losung fiir das §-Potential

2 2
E= —f—m (g) (2.129)

¢ (x) = \/ge"'x'/ 2 (2.130)

Das §-Potential hat nur einen gebundenen Zustand. Die Wellenfunktion hat bei x =
0 einen Knick.

2.3.1.1 Das Doppel-6-Potential.

Die einfachste Doppelmulde ist das Doppel-8-Potential. Entsprechend Abb. (2.9)
wird folgendes Potential betrachtet
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V(x)
-a/2 +a/2
X
I 1 1l
Abb. 2.9 Doppel-§-Potential
n? a a
V()= —-B [5(x+ 2)+ 8- 5)}
Damit erhilt die stationédre SG die folgende Gestalt
d—2+[3[5(x+9)+5(x79)]71<2 o(x)=0 2.131)
dx? 2 2 D '
Die Wellenfunktion wird gebietsweise wie folgt angesetzt:
¢r(x) = ae™ (2.132)
O11(x) = b1e™™ +bre™™ (2.133)
¢r(x) = ce™™* (2.134)

Fiir die symmetrischen Losungen gilt a = ¢,b; = b;. Fiir die antisymmetrischen
Losungen gilt entsprechend a = —c,b; = —b;. Somit hat man in beiden Fillen nur
jeweils zwei unbekannte Koeffizienten zu bestimmen:

¢ symmetrische Losungen :
Aus den Randbedingungen an der Stelle x = —a/2 leitet man die folgenden Glei-
chungen ab

a=b(e+1) |,

a—b(l1—e"") = ga

Mit der ersten Gleichung 146t sich a in der zweiten Gleichung eliminieren und
dann b herauskiirzen. Als Eigenwertbedingung bleibt dann iibrig
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2
FK =1te " (2.135)

¢ antisymmetrische Losungen :
Aus den Randbedingungen an der Stelle x = —a/2 leitet man fiir den antisym-
metrischen Fall die folgenden Gleichungen ab

a=b(e-1) |
a+b(1+e") = ~a

Als Eigenwertbedingung erhilt man

%" Cl_e ke (2.136)

2.3.1.2 Diskussion

Man erhilt also insgesamt als transzendente Bestimmungsgleichungen fiir die Ener-
gieniveaus
2k _ { 1 4+ e~ ** symmetrische Losungen 2.137)

B 1 — e~ antisymmetrische Losungen .

Man kann die Losungen wieder graphisch diskutieren. In Abb. (2.10) sind die die
linke Seite sowie die rechten Seiten der Gleichungen (2.137) graphisch dargestellt.
Die Schnittpunkte geben die Energieniveaus an. Fiir wachsenden Abstand fallen die
e-Funktionen stérker ab und die Energieniveaus liegen niher beieinander. Man sieht
auch, daB die Stirke des §-Potentials den Anstieg der Geraden bestimmt. Ist dieser
groBer als der Anstieg von 1 —exp(—ka) an x = 0, gibt es nur einen gebundenen

Zustand.
d 2 2

ﬂ(l—eika)lxzozﬁ — a:B
Ist der Abstand der Potentiale also kleiner als 2/3, gibt es nur einen gebundenen Zu-
stand. Die Abhingigkeit der Lage der Energieniveaus vom Abstand der §-Potentiale

ist in Abb. (2.11) gezeigt.

2.3.2 MZ2: Potentialtopf mit 6-Storung

Vorgegeben ist der Potentialtopf mit unendlich hohen Wénden und der Breite a als
ungestortes Problem. Das gestorte Potential ist in Abb. 2.12 dargestellt und durch

0 |x| >a/2

V)= { 12 om BS(x)  |x| <af2 (2.138)
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f(ka)
/
2.0
1.5 4 -
////
7
i
1.0 v
£
/ }
A
/
& gt
0.5 7
///

0.0 Ka
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
Abb. 2.10 Losen der Eigenwertbedingung: f(ka) ((blau), f(cka),c < 1 (braun), 2xa/(Ba) fiir

verschiedene f (griin)
E/(h*/2m (B/2)*
a
1 2 3 4 5
-1 —
-2
-3
—4

Abb. 2.11 Abhiingigkeit des symmetrischen und antisymmetrischen Zustandes vom Abstand a, f3
(blau), B, (braun), B; > B,

gegeben. Das Potential ist symmetrisch und hat deshalb symmetrische und antisym-
metrische Losungen. Man kann die Losungen des Problems exakt berechnen und
storungstheoretisch behandeln.
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V(x)

-a/2 +a/2 X

Abb. 2.12 Potentialtopf mit §-Stérung

2.3.2.1 Exakte Losung

Auf Grund der Symmetrie der Losungen ergibt sich sofort, dass die antisymmetri-
schen Losungen des ungestorten Problems nicht gestort werden. An der Position
der §-Storung liegt ein Knoten der ungestorten Wellenfunktion vor, d.h. dort ist die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons Null. Es wird durch die Stérung nicht
beeinflusst.

Fiir die Wellenfunktion macht man die Ansitze:

¢r(x) = asink(x+a/2) x<0, (2.139)
O (x) = bsink(x—a/2) x<0. (2.140)

Die Diskussion der Randbedingungen ergibt dann fiir die symmetrischen Eigenwer-
te die folgende Eigenwertbedingung:

tan — = —— (2.141)

Aus (2.141) kann man die Energieniveaus und nachfolgend die Normierung der
Wellenfunktion bestimmen. Abb. 2.13 zeigt die exakten Losungen zu n = 0 und
n =2, d.h. die beiden energetisch niedrigsten symmetrischen Zustinde im Potential
(2.138).
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Grundzustand

2. angeregter Zustand

®2 (x)

Abb. 2.13 Symmetrische Zustinde zu n = 0,2 im Potential (2.12) (exakte Losung).

2.3.2.2 Storungstheoretische Auswertung

Die Losung des ungestorten Problems ist gegeben durch

W omN2
E,?:%(g> (n+1?  n=0,12,... (2.142)
2 . T X
¢n(x):\/>s1n(n+l)(2§+l) E==- (2.143)
a 2 a
Fiir die Stormatrixelemente V,,,,, ergibt sich:
v, —h—zgﬁsin( D sinn+ 1) Z ~0,1 (2.144)
= m 5 n 5 mn=0,1,... .
w2 k+1
Vakot = — =B(—1) k1=0,1,... (2.145)
’ 2ma
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In der Struktur der Stormatrixelemente driickt sich aus, dass nur die symmetrischen

Zustinde mit n = 0,2,4,... gestort werden. In 2. Ordnung Storungstheorie erhilt
man fiir den Grundzustand mit (2.142), (2.143) und (2.145)
?om\e m22, B2\ 1
E:—(f) el DR (e B R3S — 2.146
" 2m\a +2maﬁ+2m<n> ﬁkg’ll—@k—i—l)z ( )

Fiir die Wellenfunktion des Grundzustandes erhélt man:

B 28 (2\* & (—D)Fey
WO_¢O+(1((1) kglm (2147)

Fiir eine numerische Auswertung geht man in (2.146) und (2.147) zu atomaren

Einheiten iiber und verwendet B = 5 a.u. und @ = 1 a.u. Abb. 2.14 zeigt den
Vergleich fiir die Grndzustandswellenfunktion. Die exakte Energie ergibt sich zu

Grundzustand

Abb. 2.14 Exakte (blau) und storungstheoretisch (rot) berechnete Grundzustandswellenfunkton

Eo = 8.87364 a.u. Bei der storungstheoretischen Behandlung ergibt sich in 1. Ord-
nung Ep = 9.9348 a.u. Dies bedeutet einen Fehler von ca. 12 %. Die 2. Ordnung
Storungstheorie liefert Ey = 8.6683 a.u. Dies senkt den Fehler auf 2%.
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